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Cilené fetézce matematickych tloh
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Jisté jste slySeli povzdechy nékterych déti, ale spiSe byvalych déti, kdyz
jde o matematiku ,,ja prosté na matematiku nejsem“, . ja jsem matematiku
nikdy nechédpal(a)“, ,matematika pro mne vzdycky byla zdhadou“, atd.
Zkoumani opravnénosti a pricin takovych vyroki, analyza stupné jejich
opravnénosti a posouzeni, jaka je v tom role ucitelt, vsak neni cilem tohoto
¢lanku. Pripomenme jen jednu z téchto pricin, ktera ptisobi, ze tyto stesky
jsou nékdy opravnéné, a tou je extenzita vyuky matematiky — zaci se jesté
dostateéné neseznamili s jednim tématem, ,neprozili“ je a neovladli jeho
zéklady, a uz se spéché na téma dalsi. Je tedy problém, jak za soucasného
stavu i pres soucasnou pomérné malou hodinovou dotaci matematiky ve
skolach lze zlepsit Gcinnost vyuky.

Jednou z moznosti prevence piicin takovych pociti je diferenciace zd-
kladniho uciva podle stupné nadani jednotlivych zakt a zvyseni intenzity
jeho probirani Nutnd podminka k tomu, aby se u zadk@ mohlo dosahnout
neformalni znalosti matematiky, je, aby se povinna ¢ast vyuky matematiky
omezila jen na to podstatné a pravé tady je moznost zvyseni intenzity vy-
uky. Nemélo by jit napt. o to, aby ,,ctyrkar“ dovedl s chybami resit obtizné
nebo stfedné obtizné tlohy (tj. vlastné neumél je fesit), ale aby dovedl vy-
LSitky zdbéru zakladniho uciva“ lze pak uz tesit soubéznym individudl-
nim pristupem k ,lepsim* zaktm a tim, Ze pro to jsou v zakladnim ucivu
nabaleny dal3i poznatky. Kazdy zak, nema-li se odvratit od matematiky,
potiebuje (tu a tam) tspéch a uéitel ho i slabsim zdkim muZze (a mél by)
dopréat, kdyz je necha samostatné pracovat vétSinou jen na tlohéch zcela
zésadnich, pfimérenych jejich moznostem, dobie probranych a procvice-
nych.
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Jak vime, mé skolskd matematika dvé stranky. Predné je to ,iemeslo”
(znalost pojm, znalost algoritmu, dovednost je pouzivat), bez néhoz se
neobejde zadna kvalitni lidska ¢innost. Druhou stranku bychom mohli na-
zvat ,reSeni probléma“, kdy jde jednak o typové problémy, k nimz lze
se zaky vytvorit bud také algoritmus nebo alespon strategii (hlavni mys-
lenku) feSeni, a jednak o specidlni problémy, kdy zak musi pfi feSeni pro-
blému zmobilizovat a uplatnit vSechny své matematické znalosti a zkuse-
nosti a premyslet ,nové“. Nejvyssim typem jsou ulohy, pfi jejichz reseni
je nejprve nutno hledat matematicky model, ktery nas mize dovést k cili
(takovych tloh je v8ak ve Skole bohuZel madlo, ale je mozné je jisté nalézt
v MO). Ale i zde lze nalézt ¢i vytvofit tlohy rizné naroénosti.

Jednou z moznosti, jak zlepsit vysledky pfi nacviku ,femesla“, je pou-
zivani metody cilenych fetézcu matematickych aloh. V ¢em spociva tato
metoda; zacnéme zkuSenosti odjinud. V [1] se pojednava o vyuzivani gra-
dovanych Tetézctu matematickych uloh ve viceGrovhovych matematickych
soutézich, zejména MO. Ukazuje se, ze pro vzdélavani a efektivni vycvik
olympionikt je uzitecné, kdyz jsou v jednotlivych kolech soutéze pouzity
ulohy ze zamérné vytvoreného retézce tloh, které jsou sice samostatné, ale
jistym zpisobem na sebe navazuji, tj. v kazdém dalsim kole se pfi feSeni
prislusné dlohy znovu pouziji nékteré myslenky a poznatky z dloh pred-
chozich kol a k tomu pak jesté pristoupi nékteré nové problémy. V nasem
pripadé, tj. pii zdkladnim matematickém vzdélavani zak, nejde o soutéz,
ale o to, aby zaci zvladli pozadované standardy a feSeni tloh stanovenych
ve Skolnim vzdélavacim programu. I v zakladni trovni vzdélavani je viak
Casto moZné a uziteéné vytvaret k jednotlivym bodtm uéebniho cile (jimz
je napft. uvédomeéla znalost feSeni ur¢itého druhu dloh) promyslené cilené
fetézce dloh vybrangch ze zdkladniho uciva, kde kazda dalsi Gloha v fe-
tézci rozsiruje znalosti a zkuSenosti zakl s fesenim tloh vztahujicich se
k cilovém problému.

Princip pouziti cilenych retézcii matematickych tloh
Pojednejme nyni o tom, v ¢em spociva tato metoda.

Priprava ucitele

Nejprve si ucitel podle SVP stanovi, které cilové kompetence (znalosti,
dovednosti) by jeho zaci méli v pristi diléi etapé vyuky (v pFistich nékolika
vyucovacich hodinach) zvlddnout a jaky druh Gloh tomuto cili odpovida.
Podle toho vybere jeden nebo vice typt zdkladnich dloh, znalost jejichz
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feSeni bude pro zdky kritériem tspésnosti vyuky. Z verzi téchto dloh vy-
tvori jejich retézec zaméreny na splnéni vybraného dil¢iho cile ve zvoleném
Casovém intervalu. Pfitom ovSem nelze jednoznacné pripravit univerzalni
cileny retézec uloh, ktery by se dal pouzit ve vSech pripadech. Musi se totiz
prihlédnou k radé okolnosti.

Predné je tfeba vzit ohled na vék zakl, druh skoly, matematickou uroven
74kl a také na konkrétni situaci v dané skole a t¥idé. S témito znalostmi
si ucitel (postupné) pfipravuje fetézec aloh cileny na splnéni vytéeného
zdméru a udéla ¢asovou rozvahu jeho pouziti. Samoziejmé ze i dobu, na
kterou se feseni Gloh z daného fetézce rozlozi, musi ucitel zvolit podle kon-
krétni situace. Pritom se zaméri na zakladni u¢ivo a na zakladni droven
zakd (tj. napf. na ,tfi minus“). V celém pribéhu v8ak piidava ,dobro-
volné“ ulohy, které jsou povinné pro zaky, ktefi chtéji lepsi znamku.

Prace se Zdaky:

1% V tvodni hodiné (hodinéach) ucitel vykonavé se zaky piipravné prace:
probere, pfipomene nebo procvici potiebné zdkladni pojmy, jedno-
duché operace a podilohy, které budou nasledné pouzity pii reseni
uloh z daného cileného retézce.

20 Spolecné se tiidou vytesi jednu (nebo i vice) stiedné slozitou tlohu
z daného Tetézce tak, aby se tu vyskytla velkd cast zdkladnich jevi,
s nimiz se Zaci setkaji v celém Fetézci tloh. Ulohy se t¥idou analyzuji
do plné srozumitelnosti a formuluji (kde je to G¢elné) obecny princip
feSeni, postup (jevovou analyzu); ve vhodnych piipadech i s pouzitim
IKT. Dalsi alohou (tlohami) lze u¢ivo procviéit.

3% ZAci dostanou z daného tématu zaddnu doméci tlohu, jejiz vyfeseni
se zkontroluje.

49 Utitel zad4 vypracovani neklasifikované samostatné pisemné prace®).

5% Vysledek vyuky se ovéii (klasifikovanou) pisemkou.

6° Zhodnoti se vysledky pisemky.

Neni rozumné nasilim od sebe trhat tlohy tématicky pribuzné, proto je
casto vhodné resit pribuzné pripady soubézné, takze mtizeme pak pracovat
treba i s vice cilenymi do sebe vpletenymi retézci. Je pak na uciteli, aby
cely postup spravné a piehledné reziroval. (V hodinéch, kde se pracuje

*) V &lanku [2] pripomnél autor princip a vyznam samostatnych praci pro efektivni
zvladnuti matematického uciva a to na vySSi arovni, tj. aby je zaci dovedli pouzivat
s velikym podilem samostatnosti.

Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010 131



s ulohami daného fetézce, neni nezbytné soustiedit se jen na né, ale lze se
v ¢asti hodiny zabyvat i jinymi tématy, napf. vracet se k minulym latkam.)

Daéle si ukdzeme navrh vybéru tloh a dil¢ich kroki v fetézcich cile-
nych do tématického okruhu Prace s druhou odmocninou. Nabidneme zde
vhodné ulohy a je na uciteli, které a jak pouzije. Jisté si povSimnete, Ze
nami dale uvedené retézce tiloh neobsahuji napft. tlohy o vyssich odmoc-
ninach, ty by mély misto pripadné az v jiném tématu, aby se probirana
tématika prili§ nerozmélnovala.

Retézec I. Césteéné odmociiovani a nisobeni odmocnin

Cilem pouziti fetézce I je, aby zaci dovedli fesit Glohy na cdstecné od-
mocnovdni a na souciny a druhé mocniny dvojclent s odmocninami.
1° Piipravné prace

Predpokldddme, ze zaci uz védi, co je to druhd odmocnina z nezapor-
ného ¢isla, dovedou ji pomoci kalkulacky vypocitat a jiz se setkali s nejjed-
nodussimi vlastnostmi druhych odmocnin (téZ s odmocninou ze soucinu).
Je treba novou latku na jednoduchych piikladech vysvétlit a postupné
dosdhnout toho, aby zaci obéma cilovym operacim porozuméli.

U1: Ve spolupraci se tifdou poéitat ¢asteéné odmocniny ve vyrazech:

V12,v/18,/50,/810, /48, v/8, /1440, /968, v/578,1/1083, . . .

Reseni: 2v/3, 3v/2, 5v/2, 9v10, 4v/3, 2v/2, 121/10, 22v/2, 17/2, 19v/3, . ..
Poznatek: Je vhodné zndt druhé mocniny prirozenych ¢isel do 20.

U2: (Ve spolupréci se tiidou) provést naznacené operace, vysledek zjed-
nodusit a pokud je to mozné i pomoci ¢astecného odmocnéni: (4\/5)2,
(5\/3)27 (3\/5)27 (\/g - \/5)27 (\/ﬂ - 7) ’ (ﬁ - \/ﬁ)a (\/6 - 3) : (\/6 + 3)7
(V5+2)-(2-V5),(V1I0+2)- (V5 —Vv2),(4—3V2)%, ...

Reseni: 32, 75, 45, 5 — 2v/6, 7(vV2 — V6 — VT + V21), -3, -1, 3V/2,
34 —24V2, ...

Problém: Na pifkladu vyrazi (v/50 — v/45)2, (V/75 — V/27)? ovéite, zda je
vhodnéjsi vyraz nejprve umocnit a pak castecné odmocnit, nebo naopak;
totéz pro nasobeni (v/18 — v/12) - (v/2 — V/27).

Vi = (V50—v45)* = 50+45—2v50V/45 = 95—2-5v/2-3v/5 = 95— 30V/10.
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Vi = (5v2 — 3v/5)? = 50 + 45 — 30v/10 = 95 — 30V/10.

Vo = (VT5—V27)% = 7542727527 = 102—2-5V/3-3V/3 = 10290 =
=12.

Vo = (5v3 — 3v3)? = (2v3)? = 12.

Vs = (V18 — V12) - (V2 — V27) = V36 — V24 — V18- 27 + V1227 =
=6-2v6-3-3v6+2-3-3=24-116.
Vs=(3vV2-2V3)-(vV2-3V3) =3-2-2V6 —9V6 + 6 -3 = 24 — 11V6.

29 Spoleéné FesSeni a analyza ukazkovych tloh

Ul: Do vyrazu V = @ dosadte a = 7v2 — 2v/3, b = 10 — 76,
vyraz zjednoduste a vypoctéte jeho numerickou hodnotu s pfesnosti na 3
desetinna mista.

. 2-2v3)2 -4 (10 -

Reseni: V = (72— 2v3) - (10 - 7v6) =

98— 286+ 12 — 40 + 28V/6
B 7

= 10,000.

Postup:
— do vyrazu V dosadit za a, b,
— provést naznacené pocetni vykony,
— vyraz V upravit,
— urdit jeho numerickou hodnotu (zde vznikla jiz pfi Gpraveé).

U2: Po apravé vyrazu V = (V48 — v/24)? — (V18 — 8)? vypoététe jeho
numerickou hodnotu s presnosti na 2 desetinnd mista.

Regeni: V = 48+24— 21482418 — 64+ 1618 = —10—48V2+48V/2 =
—10,00.
Postup:
— provést naznacené pocetni vykony,
— vyrazy s odmocninami ¢astecné odmocnit,
— vyraz V upravit,

— urdit jeho numerickou hodnotu (zde vznikla jiz pfi Gpraveé).
Jin4 moznost: zaménime pofadi prvnich dvou boda: V = (4v/3 — 2v6)% —
—(3V2—8) = 48+ 24 — 1618 — 18 — 64 + 482 = —10 — 482 + 48V/2 =
— —10,00.
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3% Domaci tloha

U1: Césteéné odmocnéte V12, v18, /50, v/810, v/48, /8, v/1250, v/196,
V98, v/320.

Reseni: 2v/3, 3v/2, 5v/2, 910, 4V/3, 2v/2, 25v/2, 14, 7/2, 8/5.

U2: Provedte naznacené operace, vysledek zjednoduste a uréete numeric-
kou hodnotu jednotlivych vyrazi s presnosti na 3 desetinnd mista.

(4-3v2)%, (3+2V2)- (3v2-5), (V5 —1)%, (V14T + V72) - (V162 +/192),
(13 — V125)%.

Reseni: (4—3v/2)% = 34—24v/2 = 0,059; (3+2v2)-(3v2—5) = —3—V2 =
= —4.414; (V5 —1) =6 — 25 = 1,528; (V14T —V72) - (V162 4+ V192) =
= (7vV3-62)-(9v2+8V/3) = 56-3—54-2+63v6 —48v/6 = 60+ 156 =
= 96,742; (13 — V125)% = 294 — 130v/5 = 3,311.

4% Samostatna prace

b2 — 4a

U1l: Do vyrazu V = dosadte a = 3v3 — 4v2, b = 5 — 616,

vyraz zjednodusSte a pak vypoctéte jeho Ciselnou hodnotu s presnosti na
1 desetinné misto.

Reseni: V = (V27— V32)° — 4(5 — v216) =

3
27— 24v6 + 32 — 20 4 24V/6
B 3

=13,0.

5% Pisemka je zafazena a7 v nasledujicim fetézci Usmérmnovdni zlomkii.

Usmeérnovani zlomka

Clilem pouziti fetézce je, aby zaci dovedli Fesit tlohy, v nichz se vyskytuje
usmernovdani zlomku s jednoclennym jmenovatelem a usmeérnovdani zlomku
s dvojclennym jmenovatelem a k tomu operace se zlomky probrané v retézci

I.
Retézec II.
1% Pripravné prace
Latku na prikladech vysvétlit a postupné dosdhnout toho, aby zaci

usmérnovani zlomki porozuméli.
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2 7 6 12
U1: (Ve spolupréci se tifidou) usmériovat zlomky: , , , ,
42 3+6 4283 4338
V10 7 V15 T VE6 T VIT5
) 2V13 7 7 1 V2 6 6
Reseni: = , = = — == —— = —
V13 13798 V2 /2 27 V21 26
3 _3/6 V6 12_12\/%_6\ﬁ4 V2 4\/E\/_
V6 6 2728 28 77 10 N
_2V/10-v5 3+V6  3V15+v90 V15410 4\/288

5 7 V15 V15 a 5 7 /56
4122 242 242 2428 247 44338  4-13v2
Iy Y v RV v BV S AV v AV
_ 52/14
35

U2: (Ve spolupréci se tiidou) usmériiovat zlomky:

5 5—-v2 V5-+3 2 VI8+3 V3-V2 12

V5—-2" 542 VI5-3 VI0+2  T+v2 VB+V2 VT4+VE
VI3 -V3
V13— V12

5. . 5 5(V5+2) _
Reem.\/g_Z— =1 5(V5 +5),
5-v2  (5-v2)?% 27-10V2
5++/2 25-2 23
VE-V3 _ (V5-V3)-(VI5+3)  VT5-V45+3V5-3V3 _
V15 -3 15-9 - 6 -
_5v3-3V6+3v5-3v3 23 V3

2 _aW0-n_ym-3
Jio+2  10-4 3 7
VO8+3  TV2+3  (TW2+43)(T-v2)  21-14+49y2-3V2
T+V2 O T+V2 49— 2 - 47 -

7 + 462
47
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V3-Vv2  (V3-v2)? _ -

NP f’f:z\f_g” 2v/6 = 5 — 21/6,
12 12(V7T-v4) ~

ViiviT -1 —ivT-VY,

VI3 -3 (VI3-V3)- (VI3 +V12) _

Vi v EEST = 13 -V39+2V39 — 6 =

=7+ 39.

20 Spoleéné FeSeni a analyza ukazkovych tloh:

vV -2
U1: Zjednoduste vyraz V = GOSTl\/S_S a pak vypoctéte jeho hodnotu

s presnosti na 3, na 2 a na jedno desetinné misto.

\/%—2\/@: 11\f—4\/ﬁ: 11\/5—4\/5'

Reseni: V =

V11 V11 V11
VIT 115V — 42 11/IT 11 (VBT —42)
Vi1 11 - 11 -
=55 —/32=1,759 = 1,76 = 1,8.
Postup:

— Castecné odmocnéni vsech odmocnin,

— rozsiteni zlomku vyrazem (odmocninou) ve jmenovateli,

— Uprava a kraceni,

— zjednoduseni pro numericky vypocet,

— zjisténi priblizné hodnoty vyrazu V na dany pocet desetinnych mist.

Ndameéty do diskuse: Vysvétlete, pro¢ provadime jednotlivé kroky a ceho
jimi dosdhneme. Ve kterych zvlaStnich pripadech néktery z uvedenych
krokti neprovedeme? Vyfeste tlohu tak, Ze zaménite prvni dva kroky.
Ktery postup vam pripada snadnéjsi a proc¢?

U2: Odstraiite odmocniny ze jmenovatelt zlomki a upravte:

_V5-10 V343
- SV T
Reseni: V = (\/5_10)'\/3+(\/§+3)'(\/§—1) _

VRV RN FETRN.
:5_;0‘/5+3_3;2\/§:1—2\/5+\/§.
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Zapiste strucné postup reseni. Uvédomime si, ze jsme tu kazdy zlomek
upravovali zv1ast.

U3: Zjednoduste:

~ 5V (o

Zapiste strucné postup reseni.
— prvni vyraz umocnime a u dvou zlomka provedeme usmérnéni,
— upravujeme rozdil zlomki v zavorce,
— provedeme naznacené vynasobeni.

Jesté jeden podobny piiklad na procviceni:

U4: Zjednoduste: V = (vV3—v2)%. (3+ f \‘;

rickou hodnotu s presnosti na 4 desetinnd mista.

Reseni: V = (V3 — V2)? - <T1\/6 + %) —

:(5_2\/6).<3_\/6+@> =5—2v6 =0,1010.

> a urcete jeho nume-

3 3

Vyslovte strucné postup reseni.

3% Samostatna prace

5V98 — /90
V10

s presnosti na 3, na 2 a na jedno desetinné misto.

5V/98-v90  5-7v2-3V10 V10  35v20-30

U1: Zjednoduste vyraz s = a pak vypoctéte jeho hodnotu

Reseni: s = = . —
V10 V10 V10 10
%0_30 =7V5-3= 12,652 = 12,65 = 12,7.

U2: Odstraiite odmocniny ze jmenovatelt zlomkd a upravte:
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V:\/§—6+x/5+5

V3 VE+l
(V3-6)vV3  (V5+5)(vV5-1)

Reseni: V = + =
V3-Vv3  (VE+1)(W5-1)
- —5+4
=3 ;\/3+5 5: \/3:1—2\/§+\/3.

U3: A|B: Do vyrazu
16a 6b

A= B=_—"_
a? +3 2 — b2

dosadte a = v/5 — 2 [b = 3 — v/5] a odstraiite odmocniny ze jmenovatele
zlomku.

16(v5-2)  16(v5-2)  16(v/5-2) _
(V5—2)2+3 5—-4/5+4+3 4(3-5)
:4(\/5_2)(3+‘/5):—1+\/5.
_ Ez)‘(35—\/5) _ 6B3-v5  6B-V5) _
2-(3-V5)?2 2-94+6V5-5 6(—2+V5)
:(3—\/5)(—2—\/5):1+\/5_
—1

Reseni: C =

4° Domadci tloha

U1: Zjednoduste vyraz

L VA0 - Vol
G

a pak vypoctéte jeho hodnotu s presnosti na 3, na 2 a na jedno desetinné
misto.

3@—@_3-5-\/5\/6_2_15-\/5_2_30-\/3_

V6 V6VE 6 6
2 =53 — 2= 6,660 = 6,66 = 6,7.

Kontrola domdct ulohy: Kdo nejprve ¢astecné odmocnil?

Reseni: V =

i Sto: V = (VB —v3)? . [ 2 5
U2: Zjednoduste: V = (v/5 — v/3) <\/ﬁ_3+\/ﬁ>
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Re§eni:V:(\/__\/§)2.< 2 +i>:

V53 VIS
= 8- 2viy) - (D WY oy

U3: Zjednoduste:

a:(\/_—\/§)2-< ! —i>.

2-v2 V2
y A 1 1 242 V2
v /: — 2_ 2_ = — _2 . _ - —
Reseni:a = (V2—/3) (2_\/5 \/5> (5—2V6) ( 5 2)
=5—2V6.
5° Ulohy na pisemku
U1: A|B Zjednoduste vyraz
o 4+/288 — 3v/162 b— 44/338 — 3128
V56 V175

a pak vypoctéte jeho hodnotu s pfesnosti na 3, na 2 a na jedno desetinné
misto.

4288 —3v162  4-12-v/2-3-9-v2  21V/2/14
V56 a 2/14 To2.14 T

=1,5V7 = 3,969 = 3,97 = 4,0.

p — 4V338-3VI28  4-13v2-3-8V2 _ 28V2VT _ 08VTi

V175 57 5T
= 2993 =299 = 3.0.

Reseni: a =

U2: A|B Do vyrazu
24x 12y

T 22+5 - y2+1
dosadte = 2 — /3 [y = 3 — v/2] a odstraiite odmocniny ze jmenovatele
zlomku.

Regeni: A = 24-(2-v3) _ 24-(2-v3) _ 24-(2-V3) _
T 2-VB3)245 4-4VB+3+5 4-(3-V3)

_6-2-V3)(3+V3) _

B 9-3 =3-V3,

Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010 139



C12-(3-v2)  12-(3—-v2)  12-(3—V?2)
T (B-V22+1 9-6V2+2+1  6-(2—v2)

_2-(3-V2)2+V2)

= Y= =4+V2.

U3: A|B Odstraiite odmocniny ze jmenovatelt zlomki a zjednoduste vy-
raz:

3 9 p__ 9% 2
T 5-V3 2V3 T 204-v5)  2V5
Reseni:
A_33(5+\/§)_9\/§_3(5+\/§)_3\/§_§
- 25-3 6 2 2 2
B_55(4+\/5)_25\/5_5(4+\/5)_5\/5_10
- 2.(16-5) 2.5 2 2

Je ovSem samoziejmé, ze i dobfe probrand témata je v tfeba v souladu
s kiivkou zapominani trvale opakovat.

Zavér

Téma (préce s odmocninami), na kterém jsme piredvedli metodu cile-
nych Tetézcu matematickiych uloh, mé uz patrné zenit své slavy za sebou
(dfive se probiralo v mnohem vét$im rozsahu), ale na druhé strané je jisté
nelze vynechat pro jeho postaveni v Gpravach algebraickych vyrazi pod-
lozeného formalné i v Rimcovém vzdélavacim programu pro gymndzia (viz
[4], o¢ekdvané vystupy: ,Zdk provddi operace s mocninami a odmocninami,
upravuje ciselné vyrazy*). Je cenné pro ziskdvani vydatné pocetni obrat-
nosti, pro kultivaci vlastnosti v matematice i v zivoté potiebnych, jako je
schopnost vytrvalé prace, vynalézavost a zdatnost pti prekonavani preka-
zek a tim i pro péstovani prvnich dvou z péti P formulovanych F. Kufinou
v [3]. Napt. také v [5], kapitola 2, v poZadovanych znalostech a doved-
nostech je zafazena kompetence: ,Aktivné ovlddat zdkladni pravidla pro
pocitdni s odmocninami a mocninami s raciondlnim exponentem.“ Toto
téma najdeme ve SVP nejen pro 1. ro¢nik étytletého gymnézia a sttednich
odbornych skol, ale jiz i skol zakladnich, i kdyz nékdy je odbyto v rozsahu,
ktery svadi spis k tomu, rychle je prelétnout. Mam vsak za to, Ze mnohem
lepsi pro vzdélani zakd je vybrat t¥eba jen ¢ast tématu (napf. jako jsme ji
zvolili zde) a probrat ji naplno, aby Zaci méli ¢as se s vybranymi tlohami
spratelit a znalosti a dovednosti jejich feSeni si uchovat. Ovsem odmocniny
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nebyly v tomto ¢lanku to nejdilezitéjsi, byly jen latkou pro konkretizaci
myslenek cilenych fetézci matematickych tloh.
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Péstovani financéni gramotnosti
ve vzdélavani stredoskolaki

VLADIMIRA PETRASKOVA
Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budgjovice

Uvod

V soucasnych diskusich o piicinach financ¢ni krize se ¢asto vycitd ban-
kam, ze nerozvazné poskytovaly pajcky lidem, kteti je pak nebyli schopni
splacet. Banky ovsem svou odpovédnost za chovani lidi zijicich mnohdy
cely zivot na dluh odmitaji s tim, Ze pri¢inou je vétSinou nizka troven
financéni gramotnosti téchto dluznik.

Otéazkou zlepSeni finan¢ni gramotnosti se zabyvala i vldda Ceské repub-
liky jiz koncem roku 2005 a ulozila ministerstviim financi, skolstvi a pra-
myslu a obchodu pfipravit opatfeni pro vzdélavani ob¢and v této oblasti.
Dokument s ndzvem ,,Systém budovéni finanéni gramotnosti na zakladnich
a stfednich skoldch®“ byl vypracovan a v prosinci 2007 vladdou také schva-
len. Obsahuje konkrétni standardy, které stanovuji cilovy stav finan¢niho
vzdélavani pro zakladni a stfedni vzdélavani. Standardy jsou nyni imple-
mentovany do ramcovych vzdélavacich programi. Jsou vytvoreny tak, aby
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zaci a studenti ziskali znalosti a dovednosti, které prispéji k lepsi orientaci
v problematice penéz a cen a napomohou odpovédné spravovat rodinny
rozpocCet (schopnost vést rozpocet, stanovovat finanéni cile a rozhodovat
o alokaci finan¢nich zdroja s ohledem na ménici se zivotni situaci).

Na pocatku vénujme pozornost pojmu financni gramotnost. Materidly
OECD 7z roku 1999 [4] vymezuji matematickou gramotnost jako ,schop-
nost jedince rozpoznat a porozumét roli, kterou matematika hraje ve svété,
délat odiivodnéné rozhodnuti a zabyvat se matematikou takovym zptiso-
bem, ktery odpovida potrebadm soucasného a budouciho zivota jednotlivce,
takového ktery je konstruktivnim, usilujicim a reflektivnim ob¢anem.“ Od
tohoto vymezeni mzeme odvodit i finan¢ni gramotnost, kterd by méla,
zjednodusené receno, slouzit jako podklad pro dilezita rozhodovani v ob-
lasti financi.

V tomto ¢lanku uvedeme nékolik priklada tykajicich se financi, které
by mohly byt feseny v hodindch matematiky na stiedni Skole. Klasické
priklady typu: ,,Pan Novdk si uloZil na dobu 5 let ¢dstku 300 000 K¢ pri
ro¢ni drokové mire 8 % a roénim piipisovdni troku. Kolik K¢& obdrZi po
5 letech?“ ponechame stranou, protoze jsou dostupné v fadé sbirek (napf.
[1]). Zaméfime se na finanéni produkty, které v redlné praxi vyuziva asi
nejvice obyvatel Ceské republiky, a to na spotiebitelské Gvéry a splatkovy
prodej a nékteré detaily, které je tieba pfi jejich vyuzivani brat v Gvahu,
protoze zdaleka nejsou zanedbatelné. Pii vypoctech budeme predpokladat
ze Ctendr znd pojmy urok, arokova sazba, jednoduché a slozené trokovani.
Nase uvahy budeme ilustrovat piiklady ze ,skuteéného“ Zzivota.

Spotrebitelsky tvér nebo splatkovy prodej?

Priklad 1 (koupé susicky pradla)

Mlady manzelsky par s malym ditétem bydlici v ndjemnim byté zjistil,
ze provoz domacnosti by znacné zjednodusila koupé susicky pradla. Na
nakup susicky potiebuje cca 18000 K¢.

Reseni. Pro ziskani potiebného kapitalu maji manzelé dvé moznosti. Prvni
moznost je obratit se na banku, kterd poskytne spotiebitelsky avér. Dru-
hou variantou je splatkovy prodej. Vyptijcené penize chtéji splatit do jed-
noho roku. Ktera varianta je vyhodnéjsi?

V pripadé spotrebitelského uwvéru manzelé zjistili, ze existuji spotiebitel-
ské avéry dvojiho charakteru: hotovostni a bezhotovostni. U hotovostnich
uvéru ziskané penézni prostiedky mohou pouzit na libovolny Gcel, zatimco
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u bezhotovostniho Gvéru musi sdélit bance Gc¢el pouziti prostiedki a banka
pfimo proplati faktury dodavateli. Manzelim se nejdfive zalibilo, Ze ne-
budou muset nikomu sdélovat, na co penize potiebuji, ale pak zjistili, ze
moznost libovolného pouziti finan¢nich prostiedki u hotovostnich Gvéra je
vykoupena vy$si irokovou sazbou, a to cca o 1 — 2 %. Vzhledem k tomu,
Ze Gcel vyuziti vypijcenych finanénich prostfedkt (koupé susicky pradla)
znali, priklonili se k Gvéru bezhotovostnimu.

Manzelé zjistili, Ze Grokova sazba takového uvéru je 12 % p. a. a dale
si banka uctuje poplatek ve vysi 400 K¢ za vyhodnoceni zadosti o ivér
(poplatek je zaplacen pii schvéleni zadosti) a poplatek 250 K¢ ro¢né za
spravu uvérového uctu (placeno na konci roku). Vyptijéenou ¢astku budou
manzelé splacet pravé jeden rok, a to mési¢nimi splatkami vzdy na konci
mésice, pricemz banka vychédzi z mésicniho Grokového obdobi. Vyse mé-
si¢ni splatky je bankou stanovena na castku 1599 K¢. Manzelé zaplati za
susicku pradla ¢astku 121599 + 400 + 250 = 19838 K¢. To znamend, ze
zaplati navic 1 838 K¢.

U spldatkového prodeje zjistili manzelé, ze tento ma vétSinou vyssi troky
nez spotiebitelsky avér. Misto aby klient zaplatil celou cenu zbozi v hoto-
vosti, odevzda hotové pouze urcitou procentni ¢ast ceny zbozi, tzv. ,akon-
taci“. Zbytek pak splaci v pravidelnych splatkach. Splatkovy kalendar je
vétSinou mésicni a ridi se nabidkou dané splatkové spolecnosti. Manzelé
také velmi ocenili, ze jim pfi tomto nakupu staci vétsinou pouze dva do-
klady totoznosti a sdéleni jejich pravidelného mési¢niho piijmu. Potvrzeni
o pravidelném mési¢nim prijmu by museli dodat v pripadé, Ze hodnota
zbozi by byla vétsi nez 20 000 K¢é. Uvér je vyfizen béhem 20 minut. V re-
klamnich akcich a specialnich nabidkach se nékdy naskytne moznost ziskat
pujcku i bez Grokového navyseni. To znamenad, Ze napft. za planovanou su-
Sicku by zaplatili jen 10 % akontaci (1 800 K¢) a 9 mési¢nich splatek ve
vysi 1 800 K¢. Nepfeplatili by ani korunu.

Bohuzel v dobé, kdy manzelé porizuji susicku, splatkova spole¢nost tuto
reklamni akci nema. Zjistili vSak, ze splatkova spolecnost nabizi tzv. Gvér
»1/10%. Tento Gvér spociva v tom, Ze se zaplati v hotovosti 10 % z ceny
zbozi, dalsi splatky jsou ve vysi 10 % z ceny zbozi a jejich pocet je 10. P¥i
koupi susi¢ky prédla by se na pocatku zaplatilo 1 800 K¢ (10 % z 18 000
K¢) a po dobu 10 mésici by se splacelo kazdy mésic 1 800 K¢&. Za zbozi
by nakonec manzelé zaplatili celkem 19 800 K¢, to je o 1 800 K¢ navic.

Pokud by se nasi manzelé rozhodovali na zdkladé vyse uvedenych vy-
poc¢ti, mohli by usoudit, ze je jedno, zda zvoli splatkovy prodej nebo spo-
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trebitelsky vér. V obou pripadech zaplati za susicku priblizné stejné. Pii
rozhodovani by je ovSem mohly ovlivnit tyto skute¢nosti:

1. U spotiebitelského Gvéru je vyse splatky pfiblizné o 200 K¢ nizsi nez
u splatkového prodeje (sice splaceji o 2 mésice déle, ale méng).

2. U splatkového prodeje musi okamzité zaplatit 1 800 K¢, zatimco
u spottebitelského uvéru zaplati prvni splatku az po mésici.

S prihlédnutim k témto fakttim by jejich volba pravdépodobné padla na
spotiebitelsky uvér. Tato volba by byla spravné, coz potvrzuje i ro¢ni pro-
centni sazba naklada (ve finan¢nictvi vedend pod zkratkou RPSN), kterou
maji banky za povinnost uvadét=. V nasem piipadé je RPSN u spotiebi-
telského Gvéru 22,19 % a u uvéru ,1/10“ od splatkové spole¢nosti 26,27 %.

Pozndmka. V predchozim textu jsme vidéli, ze pfi posuzovani vyhodnosti
uvéru manzele ovlivnila jedna dutlezitd skutecnost, a tou je faktor Casu.
Rik4 se, ze koruna dnes mé vét$i hodnotu nez koruna zitra, protoze dnegni
koruna mtize byt investovana a vydélavat trok ([2]). Casovy priibsh ptjcky
zohlediiuje vyse zminénd RPSN (na rozdil od adaja jako je roéni Grokova
mira ¢i navySeni). Dale tato sazba zohledfiuje vedle Grokové sazby i po-
platky za schvéleni a poskytnuti Gvéru a poplatky za spravu a vedeni
uvéru. Jedna se o procentni sazbu, kterd vyjadiuje celkové ro¢ni primérné
naklady na dany uvér. Tento ukazatel musi byt zvefejnén ve vsech rekla-
mach, ve kterych je otisténa trokova sazba, pripadné ndklady na uvér.
Ukazatel RPSN v reklaméch obvykle uvadén byva, ale vétsinou ,nékde
v rohu a velmi malym pismem®. Déle si musime uvédomit, ze banky ve
svych sazebnicich uvadéji sazby minimalni. To znamend, ze uvedenou uro-
kovou sazbu je velmi obtizné ziskat a v praxi byva zpravidla vyssi. Naopak
splatkové spolecnosti ve vétsiné pripadech neuvadéji ro¢ni irokovou sazbu
a ani poplatky spojené s uvérem. Uvadi pouze RPSN.

Vzorec pro vypocet RPSN je dosti slozity a bez matematického pro-
gramu vétSinou vypocetné neschidny. Vypocet RPSN muzeme provést
za pomoci i tzv. RPSN kalkulacky zverejnéné na webovskych strankach
(http://www.hypoteky-pujcky-uvery.cz/rpsn-kalkulacka.php).

Kolik stoji spotrebitelsky Gvér?

Priklad 2 (koupé obyvaci stény)
Mladi manzelé si chtéji koupit obyvaci sténu. S touto koupi dlouho
vahaji, nebot nemaji k dispozici dostateéné vysoky penéZni obnos. Jejich

*) Tato povinnost se nevztahuje na ur¢ité druhy avéru
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cesta do prace vede kolem billboardu, kde je nabizen uvér s trokovou
sazbou 9,5 % p. a., coZ se jim zd4 velice vyhodné. Nepostiehnou ovsem,
ze u udaje 9,5 % p. a. je mald hvézdicka, kterd odkazuje na RPSN ve
vysi 15,93 %. Tento odkaz je umistén v takové ¢asti billboardu, ze ho nasi
manzelé prehlédnou, a rozhodnou se obyvaci sténu v hodnoté 35 000 K¢

poridit. Predpokladaji, ze si splatky rozlozi do 3 let.

Reseni. Uvazujeme-li Grokovou sazbu 9,5 % p. a., pak odpovidajici mé-
sicni splatka je 1121 K¢é. Manzelé chtéji obyvaci sténu splacet 3 roky, tj.
36 mésici, tudiz by celkem zaplatili 36 - 1121 = 40356 K¢. Navyseni ¢ini
5356 K¢. V bance jsou informovani, ze kromé pravidelnych splatek ve vysi
1121 K¢ budou jesté platit poplatek za schvaleni uvéru 240 K¢ a kazdy
mésic poplatek za vedeni Gvérového uctu, a to 100 K¢. Témto podminkam
odpovidd RPSN ve vysi 15,93 %. Obyvaci sténa tak prijde na
240+ 36- 100 + 36 - 1121 = 44196 K¢, tzn. navySeni 9196 K¢.

Shrneme-li fakta, pak zadména trokové sazby a RPSN vede k tomu, ze
misto 5356 K¢, coz je asi sedmina z 35000 K¢, by méli manzelé zaplatit
navic 9196 K¢, tedy priblizné ¢tvrtinu pozadované plijcky. Manzelé musi
znovu zvazovat, zda jsou tuto cenu za obyvaci sténu schopni a ochotni
zaplatit.

Jsou mezi Gvéry rozdily?

Piiklad 3 (financovani opravy stiechy)

Spolecenstvi vlastnikd, jehoZz jste ¢lenem, se rozhodlo pro opravu stie-
chy. Néaklady rozpoctené na jeden byt ¢ini 150 000 K¢. Vy touto castkou
nedisponujete, tudiz jste nuceni si vzit spotfebitelsky avér. Rozhodujete
se mezi dvéma nabidkami, které zdanlivé vypadaji stejné. Oba produkty
slibuji irokovou sazbu od 8,9 % p. a., moznost kdykoliv Gvér splatit bez
jakykoliv sankci, dobu splatnosti od 1 do 6 let a poplatek 0,5 % z ptjéené
Castky za schvaleni Gvéru. Vy jste rozhodnuti pro dobu splatnosti 5 let.

Reseni. Kdyz za¢nete podrobné zkoumat prvni produkt, zjistite, Ze tiro-
kova sazba 8,9 % p. a. je pouze pro klienty, ktef{ maji bézny Gcet u dané
bankovni instituce a maji vyssi piijem. Vam je nabidnuta trokova sazba
13,5 % p. a., ddle méte zaplatit 0,5 % z pujcené Eastky za schvéleni
avéru, tj. 750 K¢. Vzapéti se ovSem dozvite, Zze minimalni vyse tohoto
poplatku je 900 K¢ (placeno pii ziskani Gvéru). Déle je Vam Gétovan po-
platek za spravu G¢tu 600 Ké ro¢né (placeno vzdy na konci roku). Nyni
se podivejme, na kolik nas tento produkt pfijde. Za poplatky zaplatime
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900 K¢ +5-600 K¢ = 3900 K¢. Banka urc¢i mési¢ni splatku ve vysi 3451 K¢,
tudiz za 5 let zaplatime 60-3 451 K¢ = 207 060 K¢. Vase ndklady na stfechu
budou 210960 K¢&. RPSN ¢ini 14,37 %.

V pripadé druhého produktu, muzete skuteéné mit trokovou sazbu
8,9 % p. a., protoze méte u dané bankovni instituce veden bézny ucet a jiz
jste u této instituce méli jeden spotiebitelsky tvér, ktery jste vcas splatili.
Roli hraje i to, Ze Gvér je bezhotovostni (viz vysvétleni u piikladu 1). Jaké
jsou dalsi ndklady spojené s timto uvérem: poplatky za schvaleni ivéru
jsou 0,5 % ze 150000 K¢, tj. 750 K& Miniméalni vyse je stanovena u této
bankovni instituce ve vysi 500 K¢. Za vedeni Gctu zaplatite kazdy rok
600 K¢. Dohromady poplatky ¢ini 3750 K¢. Vypocitand meésicni splatka
je 3106 K¢, coz za 5 let obndsi 60 - 3106 K¢ = 186 360 K¢. Dohromady
zaplatite 190110 K¢é. RPSN ¢ini 9,76 %.

Vidime, zZe i kdyz nabidky vypadaly zdanlivé stejné, ve druhém piipadé
zaplatime priblizné o 17000 K¢ méné. Vyhodnost druhé nabidky potvr-
zuje i RPSN. Hlavni roli zde sehrala okolnost, ze jsme jiz byli klientem
dané bankovni instituce. V tomto prikladé jsme ale mohli rozhodnout bez
uvedeni RPSN, to znamena na zakladé vyse Castky, kterou jsme zaplatili
navic. Divodem je ¢asova shoda vSech plateb souvisejicich s Gvérem.

Poznamenejme jesté, ze v pripadé zainvestovani stfechy, bychom mohli
zvolit dalsi produkt bankovnictvi, a to je stavebni sporeni. Tento produkt
by byl nejvyhodnéjsi, nebot trokové sazby u tvéru stavebniho spofeni se
pohybuji od 4 % p. a. do 5 % p. a.. Pokud se spolecenstvi vlastnik chova
hospodarné, mé dozajista vypracovan plan akci tykajicich se tiprav spolec-
nych prostord minimalné 3 roky dopredu. Tudiz kazdy ¢len mé dostatek
Casu na ziskani pozadovanych finan¢nich prostiedk.

Zavér

7 prikladi, které byly uvedeny v tomto ¢lanku, vidime, Ze pii feSeni
uloh ze zivota nevystacime s dosazovanim do vzorcl. Pouzitd matematika
neni slozitd (vzorec pro vypocet vyse splatky, zakladni aritmetické ope-
race a znalost prace s procenty), problém bude ale studentiim (i vSem,
ktefi si potfebuji puj¢it) délat orientace ve svété financi. Ta je spojena
se znalosti mnoha pojmu, jejichz vyznamy mnohdy jen nejasné tuSime.
Jak jiz bylo feceno v tvodu, to je zfejmé jeden z diivodd implementovani
finan¢nich standardd do ramcovych vzdélavacich programt (RVP), popf.
Skolnich vzdélavacich programt. Vzhledem k tomu, ze v RVP je prosazo-
van projektovy zptsob vyuky, mlze byt ¢lanek ndvodem pro ucitele, jak
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zadat studentlim projekt, ve kterém by vyuzili pfirozené tendence kaz-
dého cloveéka orientovat se na reSeni kol s redlnym smyslem, piirozené
zvidavosti, zajmu o préci s internetem. ReSeni takového projektu oviem
predpoklada dostatek ¢asu nejen na vyhledani potfebnych informaci a vy-
pocty, ale také na zvazovani riznych moznosti, na diskusi s ostatnimi,
argumentovani a naslouchani argumentim. To by ov8em k péstovani fi-
nanc¢ni gramotnosti mélo patfit, ostatné k naplhovani RVP neméné.

Literatura

[1] Odvdrko, O.: Ulohy z finan¢ni matematiky pro stfedni Skoly. Prometheus, Praha
2005.

[2] Kold#, P.: Manazerské finance. Ministerstvo financi CR, 1997.

[3] Radovd, J. — Dvofik, P.: Finantni matematika pro kazdého. Grada Publishing, 1997.

[4] www.oecd.org : Informace o Set¥eni PISA.

Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tiloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
zaslete nejpozdéji do 10. 1. 2010 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, tf. 17.
listopadu 12, 772 00 Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@Qupol.cz. Zajimava a origindlni feseni Gloh radi uverejnime.

Uloha 163
Necht D je pata vysky k preponé AB pravouhlého trojahelniku ABC.
Oznacme [; stfed kruznice vepsané trojihelniku BC'D a 11 jeji bod dotyku
se stranou BC'. Déle oznacme I, stied kruznice vepsané trojahelniku C AD
a T> jeji bod dotyku se stranou AC. Dokazte, ze se piimky 111y a Trls
protinaji na preponé AB.
Gottfried Perz (Graz)

Uloha 164
Najdéte vsechna realna cisla x, pro ktera plati

(sin® 2 4 cos® z) (sin® & + cos® ) = 2 (sin & + cos® z) (sin® z + cos® ).
Jian Mazdk (Kosice)
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