MATEMATIKA

Pellova rovnice pro tlohu o souctu
jedenacti ¢tverct

JAROMIR SIMSA
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

V soutézni rubrice Zajimavé matematické ilohy byla uverejnéna v 7. ¢is-
le uplynulého (18.) ro¢niku ¢asopisu MFI nésledujici iloha (¢. 158) autora
Alese Kobzy:

Uloha
Ozna¢me K mnozinu viech piirozenych ¢isel k, pro néz lze &islo k2 zapsat
jako soucet druhych mocnin jedenécti po sobé jdoucich celych ¢isel.
a) DokaZte, ze kazdé ¢islo z K dava pii déleni ¢islem 66 zbytek 11 nebo 55.
b) Najdéte (s vyuzitim kalkulacky) vSechna ¢isla z K, kterd jsou mensi nez
2009.

Elementarni feSeni této tlohy najdete na str. 82 tohoto ¢isla. V tomto
¢lanku nejen ukazeme, ze zkoumana mnozina

K = {11,77,143,1529,2849, 30 503, 56 837,608 531, ...} (1)

je nekonec¢nd, ale odvodime rovnéz rekurentni vzorce, podle kterych lze
vSechna ¢isla pattici do mnoziny K postupné pocitat, a to v potradi podle
jejich velikosti, ve kterém je uvedeno i prvnich osm prvki K v (1). Na za-
kladé zminénych vzorci pak dospéjeme k zajimavému upresnéni vysledku
ptvodni Kobzovy tlohy: Vsechna cisla z K davaji pii déleni cislem 66
zbytek 11.Y

1) Nezndme jinou metodu jak vyloudit moZnost, Ze nékteré &islo z K pii déleni &islem
66 dava zbytek 55. Kdyby né€ktery z ¢tenait takovy jednodussi postup objevil, redakce
MFTI ho rada zverejni.
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Budeme tedy hledat vSechna prirozend ¢isla k, pro néz existuje 11 po
sobé jdoucich celych cisel, kterd vyhodné oznacime

n—95n—-4,....n—1nn+1,....n+4n+5
(Gislo n je tedy prostiedni z nich) a kterd vyhovuji vztahu
E=m-52+n—-4>*+...+(m—-12+n*+(n+1)*+ ... +(n+5)*.
Diky takovému oznaceni dostaneme po tpravé pomérné jednoduchy vztah
k> —11n? = 110. (2)

Nasim cilem je rovnici (2) s dvéma celo¢iselnymi nezndmymi k a n vyie-
§it, tedy uréit vSechny vyhovujici dvojice (k,n). Je vSeobecné znamo, Ze
algebraickym rovnicim feSenym v oboru celych ¢isel fikame diofantovskeé.
Rovnice (2) patii k tém z nich, kterym se matematikové vénovali v celé
historii nejvice. Patii dokonce do skupiny rovnic, které maji své vlastni
jméno. Podle anglického matematika Johna Pella (1611-1685) nazyvéame
Pellovou kazdou rovnici typu

o —dy’ =m, (3)

vniz d > 0 am # 0 jsou dand celd ¢isla, zatimco dvojice celych ¢isel z a y
jsou neznamé, které hleddme. Ctenaitim, kteif se cht&ji s teorii Pellovych
rovnic teprve sezndmit, je ur¢en pravé nas clanek. Pri feSeni jedné Pellovy
rovnice (2) totiz pozndme v8echny podstatné rysy teorie rovnic (3) v kon-
krétni podobé. Teoretické pouceni o Pellovych rovnicich lze nalézt v celé
knize [1], jejich souvislosti s fetézovymi zlomky na str. 142-152 brozury
[3]. Zakladni i podrobnéjsi informace jsou dostupné téz na Internetu (heslo
Pell’s equation).

Casto se Pellovymi rovnicemi mini pouze rovnice (3) s parametrem
m = 1. ReSeni takovych specidlnich rovnic se uplatiuji i pfi vypoctech
feSeni rovnic (3) s parametrem m # 1, jak to ostatné uvidime u nasi
rovnice (2), ve které m = 110. Historii i teorii rovnic (3) s parametrem
m =1 je vénovan nedavny ¢lanek [2] tohoto ¢asopisu.?

2) Uvedme zde pouze zdkladni vysledek, ktery poprvé dokézal J. L. Lagrange v roce
1766: Neni-li pfirozené d druhou celého &isla, ma rovnice z2 — dy?> = 1 v oboru N
nekone¢né mnoho feSeni. NejmensSi z nich lze sestrojit pomoci fetézového zlomku pro
iraciondlni &islo Vd.
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Pustme se tedy do FeSeni rovnice (2) v oboru Z vSech celych ¢isel. Pro-
toZe na znaméncich ¢isel k, n podle tvaru rovnice (2) nezalezi, miZeme tuto
rovnici fesit pouze v oboru N v8ech pfirozenych ¢isel.?) Tam jsou nejmen-
§imi feSenimi dvojice (k,n) tvaru (11,1), (77,23), (143,43), (1529,461)
atd., jak se mizeme presvédéit numerickym experimentovanim.® Jen stézi
v8ak pritom uhodneme zakonitost, s jakou jsou tyto dvojice sestaveny. Tu
objevime az pii ,teoretickém*“ zkoumdani rovnice (2), jehoz prvnim rozho-
dujicim (a pro nezasvécené velmi prekvapivym) krokem je rozloZeni rovnice
do soucinového tvaru s iracionalnimi ciniteli:

(k + nV11)(k — nv/11) = 110. (4)

Budeme tedy pracovat s rozklady na, ¢initele tvaru a+bv/11 s celo¢iselnymi
koeficienty a, b. Pro lepsi prehlednost nejprve uvedeme pravidla, kterd pti
vypoctech s takovymi ¢isly budeme potifebovat: soucin dvou c¢isel tvaru
a + by/11 je opét ¢islo téhoz tvaru a pro libovolna celd ¢isla a, b, ¢, d, e, f
a kazdé prirozené c¢islo ¢ plati

a+b/ll=c+dV1l = (a=c) A (b=d),
(a+bV/11)(c+ dV1l) = e+ fV11 =
= (a—bV/11)(c — dV1l) = e — fV11,
(a+bV11)' = c+ dV11 = (a—bV/11)' = ¢ — dV11.

Prvni implikace plyne z iracionality ¢isla /11, druhé implikace se uz pak
snadno ovéri rozndsobenim, konecné treti implikace plyne z druhé uzitim
principu matematické indukce.

P#i konstrukci vyhovujicich rozkladt (4) sehraje vyznamnou roli dvojice
¢isel 10 + 3+/11, které odpovidaji feseni (10,3) rovnice > — 11y% = 1:

(10 + 3v/11)(10 — 3v/11) = 102 — 11 - 3% = 100 — 99 = 1

Jinak vyjadieno, plati (10 + 34/11)~! = 10 — 31/11, takze k nasim ¢isliim
tvaru a + bv/11 (a,b € Z) patii mocniny (10 £ 3v/11)* nejen s celym

3) Presto budeme dale uvaZovat i Fe§eni v oboru Z, protoZe to zjednodusi providéné
dikazy.

4) Pro FeSeni (k,n) rovnice (2) v oboru N ziejmé& plati: &im je v&tsi k, tim je v&tsi n
(a naopak). Proto v8echna FeSeni z tohoto oboru miizeme usporddat podle velikosti.
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kladnym, ale i celym zdpornym exponentem i. Navic pro kazdé takové ¢
plati

(10 4+ 3V11) (10 - 3V11) = 1P = 1. (5)

Takové rozklady jednotky umozhuji z jednoho FeSeni rovnice (2) sestrojit
nekonec¢né mnoho dalsich feseni zptisobem, popsanym v nasledujicim po-
mocném tvrzeni.

Lemma

Je-li (ko,no) libovolné feseni rovnice (2) v oboru Z, pak pro kazdé i € Z
je rovnéz feSenim rovnice (2) dvojice celych éisel (k;,n;) uréend predpisem

ki + niV11 = (ko + noV11) - (10 + 3v/11)". (6)

Na dikaz lemmatu jsme dobfe pfipraveni: plati-li (6), plati rovnéz

ki —niv/11 = (ko — noV/11) - (10 — 3v/11)¢.

Vynéasobime-li obé tyto rovnosti a vyuzijeme-li pak predpokladu, ze dvojice
(ko, no) spliwuje rovnost k3 — 11n3 = 110, dostaneme s piihlédnutim k (5)

k? — 11n? = (k3 — 11nd) - 1* = 110,
takze dvojice (k;,n;) je vskutku feSenim rovnice (2) a dikaz je hotov.

Podivejme se, jaké vysledky dokdzané lemma p¥inasi. Z feseni (ko, no) =
= (11,1) rovnice (2) dostaneme nekoneéné mnoho dalsich feseni uréenych
podle (6) vztahy k;+n;v/11 = (114+v/11)-(10+3+/11)?, napiiklad (ki,n;) =
= (143743)7 (kflanfl) = (777 23)7 (k27n2) = (2 8497859)7 (k727n72) =
= (1529, —461) atd.

Podobné z feseni (ko,no) = (77,23) dostaneme dali feseni k; +n;y/11 =
= (77 4+ 23y/11) - (10 + 3v11), tedy (k1,n1) = (1529,461), (k_1,n_;) =
= (11,-1), (k2,n2) = (30503,9197), (k_2,n_3) = (143, —43) atd. Podle
numerickych experimenti, které jsme diive zminovali, se zd4, ze v uvede-
nych dvou nekoneénych posloupnostech nechybi zadné feseni (k, n) rovnice
(2) s kladnou slozkou k. To potvrzuje nésledujici hlavni vysledek.
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Véta
Reseni rovnice (2) v oboru N jsou pravé ty dvojice (k,n), pro néz je
¢islo k 4+ nv/11 tvaru

(11 +V11) - (10 + 3V11)* nebo (77 +23V11)- (10 + 3V11)!  (7)

pro nékteré celé ¢ > 0.

Uvodem diikazu poznamenejme, ze kazda dvojice (k,n), které odpovida
¢islo k + n+/11 jednoho z tvart (7), je skutecnd fegenim rovnice (2) podle
dfive dokdzaného lemmatu. Az do konce dikazu proto budeme predpokla-
dat, ze pevné dvojice (k,n) je libovolnym feSenim rovnice (2) v oboru N
a ze pro odpovidajici ¢islo k& 4+ nv/11 plati

k+nV11 ¢ {(114+ V11)- (10 + 3V11)} - . (8)

Nasim cilem bude ukézat, Ze v popsané situaci plati

k+nv11 e {(77+23V11)- (10 + 3V11)°} 7 . (9)

Protoze (11,1), (77,23) a (143,43) jsou podle numerickych vypocéta tii
nejmensi feSen{ rovnice (2) v oboru N a maji vlastnost uvedenou v do-
kazované vété, mizeme o zkoumaném feSeni (k,n) predpokliddat, ze je
tvoreno Cisly k > 143 a n > 43. Znamena to, ze plati nerovnost

(11 4+ V11) - (10 4+ 3V11) < k + nV11,

ktera spolu s podminkou (8) zarucuje existenci indexu j € N s vlastnosti

(114 V11) - (10 + 3V11) < k+nvV11 < (11 + V11) - (10 + 3v/11)7+ |

nebot geometrickd posloupnost v (8) mé kvocient 10 + 3v/11 vétsi nez 1.
Pak dvojice celych ¢isel (k,7n) urcend rovnosti

kE+aV1l = (k +nV11) - (10 + 3v/11) 77 (10)

je podle uvedeného lemmatu feSenim rovnice (2) v oboru Z, pfitom z ne-
rovnosti uréujicich index j po déleni ¢islem (104 3+v/11)7 vyplyvaji odhady

11+ V11 < k+7v11 < 143 + 43V11. (11)
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Ukazme, Ze obé celd &sla k, 71 jsou kladnd. Podle levé nerovnosti z (11) je
predevsim kladné ¢islo k& + nv/11 a rovnost soucint

(11 +V11)(11 — V11) = 110 = (k + av11)(k — aV/11)
znamend, ze naopak plati 11 — v/11 > k — /11 > 0, a tudiz
20V11 = (k + 2v/11) — (k — aV/11) > (11 +V11) — (11 — V11) = 2V/11,

odkud plyne i > 0 a s ohledem na k— V11 > 0 rovnéz k>o.

Zjistili jsme, ze (l},ﬁ) je TeSeni rovnice (2) v oboru N, pfi¢emz podle
(11) plati 11 < k < 143. (O ziejmém porovnavéni velikosti feseni z oboru
N jsme se dfive zminili v pozndmce 4 pod ¢arou). Jak vime, takové feseni
je jediné, totiz (k,i) = (77,23). Po dosazeni do rovnosti (10) a jejim
nasledném vynasobeni ¢islem (10 4 31/11)7 dostaneme

k+nV11 = (77 + 23v/11)(10 + 3v/11)7

takze potfebny vztah (9) plati a dikaz véty je hotov.

Podle dokdzaného vysledku jsou vSechna feSeni rovnice (2) v oboru N
tvotena ¢leny (k;,m;) dvou posloupnosti uréenych vztahy

ki +nV/11 = (ko +noV/11) - (10 + 3v/11),

pfitom u prvni posloupnosti je (ko,no) = (11,1), u druhé posloupnosti
pak (ko,no) = (77,23). Cleny obou posloupnosti miizeme pocitat postupné
podle stejnych rekurentnich vzorci, které dostaneme z rovnosti

k,‘+1 + niy1v 11 = (10 + 3\/ 11) . (k, + n;V 11)
po roznasobeni pravé strany:

ki+1 = ].Okz + 33711 )

(12)
Ni+1 = 3]91 + IOni .

Tyto vzorce umozhuji zjistovat nejriznéjsi teoreticko-¢iselné vlastnosti
dvojic (k;, n;), napiiklad zbytky éisel k;, n; pfi déleni jakymkoliv zvolenym

70 Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010



¢islem. Tak pfi déleni ¢islem 66 zbytky ¢isel ve dvojicich (k;,n;) u prvni
posloupnosti tvofi postupné dvojice (11,1), (11,43), (11,1), (11,43) atd.
(opakuji se tedy s periodou 2), u druhé posloupnosti jsou dvojice téchto
zbytkd modulo 66 postupné (11,23), (11,65), (11,23), (11,65) atd. (opét
stejnd perioda 2). Vidime, Ze vSechna ¢isla k; davaji u obou posloupnosti
stejny zbytek 11 modulo 66, jak jsme slibili dokdzat v Gvodni ¢asti ¢lanku.

Na zévér dodejme, ze pokud bychom chtéli rekurentné pocitat pouze
prvni slozky k; vSech FeSeni (k;,n;) rovnice (2), tedy prvky mnoziny K
zkoumané v puvodni Gloze, mohli bychom od soustavy rekurentnich rovnic
(12) prejit k jedné rovnici

kiyo + ki = 20k; 41 (13)

(odvodte ji ze soustavy (12) sami) a pocitat postupné vSechny prvky K
. . v v . +oo v . v
jako ¢leny ,,oboustranné“ nekonecné posloupnosti {ki}izfoo urcené dvéma

sousednimi ¢leny ko = 11, k_y = 77 a rovnici (13), podle které pak vychazi
k1 =143, k_5 = 1529, ky = 2849, k_3 = 30503 atd.

Literatura

[1] Barbeau, E. J.: Pell’s Equation. Problem Books in Mathematics. Springer-Verlag,
New York 2003.

[2] Seibert, J.: N&kolik poznadmek k Pellové rovnici. MFI, ro¢. 13 (2003/04), ¢. 10, s.
583-590.

[3] Vit, P.: Retézové zlomky. Skola mladych matematiki, sv. 49, Mlad4 fronta, Praha
1982.

Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010 71



O jedné tloze z oblasti rekreacni
matematiky

JAROSLAV SVRCEK - JOZEF CMAR

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Jisté jste jiz nékdy setkali s Glohou, kdy pomoci danych cisel a po-
volenych matematickych operaci mame vytvorit ¢iselny vyraz vyjadiujici
hodnotu nékterého prirozeného ¢isla. S tlohami podobného typu se mi-
zeme Casto setkat predevsim v oblasti tzv. rekreacni matematiky. Urcitou
modifikaci tlohy uvedeného typu je hledani specialnich ¢iselnych rovnosti,
v nichz jsou pouzity (za danych podminek) bud vSechna, nebo jen nékterd
Cisla z dané ¢iselné mnoziny.

Déle se omezime na mnozinu {0,1,2,...,9}. Prvky této mnoziny jsou
tedy vSechny cislice desitkové soustavy. Cilem tohoto ¢lanku bude dokazat
nasledujici zajimavé tvrzeni:

Véta

Vybereme-li libovolnou Sestici ¢isel z mnoZinyM = {0,1,...,9}, v niZ se
¢isla mohou opakovat, miuzZeme pomoci zakladnich matematickiych operaci
(scitant, odcitdni, ndsobent, délent) sestavit asporn jednu rovnost (identi-
tu), v niZ je pouZito viech Sest zvolenych ¢isel z mnoZiny M, kaZdé prive
jednou. Vyrazy na obou strandch rovnosti lze pritom libovolné uzdvorkovat.

Diive nez pristoupime k dikazu uvedeného tvrzeni, uvedme na ukazku
dvé takové rovnosti:

Pro 8estici {1,2,4,7,8,9} je takovou rovnosti napf.
1-(T—4)=9-8+2.

Pro Sestici {2,2,3,3,7,9} miZeme vytvorit napt. nasledujici rovnost
9.(2-2)=7-(3-3).
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Celkovy pocet pocet vSech takovych Sestic ¢isel z mnoziny M je pomérné
velky. Z pohledu kombinatoriky se jedna o stanoveni poctu vsech Sestiprv-
kovych kombinaci s opakovanim z dané desetiprvkové mnoziny M. Téch je,

jak znamo,
10+6-1 15
= =10010.
(") =)

Pri dikazu uvedené véty vyuzijeme kombinaci tzv. exhaustivni metody
a uplné€ indukce. Mnozinu vsech 10 010 takovych Sestic ¢isel pritom vhodné
rozdélime do nékolika tiid a dikaz tvrzeni provedeme pro jejich reprezen-
tanty.")

Diikaz véty. S ohledem na povolend opakovani ¢isel z mnoziny M rozlisime

pro uvaZované Sestice ¢isel nasledujicich 11 (zdkladnich) pfipadi:

(i) Sestice je tvorena jedinym Cislem z mnoziny M, které se v ni opakuje
Sestkrét, napt. {1,1,1,1,1,1},

(ii) Sestice je tvofena dvéma riznymi ¢isly z mnoziny M, z nichZ jedno
¢islo se opakuje pétkrat a druhé cislo je pouzito pravé jednou, napft.
{]‘7 ]‘7 ]‘7 ]‘7 ]‘7 2}7

(iii) Sestice je tvorena dvéma rtznymi ¢isly z mnoziny M, z nichZ jedno
¢islo se opakuje ctyfikrat a druhé cislo se opakuje dvakrat, napt.
{1,1,1,1,2,2},

(iv) Sestice je tvofena tfemi navzajem riznymi ¢isly z mnoZiny M, z nichZ
jedno cislo se opakuje ¢tyrikrat a zbyla dvé cisla jsou pouzita kazdé
pravé jednou, napt. {1,1,1,1,2,3},

(v) Sestice je vytvorena dvéma riznymi ¢isly z mnoziny M, pfi¢emZ obé
Cisla se vyskytuji pravé tfikrat, napt. {1,1,1,2,2,2},

(vi) Sestice je tvofena tfemi navzajem riznymi ¢isly z mnoZiny M, z nichZ
jedno cislo se opakuje trikrat, druhé c¢islo se opakuje dvakrat a treti
¢islo je pouzito pravé jednou, napi. {1,1,1,2,2, 3},

(vii) Bestice je tvofena ¢tyfmi navzajem riznymi ¢isly z mnoziny M, z nichz
jedno cislo se opakuje tfikrat a zbyla tri ¢isla jsou pouzita kazdé praveé
jednou, napt. {1,1,1,2,3,4},

(viii) Sestice je tvofena tfemi navzajem rtznymi ¢isly z mnoziny M, pficemz
kazdé z nich se vyskytuje pravé dvakrat, napt. {1,1,2,2,3,3},

1) Podobnym zptsobem postupujeme také nap¥. p¥i nékterych dikazech o délitelnosti,

kdy uvazujeme zbytkové tridy, nebo pri dikazu kosinové véty, kdy oddélené uvazujeme
ostrothlé, pravouhlé a tupouhlé trojuhelniky.
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(ix) Sestice je tvofena Ctyimi navzdjem riznymi ¢isly z mnoziny M, pfi-
¢emz dveé z nich se opakuji kazdé dvakrat, zbyla dvé ¢isla jsou pouzita
kazdé pravé jednou, napt. {1,1,2,2,3,4},

(x) Sestice je tvofena péti navzdjem riznymi ¢isly z mnoZiny M, z nichz
jedno se opakuje dvakrat a zbyla ¢tyfi ¢isla jsou pouzita kazdé praveé
jednou, napt. {1,1,2,3,4,5},

(xi) Sestice je tvofena Sesti navzijem ruznymi €isly z mnoziny M, kde
kazdé ¢islo je pouzito pravé jednou, napt. {1,2,3,4,5,6}.

A) V piipadech (i), (ii), (iii), (iv), (v), (vi), (viii) a (ix) lze tvrzeni dokdzat
trividlné. Kazda Sestice ¢isel z mnoziny M obsahuje vzdy aspon dvé dvojice
stejnych Cisel (nebo aspon ¢tyfi stejnd ¢isla). Snadno tak vytvofime rov-
nost, v niz jsou obé jeji strany rovny 0 (a to vzdy jako rozdil stejnych ¢isel
v obou dvojicich). Zbyvajici dvé ¢isla pouZijeme tak, aby ztstala zacho-
véana rovnost obou stran. To lze zajistit (univerzdlné) napf. nasledujicim
zpusobem.

Pro Sestici {1, 1, 2,2, 3,4} typu (ix) ma takova rovnost napf. nasledujici
tvar:

1-1=(2-2)-3-4
Zbyva tedy oveérit pouze piipady (vii), (x) a (xi).

B) Piipady (vii) a (x) mZzeme zkoumat spolecné. V kazdé uvazované Ses-
tici (v obou pfipadech) jsou aspon ¢tyfi navzdjem rtznd Cisla a soucasné
aspon dvé stejnd ¢isla. Nejprve ukdzeme, Ze z kazdé ¢tvefice {a, b, ¢, d} na-
vzajem riznych ¢isel z mnoziny M lze aplikaci zakladnich matematickych
operaci obdrzet vysledek 0 nebo 1. Skute¢nost, ze pomoci ¢tyf ¢isel a, b, ¢, d
lze ziskat (za danych podminek) hodnotu 0, resp. hodnotu 1, budeme déle
znadit symbolem (a, b, ¢, d;0), resp. {(a,b,c,d;1).

Nejprve dokdzeme, ze pro kazdou ¢tverici navzajem rtiznych ¢isel z mno-
ziny M plati bud (a, b, ¢, d;0), nebo (a,b,c,d;1). Pokud 0 € {a,b,c,d}, je
dtikaz trividlni. Soucin a - b - ¢ - d na jedné strané rovnosti je tak roven 0
a rozdil dvou stejnych cisel na druhé strané rovnosti dava rovnéz 0. Pied-
pokladejme, ze Cislo 0 se v dané ctverici nevyskytuje. Déle rozlisime 5
pripad.

1. Necht 2 € {a,b,c,d}. Déle rozlisime nasledujici ¢tyfi pfipady (podle
poctu sudych ¢isel mezi tfemi zbylymi &isly ¢tvefice {a,b,c,d}).

a) Vsechna t¥i zbyla ¢isla jsou suda, tj. {a, b, c,d} = {2,4,6,8}. Pak ale

plati 8 =6 —2 =0, resp. 4- (8 = 6 — 2) = 0.
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b) Kromé ¢isla 2 jsou v této ¢tvefici jeSté dvé suda ¢isla. Zbyvajici, liché
¢islo oznacime £. V tomto pfipadé mizeme také vytvorit Ciselny
vyraz, jehoz hodnota je rovna 0. Pro mozné dvojice {4,6}, {4,8}
a {6,8} sudych ¢isel a liché ¢islo ¢ maji takové Ciselné vyrazy po
fadé tvar £- (6 —4—-2)=0,¢-(8—2-4)=0af-(8—6—2)=0.

¢) Kromé &isla 2 je ve ¢tvefici {a, b, ¢, d} pravé jedno sudé ¢islo.

Pokud 4 € {a,b,c,d},je6=2+4a8=2-4.
Pokud 6 € {a,b,c,d},je4d=6—2a8=6+2.
Pokud 8 € {a,b,c,d},je 4 =8/2a6=8—2.

Kromé danych dvou sudych ¢isel se ve ¢tverici {a, b, ¢, d} vyskytuji
ale také dveé riznd lich4 ¢isla z mnoziny M. Jejich rozdil je vSak vzdy
roven nékterému ¢islu z mnoziny {2,4,6,8}. Od kterékoliv hodnoty
z této mnoziny mizeme stejnou hodnotu vytvorenou pomoci dvo-
jice sudych cisel odecist. Obdrzime tak vysledek rovny 0 a déle lze
postupovat podobné jako v A).

d) Kromé ¢isla 2 jsou vSechna ¢isla lichd. Uvazujeme tedy déle trojici
riznych lichych ¢isel z mnoziny {1, 3,5,7,9}. Snadno se vidi, Ze jen
v trojici {1, 5,9} neni rozdil nékterych dvou z téchto tif lichych éisel
roven 2. V tomto pripadé ale plati 2-5—9 — 1 = 0. Ve zbyvajicich
piipadech lze vyuzit vysledku ¢asti A).

7 vyse uvedené analyzy plyne, Ze je-li ¢islo 2 prvkem ¢tverice riznych
¢isel {a, b, c,d}, pak pro tuto ¢tvefici plati (a, b, ¢,d; 0) nebo (a, b, c,d;1).

2. Podobnym zptisobem nyni dokéZeme, Ze pokud 4 € {a,b,c,d} a sou-
Casné Cislo 2 neni prvkem této ¢tverice, pak plati (a,b,c,d;0) nebo
(a,b,c,d; 1). Rozlisime néasledujici pripady:

a) Kromeé ¢isla 4 jsou ve ¢tverici dvé suda ¢isla {6, 8} a jedno ¢islo liché.
Pro vSech pét moznych pripada volby lichého ¢isla z M lze pouze
pomoci souctl a rozdild nalézt ¢iselné vyrazy, jejichz hodnota je 1.
Plati totiz

6+4—8—1=1,

8+3-6-4=1,
8+4-6-5=1,
T+6-8-4=1,
8+6-9—4=1.
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Tim je dokézano, Zze pro uvazované ¢tverice ¢isel z mnoziny M plati
(a,b,c,d;1) .

Kromeé cisla 4 je v uvazované Ctvefici jedno cislo sudé a dvé cisla
lich4.

Pokud také 6 € {a,b,c,d}, pak kazda dvojice lichych éisel, jejichz
rozdil nebo soucet je 2, 4 nebo 6, spliuje spolu s ¢isly 4 a 6 pod-
minku (a,b, c,d;0). Zbyvé tak tedy provéfit pouze dvojici lichych
¢isel {1,9}. Zadnou povolenou aritmetickou operaci totiz nedosta-
neme z téchto cisel nékteré z cisel 2, 4, nebo 6. Uvazujme proto
pouze ¢tvefici {1,4,6,9}. Protoze 9 —6 -4+ 1 =0, je (1,4,6,9;0).
Podobné, pokud dalsim sudym ¢islem (kromé éisla 4) v uvazované
¢tverici {a, b, c,d} je 8, pak kazda dvojice lichych ¢isel, jejichz roz-
dil nebo soucet je nékteré z ¢isel z mnoziny {2,4, 8}, spliwje spolu
s Cisly 4 a 8 podminku (a,b,c,d;0). Zbyva tak prozkoumat pouze
dvojici lichych ¢isel {3, 9}, tj. pfipad, kdy rozdil dvou lichych ¢isel je
roven hodnoté 6. Pak ale plati (3,4,8,9;0), nebot 3+9—-4—-8 = 0.
Kromé ¢isla 4 jsou v uvazované ¢tverici pouze licha ¢isla. Zde staci
(z analogickych divodi) prozkoumat pouze trojici {1,7,9} lichych
Cisel. Pak ale plati (1,4,7,9;1), nebot 44+7—-1—-9 =1.

Dokézali jsme tak, Ze v tomto (2.) pfipadé vzdy plati bud (a, b, ¢, d; 0),
nebo (a,b, ¢, d;1).

3. Nyni dokdzeme, ze pokud 6 € {a,b,c,d} a soucasné ¢isla 2 a 4 nejsou
prvky této Ctverice, pak plati (a,b,c,d;0) nebo (a,b,c,d;1). kde staci
uvazovat dva ptipady.

a)

Kromé ¢isla 6 je prvkem wuvazované cCtverice rovnéz cislo 8
(a 2 = 8 — 6); zbyvajici dvé ¢isla jsou lichd. Zde sta¢i prozkoumat
pouze dvé dvojice lichych ¢isel z mnoziny M, a to {3,7} a {5,9}.
Pro prislusné ctvetice {3,6,7,8} a {5,6,8,9} plati (3,6,7,8;1)
a (5,6,8,9;0), nebot plati rovnosti 3—(6+8)/7=1a9—-8—6+5 = 0.
Kromé ¢isla 6 jsou v uvazované Ctverici tii lichd ¢isla z mnozi-
ny M. V kazdé takové trojici (s vyjimkou {3,5,7}, {5,7,9}) je sou-
Cet nebo rozdil nékterych dvou ¢isel roven 6. Pro ¢tverice {3,5,6,7}
a {5,6,7,9} pfitom plati (3,5,6,7;1) a (5,6,7,9;1), nebot 5+ 6 —
—-3-7=1a5+9-6-7=1.

Dokézali jsme tak, Ze i v tomto pfipadé vzdy plati bud (a,b,c,d;0),
nebo (a,b, ¢, d;1).
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4. Pokud 8 € {a,b,c,d} a soucasné zadné z ¢isel 2, 4, 6 neni prvkem této
Ctverice, staci uvazovat pouze ty trojice lichych ¢isel neobsahujici zddné
dvé liché ¢isla, jejichz soucet nebo rozdil je roven 8. Tuto podminku spl-
i jen trojice {3,7,9} a {5,7,9} lichych ¢isel z mnoziny M. Vzhledem
k tomu, 76 3 —(7+9)/8 =1a8+7-9—-5 =1, plati (3,7,8,9;1)
a (5,7,8,9;1).

I v tomto pfipadé tedy plati bud (a, b, ¢, d;0), nebo (a, b, ¢, d; 1).

5. Zbyva prozkoumat piipad, kdy uvazovand Ctvefice {a,b,c,d} je tvo-
fena vyhradné lichymi ¢isly z mnoziny M. Téchto ctveric je 5; jsou jimi
¢tverice {1,3,5,7}, {1,3,5,9}, {1,3,7,9}, {1,5,7,9} a {3,5,7,9}. Pro
vSechny tyto Ctverice vSak existuji ¢iselné vyrazy sestavené z téchto Ctyr
Cisel, jejichz hodnota je 0 nebo 1. Tim dokazeme, ze také pro ctvefice
slozené vyhradné z lichych ¢isel plati bud (a, b, ¢, d; 0}, nebo (a, b, ¢, d; 1).
Pro jednotlivé ¢tverice mohou mit odpovidajici ¢iselné vyrazy napft. na-
sledujici tvary

7T-5-34+1=0,

9-5-3-1=0,

9-7-3+1=0,

54+9)/7-1=1,

9-7-5+3=0.
Spojenim vysledkl z 1. — 5. ¢4sti odstavce B) jsme tak dokazali, Ze pro
kazdou ¢tvefici rtiznych ¢isel {a, b, ¢, d} z mnoziny M plati bud (a, b, ¢, d; 0),

nebo (a,b,c,d;1).
Pokud je (a,b,c,d;0), ma hledand rovnost napf. tvar:

e—e=(a,b,c,d;0)

kde e je ¢islo, které se v uvazované Sestici (aspon dvakrét) opakuje.
Pokud plati (a, b, ¢, d; 1), mize mit hledanéd rovnost napt. tvar:

e/e = (a,b,c,d;1)

kde e je ¢islo, které se v uvazované Sestici (aspon dvakrét) opakuje.
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Uvedené tvrzeni tedy plati i v pfipadech (vii) a (x).

C) V tomto odstavci se zaméfime na posledni piipad, tj. (xi), kdy Sestice
je tvorena Sesti navzdjem rdznymi ¢isly z mnoziny M. Zde rozlisime dvé
moznosti.

1. Nejprve zkoumejme piipad, kdy ¢islo 0 je prvkem uvazované Sestice ¢i-
sel. Staci zde ukazat, Ze pro libovolnych pét nenulovych ¢isel a, b, ¢, d, e
z mnoziny M plati (a,b, ¢, d, e;0), kde oznaceni (a, b, c,d, e;0) mé ana-
logicky vyznam jako symbol (a, b, ¢, d; 0) zavedeny v odstavci B).
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2)

d)

Nejprve predpokladejme, ze 2 € {a,b,c,d, e}. Zde rozlisime tii moz-
nosti:

Pokud kromé ¢isla 2 jsou prvky uvazované pétice jesté aspon dvé
jind sud4 cisla, lze povolenym zptsobem snadno vzdy z téchto tii
sudych cisel vytvorit ¢iselny vyraz, jehoz hodnota je 0, tudiz plati
(a,b,c,d,e;0).

Pokud kromeé ¢isla 2 je prvkem uvazované pétice jesté jiné sudé cislo,
lze povolenym zptisobem opét vytvorit ¢iselné vyrazy, jejichz hod-
noty jsou rovny zbyvajicim dvéma sudym ¢islim. Uvazovana pétice
ale musi obsahovat jesté tfi licha ¢isla z mnoziny M. Soucet nebo
rozdil nékterych dvou z nich je vSak roven sudému ¢islu z M. Takze
i v tomto pfipadé mame (a,b, c,d, e;0).

Pokud je ¢islo 2 jedinym sudym ¢islem v uvazované pétici, evidentné
existuji dvé z libolovnych ¢tyt lichych ¢isel v této ctvefici, jejichz
rozdil je roven ¢islu 2, proto plati {(a, b, ¢, d, e;0). Z vySe uvedenych
zavera plyne, 7e je-li ¢islo 2 prvkem pétice raznych ¢isel {a,b,c,d, e}
z mnoziny M, pak pro tuto pétici plati {(a, b, ¢, d, e; 0).

Nyni predpokladejme, ze 1 € {a,b,c,d,e} a soucasné ¢islo 2 neni
prvkem této pétice. Pokud se pfitom nékterd dveé ze Ctyt zbyvajicich
Cisel 1isi o 1 (jejich rozdil je 1), plati (a, b, ¢, d, e;0). Zbyva tedy pro-
Setfit pouze pétici {1,3,5,7,9}. Protoze ale 1- (9—-7) — (5—3) =0,
plati i v tomto pripadé (a,b,c,d, e;0).

Necht déle 3 € {a,b,c,d, e} a soucasné ani jedno z ¢isel 1 a 2 neni
prvkem této Ctverice. Uvazujme nyni v8echny ¢tverice vytvorené ze
zbyvajicich Sesti ¢isel {4,5,...,9}. V kazdé z nich pfitom existuji
dvé cisla, jejichz rozdil je roven 3.

Konecné staci uvazovat vsech Sest pétic ¢isel z Sestiprvkové mnoziny
{4,5,...,9}. Vzhledem k tomu, Ze plati
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84+4)/64+5-7=0,

(9-4-5)-6-7=0,

(9-4-5)-6-8=0,

(9—-4-5)-7-8=0,

(84+4)/64+7—-9=0,

(54+49)/7+6-8=0.
I v tomto pfipadé tedy plati (a, b, c,d, e;0).

2. Zavérem dokazeme dané tvrzeni také v pripadé, kdy ¢islo 0 neni prvkem
uvazované Sestice. Prvky této Sestice usporddame vzestupné, tj.

1<a<b<ce<d<e< f<9.

UvaZzujme nyni usporadané dvojice (a, b), (¢, d), (e, f) a zkoumejme roz-
dily b —a, d — c a f — e. Pritom plati

3<(b—a)+(d—c)+(f—e)<6.

Pro kazdych Sest pfirozenych ¢isel z mnoziny M usporadanych vyse
uvedenym zplisobem uvazujme hodnoty rozdili ¢isel ve dvojicich (a, b),
(¢,d), (e, f). Moznymi hodnotami téchto rozdild jsou tak trojice pii-
rozenych ¢isel {1,1,1}, {2,1,1}, {2,2,1}, {2,2,2}, {3,2,1} a {4,1,1},
v nichz nezdlezi na potradi. Trojici rozdila {2,1,1} odpovida napf. Ses-
tice {1,3,4,5,6,7} nebo trojici rozdila {3,2,1} odpovida napt. Sestice
{1,4,5,7,8,9}.

Déle jiz mzeme pracovat pouze s trojicemi ¢isel odpovidajicimi roz-
dilim b — a, d — ¢ a f — e. Pro trojice {1,1,1}, {2,1,1}, {2,2,1}
a {3,2,1} odpovidajici témto rozdilim lze pfitom hledané rovnosti vy-
tvorit snadno. Zbyva tak proSetiit jen trojice rozdila {2,2,2} a {4,1, 1}.
Trojici rozdilda {2,2,2} odpovidd jedind Sestice, a to {1,3,4,6,7,9}.
V tomto pripadé ale hledané rovnost mé tvar

(9-1)/3=6+4—7.
Trojici rozdila {4, 1,1} odpovidaji p¥itom t¥i Sestice danych vlastnosti,
a to {1,5,6,7,8,9}, {1,2,3,7,8,9} a {1,2,3,4,5,9}. Hledané rovnosti

maji po rfadé nasledujici tvar
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9+ 5)/7
9+7)/8
9+1)/5

(8-6)-1,
(1+3)/2,
(2+4)/3.

Zavér. Prozkoumanim vSech pfipada jsme tak dokazali platnost daného
tvrzeni.

Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 157 a 158, jejichz zadani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lonského (18.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 157
Jsou dany body O, X, Y, které nelezi na téze piimce. Sestrojte obdél-
nik OABC maximdlniho obsahu takovy, Ze body X a Y lezi po fadé na
pfimkach AB a BC.
Sdirka Gergelitsovd

B

Reseni:

Oznacme ¢ velikost orientovaného thlu XOY. Bez jmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze 0 < ¢ < 180°. Déle oznacme ¢, velikost orieto-
vaného thlu XOA a ¢, velikost orientovaného thlu YOC'. Pokud by bod A
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byl bodem piimky OX rtznym od bodu X, lezely by body O, A, B na téze
pfimce, tedy by netvofily vrcholy obdélniku, proto —180° < ¢; < 180°.
Navic, bod A je patou kolmice z bodu O na p¥imku BX prochazejici bodem
X, proto dokonce —90° < 1 < 90°. Podobné ukdzeme, ze —90° < o <
< 90° (viz obrazky).

Vzhledem k tomu, Ze thel AOC je pravy, plati 90° = |¢ + v2 — 1],
tedy nastane jedna z moznosti

P1—p2=p=90° o1y =p+90° (1)

Z pravouhlého trojahelniku AOX plati |AO| = |OX|-cos ¢1, z pravothlého
trojahelniku COY mame |CO| = |OY| - cos 2, obsah S obdélniku OABC
je tedy
S =]A0|-|CO| = |AX|-|CX]|-cosp; - cospy =
= 5|AX[ - |CX] - (cos(ip1 + p2) + cos(p1 — p2))

Nastane proto jedna z moznosti

S = 3|AX[|CX]| - (cos(p1 + p2) + cos(p —90%)),
S = 3|AX]|-|CX]| - (cos(p1 + ¢2) + cos(p + 90°)).

Délky usecek |OX| a |OY| jsou dany. Vzhledem k omezenim —90° <
< @ —90° < 90°, 90° < ¢ + 90° < 270° plati cos(p — 90°) > 0
a cos(yp +90°) < 0. Obsah obdélniku OABC tedy nabude maxima v prv-
nim piipadé, kdy cos(¢ — 90°) > 0, coZ znamend, %e pravy Ghel AOC je
orientovany kladné. Dale vidime, ze obsah S bude v tomto pfipadé nej-
vétsi, pravé kdyz cos(p; + ¢2) = 1. Vzhledem k omezenim ¢; a ¢y to
nastane, pravé kdyz ¢1 + @2 = 0°. Odtud a z rovnice (1) plyne, Ze to
nastane, pravé kdyz

9 —=90°

=

To znamend, Ze strany obdélniku OABC sviraji s osami thlu XOY opacné
orientované thly stejné velikosti, kterou umime vyjadrit pomoci dané od-
chylky .

Vzhledem k faktu, ze body A a C lezi na Thaletovych kruznicich s pri-
méry OX a OY, je konstrukce pravothelniku OABC' zifejmé. Tento pravo-
thelnik bude obdélnik, pravé kdyz |OX| # |OY|. V pfipadé |OX| = |OY |
uloha nema reseni.

$1= —P2
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Spravné feseni zaslali: Josef Ondiej z G v Roznové p. R., Samuel Riha
z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Josef Tkadlec z G v GJK v Praze 6 a Jan
Vanhara z G v HoleSové.

Uloha 158
Ozna¢me K mnozinu viech piirozenych ¢isel k, pro néz lze &islo k2 zapsat
jako soucet druhych mocnin jedenécti po sobé jdoucich celych ¢isel.
a) Dokazte, ze kazdé ¢islo z mnoziny K dava pii déleni ¢islem 66 zbytek
11 nebo 55.
b) Najdéte v8echna ¢isla z mnoziny K, kterd jsou mensi nez 2 009 (lze uzit
kalkulacku).
Ales Kobza
Resen
a) Pro kazde ¢islo k € K podle zadéni plati

E=mn-5*+n-4°+m-3%+... +(n+5)? (2)
kde n je vhodné celé ¢islo. Vztah (1) upravime na ekvivalentni tvar
k* = 11(n* + 10).

Odtud vyplyva, ze ¢islo k? musi byt délitelné 11, vzhledem k tomu, Ze
11 je prvocislo, musi byt délitelné 11 i ¢islo k. To znamend, ze zbyt-
kem z po déleni ¢isla k ¢islem 66 musi byt nékteré z cisel z mnoziny
{0,11,22,33,44,55}.

Predpokladejme, ze z € {0,22,44}. Potom je ¢islo k sudé, tedy i ¢islo
n musi byt sudé. Proto &islo n? pii déleni étyfmi dava zbytek 0. Cislo
11(n? +10) pii déleni étyFmi tedy dava zbytek 2. Jelikoz k% = 11(n%+10),
znamena to, ze ¢islo k? je délitelné dvéma, ale neni délitelné éty¥mi, coz
je spor. Tedy zbytek z je nékteré z ¢isel z mnoziny {11,33,55}.

Ukézeme, ze z # 33. Cislo n pfi déleni tiemi dava jeden ze zbytkd 0, 1,
2. Cislo 11(n?+10) v téchto pifpadech po déleni tiemi dava zbytky po fadé
2,1, 1. Tedy &islo k% = 11(n%+10) (tedy i k) neni nikdy délitelné &slem 3.
Zbytek po déleni ¢isla k Cislem 66 tedy nemuze byt 33, proto mulze byt
pouze nékteré z ¢isel z mnoziny {11, 55}, coz jsme chtéli dokdzat.
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b) S vyuzitim pocitace zjistime, Ze existuji pravé ¢tyfi ¢isla z mnoziny K,
kterd jsou mensi nez 2009, jsou to ¢isla 11, 77, 143 a 1 529. Plati totiz

112 = (—4)? + (=3) + ... + 6%,
77 =182 4192 4+ ... +28%
143% = 382 +39% + ... + 482,

15297 = 4567 + 4572 + ... + 466°.

Spravné feSeni zaslali: Josef Ondiej z G v Roznové p. R. a Jan Matéjka
z G v Ceskych Budgjovicich, Jirovcova 8.

Netiplné feSeni zaslali: Samuel Riha z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose a Jan

Varihara z G v HoleSové.

Pavel Calabek

Eukleides: ZAKLADY. Knihy I-1V.
Vydala OPS, Nymburk 2008, 154
stran, ISBN: 978-80-903773-7-0

Mezi architektonickymi skvosty lid-
skych déjin je mdlo tak impozantnich vy-
tvord, jakym je stavba geometrie.

Uz sdm nézev knihy pisobi pfimo ma-
gicky: jakoby se pred ¢tendrem zjevila pra-
plvodni tvar starovéké védy a soulasné
vystupoval z Fddki i obraz jejiho tvirce —
¢lovéka, obdareného prisné logickym mys-
lenim.

Je zéasluzné, Ze se po tolika staletich
rozhodli autofi této pomé&rné Gtlé, ale hut-
né publikace uctit nehynouci paméatku za-
¢atka ,kralovské“ védy a vyuzit ji jako
podnétu k novému, soucasnému zamysleni
nad jejim nestarnoucim obsahem.

Jde o kolektiv autori, zanicenych spo-
le¢né sdilenym zdjmem prevést plvodni

preklad antického spisu do mluvy dnes-
nich vyjadfovacich prostfedki a dat mu
pln€ srozumitelny a tim i velmi ¢tivy, ak-
tudlni vyklad.

Podkladem a vidéim motivem pro tuto
yzprostiedkovatelskou“ ¢innost je zasvé-
ceny komenta¥ profesora Petra Vopénky,
znalce problematiky zajisté povolaného
k tak potfebnému pocinu.

Proto po pfecteni knizky zistane v Cte-
nali nejen hluboky dojem, tcta a obdiv,
ale vznikne i nutkavy zdjem o dalsi z cel-
kem t¥inacti knih ,,Zakladi“, které ma au-
torsky kolektiv v planu napristé jesté vy-
dat.

Nezbyva tedy, nez se té8it, Zze pokraco-
véani na dané téma se bude v co mozno nej-
blizsi dobé realizovat se stejnym tspéchem
a zaptsobi tak Ginné, jako se to podarilo
v pripadé tohoto Gvodu do ,,Zakladt.

Viadimir Vicek
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