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�l�nek se zab�v� vyu�it�m po���
ta�e v modelov�n� fyzik�ln� �lohy
z mechaniky tuh�ho t	lesa
 �e�en�
�lohy podan� v tomto �l�nku uka�
zuje jednu z mo�nost�
 jak lze na�
vz�jem propojit v�uku p�edm	t� fy�
zika
 matematika a informatika na
st�edn� �kole


Zad�n� �lohy

Lze postavit na st�l �ikmou v	�
z identick�ch homogenn�ch kv�dr�

tak
 aby vrchn� kv�dr spo��val cel� mimo desku stolu� Pokud ano
 ur�ete

kolik kv�dr� celkem pot�ebujeme
 Situace je vyobrazena na obr�zku �


��������
Obr� �
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Fyzik�ln� pohled na �e�en� t�to �lohy lze naj�t nap�
 v ���
 matematick�
pohled je v �l�nku ��� v MFI a v tomto �l�nku kompletujeme �e�en� je�t	
p�id�n�m modelov�n� t�to �lohy za pomoc� po��ta�e


Fyzik�ln� anal�za probl�mu

Vzhledem k tomu
 �e kv�dry jsou homogenn�
 m� ka�d� z nich t	�i�t	
ve sv�m st�edu
 Kv�dr � �obr
 �� m��eme tedy maxim�ln	 vysunout tak


�e jeho t	�i�t	 le�� p�esn	 nad hranou kv�dru pod n�m
 tedy o x� �
L

�
p�es

spodn� kv�dr


���
Obr� �

Obdobnou �vahu provedeme pro soustavu kv�dr� � a �
 Situace je
z�ejm� z obr�zku �
 T	�i�t	 dvojice kv�dr� � a � le�� nad hranou t�et�ho
kv�dru
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Obr� �

Vyu�it�m momentov� v	ty �viz nap�
 ����

F

�
L

�
� x�

�
� Fx� ���

dostaneme �e�en� x� �
L

�

 T	�i�t	 soustavy kv�dr� � a � se nach�z� v ���

od prav� hrany kv�dru �
 Znamen� to
 �e dvojici kv�dr� � a � lze po
kv�dru � vysunout o dal�� ��� d�lky L

D�le postupujeme obdobn	 � je t�eba zjistit
 o kolik lze vysunout sou�

stavu kv�dr� �
 � a � vzhledem ke kv�dru �
 Ur��me op	t polohu jejich
spole�n�ho t	�i�t	 a vyu�ijeme momentovou v	tu�
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� x�
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� F��x� � �Fx�� ���

dost�v�me polohu t	�i�t	 x� �
L

�
od prav� hrany kv�dru �
 V�echny t�i

kv�dry dohromady lze tedy vysunout o dal�� ��� d�lky
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Obr� �

Obdobnou �vahou zjist�me
 �e soustavu kv�dr� �
 �
 � a � lze vysunout
o dal�� ���L
 Celkov� p�esah prav�ho okraje kv�dru � p�es okraj stolu pro
soustavu � kv�dr� je tedy roven ��ste�n�mu sou�tu �ady�
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Znamen� to
 �e ji� p�i �ty�ech kv�drech lze doc�lit stavu
 kdy horn� kv�dr
cel� le�� mimo hranu stolu

S vysunov�n�m lze pokra�ovat i d�le
 �lohu m��eme zobecnit i na v	t��

po�et kv�dr�
 Momentov� v	ta pro v�po�et t	�i�t	 soustavyK kv�dr� m�
tvar�

F

�
L

�
� xK

�
� �K � ��FxK � ���

odkud xK �
L

�K



Matematick� anal�za probl�mu

Na z�klad	 fyzik�ln� anal�zy probl�mu je z�ejm�
 �e �lohu lze transfor�
movat na �lohu matematickou
 v n�� hled�me N �t� ��ste�n� sou�et �ady
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 kter� je v	t�� ne� �
 p�i�em�N je nejmen�� mo�n� hodnota�

sN �
NX
k��

�
�k
�
�
�

NX
k��

�
k
� �� ���

Vzhledem k tomu
 �e harmonick� �ada
�X
k��

�
k
je divergentn�
 je divergentn�

i �ada
�
�

�X
k��

�
k

 !lohu lze proto formulovat tak
 �e budeme hledat nejmen��

p�irozen� N takov�
 aby N �t� ��ste�n� t�to �ady byl v	t��
 ne� p�edem
stanoven� kladn� re�ln� ��slo SMAX �

sN �
�
�

NX
k��

�
k
� SMAX � ���

S ohledem na na�i �lohu m� N v�znam po�tu pou�it�ch kv�dr� a SMAX

vyjad�uje horizont�ln� p�esah prav�ho okraje horn�ho kv�dru vzhledem
k desce stolu


Pozn�mka �� Libovoln�ho p�esahu lze ov�em dos�hnout jen teoreticky

prakticky u hmotn�ch kv�dr� naraz�me na n	kolik okolnost�
 kter� zp�sob�

�e by n�� re�ln� model fungoval jen p�ibli�n	 a pro nevelk� po�et kv�dr�


Algoritmizace �lohy

!lohu lze numericky �e�it za pomoc� jednoduch�ho algoritmu
 kter� pro
zadanou hodnotu SMAX najde nejmen�� p�irozen� ��sloN takov�
 aby byla
spln	na podm�nka ���
 Algoritmus v�po�tu je zn�zorn	n na v�vojov�m
diagramu �obr
 ��

V�po�et se zde realizuje pomoc� cyklu while
 p�i�em� v K�t�m kroku

cyklu �K � �� �� �� � � � � je vypo�tena hodnota K�t�ho �lenu �ady
 a tato
hodnota se akumuluje do prom	nn� S
 P��kaz while na za��tku cyklu hl�d�
podm�nku ��� a po jej�m spln	n� se vyp��e v�sledek� v�sledn� K �po�et
pou�it�ch �len� �ady� a S �nejmen�� ��ste�n� sou�et
 kter� je v	t�� ne�
SMAX � po�adovan� horizont�ln� p�esah prav� hrany horn�ho kv�dru od
hrany stolu�
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Obr� �

Programov� zpracov�n� �lohy

Algoritmus �e�en� �lohy m��eme pro po��ta� zpracovat v libovoln�m
programovac�m jazyce
 zvolme Pascal�

program Teziste�

uses Crt�

var Smax� S� Real�

K� Integer�

begin

ClrScr�

Write��Zadej presah horniho kvadru� ���

ReadLn�Smax��

S�� ��

K�� ��

while S � Smax do

begin

K �� K 	 
�

S �� S 	 
���
K�
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end�

WriteLn�K�
��S�
�����

ReadLn

end�

Zpracov�n� �lohy v aplikaci MS Excel

!lohu m��eme na po��ta�i zpracovat i pomoc� aplikace MS Excel
 Uk��
�eme dv	 varianty zpracov�n�


Prvn� a jednodu��� varianta vyu��v� metodu v�po�tu pomoc� vzorc�
zapsan�ch do bun	k Excelu
 V bu"k�ch sloupce A jsou pod sebou po�a�
dov� ��sla kv�dr� K
 V bu"k�ch sloupce B jsou vzorce
 kter� pro danou
bu"ku vypo��taj� odpov�daj�c� hodnotu �lenu �ady
 V bu"k�ch sloupce C
jsou vzorce po��taj�c� ��ste�n� sou�et sN � s�N� prvn�ch N �len� �ady
dle ���
 Sou��st� vzorc� je i podm�nka z ���
 kter� ukon�� v�po�et ��ste��
n�ch sou�t� v p��pad	
 �e tento sou�et p�ekro�� hodnotu SMAX zadanou
u�ivatelem do bu"ky C�
 Do bu"ky C� je tedy vlo�eno KDY#�C��$C�%
C� B��
 Vzorce sta�� napsat do jednoho ��dku a ta�en�m za �chyt je zko�
p�rovat do libovoln�ho po�tu dal��ch ��dk� v dan�m sloupci s vyu�it�m
relativn� adresace bun	k ve vzorc�ch
 Na obr�zku � je kopie listu Excelu
pro hodnotu SMAX � ���


Pozn�mka �� Harmonick� �ada diverguje k � &velmi pomalu'
 nap�
 pro
p�esah SMAX � � sta�� � �leny �� kv�dry�
 pro p�esah �
� �viz obr
 �� je
t�eba pou��t ji� �� kv�dr�
 pro p�esah � by to bylo ji� p�es �( kv�dr� a pro
p�esah nap�
 � by bylo zapot�eb� v�ce ne� �� ��( kv�dr�
 Viz p�edchoz�
pozn�mku �


Ve druh� variant	 je tu uk�z�no zpracov�n� t�to �lohy vyu�it�m pro�
gramovac�ho jazyka Visual Basic for Application �VBA�
 kter� je sou�
��st� aplikace MS Excel
 Tento implementovan� programovac� jazyk se
vyu��v� p�edev��m ke zjednodu�en� rutinn�ch prac� a k &automatick�mu'
zpracov�v�n� dat
 P�esto�e VBA pat�� mezi modern� objektov	 orientovan�
a ud�lostmi ��zen� programovac� jazyky a m��eme s jeho pomoc� vytv��et
v Excelu i vlastn� formul��e
 lze ho pou��t tak� ve strukturovan�m p���
stupu k programov�n� a zpracov�vat v n	m jednoduch� algoritmy
 mezi
n	� pat�� i na�e �loha
 N��e je kopie zdrojov�ho k)du VBA
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Obr� 	

Sub T��i�t��soustavy�kv�dr���

Call Vymazat�list �Grafick� podprogram

Smax � InputBox��Zadej p�esah horn�ho kv�dru��

S��

K��

Call Kresli�Kv�dr�K� S� Smax� �Grafick� podprogram

Do While S � Smax

K � K 	 


S � S 	 
 � �� 
 K�

Cells�K 	 �� 
� � K

Cells�K 	 �� �� � S

Call Kresli�Kv�dr�K� S� Smax� �Grafick� podprogram

Loop

Call Kresli�St�l�K� S� Smax� �Grafick� podprogram

Cells�
� �� � Smax

Cells��� �� � K

End Sub

Pro zad�n� vstupn� hodnoty SMAX pou��v�me metodu InputBox
 Hod�
noty prom	nn� K �ud�vaj�c� po�et kv�dr�� program vypisuje do bun	k ve

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��*



sloupci A p��kazem Cells�K 	 �� 
� � K
 ��ste�n� sou�ty �ady S
 ud�va�
j�c� velikost celkov�ho p�esahu kv�dr�
 program vypisuje do sloupce B p���
kazem Cells�K 	 �� �� � S
 Program je roz���en i o gra+ck� zn�zorn	n�
&poskl�d�n�' kv�dr� na sob	
 ka�d� obd�ln�k kreslen� na pracovn� plochu
listu zastupuje jeden kv�dr
 Na obr�zku * je �e�en� pro N � �
 V tomto
�l�nku v�ak nen� dost prostoru
 kde bychom popsali syntaxi gra+ky VBA
pro Excel
 a proto v hlavn�m programu jsou uvedeny pouze odkazy na
podprogramy
 kter� gra+ck� zn�zorn	n� provedou �Call Vymazat list
 Call
Kresli Hranol�K� S� N�
 Call Kresli St�l�K� S� N��
 Dal�� informace o VBA
lze z�skat nap��klad v ���


�����
�����

Obr� 


Z�v	r

V �l�nku jsme uk�zali jednu z mo�nost�
 jak vz�jemn	 spojit v�uku fy�
ziky
 matematiky
 algoritmizace a programov�n�
 Uvedenou fyzik�ln� �lohu
lze tak� demonstrovat jednoduch�m
 efektn�m a ke zd�rn�mu v�sledku ve�
douc�m experimentem �nap�
 s kartami�
 co� m��e je�t	 v�ce p�isp	t k mo�
tivaci student�
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Nalezen� v�ech nejkrat��ch cest mezi

dv�ma vrcholy

EVA MILKOV�

Katedra informatiky a managementu� Univerzita Hradec Kr�lov��

http
��lide�uhk�cz��m�ucitel�milkoev��

Velmi �astou �lohou
 se kterou se v praxi setk�v�me
 je zji�t	n�
 jak se
lze nejkrat��m mo�n�m zp�sobem dostat z jednoho m�sta na jin�
 A v n	�
kter�ch p��padech pot�ebujeme ur�it nejen jedno
 ale v�echna nejkrat��
spojen� mezi zadan�mi m�sty

V �l�nku &Prohled�v�n� graf� do ���ky� hled�n� kru�nic s dan�mi vlast�

nostmi' �viz ���� jsme se zab�vali prohled�v�n�m souvisl�ho neorientova�
n�ho grafu do ���ky a

� de+novali pojem strom prohled�v�n� do 
��ky�

De�nice� Nech, G � �V�E� je souvisl� graf
 T kostra z�skan� algoritmem
prohled�v�n� grafu G do ���ky se za��tkem prohled�v�n� ve vrcholu v
 Ko�
�enov� strom �T� v� s ko�enem ve vrcholu v naz�v�me strom prohled�v�n	
do 
	�ky p��slu�n� prohled�v�n� grafu G do ���ky s po��tkem prohled�v�n�
ve vrcholu v


� formulovali vlastnost stromu prohled�v�n� do 
��ky�

V�ta �vlastnost stromu prohled�v�ni do ���ky�� Nech, G � �V�E� je sou�
visl� graf
 T kostra z�skan� algoritmem prohled�v�n� vrchol� grafu G do
���ky se za��tkem prohled�v�n� ve vrcholu v a �T� v� p��slu�n� strom pro�
hled�v�n� do ���ky
 Pak pro koncov� vrcholy libovoln� hrany grafu G
 kter�
nele�� v �T� v�
 plat�
 �e tyto vrcholy le�� ve stejn� vrstv	 nebo v sousedn�ch
vrstv�ch stromu �T� v�


� a s touto vlastnost� souvisej�c� tvrzen�
 zde p�ipome"me pouze tvrzen�
vztahuj�c� se k nalezen� nejkrat
� cesty mezi dv	ma vrcholy�

Tvrzen	 �� Nech, G je souvisl� graf a �T� v� jeho ko�enov� strom prohled��
v�n� do ���ky
 Pak d�lka nejkrat�� cesty z vrcholu v do vrcholu y v grafu G
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je rovna h�y�
 kde h�y� zna�� ��slo vrstvy stromu �T� v�
 ve kter� le�� vr�
chol y
 �Pozn
� Nejkrat�� cestou z vrcholu v do vrcholu y rozum�me tu cestu
mezi t	mito vrcholy
 kter� m� minim�ln� po�et hran
�

V tomto �l�nku uk��eme
 jak m��eme postupovat
 chceme�li naj�t
v�echny nejkrat�� cesty mezi dv	ma vrcholy v zadan�m grafu
 Nejprve se
zab�v�me hled�n�m cest s minim�ln�m po�tem hran �tj
 nejkrat��ch cest
v hranov	 neohodnocen�m grafu�
 a pak z�skan� poznatky aplikujeme na
hled�n� nejkrat��ch cest mezi dv	ma vrcholy v grafu hranov	 ohodnoce�
n�m
 V obou p��padech uva�ujeme souvisl� neorientovan� graf


Hled�n� cest s minim�ln�m po�tem hran mezi vrcholy x a y v ne


orientovan�m grafu

P�edpokl�dejme� 
e graf G je hranov� neohodnocen�
 Algoritmus
 kte�
r�m najdeme v grafu G v�echny cesty z vrcholu x do vrcholu y s minim�l�
n�m po�tem hran
 stru�n	 �e�eno v�echny nejkrat�� cesty z vrcholu x do
vrcholu y
 rozd	l�me do dvou z�kladn�ch f�z�

�� Pomoc� algoritmu prohled�v�n� grafu G do ���ky s po��tkem ve vr�
cholu x zaznamen�me u ka�d�ho vrcholu v ��slo h�v�
 tj
 ��slo vrstvy
stromu �T� x�
 ve kter� vrchol v le��
 �Pozn
� Algoritmus m��eme ukon�it
ve chv�li
 kdy ur��me ��slo h�y�
 d�lku nejkrat�� cesty z x do y
 a u zby�
l�ch neprohledan�ch vrchol� v polo��me h�v� � h�y�
�

�� Pomoc� modi+kace algoritmu prohled�v�n� grafu G do ���ky �viz d�le�
vytvo��me strom v�ech nejkrat�� cest mezi vrcholy x a y �nazv	me jej
x� y strom nejkrat
	ch cest�


De�nice� Nech, G � �V�E� je souvisl� graf a �T� x� jeho ko�enov� strom
prohled�v�n� do ���ky
 x � y stromem nejkrat
	ch cest nazveme ko�enov�
strom Tx�y s ko�enem ve vrcholu y��� a listy x���
 � � � 
 x�k�
 kde k je po�et
nejkrat��ch cest z vrcholu x do vrcholu y existuj�c�ch v grafu G
 p�i�em�
ka�d� cesta ve stromu Tx�y vedouc� z listu x�i�
 i � �� � � � � k
 ke ko�eni y���
reprezentuje pr�v	 jednu nejkrat�� cestu z vrcholu x do vrcholu y v grafuG


Pro lep
	 n�zornost� d�	ve ne
 p�istoup	me k n�stinu algoritmu� pomoc	
n�ho
 x�y strom nejkrat
	ch cest vytvo�	me� ilustrujme cel� postup z	sk�n	
s � p stromu nejkrat
	ch cest mezi vrcholy s a p v n�sleduj	c	m grafu G�
�obr
 ��
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Obr� � Graf G

Proveden�m algoritmu prohled�v�n� grafu G do ���ky s po��tkem ve
vrcholu s z�sk�me strom prohled�v�n� do ���ky �obr
 ��
 ��m� z�sk�me pro
ka�d� vrchol v ��slo h�v� � viz obr
 �


����
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Obr� � Strom prohled�v�n� do ���ky �T� s��
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Obr� � Graf G dopln�n� u ka�d�ho vrcholu v o ��slo h�v��

V�sledn� s � p strom nejkrat��ch cest je zobrazen na obr
 �
 p�i�em�
jeho mno�inu vrchol� tvo�� vrcholy a���
 c���
 c���
 d���
 d���
 d���
 d���
 f ���

g���
 h���
 k���
 m���
 m���
 n���
 o���
 p���
 r���
 s���
 s���
 s���
 s���
 s���
 s���

s�*�
 t���
 Pro v	t�� n�zornost jsou v jednotliv�ch vrcholech uvedena jm�na
p��slu�n�ch reprezentovan�ch vrchol� grafu G
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����	
��
�

Obr� � s� p strom nejkrat��ch cest

Z obr�zku s� p stromu nejkrat��ch cest je v�ech * nejkrat��ch cest mezi
vrcholy s a p zcela z�ejm�ch
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Pro kontrolu spr�vnosti nalezen�ch cest uve.me i obr�zek stromu �T� s�
dopln	n�ho o hrany grafu G
 kter� ve stromu �T� s� nele�� �viz obr
 ��

Proto�e se jedn� o mal� graf
 lze z n	j pom	rn	 snadno vy��st v�echny
nejkrat�� cesty z vrcholu s do vrcholu p existuj�c� v grafu G
 a vid�me
 �e
tyto cesty se shoduj� s cestami zobrazen�mi v s�p stromu nejkrat��ch cest
na obr
 �
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Obr� � Strom prohled�v�n� do ���ky �T� s� dopln�n� o zbyl� hrany grafu G

Konstrukce x� y stromu nejkrat
�ch cest

Pomoc� algoritmu prohled�v�n� grafu G do ���ky s po��tkem ve vr�
cholu x ur��me u ka�d�ho vrcholu v ��slo h�v�
 Nech, q � h�y� zna�� d�lku
nejkrat�� cesty z x do y


� Ko�en stromu Tx�y tvo�� vrchol y��� reprezentuj�c� vrchol y grafu G

� Prvn� vrstvu stromu Tx�y
 tj
 n�sledn�ky ko�ene y���
 tvo�� vrcholy v�i�
reprezentuj�c� sousedn� vrcholy v vrcholu y v grafu G
 jejich� ��slo h�v�
je rovno h�y� � �
 p�i�em� index i u vrcholu v ozna�uje i�t� v�skyt
vrcholu v ve stromu Tx�y


� Druhou vrstvu stromu Tx�y tvo�� vrcholy w�i� reprezentuj�c�
 postupn	
pro ka�d� vrchol v�j� z p�edchoz� vrstvy
 sousedn� vrcholy w vrcholu v
v grafu G
 jejich� ��slo h�w� je rovno h�v� � � �tj
 h�w� � h�y� � ��

p�i�em� index i u vrcholu w ozna�uje i�t� v�skyt vrcholu w ve stromu
Tx�y


� Analogicky jsou tvo�eny dal�� vrstvy stromu Tx�y
 t�et� a� q�t� vrstva
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Pozn�mka� Je z�ejm�
 �e vrcholy le��c� v prvn� vrstv	 stromu Tx�y maj�
v�dy pouze index �


D�kaz spr�vnosti konstrukce x� y stromu nejkrat
�ch cest

Z vlastnosti stromu �T� x� v�me
 �e pro ka�d� dva sousedn� vrcholy v
 w
grafu G plat� pr�v	 jedna ze t�� mo�nost�� h�v� � h�w� � �
 h�v� � h�w�

h�v� � h�w�  �

Z konstrukce Tx�y vid�me
 �e pro ka�d� vrchol v grafu G uva�ujeme

pro za�azen� do stromu Tx�y pouze ty sousedn� vrcholy vrcholu v
 kter�
le�� ve vrstv	 h�v� � �
 tud�� je z�ejm�
 �e posledn� q�tou vrstvu tvo��
vrcholy x���
 � � � 
 x�k� reprezentuj�c� vrchol x
 proto�e h�x� � ( �pozn
�
h�x� � h�y�� q�
 p�i�em� k zna�� po�et v�skyt� vrcholu x ve stromu Tx�y

Odsud plyne
 �e ka�d� cesta z vrcholu x�i�
 i � �� � � � � k
 ke ko�eni y��� ve
stromu Tx�y reprezentuje cestu z vrcholu x do vrcholu y v grafu G d�lky q

Zb�v� dok�zat
 �e ka�d� cesta d�lky q z x do y �tj
 ka�d� nejkrat��

cesta z x do y� vyskytuj�c� se v grafu G je reprezentov�na ve stromu Tx�y

Nech, Pq � �x � v�� v�� � � � � vq��� vq � y� je cesta d�lky q v grafu G

Proto�e cesta Pq je cestou nejkrat�� d�lky
 mus� pro ka�d� jej� vrchol vt
platit
 �e d�lka nejkrat�� cesty z x do vrcholu vt je rovna t
 tj
 h�ht� � t

t � �� � � � � q
 Pro ka�dou z q dvojic sousedn�ch vrchol� vt��
 vt cesty Pq
tud�� plat� h�vt��� � h�vt���
 co� znamen�
 �e cesta Pq je reprezentov�na
n	kterou z cest konstruovan�ch ve stromu Tx�y


K sestaven� x� y stromu nejkrat��ch cest m��eme vyu��t jednoduchou
modi+kaci algoritmu prohled�v�n� grafu do ���ky
 kter� spo��v� v tom
 �e
do fronty nejprve ulo��me vrchol y a zaznamen�me u n	j index � a ��slo
h�y�
 tj
 y����h�y��
 D�le pracujeme s frontou standardn	
 tj
 pro vrchol v�i�
le��c� na za��tku fronty ukl�d�me do fronty postupn	 sousedn� �v zadan�m
grafu� vrcholy w vrcholu v
 jejich� ��slo h�w� � h�v� � �
 a u ka�d�ho
vrcholu w zaznamen�me jednak index odpov�daj�c� po�ad� jeho v�skytu
ve front	
 a jednak ��slo h�w�
 Pokud ��dn� sousedn� vrcholy vrcholu v
neexistuj�
 vrchol v�i� z fronty odebereme

Vrcholy �s indexem� postupn	 ukl�dan� do fronty ukl�d�me sou�asn	

do stromu Tx�y spolu s informac� o jejich p�edch�dci
 p�i�em� v z�jmu
form�ln� jednoduchosti polo��me y����y����
 Ze z�skan�ch informac� pak
lehce ur��me v�echny nejkrat�� cesty mezi vrcholy x a y tak
 �e postupujeme
ve vytvo�en�m stromu Tx�y od jednotliv�ch list� �vrchol� x���� � � � � x�k��
ke ko�eni y���
 U v�sledn�ch cest pochopiteln	 zapisujeme vrcholy ji� bez
index�
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Ilustrujme nast	n�n� algoritmus pro hled�n	 v
ech nejkrat
	ch cest exis�
tuj	c	ch v grafu G z obr� �� P�edpokl�dejme� 
e jsme ji
 pomoc	 prohled��
v�n	 do 
	�ky ur�ili u ka
d�ho vrcholu v jeho �	slo h�v� ve stromu �T� s� �
viz obr� ��

Do fronty za�azujeme postupn	 vrcholy v po�ad��

p������
 a������
 n������
 o������
 g������
 k������
 m������
 f ������
 h������

m������
 t������
 c������
 d������
 d������
 r������
 c������
 d������
 d������

s����(�
 s����(�
 s����(�
 s����(�
 s����(�
 s����(�
 s�*��(�

A sou�asn	 vytv���me s� p strom nejkrat��ch cest�

p����p����
 a����p����
 n����p����
 o����p����
 g����a����
 k����a����
 m����a����

f ����n����
 h����n����
 m����o����
 t����o����
 c����g����
 d����k����
 d����m����

r����f ����
 c����h����
 d����m����
 d����t����
 s����c����
 s����d����
 s����d����

s����r����
 s����c����
 s����d����
 s�*��d����

V�sledn� cesty�

�s� d� t� o� p�% �s� d�m� o� p�% �s� c� h� n� p�% �s� r� f� n� p�% �s� d�m� a� p�% �s� d� k�
a� p�% �s� c� g� a� p�

Hled�n� nejkrat
�ch cest mezi vrcholy x a y v hranov	 ohodnoce


n�m neorientovan�m grafu

P�i hled�n� v�ech nejkrat��ch cest z vrcholu x do vrcholu y v hranov	
ohodnocen�m neorientovan�m grafu G postupujeme obdobn	
 jak bylo po�
ps�no v��e
 Nejprve pro ka�d� vrchol v ur��me pomoc� vhodn�ho algoritmu
�nap�
 Dijkstrova algoritmu v p��pad	 nez�porn	 hranov	 ohodnocen�ho
grafu � viz ���� d�lku dv nejkrat�� cesty z vrcholu x do vrcholu v v grafu G

a pak konstruujeme x�y strom nejkrat��ch cest T �x�y pro hranov	 ohodno�
cen� graf
 Konstrukce stromu T �x�y pro hranov	 ohodnocen� graf prob�h�
analogicky jako konstrukce stromu Tx�y pro hranov	 neohodnocen� graf

rozd�l je pouze v tom
 �e m�sto s ��sly h�v� pracujeme s ��sly dv a pro za�
�azen� vrcholu do stromu Tx�y uva�ujeme ty sousedn� vrcholy w vrcholu v
v grafu G
 pro kter� plat� dw � dv � efw� vg
 kde efw� vg je ohodnocen�
hrany fw� vg


Pozn�mka� Uv	domme si
 �e d�lkou cesty P v hranov	 ohodnocen�m grafu
m�me na mysli sou�et ohodnocen� hran cesty P nikoli po�et hran cesty P 

Proto v p��pad	 stromu T �x�y nemus� jeho listy x���� � � � � x�k�
 kde k je po�et
nejkrat��ch cest z vrcholu x do vrcholu y existuj�c�ch v hranov	 ohodnoce�
n�m grafu G
 le�et v t��e vrstv	
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Z�v	r

Uveden� algoritmy lze aplikovat analogicky na orientovan� grafy
 V im�
plementac�ch algoritm� je v�ak zapot�eb� zohlednit orientaci prob�ran�ch
hran
 Z d�vodu korektnosti je t�� vhodn� na tomto m�st	 uv�st
 �e vlast�
nost stromu prohled�v�n� do ���ky p�ipomenut� na za��tku tohoto �l�nku
neplat� pro orientovan� grafy
 Av�ak tvrzen� uveden� pod n�
 kter� je pro
v��e uvedenou konstrukci stromu Tx�y podstatn�
 plat�

�asov� slo�itost prvn� f�ze uveden�ch algoritm� je polynomi�ln� �v p���

pad	 prohled�v�n� do ���ky a v p��pad	 hled�n� nejkrat��ch cest v acyklic�
k�ch grafech je O�n  m�
 v p��pad	 Dijkstrova algoritmu O�n���
 av�ak
konstrukce strom� Tx�y a T �x�y z�vis� na po�tu existuj�c�ch nejkrat��ch cest
v dan�m grafu a jejich po�et m��e s rostouc�m po�tem vrchol� a hran
grafu r�st exponenci�ln	 �sta�� si p�edstavit grafy typu grafu na obr
 �
se zvy�ov�n�m po�tu &��st�'
 kde vrcholy jedn� jsou propojeny se v�emi
vrcholy druh�
 a zvy�ov�n� po�tu vrchol� v t	chto &��stech'�


����
����
�	
�

Obr� 	 Graf obsahuj�c� 	� r�zn�ch nejkrat��ch cest d�lky � z vrcholu x do vrcholu y
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��� Milkov�� E�
 Prohled�v�n� graf� do ���ky
 hled�n� kru�nic s dan�mi vlastnostmi�
MFI �� ���������� �� 
� s� ��� � ����

��� Milkov�� E�
 Modi�kace grafov�ch algoritm� �od Jarn�ka k Dijkstrovi�� MFI ��
���������� �� �� s� �
� � ����

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������


