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V préaci dokumentujeme mozné
vyuziti pocitacd na zakladni Skole
— popisujeme propedeutiku pojmi
kvadratickd funkce a parabola s vyu-
zitim Cabri geometrie. V sedmé tii-
dé jsou v nasich ucebnicich tyto po-
jmy zavedeny intuitivné pii vyuce
vlastnosti priseciku vysek v troj-
thelniku, v devaté tridé se tyto po-
znatky zuzitkuji pfi vyuce vlastnosti
funkci. Vysledky experimentu ukazuji, ze pouziti pocitace se stava dilezi-
tym néstrojem pii motivaci a vystavbé pojmi a pti zkoumani matematic-
kych vztahd. Pocita¢ tak miize slouzit nejen jako demonstracni pomticka
a nastroj k usnadnéni vypocti, ale i k objevovani a upeviovani pojmi.

1. Uvod

Nase skolstvi se systematicky proménuje po ,obsahové“ i ,formalni“
strdnce. Nemame nyni viubec na mysli ,reformni“ kampafovité zmény,
jimiz je naSe Skolstvi periodicky postihovano, vétSinou bez systematické
pripravy, bez zajisténi fadného fungovani a posléze nezaujatého vyhodno-
ceni vysledkd.
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V tomto ¢lanku se nechceme zabyvat ani ,obsahovymi“ zménami, které
se zakonité projevuji v kazdém, nejenom v naSem Skolském systému. Sa-
moziejmé by bylo zajimavé provést dikladné vyhodnoceni trendi, které
zkuSengjsi ucitelé za své praxe sami pocituji, a zjistit, zda vypousténi né-
kterych tradi¢nich ucebnich celkd nebo jejich ¢asti bylo vzdy motivovano
jejich netimérnou narocnosti, ,nadbytecnosti“ ziskdvanych poznatkt nebo
jen ustoupily novym celkiim ¢i dokonce bylo jejich vytrazeni pouhym pro-
jevem snizovani Grovné vzdélani. Stejné tak u celkt nové zarazovanych by
stalo za rozbor, zda $lo o zdtivodnéné kroky nebo jen o médni trendy, které
casem odezni. Toto vSe se samoziejmé netykad jen matematiky, ale vSech
skolnich predméti.

Podstatnym rysem promény vyuky, ktery mame zejména na mysli, je
nastup novych forem, ktery klade vét$i diraz na aktivni zapojeni zaka
do procesu vyuky. Disledkem téchto postupnych zmén je — mimo jiné —
castecny ustup od tzv. frontalni vyuky, kterd, jak alesponn doufame, nemuze
ze §kol iplné vymizet, ztraci vsak své naprosto dominantni postaveni, které
jesté pred néjakou dobou méla.

Pasivni transmise (z pohledu zdka) vytvari poznatkovy aparat, ktery
umi zaci casto reprodukovat, nejsou vSak schopni jej pouzit na feSeni tloh
(podrobnéji a fundované o této problematice viz napt. v [7]). Vyuka by
nejen v matematice méla probihat na zakladé postupného vytvareni jed-
notlivych pojmi a jejich zafazovani do poznatkovych struktur (o jejich
utvareni viz podrobnéji napt. v [9]), nikoliv formou pireddvani hotovych
poznatki a jejich ,bezduchého® algoritmizovani.

Vyucujici jsou v8ak mnohdy stavéni do nelehké situace, nebot , klasické“
ucebnice jsou prevazné tvoreny pro frontalni zptsoby vyuky a pii tvorbé
ucebnich pomiicek jsou vyucujici témér vyhradné odkdzani na ,samovy-
robu®.

Pii psani ucebnic pro zakladni skoly a nizsi tfidy viceletych gymnduzii
pro nakladatelstvi Fraus (viz napf. [3] a [4]) jsme se proto cilené snazili uéi-
telim a zejména zakdm predlozit u¢ebnice v duchu ideji, které povazujeme
za spravné. Pokud bychom méli styl naSich uc¢ebnic charakterizovat jed-
nou vétou, jevil by se jako nejvystiznéjsi zndmy citat G. Pélyi (1887-1985):
Nejlepsi zpisob, jak se néco naucit, je — objevit to.

Pro zaky v ucebnicich pripravujeme radu situaci, pti nichz dochézi k po-
stupnému vytvareni pojma a to zpravidla metodou objevovani. Poznatek
tak zdstava pii spravném postupu trvaleji uchovan v paméti a zaci ho
dokazi dobie zaradit do struktury svych znalosti.
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2. Vyuziti poéita¢u ve vyuce

Jednou z véci, které jsme museli systémove vytesit, bylo vyuziti pocitact
ve vyuce. Invaze pocitaci do vyuky je neoddiskutovatelnou skutecnosti,
na niz musi Skolstvi reagovat. Soucasné si vSak musime byt védomi, Ze
obecné dosud nenastala situace, ze by mél kazdy zak k dispozici pocitac
doma i ve 8kole a mohl jej pouzivat v kazdodenni praci.

Od Sesté tiidy v hodinach geometrie zafazujeme praci s geometrickymi
programy. Pracujeme s geometrickym nacrtnikem Cabri 11+, ktery je jiz
sou¢asti vybaveni mnohych gkol v Ceské republice. Pro gkoly, které Cabri
ve svém vybaveni nemayji, jsou alternativné vyuzitelné volné dostupné ge-
ometrické nacrtniky Geonext a GeoGebra, které jsou na drovni zakladni
skoly plnohodnotnou nahradou Cabri. Priklady, které mohou zaci fesit
s pomoci pocitace, jsou oznaceny symbolem a pokud je to mozné, zici
priklady fesi spolecné s vyucujicim. Mohou je vSak samoziejmé resit i sa-
mostatné nebo doma. Abychom predesli situacim, kdy se misto feSeni geo-
metrické problematiky vénuje pozornost zakd i ucitele samotné konstrukci
zadani, jsou v ucebnici i v jeji elektronické verzi prichystané priklady tak,
aby zaci mohli jen zkoumat dany problém. Zaci si takto jiz od Sesté t¥idy
zvykaji na praci s pocitacem.

Ucebnice jsou vSak pritom koncipovany tak, aby pocita¢ ve vyuce sice
byl pomocnikem, aby v8ak zaci, kteri jej k dispozici nemaji, nebyli zasad-
nim zptisobem znevyhodnéni.

Vyuziti poc¢itact ve vyuce matematiky pritom v minulych letech proslo
slozitym vyvojem. Standardni je dnes jejich vyuziti jako ,,demonstracnich
prostiedkd®, umoznujici vizualizovat procesy, které pri standardni vyuce
nelze ,kiidou na tabuli“ provadét. Rada i voln& dostupnych programii dnes
vyucujicim poskytuje relativné Sirokou skalu takového vyuziti.

Komplikovanéjsi je vyuziti pocitact pii praci zaka samotnych. Jak do-
sahnout stavu, aby pocitace pomohly zadkdm pii porozumeéni probirané
latce, aby umoznily odstranit zbytec¢nou narocnost vypocti, konstrukci
apod., které mohou odvadét pozornost od skutecného porozumeéni proble-
matice a pfitom neodbourat nezbytné (a dnes ¢asto podcefiované) ,Feme-
slné dovednosti“, to v8e se v odborné literatufe fesilo a fesi na nejriznéjsich
arovnich. Jmenujme za mnohé alesponn Kutzlerovu praci [10] nebo Healyho
a Sutherlandovu praci [6].

V posledni dobé se vSak pozornost zacina vénovat jesté sofistikovanéj-
Simu vyuziti pocitact: 1ze dosdhnout toho, aby pocitace a informacni tech-
nologie obecné umoznily zakim samostatné objevovani a prispély k rozvoji
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jejich tvarci invence? A mohou pocitace u¢inné pomoci pii faktickém vy-
tvafeni struktury poznatka? ( O této problematice viz napf. [1], [2] a [8].)

Jednu z moznosti, jak jsme pocitac¢ zapojili do postupného vytvareni
pojmi, nyni demonstrujme na piikladu propedeutiky pojmu kvadratickd
funkce a parabola. Musime vSak zdiraznit, ze uvadény piiklad neni hlavni
ani jedinou propedeutikou uvedenych pojmii. Na druhé strané se vsak do-
mnivame, ze spojeni kvadratickych funkci s geometrickou problematikou,
kterd s nimi na prvni pohled viibec nesouvisi, mtze byt prekvapivé a pod-
nétné.

3. Vyuka v 7. tridé

V ucebnici geometrie pro 7. tfidu po zavedeni pojmt vyska v trojihel-
niku, prusecik vysek a po probrani zakladnich vlastnosti uvadime nasledu-
jici priklad (viz [3], str. 28): Jakou spolecnou vlastnost maji isecky ZP,
XP' a YP"? (Viz obr. 1)

Obr. 1

V této podobé jde o ,klasicky“ skolsky priklad, v némz zaci ovéri, ze
dané usecky jsou vysky a bod V je jejich prisecikem. Piiklad je dopl-
nén o dalsi tkol, ktery je obtizné resitelny bez pocitace, s jehoz vyuzitim
v8ak zaci ziskavaji novou dynamickou predstavu o zavedenych pojmech.
Vytvarime tak pfedpojem k pojmu kvadraticka funkce.

Na pocitaci se podivejte, po jaké kiivce se bude pohybovat bod V na
obrazku, budeme-li pohybovat bodem Z po primce rovnobéziné s primkou
XY. Co je bod V? Zkuste odhadnout, jaky tvar bude kiivka mit.
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V interaktivni formé nasich ucebnic, které vychazeji prakticky soucasné
s ,papirovou“ verzi, je situace samoziejmé piipravena. Pokud vyucujici
tuto interaktivni ucebnici k dispozici nemé, je odkazan na to, Ze si situaci
ve vhodném programu — napt. v Cabri — pripravi. Pokud neprovede ani
to, ochudi tim zdky o vhled, ktery jim jinak tézko pfipravi.

V Prirucce ucitele [5], kterd je ke kazdému ro¢niku uéebnic pfipravena,
se vyucujici docte, jak lze situaci, kdy se dany bod pohybuje po para-
bole, vyuzit, prestoze zaci jesté neznaji ani pojem parabola ani kvadratické
funkce.

4. Vyuka v 9. tridé

V 9. tridé se k popsané Gloze vracime. V pfipravené tloze se zaci jed-
nak vraceji k vlastnostem trojihelnik, pti samostatné praci vsak soucasné
mohou samostatné objevovat vlastnosti kvadratickych funkci. Pti pocita-
Covém experimentovani s kvadratickou funkci mohou — kromé jiného —
pozorovat roli koeficient i vyznam absolutniho ¢lenu v obecném zapisu
kvadratické funkce. Samoziejmé jde jen o jednu z podplrnych motivaci
k vyuce kvadratickych funkci, na druhé strané vSak popisovand geomet-
rickd souvislost mize prispét k novému pohledu na problematiku.

Z4ci dostanou nésledujici zad4ni:

1. V nékterém geometrickém nacrtniku (napf. Cabri II+) narysuj vo-
dorovnou pfimku p a vyzna¢ na ni tsecku AB. Narysuj rovnobézku ¢
s ptimkou p. Na ptimce ¢ zvol bod C'. Sestroj trojihelnik ABC' a narysuj
prusecik V' jeho vySek . Pohybuj bodem C' po piimce g a pozoruj, jakou
kiivku bude opisovat bod V. Pouzij nastroj Stopa ano/ne.

Pomoci tla¢itka MnoZzina s programem Cabri vykresli kiivku, kterd po-
hyb bodu V' pfi zméné polohy bodu C naznaci. Zobraz osy a miizové body
v nakresné monitoru. Pouzitim tlacitek Soufadnice a Rovnice ziskas rov-
nici, kterd popisuje pozorovanou kiivku.

Pohybuj bodem C' a popis, jak se méni zadpis rovnice kiivky. Premisti
trojihelnik ABC v souradnicovém systému tak, aby se ti podafilo rovnici
co nejvice zjednodusit. Jaky zapis je nejjednodussi a jaké poloze kiivky
odpovida?

Mozné varianty zédkovského feSeni jsou na obr. 2 a 3. Zalezi samoziejmé
na vyucujicim, jaké dalsi poznatky z takto pripravené situace vytézi, zda
vyuzije situaci k prohloubeni dalsich geometrickych poznatki, k opakovani
zékladnich vlastnosti funkci, k pfipomenuti mezipfedmétovych vztahi (na-
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Obr. 3

skyta se napiiklad bezprostfedni souvislost s fyzikou) atd. Ve zmihované
Prirucce ucitele jsou tyto a mnohé dalsi moznosti samoziejmé uvedeny.
Na prvni ¢ast tlohy navazuje néasledujici:

2. Sestroj podobny obrazek tak, aby primka ¢ lezela v opa¢né poloroviné
nez v prvni konstrukci. Cely postup opakuj. Co nyni mutzes rict o kiivce,
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kterou opisuje prisecik vysek? Jaky je jeji zapis rovnici tentokrat? Zménil
se tvar a poloha kfivky? Je dilezitd podminka v zadani — piimka p je
vodorovna? Jsou kiivky grafy funkce? Zdavodni.

Mohli bychom kiivku popsat rovnici tvaru y = az?® + ¢ nebo y = az? +
+bx + ¢? Zdavodnéte.

Co ovliviwyji hodnoty parametri a, b, ¢? Jak se méni tvar kiivky pfi
zméné téchto parametra?

Jak bys nazval pfislusnou funkci, kdyz vidis, jakd rovnice ji popisuje?
Vis, jak se nazyva kiivka, kterou opisuje bod V7

V ucebnicich disledné dbame na to, aby zaci vysledky svych experi-
mentll a pozorovani nejprve samostatné formulovali. Ucitelova role v této
fazi vyuky spociva v tom, aby korigoval nespravné zavéry, pripadné pak
nabizel dal$i pohledy, v zddném pripadé by vsak zdkdm nemél ,vnucovat®
definitivni poznatky ani nutit déti k rigoréznimu vyjadfovani. Smyslem je,
aby zaci opravdu samostatné dovedli vysledky svych pozorovani shrnout
a vystihnout podstatné zavéry svych experiment.

Tyto ,zakovské* popisy uvadime pod heslem ,,Co jsme objevili“. Teprve
v zavéru pak ucitel s zaky probere terminologii, kterou budou ve vyuce
nadale uzivat. Tuto terminologii uvadime ve ,,Slovnicku”.

Mozny vystup nasi tlohy by tedy mohl byt nasledujici

CO JSME OBJEVILI?

Prusecik vysek v trojihelniku ABC opisuje pfi pohybu bodu C
po rovnobézce s useCkou AB kiivku, kterou mtuzeme popsat rovnici
y = ax? + bx + c. Takova rovnice se nazyva kvadratickd rovnice
a proto i funkci miZeme nazyvat kvadraticka funkce. Kdyz bod
C presuneme do druhé poloroviny, zméni se hodnota parametru a
na opacnou. Zvétsi-li se vzdalenost rovnobézek, zvétsi se hodnota
parametru ¢ a naopak. Zména velikosti tsecky AB se projevi zménou
velikosti parametru a.

SLOVNICEK

Grafem kvadratické funkce y = az? + bx + ¢ je kiivka, které se
k4 parabola.

V popsané souvislosti se vSak musime zminit o zcela samostatném a od-
lisném problému. Do jaké miry ,uvéifime® tomu, ze software ndm sdéli, ze
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popisovana kiivka je parabolou a odpovidajici funkce je kvadratickd? Du-
kaz toho, ze tomu tak opravdu je, pfesahuje rdmec tohoto ¢lanku. V obecné
roviné je to vSak problém, ktery se objevi pii jakémkoliv pouziti pocitace ¢i
kalkulacky. V nasich ucebnicich ostatné ¢astokrat upozoriujeme na omyly,
které mohou vzniknout pfi nekritickém prejimani takovych vysledk. S jis-
tou davkou humoru o této problematice pojednava napt. Travnicktv c¢la-
nek [11].

5. Vysledky z vyucovacich hodin

V experimentalni vyuce, kterou jsme uskutecnili na zakladni skole, ktera
je klinickym pracovistém Pedagogické fakulty v Ceskych Budéjovicich,
jsme piiklad zadali ve tfidé patnactiletych zdkt. Ve tridé je 12 divek
a 9 chlapci. Vyucovani v této tridé bychom mohli charakterizovat jako
frontalni s pokusem o problem solving. Ucitelka zadala zakim tlohu a oni
samostatné objevovali pod jejim citlivym vedenim. Samostatnou praci stii-
dala diskuse nad mezivysledky, které zaci objevili a které postupné vedly
k objeveni vlastnosti kvadratické funkce a k jejimu zavedeni.

Studenti pracovali s interaktivni u¢ebnici a na vlastnich pocitacich kres-
lili pozadované feseni v geometrickém nacrtniku Cabri II+. Pfinasime né-
kterd feSeni studentl v poradi, jez v hodiné vedlo k diskusi a posléze
k celkovému pochopeni a vytreSeni problému.

Ukol 1:

Martin: Nakreslil obrazek spravné, umistil parabolu do souradnicového
systému, na otédzku ucitele, kde by lezely vrcholy A, B, kdyby parabola
méla vrchol v pocatku, vSak nemohl odpovédét. Martin zkousel problém
vyresit, protoze si vSak predem narysoval pifimku p na osu, zafixoval ji
a uz s ni nepohnul. Nemohl proto tlohu tesit dal a celé se mu to nechtélo
kreslit znovu. Nedostal se tedy ani k feSeni tkolu 2. (Viz obr. 4)

Ukol 2:

Hanka nasla vysledek (obr. 5) snadnéji, protoze nevazala polohu pfimky
p. Druhou tlohu — kol 2 vyfesila snadno jen tim, ze v nac¢rtniku preklopila
bod C do opac¢né poloroviny. Zajimavé bylo, ze na toto feSeni pfisli jen 3
zaci (z toho 2 chlapci), ostatni prekreslovali celou situaci znovu.
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Obr. 4

Nésledujici tabulka ukazuje ispésnost pfi feseni jednotlivych tkolt a pri
vysloveni zavéri:

Obr. 5
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akol ¢islo 1 ukol ¢islo 2 otézky na zavér

Pocet zaki, kteli tkol Fesili/ 18/11 15/9 11/8
z toho divek

Na otazku ,,Mohli bychom kiivku popsat rovnici tvaru y = ax?® +bx +c?
odpovidalo jedenact z 21 zakt. VSichni odpovédéli spravné. Sva tvrzeni
opirali o zkusSenosti ziskané praci v geometrickém nacértniku spojenou s vel-
kym mnozstvim predstav o daném problému.

Na otazku ,,Co ovliviiuji hodnoty parametri a, b, c? Jak se méni tvar
krivky pii zméné téchto parametru?‘ odpovédélo vsech 11 zakh spravné,
zbytek tiidy, ktery se pfes riizné potiZe (jako Martin) nedostal k vysledku,
diskusi jen sledoval.

Na posledni otazku ,,Nazvéte takovou krivku. odpovédéli pouze dva zaci.
Lenka vymyslela nazev ,Udolka a kopcovka®. Jirka vymyslel anglicky na-
zev ,Up and down“.

Zavér

Zakladni skola, ve které jsme uskutecnili na$ experiment, mé nadstan-
dardni vybaveni. Polovina uéeben je vybavena interaktivni tabuli, ktera je
i v ucebné vypocetni techniky, kde probihala nase vyuka. Zaroven skola
ziskala z Norského fondu 30 zakovskych notebookii. Déti, na které se nedo-
stal pocitac¢ skolni, mohly pracovat na notebooku. Diky tomu mohl kazdy
zak pracovat samostatné a priklady resit vlastnim tempem. Z naseho ex-
perimentu jasné vyplynulo, ze prace s pocitacem, pokud se stane samo-
ziejmosti, je velkym piinosem i v matematickém vyucovani.

Domnivame se, ze vyuka funkci objevovanim dokaZe rozvijet dulezité
kompetence zakl, nauci je byt v hodiné aktivni a uciteli umozni individu-
alni pristup. Vyucujici, ktefi se experimentu tGc¢astnili, z néj byli nadseni,
velmi kladné hodnotili moznosti geometrického nacrtniku, které by se ob-
tizné vysvétlovaly pouhym kreslenim na tabuli.

(Autorkou avodni ilustrace je Mgr. Jaroslava Cermdkovd ze Suchych Lazct.)
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Maximalni palindrom
(Ulohy z MO — kategorie P, 24. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

(Pokracovdni)

V minulém ¢isle naseho Casopisu jsme vas seznamili s jednou tlohou
z doméciho kola 36. ro¢niku MO kategorie P (8kolni rok 1986/1987). Uko-
lem je urcit délku maximdalniho palindromu v zadané posloupnosti celych
¢isel. Predvedli jsme vam nékolik riznych algoritmi, které tuto tlohu resi
s Gasovou slozitosti O(N?) nebo O(N?) vzhledem k délce posloupnosti N.
Slibili jsme vam také, ze si dnes ukazeme prekvapivé rychlé reseni, které
pracuje s ¢asovou slozitosti O(NV).
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Resenti s linedrni ¢asovou slozitosti vzhledem k délce zkoumané posloup-
nosti ¢isel ziskdme dislednym vylepSenim naseho prvniho kvadratického
algoritmu MaxPalindrom3 (viz pfedchozi ¢ast ¢lanku). Budeme opét pro-
chazet vSemi moznymi stiedy palindromu (tzn. prochézime posloupnosti
zleva doprava) a pro kazdy z nich budeme uréovat délku maximéalniho pa-
lindromu leziciho kolem tohoto stfedu. Polozime si otézku, kde lze v tomto
feSeni uSettit provadéni néjakych operaci. Bude to tam, kde providdime
zbyte¢na porovnani prvkd posloupnosti, které jsme uz jednou porovnéa-
vali.

Pro zjednoduseni dalsiho vykladu budeme ted chvili uvazovat pouze
palindromy liché délky. K palindromim sudé délky se vratime az v sa-
mém zavéru ¢lanku. Pokusime se v algoritmu opakované vyuzit informace,
které jsme uz jednou pracné ziskali. Témito informacemi jsou jiz zjisténé
délky maximalnich palindromd se stfedem v jednotlivych prvcich posloup-
nosti. Zavedeme si pro tento ucel pomocné pole D indexované od 1 do
N. Hodnota prvku D[k] bude udédvat ,polomér* maximélniho palindromu
se stfedem v prvku posloupnosti A[k], tzn. tento maximalni palindrom
bude mit délku 2*D[k] + 1. Pole D budeme napliiovat hodnotami po-
stupné zleva doprava soubézné s probihajicim zkoumanim moznych stredd
palindromi. Ve chvili, kdy budeme urc¢ovat hodnotu D[k] a tedy také ve-
likost maximdalniho palindromu se stfedem A[k], budeme uZ znat hodnoty
D[1],Dj2],...,D[k —1].

Vypocet hodnot pole D zachycuje nasledujici funkce Palindroms.

function Palindromb5(var A, D: Pole; N, Stred: integer):
integer;
{délka maximdlniho palindromu liché délky se stfedem Stred}
var i: integer;
begin
i:=1;
while (Stred-i>=1) and (Stred+i<=N) and (A[Stred-il=
A[Stred+i]) do
i:=i+1;
D[Stred] :=i-1;
Palindromb:=2%i-1
end; {function Palindromb5}
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V k-tém kroku vypoctu chceme urcit velikost maximdlniho palindromu
se stfedem A[k], tzn. porovnat ,levé okoli“ prvku A[k] s jeho ,pravym
okolim“. Praci si mizeme usettit tehdy, pokud obé tato okoli nebo alespon
¢ast z nich lezi uvnit¥ nékterého jiz zndmého palindromu se stiedem A[s],
s < k. To nastava tehdy, kdyz pro néjaké s < k plati nerovnost k < s +
Dis]. Prvky lezici symetricky kolem bodu A[k] jsme ale v takovém p¥ipadé
jiz mezi sebou jednou porovnavali! Ne sice pfimo tyto prvky, ale jejich
identické dvojniky nachazejici se v levé poloviné palindromu se stfedem
A[s]. Stalo se tak pfi hledani velikosti maximélniho palindromu, ktery ma
stfed ve zkoumané posloupnosti na indexu s — (k — s). Pocet takovych
shodnych dvojic prvki mame ulozen v poli D jako hodnotu D[2*s — k].

Aktudlné zkoumany stied A[k] mize samoziejmé lezet uvniti vétsiho
poctu z drive nalezenych palindromi. Nejvétsi uzitek ndm prinese ten
z nich, ktery zasahuje v posloupnosti co nejvice ,vpravo“, tzn. ktery po-
informaci, kde ma stfed z tohoto hlediska nejlepsi dosud nalezeny palin-
drom, tzn. takovy, pro néjz je hodnota s + D[s] maximalni.

Nyni jiz nebude tézké popsat vysledny algoritmus. V k-tém kroku vy-
poctu nejprve otestujeme, zda k < s+ D[s]. Pokud ne, nemtizeme pii zkou-
méni stfedu A[k] zadné diivéjsi informace vyuZzit a musime prozkoumat
celé symetrické okoli tohoto bodu jako v predchozim feseni. Jestlize plati
k < s+ D[s], vime jiz, ze prvky lezici symetricky kolem bodu A[k] jsme
mezi sebou jiz jednou porovnavali pfi zkoumani palindromu se stiedem
A[2*s —k]. Je-li hodnota D[2*s — k] tak mald, Ze se cely palindrom se stie-
dem A[2 s — k] vejde do maximalniho palindromu se stfedem A[s], nemu-
sime okoli bodu A[k] viibec zkoumat a rovnou vime, ze D[k] = D[2*s — k].
Presnéji feceno, tento pripad nastava, pokud k + D[2 x s — k] < s + DJs]
a uvedend nerovnost musi byt skutecné ostra, tzn. mame jistotu, ze ma-
ximdlni palindrom se stfedem A[k] nepokracuje dale za hranici s + D[s].
Zbyvé posledni piipad, kdy k + D[2*s — k] >= s + D[s]. V takové si-
tuaci nemusime navzajem porovnavat prvky symetricky umisténé kolem
bodu A[k] az do hranice s + D[s] (vime, Ze aZ tam jsou sob& odpovidajici
prvky shodné), ale musime pokracovat v porovndvani shody a zvétSovani
palindromu od této hranice déle, dokud to bude mozné.

Méme navrzen algoritmus, ktery pro kazdy zvoleny stied uréi délku
maximalniho palindromu. Celkovy vysledek ziskame stejné jako v pred-
chozim feSeni vybérem maxima z hodnot nalezenych pro vSechny mozné
stfedy. Zbyva ukazat, ze toto reseni tlohy ma skutecné linedrni ¢asovou
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slozitost, jak jsme slibovali. Postupné prochazime O(NN) moZnych stfedd
palindromi a pro kazdy z nich provadime O(N) porovnéni dvojic éisel. To
nas vede k hrubému odhadu ¢asové slozitosti algoritmu O(N?). Celkovy
pocet vSech provedenych porovnani dvojic Cisel je ovSem tentokrat diky
na$i optimalizaci pouze O(N). Dvojici ¢isel stejné vzddlenych od aktu-
alné zkoumaného stfedu palindromu totiz nyni porovnavame pouze tehdy,
kdyz ,pravé“ z téchto Cisel presahuje pravy okraj nejdale doprava saha-
jictho uz nalezeného palindromu. Kazdé takové spésné porovnani zvysi
o 1 hodnotu s + D[s], zatimco netispésné porovnani prvki se vykond pro
kazdy zkoumany stfed nejvySe jedno. Hodnotu s + D[s] lze zvysit cel-
kové pouze n-krat (nemize prekrocit délku posloupnosti), takze celkoveé se
provede O(N) aspésnych porovnani. Netspésnych porovnéni je vykondno
rovnéz O(NN), jelikoz jich nemuze byt vice nez stfedi. Algoritmus ma proto
opravdu linearni ¢asovou slozitost vzhledem k délce posloupnosti N.

Algoritmus si nyni jeSté zapiSeme detailné v programovacim jazyce Pas-
cal ve tvaru funkce MazPalindrom6. K urceni délky maximalniho palin-
dromu liché délky se zvolenym stfedem se v ni pouziva pomocna funkce
Palindrom6, ktera je vylepSenou a doplnénou verzi diive uvedené funkce
Palindrom).

function Palindrom6(var A, D: Pole; N, Stred: integer; var
s: integer): integer;
{délka maximdlniho palindromu liché délky se stfedem Stred}
var i: integer;
begin
if Stred >= s+D[s] then
i:=1 {nic nevime}
else if Stred + D[2*s-Stred] < s+D[s] then {zname vysledek}
begin
D[Stred] :=D[2*s-Stred];
Palindrom6:=2*D[Stred]+1;
exit
end
else
i:=s+D[s]+1-Stred; {zkusime palindrom prodluZovat}
while (Stred-i>=1) and
(Stred+i<=N) and (A[Stred-i]=A[Stred+i]) do
i:=i+1;
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D[Stred] :=i-1;

Palindrom6:=2%i-1;

if Stred+D[Stred] > s+D[s] then s:=Stred
end; {function Palindrom6}

function MaxPalindrom6(var A: Pole; N: integer): integer;
var Stred, Delka, MaxDelka, s: integer;

D: Pole;
begin
MaxDelka:=1;

s:=1; D[s]:=0;
for Stred:=1 to N do
begin
Delka:=Palindrom6(A, D, N, Stred, s); {pouze licha délka}
if Delka>MaxDelka then MaxDelka:=Delka;
end;
MaxPalindrom6:=MaxDelka
end; {function MaxPalindrom6}

Jesté jednou pripomindme, ze pravé uvedené feSeni vyhledava v za-
dané posloupnosti ¢isel pouze délku maximéalniho palindromu liché délky.
Budeme-li uvazovat také palindromy sudé délky, musime do funkci doplnit
ponékud slozitéjsi manipulace s indexy. Je to pouze technické Gprava, idea
algoritmu ani casov4 slozitost se tim nezméni, program se ale stane méné
prehlednym.

Ukazeme si proto jesté jinou moznost, jak si chytfe poradit s palin-
dromy sudé délky. Prevedeme je na predchozi, jiz vyfreSeny piipad palin-
drom liché délky. Mezi kazdé dva sousedni prvky v zadané posloupnosti
(a také na zacatek a na konec posloupnosti) vlozime jeden fiktivni prvek
navic. V8echny tyto vlozené prvky budou mit stejnou hodnotu, odliSnou
od hodnot vyskytujicich se v posloupnosti (v programu pouZijeme na-
priklad konstantu MAXINT — maximalni zobrazitelnou celo¢iselnou hod-
notu). Na takto upravenou posloupnost potom staci pouZit predchozi pro-
gram, ktery v ni ur¢i maximalni palindrom liché délky. Pokud z néj vypus-
time vSechny vloZené fiktivni prvky, ziskdme maximélni palindrom (liché
nebo sudé délky) obsazeny v puvodni posloupnosti. Jeho délku uréime tak,
ze celoc¢iselné vydélime dvéma vysledek volani pfedchozi funkce MazPa-
lindrom6 na upravenou posloupnost s vlozenymi prvky. Casova slozitost
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zlistane zjevné linedrni, pivodné linedrni algoritmus zde uplatiiujeme na
zpracovani vstupnich dat dvojnisobné délky.

Posledni popsané feseni je tedy hledanym vysledkem nasi tlohy. Ur-
¢uje délku maximéalniho palindromu obsazeného v zadané posloupnosti, at
je tento palindrom liché ¢i sudé délky, a pracuje s linearni casovou slozi-
tosti. Zapiseme si ho opét v jazyce Pascal ve tvaru funkce MazPalindrom7.
Funkce vyuziva diive popsanou pomocnou funkci Palindrom6 z predcho-
ziho teSeni, kterou zde jiz opakované neuvadime.

function MaxPalindrom7(var A: Pole; N: integer): integer;
var Stred, Delka, MaxDelka, s, i: integer;
B, D: Pole;

const VYPLN=maxint; {hodnota pfidanyjch fiktivnich prvkd}
begin
B[1] :=VYPLN;
for i:=1 to N do

begin B[2*i]:=A[i]; B[2*i+1]:=VYPLN end;
MaxDelka:=1;
s:=1; D[s]:=0;
for Stred:=1 to 2*N+1 do

begin

Delka:=Palindrom6(B, D, 2*N+1, Stred, s);

if Delka>MaxDelka then MaxDelka:=Delka;

end;
MaxPalindrom7:=MaxDelka div 2
end; {function MaxPalindrom7}

M. Hejny, F. Kufina: Dité, skola a matematika. Konstruktivistické pristupy
k vyucovéni. Aktualizované vydani knihy. Portal, Praha 2009, s. 232, cena
299 K¢.

Préli bychom si, aby publikaci etli jak budouci ucitelé, tak i ucitelé z praxe, kteri
mohou konfrontovat své zkuSenosti s nag§imi ndzory. Kniha je urfena ulitelim 1. stupné
i uCitelim matematiky na druhém stupni zdkladnich Skol a v odpovidajicich ro¢nicich
viceletych gymnézii. Snahy po utvareni matematickych poznatkd v mysli ditéte, tedy
snahy po uplatnéni konstruktivistickych pristupd k vyucovani by nemély byt omezeny
vékem poznévajicich. NaSe kniha vychdzi z naSich zkuSenosti a praxe, chtéli bychom,
aby praxi také slouzila.

Autofi
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