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V pr�ci dokumentujeme mo�n�
vyu�it� po��ta�� na z�kladn� �kole
� popisujeme propedeutiku pojm�
kvadratick� funkce a parabola s vyu�
�it�m Cabri geometrie	 V sedm� t
��
d� jsou v na�ich u�ebnic�ch tyto po�
jmy zavedeny intuitivn� p
i v�uce
vlastnost� pr�se��ku v��ek v troj�

heln�ku� v dev�t� t
�d� se tyto po�
znatky zu�itkuj� p
i v�uce vlastnost�

funkc�	 V�sledky experimentu ukazuj�� �e pou�it� po��ta�e se st�v� d�le�i�
t�m n�strojem p
i motivaci a v�stavb� pojm� a p
i zkoum�n� matematic�
k�ch vztah�	 Po��ta� tak m��e slou�it nejen jako demonstra�n� pom�cka
a n�stroj k usnadn�n� v�po�t�� ale i k objevov�n� a upev�ov�n� pojm�	

�� �vod
Na�e �kolstv� se systematicky prom��uje po �obsahov�� i �form�ln��

str�nce	 Nem�me nyn� v�bec na mysli �reformn�� kampa�ovit� zm�ny�
jimi� je na�e �kolstv� periodicky postihov�no� v�t�inou bez systematick�
p
�pravy� bez zaji�t�n� 
�dn�ho fungov�n� a posl�ze nezaujat�ho vyhodno�
cen� v�sledk�	
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V tomto �l�nku se nechceme zab�vat ani �obsahov�mi� zm�nami� kter�
se z�konit� projevuj� v ka�d�m� nejenom v na�em �kolsk�m syst�mu	 Sa�
moz
ejm� by bylo zaj�mav� prov�st d�kladn� vyhodnocen� trend�� kter�
zku�en�j�� u�itel� za sv� praxe sami poci�uj�� a zjistit� zda vypou�t�n� n��
kter�ch tradi�n�ch u�ebn�ch celk� nebo jejich ��st� bylo v�dy motivov�no
jejich ne
m�rnou n�ro�nost�� �nadbyte�nost�� z�sk�van�ch poznatk� nebo
jen ustoupily nov�m celk�m �i dokonce bylo jejich vy
azen� pouh�m pro�
jevem sni�ov�n� 
rovn� vzd�l�n�	 Stejn� tak u celk� nov� za
azovan�ch by
st�lo za rozbor� zda �lo o zd�vodn�n� kroky nebo jen o m�dn� trendy� kter�
�asem odezn�	 Toto v�e se samoz
ejm� net�k� jen matematiky� ale v�ech
�koln�ch p
edm�t�	

Podstatn�m rysem prom�ny v�uky� kter� m�me zejm�na na mysli� je
n�stup nov�ch forem� kter� klade v�t�� d�raz na aktivn� zapojen� ��k�
do procesu v�uky	 D�sledkem t�chto postupn�ch zm�n je � mimo jin� �
��ste�n� 
stup od tzv	 front�ln� v�uky� kter�� jak alespo� douf�me� nem��e
ze �kol 
pln� vymizet� ztr�c� v�ak sv� naprosto dominantn� postaven�� kter�
je�t� p
ed n�jakou dobou m�la	

Pasivn� transmise �z pohledu ��ka� vytv�
� poznatkov� apar�t� kter�
um� ��ci �asto reprodukovat� nejsou v�ak schopni jej pou��t na 
e�en� 
loh
�podrobn�ji a fundovan� o t�to problematice viz nap
	 v ����	 V�uka by
nejen v matematice m�la prob�hat na z�klad� postupn�ho vytv�
en� jed�
notliv�ch pojm� a jejich za
azov�n� do poznatkov�ch struktur �o jejich
utv�
en� viz podrobn�ji nap
	 v ����� nikoliv formou p
ed�v�n� hotov�ch
poznatk� a jejich �bezduch�ho� algoritmizov�n�	

Vyu�uj�c� jsou v�ak mnohdy stav�ni do nelehk� situace� nebo� �klasick��
u�ebnice jsou p
ev��n� tvo
eny pro front�ln� zp�soby v�uky a p
i tvorb�
u�ebn�ch pom�cek jsou vyu�uj�c� t�m�
 v�hradn� odk�z�ni na �samov��
robu�	

P
i psan� u�ebnic pro z�kladn� �koly a ni��� t
�dy v�celet�ch gymn�zi�
pro nakladatelstv� Fraus �viz nap
	 ��� a ���� jsme se proto c�len� sna�ili u�i�
tel�m a zejm�na ��k�m p
edlo�it u�ebnice v duchu idej�� kter� pova�ujeme
za spr�vn�	 Pokud bychom m�li styl na�ich u�ebnic charakterizovat jed�
nou v�tou� jevil by se jako nejv�sti�n�j�� zn�m� cit�t G	 P�lyi ��������� �!
Nejlep�� zp�sob� jak se n�co nau�it� je � objevit to�

Pro ��ky v u�ebnic�ch p
ipravujeme 
adu situac�� p
i nich� doch�z� k po�
stupn�mu vytv�
en� pojm� a to zpravidla metodou objevov�n�	 Poznatek
tak z�st�v� p
i spr�vn�m postupu trvaleji uchov�n v pam�ti a ��ci ho
dok��� dob
e za
adit do struktury sv�ch znalost�	
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�� Vyu�it� po��ta�� ve v�uce
Jednou z v�c�� kter� jsme museli syst�mov� vy
e�it� bylo vyu�it� po��ta��

ve v�uce	 Invaze po��ta�� do v�uky je neoddiskutovatelnou skute�nost��
na ni� mus� �kolstv� reagovat	 Sou�asn� si v�ak mus�me b�t v�domi� �e
obecn� dosud nenastala situace� �e by m�l ka�d� ��k k dispozici po��ta�
doma i ve �kole a mohl jej pou��vat v ka�dodenn� pr�ci	

Od �est� t
�dy v hodin�ch geometrie za
azujeme pr�ci s geometrick�mi
programy	 Pracujeme s geometrick�m n��rtn�kem Cabri II"� kter� je ji�
sou��st� vybaven� mnoh�ch �kol v #esk� republice	 Pro �koly� kter� Cabri
ve sv�m vybaven� nemaj�� jsou alternativn� vyu�iteln� voln� dostupn� ge�
ometrick� n��rtn�ky Geonext a GeoGebra� kter� jsou na 
rovni z�kladn�
�koly plnohodnotnou n�hradou Cabri	 P
�klady� kter� mohou ��ci 
e�it
s pomoc� po��ta�e� jsou ozna�eny symbolem a pokud je to mo�n�� ��ci
p
�klady 
e�� spole�n� s vyu�uj�c�m	 Mohou je v�ak samoz
ejm� 
e�it i sa�
mostatn� nebo doma	 Abychom p
ede�li situac�m� kdy se m�sto 
e�en� geo�
metrick� problematiky v�nuje pozornost ��k� i u�itele samotn� konstrukci
zad�n�� jsou v u�ebnici i v jej� elektronick� verzi p
ichystan� p
�klady tak�
aby ��ci mohli jen zkoumat dan� probl�m	 $�ci si takto ji� od �est� t
�dy
zvykaj� na pr�ci s po��ta�em	

U�ebnice jsou v�ak p
itom koncipov�ny tak� aby po��ta� ve v�uce sice
byl pomocn�kem� aby v�ak ��ci� kte
� jej k dispozici nemaj�� nebyli z�sad�
n�m zp�sobem znev�hodn�ni	

Vyu�it� po��ta�� ve v�uce matematiky p
itom v minul�ch letech pro�lo
slo�it�m v�vojem	 Standardn� je dnes jejich vyu�it� jako �demonstra�n�ch
prost
edk��� umo��uj�c� vizualizovat procesy� kter� p
i standardn� v�uce
nelze �k
�dou na tabuli� prov�d�t	 %ada i voln� dostupn�ch program� dnes
vyu�uj�c�m poskytuje relativn� �irokou �k�lu takov�ho vyu�it�	

Komplikovan�j�� je vyu�it� po��ta�� p
i pr�ci ��k� samotn�ch	 Jak do�
s�hnout stavu� aby po��ta�e pomohly ��k�m p
i porozum�n� prob�ran�
l�tce� aby umo�nily odstranit zbyte�nou n�ro�nost v�po�t�� konstrukc�
apod	� kter� mohou odv�d�t pozornost od skute�n�ho porozum�n� proble�
matice a p
itom neodbourat nezbytn� �a dnes �asto podce�ovan�� �
eme�
sln� dovednosti�� to v�e se v odborn� literatu
e 
e�ilo a 
e�� na nejr�zn�j��ch

rovn�ch	 Jmenujme za mnoh� alespo� Kutzlerovu pr�ci ��&� nebo Healyho
a Sutherlandovu pr�ci ���	

V posledn� dob� se v�ak pozornost za��n� v�novat je�t� so'stikovan�j�
��mu vyu�it� po��ta��! lze dos�hnout toho� aby po��ta�e a informa�n� tech�
nologie obecn� umo�nily ��k�m samostatn� objevov�n� a p
isp�ly k rozvoji
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jejich tv�r�� invence( A mohou po��ta�e 
�inn� pomoci p
i faktick�m vy�
tv�
en� struktury poznatk�( � O t�to problematice viz nap
	 ���� ��� a ���	�

Jednu z mo�nost�� jak jsme po��ta� zapojili do postupn�ho vytv�
en�
pojm�� nyn� demonstrujme na p
�kladu propedeutiky pojmu kvadratick�
funkce a parabola	 Mus�me v�ak zd�raznit� �e uv�d�n� p
�klad nen� hlavn�
ani jedinou propedeutikou uveden�ch pojm�	 Na druh� stran� se v�ak do�
mn�v�me� �e spojen� kvadratick�ch funkc� s geometrickou problematikou�
kter� s nimi na prvn� pohled v�bec nesouvis�� m��e b�t p
ekvapiv� a pod�
n�tn�	

	� V�uka v 
� t��d�
V u�ebnici geometrie pro �	 t
�du po zaveden� pojm� v	�ka v troj
hel�

n�ku� pr�se��k v	�ek a po probr�n� z�kladn�ch vlastnost� uv�d�me n�sledu�
j�c� p
�klad �viz ���� str	 ���! Jakou spole�nou vlastnost maj� 
se�ky ZP �
XP � a Y P ��� �Viz obr	 ��

����
�����	
�

Obr� �

V t�to podob� jde o �klasick�� �kolsk� p
�klad� v n�m� ��ci ov�
�� �e
dan� 
se�ky jsou v��ky a bod V je jejich pr�se��kem	 P
�klad je dopl�
n�n o dal�� 
kol� kter� je obt��n� 
e�iteln� bez po��ta�e� s jeho� vyu�it�m
v�ak ��ci z�sk�vaj� novou dynamickou p
edstavu o zaveden�ch pojmech	
Vytv�
�me tak p
edpojem k pojmu kvadratick� funkce	

Na po��ta�i se pod�vejte� po jak� k
ivce se bude pohybovat bod V na
obr�zku� budeme�li pohybovat bodem Z po p
�mce rovnob��n� s p
�mkou
XY � Co je bod V � Zkuste odhadnout� jak	 tvar bude k
ivka m�t�
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V interaktivn� form� na�ich u�ebnic� kter� vych�zej� prakticky sou�asn�
s �pap�rovou� verz�� je situace samoz
ejm� p
ipravena	 Pokud vyu�uj�c�
tuto interaktivn� u�ebnici k dispozici nem�� je odk�z�n na to� �e si situaci
ve vhodn�m programu � nap
	 v Cabri � p
iprav�	 Pokud neprovede ani
to� ochud� t�m ��ky o vhled� kter� jim jinak t��ko p
iprav�	

V P
�ru�ce u�itele � �� kter� je ke ka�d�mu ro�n�ku u�ebnic p
ipravena�
se vyu�uj�c� do�te� jak lze situaci� kdy se dan� bod pohybuje po para�
bole� vyu��t� p
esto�e ��ci je�t� neznaj� ani pojem parabola ani kvadratick�
funkce	


� V�uka v �� t��d�
V �	 t
�d� se k popsan� 
loze vrac�me	 V p
ipraven� 
loze se ��ci jed�

nak vracej� k vlastnostem troj
heln�k�� p
i samostatn� pr�ci v�ak sou�asn�
mohou samostatn� objevovat vlastnosti kvadratick�ch funkc�	 P
i po��ta�
�ov�m experimentov�n� s kvadratickou funkc� mohou � krom� jin�ho �
pozorovat roli koe'cient� i v�znam absolutn�ho �lenu v obecn�m z�pisu
kvadratick� funkce	 Samoz
ejm� jde jen o jednu z podp�rn�ch motivac�
k v�uce kvadratick�ch funkc�� na druh� stran� v�ak popisovan� geomet�
rick� souvislost m��e p
isp�t k nov�mu pohledu na problematiku	

$�ci dostanou n�sleduj�c� zad�n�!

�	 V n�kter�m geometrick�m n��rtn�ku �nap
	 Cabri II"� nar�suj vo�
dorovnou p
�mku p a vyzna� na n� 
se�ku AB	 Nar�suj rovnob��ku q

s p
�mkou p	 Na p
�mce q zvol bod C	 Sestroj troj
heln�k ABC a nar�suj
pr�se��k V jeho v��ek 	 Pohybuj bodem C po p
�mce q a pozoruj� jakou
k
ivku bude opisovat bod V 	 Pou�ij n�stroj Stopa ano�ne	

Pomoc� tla��tka Mno�ina s programem Cabri vykresli k
ivku� kter� po�
hyb bodu V p
i zm�n� polohy bodu C nazna��	 Zobraz osy a m
��ov� body
v n�kresn� monitoru	 Pou�it�m tla��tek Sou�adnice a Rovnice z�sk�� rov�
nici� kter� popisuje pozorovanou k
ivku	

Pohybuj bodem C a popi�� jak se m�n� z�pis rovnice k
ivky	 P
em�sti
troj
heln�k ABC v sou
adnicov�m syst�mu tak� aby se ti poda
ilo rovnici
co nejv�ce zjednodu�it	 Jak� z�pis je nejjednodu��� a jak� poloze k
ivky
odpov�d�(

Mo�n� varianty ��kovsk�ho 
e�en� jsou na obr	 � a �	 Z�le�� samoz
ejm�
na vyu�uj�c�m� jak� dal�� poznatky z takto p
ipraven� situace vyt���� zda
vyu�ije situaci k prohlouben� dal��ch geometrick�ch poznatk�� k opakov�n�
z�kladn�ch vlastnost� funkc�� k p
ipomenut� mezip
edm�tov�ch vztah� �na�
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sk�t� se nap
�klad bezprost
edn� souvislost s fyzikou� atd	 Ve zmi�ovan�
P
�ru�ce u�itele jsou tyto a mnoh� dal�� mo�nosti samoz
ejm� uvedeny	

Na prvn� ��st 
lohy navazuje n�sleduj�c�!

�	 Sestroj podobn� obr�zek tak� aby p
�mka q le�ela v opa�n� polorovin�
ne� v prvn� konstrukci	 Cel� postup opakuj	 Co nyn� m��e� 
�ct o k
ivce�
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kterou opisuje pr�se��k v��ek( Jak� je jej� z�pis rovnic� tentokr�t( Zm�nil
se tvar a poloha k
ivky( Je d�le�it� podm�nka v zad�n� � p
�mka p je
vodorovn�( Jsou k
ivky grafy funkce( Zd�vodni	

Mohli bychom k
ivku popsat rovnic� tvaru y ) ax� " c nebo y ) ax� "
"bx" c( Zd�vodn�te	

Co ovliv�uj� hodnoty parametr� a� b� c( Jak se m�n� tvar k
ivky p
i
zm�n� t�chto parametr�(

Jak bys nazval p
�slu�nou funkci� kdy� vid��� jak� rovnice ji popisuje(
V��� jak se naz�v� k
ivka� kterou opisuje bod V (

V u�ebnic�ch d�sledn� db�me na to� aby ��ci v�sledky sv�ch experi�
ment� a pozorov�n� nejprve samostatn� formulovali	 U�itelova role v t�to
f�zi v�uky spo��v� v tom� aby korigoval nespr�vn� z�v�ry� p
�padn� pak
nab�zel dal�� pohledy� v ��dn�m p
�pad� by v�ak ��k�m nem�l �vnucovat�
de'nitivn� poznatky ani nutit d�ti k rigor�zn�mu vyjad
ov�n�	 Smyslem je�
aby ��ci opravdu samostatn� dovedli v�sledky sv�ch pozorov�n� shrnout
a vystihnout podstatn� z�v�ry sv�ch experiment�	

Tyto ���kovsk�� popisy uv�d�me pod heslem �Co jsme objevili�	 Teprve
v z�v�ru pak u�itel s ��ky probere terminologii� kterou budou ve v�uce
nad�le u��vat	 Tuto terminologii uv�d�me ve �Slovn��ku�	

Mo�n� v�stup na�� 
lohy by tedy mohl b�t n�sleduj�c�

CO JSME OBJEVILI(

Pr�se��k v��ek v troj
heln�ku ABC opisuje p
i pohybu bodu C

po rovnob��ce s 
se�kou AB k
ivku� kterou m��eme popsat rovnic�
y ) ax� " bx " c	 Takov� rovnice se naz�v� kvadratick� rovnice
a proto i funkci m��eme naz�vat kvadratick� funkce	 Kdy� bod
C p
esuneme do druh� poloroviny� zm�n� se hodnota parametru a

na opa�nou	 Zv�t���li se vzd�lenost rovnob��ek� zv�t�� se hodnota
parametru c a naopak	 Zm�na velikosti 
se�ky AB se projev� zm�nou
velikosti parametru a	

SLOVN*#EK

Grafem kvadratick� funkce y ) ax� " bx" c je k
ivka� kter� se

�k� parabola�

V popsan� souvislosti se v�ak mus�me zm�nit o zcela samostatn�m a od�
li�n�m probl�mu	 Do jak� m�ry �uv�
�me� tomu� �e software n�m sd�l�� �e
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popisovan� k
ivka je parabolou a odpov�daj�c� funkce je kvadratick�( D��
kaz toho� �e tomu tak opravdu je� p
esahuje r�mec tohoto �l�nku	 V obecn�
rovin� je to v�ak probl�m� kter� se objev� p
i jak�mkoliv pou�it� po��ta�e �i
kalkula�ky	 V na�ich u�ebnic�ch ostatn� �astokr�t upozor�ujeme na omyly�
kter� mohou vzniknout p
i nekritick�m p
ej�man� takov�ch v�sledk�	 S jis�
tou d�vkou humoru o t�to problematice pojedn�v� nap
	 Tr�vn��k�v �l��
nek ����	

�� V�sledky z vyu�ovac�ch hodin

V experiment�ln� v�uce� kterou jsme uskute�nili na z�kladn� �kole� kter�
je klinick�m pracovi�t�m Pedagogick� fakulty v #esk�ch Bud�jovic�ch�
jsme p
�klad zadali ve t
�d� patn�ctilet�ch ��k�	 Ve t
�d� je �� d�vek
a � chlapc�	 Vyu�ov�n� v t�to t
�d� bychom mohli charakterizovat jako
front�ln� s pokusem o problem solving	 U�itelka zadala ��k�m 
lohu a oni
samostatn� objevovali pod jej�m citliv�m veden�m	 Samostatnou pr�ci st
��
dala diskuse nad meziv�sledky� kter� ��ci objevili a kter� postupn� vedly
k objeven� vlastnost� kvadratick� funkce a k jej�mu zaveden�	

Studenti pracovali s interaktivn� u�ebnic� a na vlastn�ch po��ta��ch kres�
lili po�adovan� 
e�en� v geometrick�m n��rtn�ku Cabri II"	 P
in���me n��
kter� 
e�en� student� v po
ad�� je� v hodin� vedlo k diskusi a posl�ze
k celkov�mu pochopen� a vy
e�en� probl�mu	

�kol ��

Martin! Nakreslil obr�zek spr�vn�� um�stil parabolu do sou
adnicov�ho
syst�mu� na ot�zku u�itele� kde by le�ely vrcholy A� B� kdyby parabola
m�la vrchol v po��tku� v�ak nemohl odpov�d�t	 Martin zkou�el probl�m
vy
e�it� proto�e si v�ak p
edem nar�soval p
�mku p na osu� za'xoval ji
a u� s n� nepohnul	 Nemohl proto 
lohu 
e�it d�l a cel� se mu to necht�lo
kreslit znovu	 Nedostal se tedy ani k 
e�en� 
kolu �	 �Viz obr	 ��

�kol ��

Hanka na�la v�sledek �obr	  � snadn�ji� proto�e nev�zala polohu p
�mky
p	 Druhou 
lohu � 
kol � vy
e�ila snadno jen t�m� �e v n��rtn�ku p
eklopila
bod C do opa�n� poloroviny	 Zaj�mav� bylo� �e na toto 
e�en� p
i�li jen �
��ci �z toho � chlapci�� ostatn� p
ekreslovali celou situaci znovu	
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Obr� �

N�sleduj�c� tabulka ukazuje 
sp��nost p
i 
e�en� jednotliv�ch 
kol� a p
i
vysloven� z�v�r�!

����
����
�	
�

Obr� �
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kol ��slo � 
kol ��slo 	 ot�zky na z�v�r

Po�et ��k�� kte�� 
kol �e�ili� ����� ���� ����
z toho d�vek

Na ot�zku �Mohli bychom k
ivku popsat rovnic� tvaru y ) ax�"bx"c�
odpov�dalo jeden�ct z �� ��k�	 V�ichni odpov�d�li spr�vn�	 Sv� tvrzen�
op�rali o zku�enosti z�skan� prac� v geometrick�m n��rtn�ku spojenou s vel�
k�m mno�stv�m p
edstav o dan�m probl�mu	

Na ot�zku �Co ovliv�uj� hodnoty parametr� a� b� c� Jak se m�n� tvar
k
ivky p
i zm�n� t�chto parametr��� odpov�d�lo v�ech �� ��k� spr�vn��
zbytek t
�dy� kter� se p
es r�zn� pot��e �jako Martin� nedostal k v�sledku�
diskusi jen sledoval	

Na posledn� ot�zku �Nazv�te takovou k
ivku� odpov�d�li pouze dva ��ci	
Lenka vymyslela n�zev �+dolka a kopcovka�	 Jirka vymyslel anglick� n��
zev �Up and down�	

Z�v�r
Z�kladn� �kola� ve kter� jsme uskute�nili n�� experiment� m� nadstan�

dardn� vybaven�	 Polovina u�eben je vybavena interaktivn� tabul�� kter� je
i v u�ebn� v�po�etn� techniky� kde prob�hala na�e v�uka	 Z�rove� �kola
z�skala z Norsk�ho fondu �& ��kovsk�ch notebook�	 D�ti� na kter� se nedo�
stal po��ta� �koln�� mohly pracovat na notebooku	 D�ky tomu mohl ka�d�
��k pracovat samostatn� a p
�klady 
e�it vlastn�m tempem	 Z na�eho ex�
perimentu jasn� vyplynulo� �e pr�ce s po��ta�em� pokud se stane samo�
z
ejmost�� je velk�m p
�nosem i v matematick�m vyu�ov�n�	

Domn�v�me se� �e v�uka funkc� objevov�n�m dok��e rozv�jet d�le�it�
kompetence ��k�� nau�� je b�t v hodin� aktivn� a u�iteli umo�n� individu�
�ln� p
�stup	 Vyu�uj�c�� kte
� se experimentu 
�astnili� z n�j byli nad�eni�
velmi kladn� hodnotili mo�nosti geometrick�ho n��rtn�ku� kter� by se ob�
t��n� vysv�tlovaly pouh�m kreslen�m na tabuli	

�Autorkou 
vodn� ilustrace je Mgr� Jaroslava �erm�kov� ze Such�ch Lazc���
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Maxim�ln� palindrom
��lohy z MO � kategorie P� �	
 ��st�

PAVEL T�PFER

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

�Pokra�ov�n��

V minul�m ��sle na�eho �asopisu jsme v�s sezn�mili s jednou 
lohou
z dom�c�ho kola ��	 ro�n�ku MO kategorie P ��koln� rok ����,�����	 +ko�
lem je ur�it d�lku maxim�ln�ho palindromu v zadan� posloupnosti cel�ch
��sel	 P
edvedli jsme v�m n�kolik r�zn�ch algoritm�� kter� tuto 
lohu 
e��
s �asovou slo�itost� O�N�� nebo O�N�� vzhledem k d�lce posloupnosti N 	
Sl�bili jsme v�m tak�� �e si dnes uk��eme p
ekvapiv� rychl� 
e�en�� kter�
pracuje s �asovou slo�itost� O�N�	
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%e�en� s line�rn� �asovou slo�itost� vzhledem k d�lce zkouman� posloup�
nosti ��sel z�sk�me d�sledn�m vylep�en�m na�eho prvn�ho kvadratick�ho
algoritmu MaxPalindrom� �viz p
edchoz� ��st �l�nku�	 Budeme op�t pro�
ch�zet v�emi mo�n�mi st
edy palindromu �tzn	 proch�z�me posloupnost�
zleva doprava� a pro ka�d� z nich budeme ur�ovat d�lku maxim�ln�ho pa�
lindromu le��c�ho kolem tohoto st
edu	 Polo��me si ot�zku� kde lze v tomto

e�en� u�et
it prov�d�n� n�jak�ch operac�	 Bude to tam� kde prov�d�me
zbyte�n� porovn�n� prvk� posloupnosti� kter� jsme u� jednou porovn��
vali	

Pro zjednodu�en� dal��ho v�kladu budeme te- chv�li uva�ovat pouze
palindromy lich� d�lky	 K palindrom�m sud� d�lky se vr�t�me a� v sa�
m�m z�v�ru �l�nku	 Pokus�me se v algoritmu opakovan� vyu��t informace�
kter� jsme u� jednou pracn� z�skali	 T�mito informacemi jsou ji� zji�t�n�
d�lky maxim�ln�ch palindrom� se st
edem v jednotliv�ch prvc�ch posloup�
nosti	 Zavedeme si pro tento 
�el pomocn� pole D indexovan� od � do
N 	 Hodnota prvku D�k� bude ud�vat �polom�r� maxim�ln�ho palindromu
se st
edem v prvku posloupnosti A�k�� tzn	 tento maxim�ln� palindrom
bude m�t d�lku ��D�k� " �	 Pole D budeme napl�ovat hodnotami po�
stupn� zleva doprava soub��n� s prob�haj�c�m zkoum�n�m mo�n�ch st
ed�
palindrom�	 Ve chv�li� kdy budeme ur�ovat hodnotu D�k� a tedy tak� ve�
likost maxim�ln�ho palindromu se st
edem A�k�� budeme u� zn�t hodnoty
D���� D���� � � � � D�k � ��	

V�po�et hodnot pole D zachycuje n�sleduj�c� funkce Palindrom�	

function Palindrom��var A� D� Pole� N� Stred� integer��

integer�

	d
lka maxim�ln�ho palindromu lich
 d
lky se st�edem Stred


var i� integer�

begin

i����

while �Stred�i���� and �Stred�i��N� and �A�Stred�i��

A�Stred�i�� do

i��i���

D�Stred���i���

Palindrom�����i��

end� 	function Palindrom�
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V k�t�m kroku v�po�tu chceme ur�it velikost maxim�ln�ho palindromu
se st
edem A�k�� tzn	 porovnat �lev� okol�� prvku A�k� s jeho �prav�m
okol�m�	 Pr�ci si m��eme u�et
it tehdy� pokud ob� tato okol� nebo alespo�
��st z nich le�� uvnit
 n�kter�ho ji� zn�m�ho palindromu se st
edem A�s��
s � k	 To nast�v� tehdy� kdy� pro n�jak� s � k plat� nerovnost k � s "
D�s�	 Prvky le��c� symetricky kolem bodu A�k� jsme ale v takov�m p
�pad�
ji� mezi sebou jednou porovn�vali. Ne sice p
�mo tyto prvky� ale jejich
identick� dvojn�ky nach�zej�c� se v lev� polovin� palindromu se st
edem
A�s�	 Stalo se tak p
i hled�n� velikosti maxim�ln�ho palindromu� kter� m�
st
ed ve zkouman� posloupnosti na indexu s � �k � s�	 Po�et takov�ch
shodn�ch dvojic prvk� m�me ulo�en v poli D jako hodnotu D���s� k�	

Aktu�ln� zkouman� st
ed A�k� m��e samoz
ejm� le�et uvnit
 v�t��ho
po�tu z d
�ve nalezen�ch palindrom�	 Nejv�t�� u�itek n�m p
inese ten
z nich� kter� zasahuje v posloupnosti co nejv�ce �vpravo�� tzn	 kter� po�
kryje co nej�ir�� okol� bodu A�k�	 Budeme si proto pr�b��n� udr�ovat tak�
informaci� kde m� st
ed z tohoto hlediska nejlep�� dosud nalezen� palin�
drom� tzn	 takov�� pro n�j� je hodnota s"D�s� maxim�ln�	

Nyn� ji� nebude t��k� popsat v�sledn� algoritmus	 V k�t�m kroku v��
po�tu nejprve otestujeme� zda k � s"D�s�	 Pokud ne� nem��eme p
i zkou�
m�n� st
edu A�k� ��dn� d
�v�j�� informace vyu��t a mus�me prozkoumat
cel� symetrick� okol� tohoto bodu jako v p
edchoz�m 
e�en�	 Jestli�e plat�
k � s " D�s�� v�me ji�� �e prvky le��c� symetricky kolem bodu A�k� jsme
mezi sebou ji� jednou porovn�vali p
i zkoum�n� palindromu se st
edem
A���s�k�	 Je�li hodnota D���s�k� tak mal�� �e se cel� palindrom se st
e�
dem A��� s�k� vejde do maxim�ln�ho palindromu se st
edem A�s�� nemu�
s�me okol� bodu A�k� v�bec zkoumat a rovnou v�me� �e D�k� ) D���s�k�	
P
esn�ji 
e�eno� tento p
�pad nast�v�� pokud k "D�� � s� k� � s"D�s�
a uveden� nerovnost mus� b�t skute�n� ostr�� tzn	 m�me jistotu� �e ma�
xim�ln� palindrom se st
edem A�k� nepokra�uje d�le za hranic� s " D�s�	
Zb�v� posledn� p
�pad� kdy k " D���s � k� �) s " D�s�	 V takov� si�
tuaci nemus�me navz�jem porovn�vat prvky symetricky um�st�n� kolem
bodu A�k� a� do hranice s"D�s� �v�me� �e a� tam jsou sob� odpov�daj�c�
prvky shodn��� ale mus�me pokra�ovat v porovn�v�n� shody a zv�t�ov�n�
palindromu od t�to hranice d�le� dokud to bude mo�n�	

M�me navr�en algoritmus� kter� pro ka�d� zvolen� st
ed ur�� d�lku
maxim�ln�ho palindromu	 Celkov� v�sledek z�sk�me stejn� jako v p
ed�
choz�m 
e�en� v�b�rem maxima z hodnot nalezen�ch pro v�echny mo�n�
st
edy	 Zb�v� uk�zat� �e toto 
e�en� 
lohy m� skute�n� line�rn� �asovou
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slo�itost� jak jsme slibovali	 Postupn� proch�z�me O�N� mo�n�ch st
ed�
palindrom� a pro ka�d� z nich prov�d�me O�N� porovn�n� dvojic ��sel	 To
n�s vede k hrub�mu odhadu �asov� slo�itosti algoritmu O�N��	 Celkov�
po�et v�ech proveden�ch porovn�n� dvojic ��sel je ov�em tentokr�t d�ky
na�� optimalizaci pouze O�N�	 Dvojici ��sel stejn� vzd�len�ch od aktu�
�ln� zkouman�ho st
edu palindromu toti� nyn� porovn�v�me pouze tehdy�
kdy� �prav�� z t�chto ��sel p
esahuje prav� okraj nejd�le doprava saha�
j�c�ho u� nalezen�ho palindromu	 Ka�d� takov� 
sp��n� porovn�n� zv���
o � hodnotu s "D�s�� zat�mco ne
sp��n� porovn�n� prvk� se vykon� pro
ka�d� zkouman� st
ed nejv��e jedno	 Hodnotu s " D�s� lze zv��it cel�
kov� pouze n�kr�t �nem��e p
ekro�it d�lku posloupnosti�� tak�e celkov� se
provede O�N� 
sp��n�ch porovn�n�	 Ne
sp��n�ch porovn�n� je vykon�no
rovn�� O�N�� jeliko� jich nem��e b�t v�ce ne� st
ed�	 Algoritmus m� proto
opravdu line�rn� �asovou slo�itost vzhledem k d�lce posloupnosti N 	

Algoritmus si nyn� je�t� zap��eme detailn� v programovac�m jazyce Pas�
cal ve tvaru funkce MaxPalindrom�	 K ur�en� d�lky maxim�ln�ho palin�
dromu lich� d�lky se zvolen�m st
edem se v n� pou��v� pomocn� funkce
Palindrom�� kter� je vylep�enou a dopln�nou verz� d
�ve uveden� funkce
Palindrom�	

function Palindrom��var A� D� Pole� N� Stred� integer� var

s� integer�� integer�

	d
lka maxim�ln�ho palindromu lich
 d
lky se st�edem Stred


var i� integer�

begin

if Stred �� s�D�s� then

i��� 	nic nev�me


else if Stred � D���s�Stred� � s�D�s� then 	zn�me v�sledek


begin

D�Stred���D���s�Stred��

Palindrom�����D�Stred����

exit

end

else

i��s�D�s����Stred� 	zkus�me palindrom prodlu�ovat


while �Stred�i���� and

�Stred�i��N� and �A�Stred�i��A�Stred�i�� do

i��i���
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D�Stred���i���

Palindrom�����i���

if Stred�D�Stred� � s�D�s� then s��Stred

end� 	function Palindrom�


function MaxPalindrom��var A� Pole� N� integer�� integer�

var Stred� Delka� MaxDelka� s� integer�

D� Pole�

begin

MaxDelka����

s���� D�s�����

for Stred��� to N do

begin

Delka��Palindrom��A� D� N� Stred� s�� 	pouze lich� d
lka


if Delka�MaxDelka then MaxDelka��Delka�

end�

MaxPalindrom���MaxDelka

end� 	function MaxPalindrom�


Je�t� jednou p
ipom�n�me� �e pr�v� uveden� 
e�en� vyhled�v� v za�
dan� posloupnosti ��sel pouze d�lku maxim�ln�ho palindromu lich� d�lky	
Budeme�li uva�ovat tak� palindromy sud� d�lky� mus�me do funkc� doplnit
pon�kud slo�it�j�� manipulace s indexy	 Je to pouze technick� 
prava� idea
algoritmu ani �asov� slo�itost se t�m nezm�n�� program se ale stane m�n�
p
ehledn�m	

Uk��eme si proto je�t� jinou mo�nost� jak si chyt
e poradit s palin�
dromy sud� d�lky	 P
evedeme je na p
edchoz�� ji� vy
e�en� p
�pad palin�
drom� lich� d�lky	 Mezi ka�d� dva sousedn� prvky v zadan� posloupnosti
�a tak� na za��tek a na konec posloupnosti� vlo��me jeden 'ktivn� prvek
nav�c	 V�echny tyto vlo�en� prvky budou m�t stejnou hodnotu� odli�nou
od hodnot vyskytuj�c�ch se v posloupnosti �v programu pou�ijeme na�
p
�klad konstantu MAXINT � maxim�ln� zobrazitelnou celo��selnou hod�
notu�	 Na takto upravenou posloupnost potom sta�� pou��t p
edchoz� pro�
gram� kter� v n� ur�� maxim�ln� palindrom lich� d�lky	 Pokud z n�j vypus�
t�me v�echny vlo�en� 'ktivn� prvky� z�sk�me maxim�ln� palindrom �lich�
nebo sud� d�lky� obsa�en� v p�vodn� posloupnosti	 Jeho d�lku ur��me tak�
�e celo��seln� vyd�l�me dv�ma v�sledek vol�n� p
edchoz� funkce MaxPa�
lindrom� na upravenou posloupnost s vlo�en�mi prvky	 #asov� slo�itost
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z�stane zjevn� line�rn�� p�vodn� line�rn� algoritmus zde uplat�ujeme na
zpracov�n� vstupn�ch dat dvojn�sobn� d�lky	

Posledn� popsan� 
e�en� je tedy hledan�m v�sledkem na�� 
lohy	 Ur�
�uje d�lku maxim�ln�ho palindromu obsa�en�ho v zadan� posloupnosti� a�
je tento palindrom lich� �i sud� d�lky� a pracuje s line�rn� �asovou slo�i�
tost�	 Zap��eme si ho op�t v jazyce Pascal ve tvaru funkce MaxPalindrom�	
Funkce vyu��v� d
�ve popsanou pomocnou funkci Palindrom� z p
edcho�
z�ho 
e�en�� kterou zde ji� opakovan� neuv�d�me	

function MaxPalindrom��var A� Pole� N� integer�� integer�

var Stred� Delka� MaxDelka� s� i� integer�

B� D� Pole�

const VYPLN�maxint� 	hodnota p�idan�ch fiktivn�ch prvk�


begin

B�����VYPLN�

for i��� to N do

begin B���i���A�i�� B���i�����VYPLN end�

MaxDelka����

s���� D�s�����

for Stred��� to ��N�� do

begin

Delka��Palindrom��B� D� ��N��� Stred� s��

if Delka�MaxDelka then MaxDelka��Delka�

end�

MaxPalindrom���MaxDelka div �

end� 	function MaxPalindrom�


M	 Hejn�� F	 Ku
ina! D�t�� �kola a matematika	 Konstruktivistick� p
�stupy
k vyu�ov�n�	 Aktualizovan� vyd�n� knihy	 Port�l� Praha �&&�� s	 ���� cena
��� K�	

P��li bychom si� aby publikaci �etli jak budouc� u�itel�� tak i u�itel� z praxe� kte��
mohou konfrontovat sv� zku�enosti s na�imi n�zory� Kniha je ur�ena u�itel�m �� stupn�
i u�itel�m matematiky na druh�m stupni z�kladn�ch �kol a v odpov�daj�c�ch ro�n�c�ch
v�celet�ch gymn�zi�� Snahy po utv��en� matematick�ch poznatk� v mysli d�t�te� tedy
snahy po uplatn�n� konstruktivistick�ch p��stup� k vyu�ov�n� by nem�ly b�t omezeny
v�kem pozn�vaj�c�ch� Na�e kniha vych�z� z na�ich zku�enost� a praxe� cht�li bychom�
aby praxi tak� slou�ila�
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