INFORMATIKA

Maximalni palindrom
(Ulohy z MO - kategorie P, 24. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Tentokrat se v nasem seridlu
zajimavych tloh z Matematické
olympiady — kategorie P vra-
time hodné daleko do historie.
Kategorie P vznikla ve 35. roc-
niku MO ve skolnim roce
1985/86 a hned v nasledujicim
36. ro¢niku (tzn. ve skolnim roce 1986/1987) byla v domécim kole zadéna
nasledujici jednoduché tloha s velmi kratkym zadanim.

* Kk

Konecnou posloupnost ¢isel nazveme symetrickou, jestlize se nezméni,
zapiseme-li jeji prvky v obraceném potradi. Navrhnéte algoritmus, ktery
pro libovolnou kone¢nou posloupnost kladnych celych ¢isel urci délku jejiho
nejdelsiho souvislého tiseku, ktery je symetrickou posloupnosti. Naptiklad
pro posloupnost 3, 1, 2, 3, 2, 1, 4, 2, 1 je tato délka 5 (nebot nejdelsim
souvislym symetrickym tsekem je 1, 2, 3, 2, 1).

* Kk

K zadani jesté doplhme, ze souvislému symetrickému tseku néjaké po-
sloupnosti (napiiklad posloupnosti znaki, tzn. textu) se také ¥k pa-
lindrom. Ukolem tedy je ur¢it délku maximélniho palindromu v zadané
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posloupnosti. Uloha mé jisté feseni pro kazdou neprazdnou posloupnost,
v krajnim pripadé je vysledkem cislo 1, pokud dana posloupnost zadny
delsi palindrom neobsahuje (kazdy prvek posloupnosti je palindromem
délky 1). Nepozaduje se ur¢it maximdlni palindrom samotny, nebot ten
na rozdil od délky nemusi byt uréen jednoznacné, v dané posloupnosti
miize byt obsazeno vice riznych palindromi téze maximalni délky.

Pri feseni llohy budeme predpokladat, ze zndme délku zadané posloup-
nosti (tzn. pocet jejich prvkd N), abychom si celou posloupnost mohli
ulozit do pole a s timto polem pak v programu déle pracovat. V dobé
vzniku kategorie P Matematické olympiddy jesté nebyla zadani soutéznich
uloh formulovana takto precizné, reSitelé pouze teoreticky navrhovali al-
goritmy, ale neprogramovali je. V tehdejsi dobé studenti neméli prakticky
zadny pristup k pocitactm, takze ani v olympiddé se pochopitelné neresily
praktické ulohy u pocitaca.

Nalézt néjaké spravné reseni této tilohy je velmi snadné, jedna se o jednu
z viibec nejlehéich tloh, které dosud byly v soutézi MO — kategorie P za-
dany. Uloha je pfesto velmi zajimava, jakmile za¢neme navrzend feSeni
posuzovat z hlediska ¢asové slozitosti algoritmt. Refeni s kubickou ¢a-
sovou slozitosti O(N?) je trividlni a navrhne ho jisté kazdy bez delsiho
piemysleni. Reseni s kvadratickou ¢asovou slozitosti O(N?) jiz vyzaduje
urcity napad, ale nalézt ho neni obtizné. Zato casové optimalni feSeni pra-
cujici v linedrnim ¢ase O(N) vymysli jen mdalokdo a pro vétSinu ¢tendra
asi bude hodné velkym prekvapenim uz jenom samotné zjisténi, Ze je tuto
tlohu mozné v linedrnim case vyresit.

Pro poradek zacneme od toho nejprimitivnéjsiho feseni. Zadanou po-
sloupnost ¢isel si ulozime do pole, abychom se k prvkim posloupnosti mohli
opakované vracet. Z posloupnosti pak budeme postupné vybirat vSechny
rizné souvislé tseky a kazdy z nich vzdy otestujeme, zda je symetricky.
Pribézné si pritom pamatujeme délku dosud nejdelsiho nalezeného pa-
lindromu. Po otestovani symetrie vSech tseki, které je mozné ze zadané
posloupnosti vybrat, budeme jisté znat hledanou délku maximalniho pa-
lindromu. Popsané feseni dava sice spravny vysledek, ale je zna¢né neefek-
tivni. Oznacime-li pocet Cisel ve zpracovavané posloupnosti symbolem N,
vyzaduje tento algoritmus provedeni O(N?3) operaci. Z posloupnosti délky
N lze totiz vybrat fadové N2 rtznych souvislych tseki, nebof N zptisoby
postupné volime levou mez vybraného Gseku a ke kazdé zvolené levé mezi
v praméru N/2 zptlisoby volime pravou mez. K otestovani symetri¢nosti
kazdého z nich je pak tfeba provést O(NN) porovnani.
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Popsany algoritmus jsme naprogramovali v Pascalu ve tvaru funkce
MazxPalindrom1. Pomocnd funkce Palindroml slouzi k testovani, zda je
zvoleny usek Cisel v poli A symetricky.

function Palindroml(var A: Pole; Odkud, Kam: integer):
boolean;
{test, zda usek pole A mezi indexy Odkud -- Kam je palindrom}
var i, j: integer;
begin
i:=0dkud; j:=Kam;
while (i<j) and (A[i]=A[j]1) do
begin i:=i+l; j:=j-1 end;
Palindroml:= i>=j
end; {function Palindroml}

function MaxPalindroml(var A: Pole; N: integer): integer;
var Leva, Prava, MaxDelka: integer;
begin
MaxDelka:=0;
for Leva:=1 to N do
for Prava:=Leva to N do
if Palindromi1(A, Leva, Prava) and
(Prava-Leva+l > MaxDelka) then
MaxDelka:=Prava-Leva+1;
MaxPalindroml:=MaxDelka
end; {function MaxPalindromi}

Nez prikro¢ime k asymptoticky lepsimu feSeni, ukdzeme si, ze urcité
rozdily v rychlosti vypo¢tu mohou byt i mezi riznymi programy s ¢asovou
slozitosti O(NN?) zaloZenymi na praveé popsané myslence systematicky pro-
birat a testovat vSechny souvislé Gseky. Lepsi organizaci prace je mozné
alespon ¢astecné snizit pocet provadénych operaci a zkratit tak primeér-
nou délku vypoctu. Jestlize jsme uz naptiklad nasli palindrom délky 5, je
zbytecné ztracet Cas testovanim symetrie vSech dalsich souvislych tseki
kratsich nez 6. I kdybychom néjaky takovy kratsi symetricky tsek na-
lezli, na celkovy vysledek to stejné nebude mit vliv. Dobrym napadem
na zrychleni vypoctu proto je prohlizet Gseky v poradi podle jejich délky,
pocinaje nejdelsim z nich. Diky tomuto usporadani mizeme vybirani a tes-
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tovani tsekl ukoncit, jakmile najdeme prvni palindrom. VSechny dalsi by
jiz byly stejné dlouhé nebo kratsi a nemohly by tedy ovlivnit celkovy vysle-
dek. Usetfime tak praci s testovdnim vSech kratsich Gsekd. Algoritmus mé
ovsem i naddle ¢asovou slozitost v nejhorsim p¥ipadé O(N?), zlepsili jsme
pouze jeho primérnou ¢asovou slozitost. Zrychleni bude vyznamné tehdy,
jestlize v posloupnosti existuje né€jaky dlouhy palindrom. Méa-li nejdelsi
palindrom v posloupnosti délku 1, neusetiime oproti predchozimu reSeni
témér nic.

Nasledujici funkce MazPalindrom2 realizuje popsanou Upravu feSeni.
K testovani symetrie Gseki vyuziva stejnou pomocnou funkci Palindrom1,
kterou jsme pouzili v predchozim piipadé, takze ji zde znovu neuvadime.

function MaxPalindrom2(var A: Pole; N: integer): integer;
var Leva, Delka: integer;
begin
for Delka:=N downto 1 do

for Leva:=1 to N-Delka+1l do

if Palindroml (A, Leva, Leva+Delka-1) then
begin MaxPalindrom2:=Delka; exit end;

end; {function MaxPalindrom2}

Zamysleme se nyni nad tim, jakou zménou algoritmu bychom mohli do-
sahnout vyraznéjsiho zrychleni vypoc¢tu. V dosud popsanych algoritmech
muze existovat celd fada takovych dvojic ¢isel, kterd jsou navzdjem po-
rovnavana vicekrat. Déje se tak pii zkoumani Gisekd vnotrenych do sebe.
Jestlize budou napiiklad béhem vypoctu provadény testy tsekid v rozmezi
indext (1,10) a (2,9) a pokud se prvni a desaty prvek sobé rovnaji, potom
budou druhy a devaty prvek posloupnosti mezi sebou zbyte¢né porovna-
vany opakované, pfi obou uvedenych testech. K vylepseni algoritmu bude
proto vyhodné provadét najednou testovani symetrie vSech tsekd se spo-
le¢nym stredem.

Musime si uvédomit, ze palindrom maximdalni délky mtize obsahovat
bud lichy, nebo sudy pocet ¢isel. Podle toho bud je jeho stiedem néktery
z prvkl zadané posloupnosti, nebo jeho stred lezi mezi dvéma sousednimi
prvky. Celkové tedy existuje 2N — 1 moznych umisténi stfedu palindromu
(N prvkd, N — 1 pozic mezi nimi), které musime vSechny vySetfit. Pro
kazdé z téchto 2V — 1 mist ur¢ime délku maximalniho palindromu se stie-
dem ve zvoleném misté. Nalezeni takového maximalniho palindromu je
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snadné. Postupné od zvoleného stfedu smérem k obéma okrajim posloup-
nosti porovnavame dvojice ¢isel stejné vzdalenych od stredu. To provadime
tak dlouho, dokud jsou porovnavand ¢isla shodné a zdroven také dokud
nenarazime na néktery z okraji posloupnosti. Pro kazdy z uvazovanych
stfedd se vykond maximdalné N/2 porovnani, takze celkové se provede nej-
vyse N? porovnani ¢isel. Algoritmus mé tedy ¢asovou sloZzitost O(N?).
Vysledkem vypoctu je maximum z délek maximéalnich palindromi, které
jsme ziskali pro jednotlivé uvazované stiedy.

Také tento algoritmus jsme pro vas naprogramovali v Pascalu. Pomocné
funkce Palindrom3 tentokrat slouzi k urceni délky maximdélniho palin-
dromu se zadanym stfedem. Mzeme ji pouzit jak pro hledani maximalniho
palindromu liché délky se stfedem v nékterém prvku posloupnosti, tak i pro
hledani maximélniho palindromu sudé délky se stfedem mezi dvéma sou-
sednimi prvky. To je realizovano pomoci dvojice parametra Stred1, Stred2
V pripadé liché délky bude funkce volana se stejnou hodnotou obou téchto
parametrl (oba ur¢uji index prostfedniho prvku zkoumaného useku), pii
hledani palindromu sudé délky se budou pfi volani funkce hodnoty téchto
parametrt lisit o 1 (parametry uréuji indexy sousednich prvki posloup-
nosti, mezi nimiz lezi stfed zkoumaného tseku).

function Palindrom3(var A: Pole; N, Stredl, Stred2: integer):
integer;
{délka maximdlniho palindromu se stfedem mezi prvky Stredl,
Stred2}
var i: integer;
begin
i:=0;
while (Stredl1-i>=1) and (Stred2+i<=N) and (A[Stredl-il=
=A[Stred2+i]) do
i:=i+1;
if Stred1=Stred2 then
Palindrom3:=2*i-1
else
Palindrom3:=2%*i
end; {function Palindrom3}

function MaxPalindrom3(var A: Pole; N: integer): integer;
var Stred, Delka, MaxDelka: integer;
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begin

MaxDelka:=1;

for Stred:=1 to N do
begin
Delka:=Palindrom3(A, N, Stred, Stred); {licha délka}
if Delka>MaxDelka then MaxDelka:=Delka;
Delka:=Palindrom3(A, N, Stred, Stred+1); {suda délka}
if Delka>MaxDelka then MaxDelka:=Delka
end;

MaxPalindrom3:=MaxDelka

end; {function MaxPalindrom3}

Uvedeny algoritmus mtizeme jesté dale vylepsovat, ale zrychleni vypo-
¢tu nebude prilis vyznamné a zapis algoritmu se stane o dost slozitéjsim.
Je napiiklad mozné prochézet stedy testovanych tseki nikoliv postupné
zleva doprava, jako v pfedchozim feSeni, ale od stfedu celé posloupnosti
smérem k obéma okrajim posloupnosti. Vypocet pak miizeme ukoncit
ve chvili, kdy vzdalenost uvazovaného stfedu od bliz§iho okraje posloup-
nosti bude mensi nez polovina délky maximéalniho dosud nalezeného pa-
lindromu. V takové situaci je totiz jisté, ze delsi palindrom jiz nenajdeme.
Tim se mze snizit pocet provedenych volani pomocné funkce Palindroms,
pro ,stfedy® blizké k okrajim posloupnosti se volani jiz nebude provadét.
Takto upraveny algoritmus méa ovSem naddle ¢asovou slozitost v nejhor-
§im pripadé O(N?), zlepsili jsme pouze jeho priimérnou ¢asovou slozitost.
Opakuje se podobna situace, jakou jsme jiz jednou vidéli — zrychleni bude
vyznamné tehdy, jestlize v posloupnosti existuje néjaky dlouhy palindrom.
Maé-li naopak nejdelsi palindrom v posloupnosti délku 1, vypocet vibec
nezrychlime.

Nésledujici funkce MazPalindromj vyuziva stejnou pomocnou funkci

Palindroms3 jako v predchozim piipadé, takze ji zde neuvddime podruhé.

function MaxPalindrom4(var A: Pole; N: integer): integer;
var Stredl, Stred2, Delka, MaxDelka: integer;

begin

Stredl:=N div 2 + N mod 2; {stfed posloupnostil}
Stred2:=N div 2 + 1; {stfed posloupnosti}
if N mod 2=0 then {posloupnost sudé délky}

MaxDelka:=Palindrom3 (A, N, Stredl, Stred2)
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else

MaxDelka:=1;
while Stred1*2-1 > MaxDelka do
begin

Delka:=Palindrom3(A, N, Stredl, Stredl);
if Delka>MaxDelka then MaxDelka:=Delka;
Delka:=Palindrom3(A, N, Stred2, Stred2);
if Delka>MaxDelka then MaxDelka:=Delka;
Delka:=Palindrom3(A, N, Stredi-1, Stredl);
if Delka>MaxDelka then MaxDelka:=Delka;
Delka:=Palindrom3(A, N, Stred2, Stred2+1);
if Delka>MaxDelka then MaxDelka:=Delka;
Stredl:=Stredl-1;
Stred2:=Stred2+1;
end;

MaxPalindrom4:=MaxDelka

end; {function MaxPalindrom4}

Ulohu méme Gsp&iné vyfesenou, ale tim nage snaha o nalezeni co neje-
fektivnéjsiho feseni nekonci. Jak jsme se jiz zminili v ivodu, problém ur-
¢eni délky maximalniho palindromu lze kupodivu fesit jeSté mnohem 1épe,
a to v linedrnim case vzhledem k délce zkoumané posloupnosti. K tomuto
casové optimalnimu feSeni se vratime v pristim cisle.

(Pokracovdni)

(Autorkou tvodni ilustrace je Mgr. Jaroslava Cermdkovd ze Suchych Lazcti.)

Palindrom

REDAKCE

Vyhleddme-li slovo palindrom na internetu, dozvime se mnoho zajima-
vého. Predné zjistime, ze palindrom je slovo, véta, cislo, obecné jakakoli
sekvence symbolu, ktera md tu vlastnost, Ze ji lze cist v libovolném sméru
(zprava doleva nebo zleva doprava) a md vidy stejny vyznam. PFitom se
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neuvazuji pripadné mezery a interpunkcéni znaménka, ani se nerozlisuji
malé a velkd pismena. Palindrom je napriklad slovo nezarazen nebo véta
Kuna nese nanuk, i kdyz pfi zpétném presném Cteni dostaneme kunan
esen anuK V CeStiné také zanedbavame ¢arky nad samohldskami (i hacek
nad e), takze véta Kobyla ma maly bok. se fadi ke zndmym palindromtm,
i kdyz obraceny postup dava kob ylam am alyboK. Jinak je to s pismeny
s hackem, ty se pozaduji spravné, i kdyz treba ve vété Nekoukd Zak u oken
to je jedno, protoze Z je stfedni pismeno.

Pri jedné soutézi zaki zédkladnich $kol dostali soutézici za kol pripravit
program, ktery u véty vlozené z klavesnice zjisti, je-li to palindrom (pracuje
se jen s anglickou abecedou a ¢islicemi).

Uvadime zde postup tii soutézicich, jejichz programy maji urcité odlis-
nosti. Formalni ¢4sti ivodu programu jsme sjednotili.

program PalindrA;

var
I: Integer;
Tex, L, P: string;
C: Char;

begin
Writeln(’Zjistovani palindromu’) ;
Write(’Zadej text: ’);
ReadLn(Tex) ;
L :="77%;

H
]
R
—

I

1 to Length(Tex) do

C := Tex[I];
if C in [’a’..’z’] then
C := UpCase(C);
if C in [’A?..°Z2,707..°9’] then

begin
P :=P + C;
L:=C+1L
end
end;

304 Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010



if L = P then
Writeln(’je’)
else
WriteLn(’neni’);
ReadLn
end.

Soutézici A si definuje dva na pocatku prazdné fetézce L a P, pak cte
postupné jednotlivé znaky ze zadaného textu a mald pismena prevadi na
velkd. Jestlize nacteny a pripadné upraveny znak je velké pismeno nebo
Cislice, pridava jej k fetézci P zprava a k fetézci L zleva. Tim jsou ignoro-
vany ostatni nactené znaky a dotaz, zda L = P odpovidé na otazku, zda
byl zadany text palindrom.

Program funguje zcela spravné, ale z hlediska naprogramovani v ném
najdeme urcité nesikovnosti. Misto piikazt

C := Tex[I];
if C in [’a’..’z’] then
C := UpCase(C);

by bylo lepsi napsat do programu jednoduchy ptikaz
C := UpCase(Tex[I]);

kterym bychom dosahli Gplné stejného efektu. Standardni funkce UpCase
totiz sama testuje, jaky znak dostala ve vstupnim parametru, mala pis-
mena prevadi na velkd a ostatni znaky vraci beze zmény.

Druhd nesikovnost je skryta ve vytvareni znakového fetézce L. Zatimco
piikaz P := P + C bude vykonan v konstantnim ¢ase (hodnota znaku C
se jednoduse pridé na konec fetézce P), piikaz L := C + L méa sidm o sobé
linedrni casovou slozitost. Cely znakovy fetézec, ktery je obsahem pro-
ménné L, se v ném totiz musi posunout o jeden znak doprava, aby vzniklo
volné misto pro znak C' pridavany na jeho zacatek. Rychlejsi by bylo pre-
vraceny fetézec L viibec nevytvaret, sestavit pouze fetézec P tvoreny z pri-
pustnych znakd (vSechna pismena jsou v ném jiz prevedena velkd) a pak
jednoduse otestovat, zda je fetézec P symetricky:

I :=1; J := Length(P);
while I < J) and (P[I] = P[J]) do
begin

Inc(I); Dec(J)
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end;
if I >= J then WriteLn(’je’)
else WriteLn(’neni’);

program PalindrB;

var
I: Integer;
Tex, L, P: string;
C: Char;

begin
Writeln(’Zjistovani palindromu’) ;
Write(’Zadej text: ’);

ReadLn(Tex) ;
L :=77;
P :=77;

for I := 1 to Length(Tex) do
if Tex[I] in [’A’..°Z’,’a’..’2z’] then

begin
C := UpCase(Tex[I]);
L :=L + C;
P:=C+P

end;

if L = P then WriteLn(’je’)
else WriteLn(’neni’);
ReadLn

end.

Soutézici B postupuje v podstaté stejné s tim rozdilem, ze kazdy znak
testuje jen jednou a piikaz UpCase pak pouzije na v8echna pismena (sou-
tézici A jen na mald). AvSak soutéZici B zapomnél na Cislice.

program PalindrC;
var

I, J: Integer;
Tex, Xet: string;
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begin
Writeln(’Zjistovani palindromu’) ;
Write(’Zadej text: ’);
ReadLn(Tex) ;
Xet := ?’; J := 03
for I := 1 to Length(Tex) do
if Tex[I] in [’A’..°Z’,’a’..’z’] then
begin
Tex[I-J] := UpCase(Tex[I]);
Xet := Tex[I-J] + Xet
end else
Inc(J);
if Copy(Tex,1,Length(Xet)) = Xet then WriteLn(’je’)
else WriteLn(’neni’);
ReadLn
end.

Soutézici C si voli dvé fetézcové proménné Tez a Xet, do Tex je nacten
vstupni text. Pak vstupni text upravuje tak, ze povolené znaky (pismena)
klade od indexu 1 postupné za sebou zpét do proménné Tex (do proménné
Xet je pridavé zleva), ¢imZ se nacteny vstup piepisuje (tedy nic¢i). Odpovéd
pak dava otdzka, zda Fetézec Xet je roven prvni ¢asti (stejného rozsahu)
fetézce Tex. Stejné jako B zapomnél i C na ¢islice.

Reseni soutézictho C je na prvni pohled zdénlivé Gsporné v tom, Ze
usettil jednu proménnou L, do niz soutézici A a B ukladali nové vytvareny
fetézec z pripustnych znaki. Tato ispora vSak neni viibec podstatna a bylo
ji dosazeno za cenu nizsi prehlednosti a horsi srozumitelnosti programu.
Takovy zplisob programovani vdm proto rozhodné nemizeme doporucit.

Soutézici B a C mohli bez dalsi zmény svého programu rozsitit pripust-
nou mnozinu o znaky 0’ ... ’'9’) piikaz UpCase ¢islicim nijak neublizi. Tak
by vyhovéli podminkam soutéze. Neefektivita spojend s vytvarenim pre-
vraceného fetézce je v jejich programech stejnd, jako v pripadé soutézicitho
A, a 8la by také napravit stejnym zptsobem.

Na zavér si uvedme jesté dva palindromy, prvni povazujeme za velmi
povedeny a druhy za docela vtipny:

A man, a plan, a canal — Panama
V elipse spi lev.
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