INFORMATIKA

Rozpis utkani

REDAKCE

V jedné programitorské kore-
sponden¢ni soutézi pro studenty
Bosny a Hercegoviny byl zadan
soutézicim tento tkol:

Ve fotbalové lize je N druzstev
oznacenych ¢isly 1,2,...,N. Na-
piste program, ktery vytvori roz-
pis soutéze (v systému ,kazdy s kazdym*), kde bude pro kazdé druzstvo
uréeno, s kym bude hrat v jednotlivych kolech.

Jelikoz nedoslo zadné tfeSeni, predlozili organizatori soutéze reSeni re-
dakéni, které je zaloZeno na rekurzivni metodé (predkladame toto FeSeni
jen formalné upravené; zdrojovy text v této podobé zabirad asi 980 B).

program RozpisO;

const Z = 50;
var I, J, N: Integer;
A: array [1..Z,1..Z] of Integer;

procedure Liga(N: Integer);
var M, I, K: Integer;
begin
if N = 2 then A[1,2] :=1
else begin
M := (N+1) div 2;
Liga(M);
for I := 1 to M-1 do
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for J := I+1 to M do
A[M+I,M+J] := A[I,J];
if 0dd(M) then
for I := 1 to M do
A[I,M+I] := A[I,M+1]
else
for I :=1 to M do
A[I,M+I] := M;
for K := M+1 to 2*M-1 do
for I := 1 to M do
if I+K > 2*M then
A[I,I+K-M] := K
else
A[I,I+K] := K
end
end;

begin {program}
Write(’Rozpis souteze pro pocet tymu: ’);
ReadLn(N) ;
Liga(N);
for I := 1 to N do begin
for J := I+l to N do
A[J,I] := A[I,J];
A[I,I1] :=0

WritelLn;

for I := 1 to N do begin
for J := 1 to N do

Write(A[I,J]:3);

WriteLn

end;

ReadLn

end. {program}

(Linkou je oddélena zdvérecénd ¢ast programu s tiskem vysledku.) Jde
tedy o profesiondlni feSeni, v némz hlavni problém, tj. vlastni rozpis, byl
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svéfen procedufe Liga. Na obr. 1 uvadime vysledek rozpisu pro N = 8.
Vypsany adaj A[I, J] uréuje, ve kterém kole se stietnou druzstva ¢islo I
a J. Kdyz tedy ve 3. radku a v 5. sloupci tabulky vidime ¢islo 6, znamena
to, ze druzstva 3 a 5 se utkaji v 6. kole.
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Rozpis souteze pro pocet tymu: 8

3 4 5 6 7
2 7?7 4 5 6
1 6 7 4 5
8 5 6 7 4
5 a 1 2 3
6 1 8 3 2
7?7 2 3 86 1
4 3 2 1 @
Obr. 1

Podivame-li se znovu pozorné na zadani, vidime, ze mlzeme vytvo-
Tit rozpis i s jinou filosofii. Rozpis miize vymyslet programator a pocitaci
SV jen to, aby jeho myS8lenku realizoval. Pak skutecné lze bez zv1ast velké
namahy vymyslet i amatérsky program, ktery by splhoval podminky sou-
téze. Uvadime program Rozpis! jako jednu z moZnosti (ve stejné formalni
upraveé jako Rozpis0). Zdrojovy text zabird asi 710 B.

program Rozpisl;

const Z = 50;
var I, J, M, N: Integer;

A: array [1..Z,1..Z] of Integer;

618

P: array [0..2%Z] of Integer;

begin {program}

Write(’Rozpis souteze pro pocet tymu:

ReadLn(N) ;
M := N;
if N mod 2 = 1 then M := N+1;
for I := 1 to M-1 do
begin
P[I] := I;
P[M+I-1] :=1I
end;

OF

Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010



for I :=1 to M-1 do
for J :=1 to M-1 do

A[I,J] := P[I+J-2];
Af1,M] := M-1;
A[M,1] := M-1;
for I := 2 to M-1 do
begin

A[M,I] := A[I,I];
A[I,M] := A[I,I];
A[I,I] :=0

end;

(Nésleduje zdvérecénd ¢ast s tiskem vysledku, pfesné stejnd jako u pro-
gramu Rozpis0.)

Pouzity algoritmus je zfejmy z obr. 2, kde uvaddime vysledek rovnéz po
volbé N = 8.

Rozpis souteze pro pocet tymu: 8
8 1 2 3 4 5 6 7
1 8 3 4 5 6 7 2
2 3 8 5 6 7 1 4
3 4 5 8 2 1 2 6
4 5 6 727 B8 2 3 1
5 6 2 1 2 8 4 3
6 7 1 2 3 4 B 5
?7 2 4 6 1+ 3 5 @
Obr. 2

Oba programy pracuji pro suda i pro lichd N. Program Rozpis! zao-
krouhli liché N na nejblize vys$si sudé ¢islo M a postupuje, jako by tGcast-
nikd soutéze bylo M a az nakonec vytiskne jen N radkt a N sloupct. Tak
napt. kdyz na obrazku 2 vynechdme posledni radek a posledni sloupec,
dostaneme rozpis pro 7 ucastnik. Osmy radek a sloupec pak udavaji pro
jednotlivé ucastniky, ve kterém kole nehraji.

Poradil by si se zadanym tkolem i néktery vas student?

(Autorkou ilustraci k Informatice v &. 7 az 10 je Mgr. Jaroslava Cermékové ze Suchych
Lazct.)
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60. ro¢nik Matematické olympiady —
2010/2011
Ulohy domaciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou prakticky zaméfené a vasim tikolem v nich je
vytvofit a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. Re-
Seni téchto dvou uloh budete odevzdavat ve formé zdrojového koédu pres
webové rozhrani ptistupné na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde
téZ naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni budou automaticky vy-
hodnocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se
kratce po odevzdani dozvite. Pokud vas program neziska plny pocet bodi,
miizete své feSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, vasim tikolem je nalézt efektivni
algoritmus fesici zadany problém. ReSeni alohy se tedy skldd4 z popisu
navrZzeného algoritmu, zdivodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a odhadu
Casové a pamétové sloZitosti. Soucasti feSeni je i zapis algoritmu ve formé
zdrojového kodu nebo pseudokddu v tloze P-1-3 a v jazyce grafového po-
CitaCe v tloze P-I-4. Sva feSeni muzete odevzdat ve formé souboru typu
PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani nebo zaslat postou na adresu:

Matematicka olympiada — kategorie P
KSVI MFF UK

Malostranské ndmésti 25

118 00 Praha 1

Regeni vech tiloh mizete odevzdavat do 15. listopadu 2010. Opravena
feSeni tloh a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webo-
vych strankach olympiddy na adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také
k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Indiana a poklad

Po dlouhé a nebezpecné cesté plné dobrodruzstvi se konecné pred In-
dianou rozprostiel pohled na starodavné pohtebisté aztéckych krali. Byl
to hrob vedle hrobu podél dlouhé cesty, nékteré se lisily vyskou, ale jinak
byly stejné. Na prvnim kameni byl nasledujici napis:
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Jsi-li moudry, pochopis,
kde mtj poklad nasel skrys.
Se zlou vsak se potaze,
kdo Spatny hrob ukaze.

Vyklad téchto verst je prosty: pokud oteviete hrob s pokladem, tak
tento poklad ziskdte, v opacném pripadé neziskate nic a nejspis vas néco
rozmackne. Verse nastésti pokracovaly:

Kdo voli z prostfednich, neprohloupi,
pokud si nakonec nejvétsi koupi.

No a ted uz je jisté jasné i vam, kde se poklad nachdzi. Staci jen najit
nejvétsi z prostiednich vysek hrobd a poklad bude objeven.

Soutézni iloha:

Je zadana posloupnost N kladnych celych cisel vy,vs,... ,vny a celé
liché ¢islo K. Vasim tikolem je najit maximum ze vSech medidnd souvislych
podposloupnosti délky K. Median ziskate pro danou podposloupnost tak,
Ze v8echna jeji ¢isla sefadite podle velikosti a zvolite prostiedni prvek (tzn.
(K 4 1)/2-ty prvek). Napfiklad pro posloupnost vysek hrobt 4,5,1,3,2,4
a K = 3, tak ziskate posloupnost mediand 4, 3,2, 3 a hledanym vysledkem
je tedy cislo 4.

Format vstupu:

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni radek vstu-
pu obsahuje dvé celd cisla N a K, pocet hrobt a délku uvazovanych pod-
posloupnosti, 1 < N < 1000000 a 1 < K <10000. Kazdy z nasledujicich
N radki obsahuje vysku jednoho z hrobi (v pofadi vy, v, ... ,un). Vysky
jsou prirozend ¢isla mensi nez 1000 000 000. Muzete predpokladat, ze pro
40% vstupu plati K < 100.

Format vystupu:

Na standardni vystup vypiste jedno ¢islo, které je rovno maximu ze
vSech mediant souvislych tsekt délky K v posloupnosti ¢isel zadanych na
vstupu.

Priklad:

Vstup: Vystup:
6 3 4
4
5
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P-I-2 Poklad podruhé

Poté co Indiana naSel nejvétsi z prostfednich hrobi, zjistil, Ze napis
nebyl Gplné presny. Misto pokladu vsak byl pod kamenem jen vchod do
dalsi chodby. Ta byla vydlazdéna ¢tvercovymi dlazdicemi a hned na prvni
dlazdici byl vyryty tento napis:

Slapnes-li na kazdou z nas pravé jednou,
Tvé ruce nad hlavu poklady zvednou.
Tou hlavou vsak zaplatit musis,

kdyz sestru s lebkou poskadlit zkusis.

Chodba méla na $iiku presné 3 dlazdice a dlouha byla, kam az oko do-
hlédlo. Na nékterych z dlazdic byly namalované lebky, na jinych dlazdicich
pak lezely skutecné lebky (pravdépodobné predchozich archeologi).

Indiana velmi rychle napis pochopil — musi na kazdou dlazdici (kromé
téch zakazanych) slapnout pravé jednou, jen tak vede cesta k pokladu. V tu
chvili ale zacal litovat toho, Ze mé tak velké nohy. At se snazil, jak chtél,
nikdy se mu nepodarilo stoupnout jenom na jednu dlazdici, ale vzdycky
stoupnul na dvé sousedni. To kol samozirejmé zkomplikovalo.

Soutézni iloha:

Na vstupu je ddna délka chodby N, tzn. chodbu tvoii 3 x N dlazdic.
Z téchto dlazdic je K zakazanych, na které Indiana nesmi vstoupit. Vasim
tkolem je urcit, kolika zpisoby lze tuto chodbu pokryt stopami velikosti
1 x 2 dlazdice tak, aby kazdad nezakdzana dlazdice byla pokryta pravé
jednou stopou a zadné zakazand dlazdice nebyla pokryta. Protoze vysledné
¢islo mize byt velmi velké, vypiste zbytek po déleni tohoto ¢isla zadanym
Cislem L.

Format vstupu:

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Na prvnim raddku
jsou zadéana prirozend ¢isla N, K a L, 1 < N < 10000000, 1 < K <
< min(3N — 1,1000000) a 2 < L < 1000000. Nasleduje K fadkd, pfi-
¢emz na kazdém z nich je dvojice ¢isel X; aV;, 1< X; <3al1<Y; <N,
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které udéavaji souradnice i-té zakdzané dlazdice. Vzdy bude platit, ze
Y1 <Y, < --- < Yg. Muzete predpoklddat, ze 20% vstupt bude spl-
novat 1 < N < 40.

Format vystupu:

Na standardni vystup vypisté jediny radek, ktery obsahuje pocet moz-
nosti, kolika zpiisoby lze chodbu pokryt. Toto ¢islo je uvedeno modulo L.
Vsimnéte si, ze pro nékteré vstupy nemusi existovat zadné feSeni — v ta-
kovém pripadé vypiste nulu.

Priklad:

Vstup: Vystup:
5 3 13 3

31

12
24

P-1-3 Reka

Za devatero horami se nachdazi rozsahly prales, kterym protéka dlouha
feka. I pfes svou obrovskou délku nemaé feka zadné piitoky a ani se nikde
nerozvétvuje.

V pralese roste mnoho vzécnych druhd stromt, a proto neni divu, zZe
u feky lezi dievorubecké tabory. Vzdy, kdyz dfevorubci pokéceji dostate¢né
mnozstvi stromt, sestavi z nich vor a poslou ho doli po fece.

Kromé drevorubeckych tabort se u feky také nachazeji pily. Zamést-
nanci kazdé pily sleduji feku a kdyz k nim dorazi vor, odchyti ho a vSechno
drevo spotiebuji. Obcas je pila zaviend kvili adrzbé, v té dobé ignoruje
vory a nechava je plout dale po rece.

Zameéstnancim pil vadi, ze nevédi doptedu, kdy maji ocekavat dodavku
dfeva a zbytecné travi ¢as pozorovanim reky. Pomozte jim a napiste pro-
gram, ktery jim bude posilat upozornéni na blizici se zasilku dreva.

Soutézni uloha:

Reka ma délku N kilometri a pozice bodii na ni budeme oznacovat
vzdalenosti od pramene. V kazdém z bodii 1,... , N se nachézi bud dievo-
rubecky tabor, nebo pila. Umisténi pil na fece je dano na zac¢atku vypoctu.
Vite, ze pil je pomérné mnoho vzhledem k délce reky; muzete predpokla-
dat, Ze pocet pil P je fadové stejny jako délka reky.

Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010 623



Va3 program bude dostavat udélosti nasledujiciho typu: ,pila v bodé b
zahajuje adrzbu“, ,pila v bodé b je opét v provozu“ a ,z tdbora v bodé ¢
byl odeslan vor“. Pro kazdy odeslany vor vas program odpovi, ve které pile
bude zpracovan. Predpokladejte, ze feka tece natolik rychle, aby mezi ode-
slanim voru a jeho zachycenim nebyla v zadné pile zahajena ani ukoncena
udrzba.

Format vstupu:

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni iadek obsa-
huje ptirozend ¢isla N, P a M, udavajici délku feky, pocet pil na fece a po-
et udélosti (1 < N <100000,1 <P < Nal< M <1000000).Nanasle-
dujicich P radcich jsou popsany polohy pil: na i-tém z téchto radki se na-
chézi ¢islo n; (1 < n; < N), udédvajici, Ze i-ta pila se nachazi ve vzdélenosti
n; od pramene feky. Mizete predpokladat, ze 1 <n; <---<np < N.

Déle nésleduje M radki popisujicich udalosti v chronologickém poradi.
Na kazdém z téchto nésledujicich radkd se nachazi popis jedné udalosti:
e pismeno U néasledované mezerou a pFirozenym ¢islem d (1 < d < N) -

pila ve vzdalenosti d od pramene zahajuje idrzbu. Mizete predpokla-

dat, Ze cislo d je jedno z Cisel ny,... ,np.

e pismeno K nasledované mezerou a pfirozenym &islem d (1 < d < N) -
pila ve vzdalenosti d od pramene kond¢i udrzbu. Muzete predpokladat,
ze Cislo d je jedno z Cisel ny,... ,np.

e pismeno V nasledované mezerou a pfirozenym CGislem ¢ (1 <t < N) —
z tabora ve vzdalenosti ¢ od pramene feky je odeslan vor. Mizete pred-
pokladat, ze t je odlisné od v8ech éisel ny,... ,np.

Formdt vystupu:

Program vypiSe na standardni vystup tolik fadkd, kolik vort bylo cel-
kem odeslano. Kazdy radek bude obsahovat jedno celé cislo, které udava
vzdalenost pily, ktera zpracuje vor, od pramene feky. Pokud vor nebude
zpracovan zadnou pilou na fece, vypiste 0.

Priklad:

Vstup: Vystup:
6 39 2

2 4

4 6

6 4
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P-1-4 Grafovy pocitaé

V leto$nim ro¢niku olympiddy se budeme setkavat se specidlnim gra-
fovym pocitacem. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této ulohy je
popsano, jak takovy pocitac¢ funguje a jak se programuje.

Soutézni iloha

a) (5 bodi) Loukotové kolo je graf,
ktery vznikne z cyklu o n vrcholech
pfidénim jednoho vrcholu (osy) spo-
jeného s kazdym vrcholem cyklu hra-
nami (loukotémi). Loukotové kolo ve-
likosti n ma tedy n + 1 vrcholi a 2n
hran.

Napiste funkci pro grafovy pocitac,
kterd pro zadané n takové kolo zkon-
struuje. Na obrazku vpravo vidite pri-
klad takového kola pro n = 9.

b) (5 bodi) Mé&jme graf popisujici silni¢ni sit: vrcholy jsou mésta, hrany
silnice ohodnocené nezdpornymi vzdalenostmi v kilometrech. Silnice jsou
propojeny pouze ve méstech, vSechna ostatni kiizeni jsou mimoudroviova.
Bude nés zajimat, jakou nejmensi vzdalenost musime ujet, abychom se
dostali z mésta x do mésta y. Jinymi slovy, mdme v grafu nalézt cestu
mezi ¢ a y, na které bude celkovy soucet vah hran nejmensi.

Napiste funkci pro grafovy pocitac, kterd dostane na vstupu graf silni¢ni
sité a identifikdtory dvou rtiznych vrchold z, y, a odpovi vzdalenosti mezi
témito vrcholy.
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Grafovy pocitac

Bé&zné poéitade pocitaji s &isly. Zelezni¢éni inZeny¥i v Tazmanii si jednoho
dne v8imli, Ze vétSina problémi, které potiebuji fesit, se tyka grafi. Proto
béhem jedné poledni prestavky vynalezli grafovou jednotku, kterd umi
provadét vSechny bézné operace s grafy, a to dokonce v konstantnim case.
Sice zatim nevymysleli, jak ji sestrojit, ale i tak si mizeme v tomto ro¢niku
olympiddy vyzkouset, jak se na takovém grafovém pocitaci programuje.

Nejdrive definujme, s ¢im grafovy pocita¢ pracuje.

Graf si miZeme predstavovat t¥eba jako body v roviné (tém budeme
fikat vrcholy grafu), jejichz nékteré dvojice jsou spojeny hranou. Mize to
tedy tfeba byt mapa Zelezni¢ni sité: vrcholy jsou zastavky, dvé zastavky
jsou spojeny hranou, pokud mezi nimi vede pfimé trat. Pokud se hrany
kiizi, predpoklddame, Ze se jednd o mimodroviova kiizeni.

Receno formélng, graf je dvojice (V, E) takové, ze V je libovolnd kone¢né
mnozina (jejim prvkim se ¥ikd vrcholy) a E je mnozina neusporadanych
dvojic prvka z V' (tedy hran).

Upfesnéme jesté, ze mezi dvéma riznymi vrcholy mutze vést maximalné
jedna hrana a Ze nejsou povoleny hrany, jejichz obéma konci je tentyz
vrchol.

Dale ke grafu mtzeme pridat ohodnoceni. Vrcholim a hrandm mize byt
prifazeno nezaporné celé cislo. V pripadé hran miize znamenat napiiklad
délku koleji, v pripadé vrchold mlze popisovat mytné, které se plati za
prijezd. Nékdy jim také mutzeme znacit rizné vlastnosti: napiiklad u na-
seho zelezni¢niho ptikladu muze byt vrchol odpovidajici stanici ohodnocen
jednickou, zatimco vrcholy v zastavkach dvojkou.

Reprezentace grafu

Grafovy pocita¢ uklada grafy tak, ze vrcholy jsou urceny piirozenymi
Cisly od 1 do poctu vrchold. Témto ¢islim budeme fikat identifikdtory
(zkracené id) vrcholt.

Hrany budeme vzdy identifikovat pomoci ¢isel vrcholl, které hrana spo-
juje.

Kazdy vrchol a kazd4 hrana maji své ohodnoceni. To mé& bud hodnotu
nezdporného celého ¢isla nebo specidlni hodnotu undef (tzn. nedefino-
véno). Aby se to nepletlo, budeme ¢islim na hrandch fikat vdhy hran,
zatimco tém ve vrcholech znacky vrcholi.

K programovani grafového pocitace pouzijeme bézny programovaci ja-
zyk, napriklad Pascal nebo C, ktery rozsifime o nékolik datovych typt
a funkci. Zde je budeme ukazovat v syntaxi Pascalu, v C budou obdobné.
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Datové typy

e Typ Graph — do tohoto typu se da ulozit jeden (cely, libovolné velky)
graf. Mezi proménnymi a hodnotami tohoto typu funguje obvyklé pii-
fazovani a porovnavani na rovnost.

e Typ Value popisuje ohodnoceni vrcholu nebo hrany. Lze do néj ukladat
nezaporna celd ¢isla a konstantu undef. Hodnoty tohoto typu rtizné
od undef jsou kompatibilni s pascalskym typem Integer, v piipadé
jazyka C s typem int.

Operace se strukturou grafu

e Konstanta EmptyG. V této konstanté je ulozen prazdny graf. To je ta-
kovy, ktery nemé zadné vrcholy (tedy ani hrany).

e Funkce AddV(G, z) pridd do grafu G novy vrchol ohodnoceny znac-
kou z. Do pridaného vrcholu zatim nevedou zadné hrany. Novy vrchol
bude zarazen jako posledni, tedy jeho id bude nejvyssi. Funkce vraci
toto id.

e Procedura DelV(G, id) smaze vrchol s danym ¢d. Zbyvajici vrcholy
ysrazi doleva“, aby nevznikla dira (tedy, z id 4+ 1 se stane id, z id + 2
se stane id + 1, atd.). Zaroven odstrani vSechny hrany, které koncily
ve smazaném vrcholu.

e Procedura AddE(G, x, y, w) vytvori hranu mezi vrcholy s id x a y,
ohodnocenou vahou w. Hrana nesmi pied volanim této procedury exis-
tovat.

e Procedura DelE(G, x, y) odstrani hranu mezi vrcholy z a y (nesmi
byt voldna, pokud hrana neexistuje).

e Funkce TestE(G, x, y) zjisti, jestli mezi vrcholy x a y vede hrana.

Manipulace s ohodnocenim

e Funkce GetV(G, id) vraci znacku zadaného vrcholu.

e Procedura SetV(G, id, z) nastavi znacku zadaného vrcholu.

e Procedura SetAl11V(G, z) ji nastavi v8em vrcholim grafu.

e Procedura ReplaceV(G, zold, znew) vSem vrcholim, které meély
znacku zold, ji zméni na znew.

e Obdobné funguji GetE(G, x, y), SetE(G, x, y, w), SetAl1E(G, w)
a ReplaceE(G, wold, wnew). Pracuji s vahami hran misto znacek vr-
choli. Pro identifikaci hrany se pouzivaji id vrcholi x a y, mezi kterymi
vede. Procedura SetE hranu zalozi, pokud jesté neexistuje.

Statisticke funkce
e Funkce CountV(G) odpovi, kolik vrcholi se nachéazi v grafu.
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e Funkce SumV(G) vraci soucet znacek vS8ech vrchold, pricemz undef se
pocita jako 0. Pokud graf nemé zadné vrcholy, vraci 0.
e Funkce CountE(G) a SumE (G) funguji obdobné pro hrany a jejich véhy.

Globdlni operace

e Funkce Iso(G, H, veq, eeq) zjisti, jestli jsou grafy G a H isomorfni.
Isomorfismem myslime, Ze 1ze jednomu z graft precislovat vrcholy tak,
aby se shodoval s druhym grafem. Dva grafy jsou shodné, pokud maji
stejné mnoziny vrcholi i hran; navic se jim musi shodovat znacky vr-
cholli a vahy hran podle toho, jak urcuji parametry veq (pro vrcholy)
a eeq (pro hrany). Tyto parametry mohou nabyvat nasledujicich hodnot:

*

*

any — libovolné dva vrcholy/hrany se rovnaji (na ohodnoceni se ne-
hledi).

value — odpovidajici si vrcholy /hrany museji mit stejné ohodnoceni.
Hodnotu undef ale povazujeme za ,zolika,* ktery se rovna libovolné
hodnoté.

value_strict — vrcholy /hrany museji mit stejné ohodnoceni, undef
se rovna jen undefu.

value defined — vrcholy/hrany museji mit stejné ohodnoceni, ale
undef se nerovnd ni¢emu, ani undefu.

id — vrcholy museji mit stejné id (toto lze aplikovat jen na vrcholy,
nebot hrany nemaji id). Jinymi slovy, zakazujeme precislovavat vr-
choly, ale na jejich ohodnoceni nehledime.

none — zadné dva vrcholy /hrany nejsou identické. A¢ to vypadé ne-
uzitecné, tuto moznost pouzijeme v dalsich funkcich.

Jak isomorfismus funguje, je vidét na nasledujicim obrazku. Cisla pied
zavorkami jsou id vrcholtl, v zadvorkéch jejich znacky (otaznik znac¢i undef).
Vsechny hrany maji vdhu undef. Grafy jsou isomorfni (¢arkované ¢ary
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ukazuji, ktery vrchol odpovidé kterému), pokud veq nastavime na value

nebo any a eeq na any, value nebo value_strict. V ostatnich piipadech

isomorfni nejsou.

e Funkce Find(G, H, veq, eeq) najde podgraf grafu G (tedy takovy
graf, ktery lze ziskat z G odstranénim nékterych vrcholt a hran) iso-
morfni s grafem H. Vysledkem funkce bude tento podgraf, pficemz vr-
choly budou ocislované podle grafu H a ohodnoceni vrcholi a hran
bude pochéazet z grafu GG. Pokud hledany podgraf neexistuje, funkce
vrati EmptyG. Parametry veq a eeq urcuji stejné jako u funkce Iso, jak
se chova isomorfismus. Pokud existuje vice isomorfnich podgraft, funkce
Find nalezne nejlehéi z nich (takovy, ktery mé nejmensi soucet vah hran,
jak by ho spocitala funkce SumE). Pokud i tak existuje vice feSeni, Find
vrati libovolné z nich.

e Funkce Common(G, H, veq, eeq) najde nejvétsi spoleény podgraf gra-

fa G a H. Pfesngji, najde graf, ktery je isomorfni (podle veq a eeq)
s nékterym podgrafem G i nékterym podgrafem H. Ze viech moznych
feSeni si navic vybere takové, které ma nejvétsi mozny pocet vrchold,
a z takovych pak to s nejvétsim poctem hran. Pokud i téch je vice, vy-
bere si libovolné. Vysledny graf bude mit id vrchold ve stejném poradi,
jako je mél odpovidajici podgraf v G (jen ,sraZend k sob&“). Ohodno-
ceni vrchold a hran bude také zdédéno z grafu G.
Dvojice grafii na nasledujicim obrazku ma nejvétsi spole¢ny podgraf pii
veq = value obtazeny tuéné. Carkovand je naznaceno jedno z moznych
pritazeni vrcholl. Pii veq = any pribude do spolecné ¢asti jesté vrchol 5
a teckovand hrana {3, 4} nalevo, kterd muze odpovidat kterékoliv z hran
{1,5}, {1,6} a {1, 7} napravo.

e Funkce Join(G, H, veq, eeq) sloudi grafy G a H. Muzete si to pred-
stavit tak, ze je ,slepi za jejich nejvétsi spoleény podgraf.“ Udéla to
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tak, Ze nejprve nalezne nejvétsi spoleény podgraf (tak jako ve funkci
Common), pak k nému doplni zbyvajici vrcholy grafu G a nakonec vr-
choly grafu H (id vrcholi vysledného grafu tedy budou v tomto pofadi).
Hrany, vahy a znacky pfitom zdédi z obou grafii, pficemz pokud se né-
jaky vrchol nebo hrana vyskytuji v obou grafech, ridi se ohodnocenim
z grafu G. Join graft z predchoziho obrazku vypada néasledovneé:

5(4) 4(4)
3(3 ®6(7 o 3(3) .e6(8)
40} (')/’o 75%? 56 ' ) ©
e s(9) Rt e 7(9)
',’ veq = value 7 veg = any

1(1) 2(2) (1) 2(2)

Tucné je vyznacena spoleénd ¢ast (v8imnéte si rozdilt v id vrcholi),
tenké nepierusované hrany pochazeji z grafu G, carkované hrany z gra-
fu H. (Zde jsme nakreslili jeden z moZnych vysledki, ostatni se budou
ligit tim, ktery vrchol v grafu H je ve spolecné ¢asti, pfipadné otocenim
nebo pieklopenim ¢tyfahelniku.)

VsSechny operace predpokladaji, ze dostanou korektni vstup — neni tedy
napiiklad povoleno volat je s id neexistujictho vrcholu nebo upravovat
grafovou proménnou, do které jste jesté nepriradili, a podobné.

Vsechny grafové operace trvaji konstantni cas.

Abychom vam usnadnili ladéni programi, vytvorili jsme simuldtor gra-
fového pocitace. Najdete ho od zafi na webovych strankéch olympiady.

Priklad 1: Tvorba cesty

Ukazeme, jak vytvorit cestu délky n. To je graf o n+1 vrcholech a n hra-
nach, ve kterém je kazdy vrchol spojen hranou s nasledujicim. Zajisté
bychom cestu mohli vytvaret postupné, naptiklad takto:

function cesta(n: Integer): Graph;

var
i, posledni, novy: Integer;
g: Graph;
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begin

g := EmptyG;

posledni := AddV(g, 0);

for i := 1 to n do begin
novy := AddV(g, 0); 0 1 2 3 4 :
AddE(g, posledni, novy, undef); O - @
posledni := novy;

end;

cesta := g;

end;

Zatindme s jedinym vrcholem (ma id 1) a pak n-krat piiddme novy
vrchol a hranu do néj. (Vrcholtim dévame znacky 0, hrandm nedefinované
véhy, coz se bude hodit pozdégji.) Cely postup tedy trvé linedrné dlouho
a vytvori cestu zacinajici ve vrcholu s id 1 a koncici vrcholem s id n + 1.
Neslo by to rychleji?

Predstavme si na chvilku, Ze mame v g jiz Cast cesty, feknéme o k
vrcholech. Pomoci Join(g, g, none, none) vytvofime novy graf, ktery
obsahuje dvé kopie této cesty (jednus id1,... ,k,druhous id k+1,... ,2k).
Staci tedy pridat hranu z k do k+1 a mame cestu délky 2k. Toho vyuzijeme
v nésledujicim (rekurzivnim) fe$eni tlohy:

function cesta(n: Integer): Graph;
var
vysledek: Graph;
pulka: Integer;
begin
if n = O then begin { Cesta délky O je snadna }
vysledek := EmptyG;
AddV(vysledek, 0);
end else begin
{ Rekurzivné vytvofime cestu polovi&ni délky }
pulka := (n-1) div 2;
vysledek := cesta(pulka);
{ Vyrobime 2 kopie a“spojime je }
vysledek := Join(vysledek, vysledek, none, none);
AddE(vysledek, pulka+l, pulka+2, undef);
{ Kdyz polovina nevy3Zla celo&iseln&, pridéame jesté&
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hranu }
if n mod 2 = 0 then begin
AddV (vysledek, 0);
AddE(vysledek, n, n+l, undef);
end
cesta := vysledek;
end;

Pri kazdém rekurzivnim volani se n zmen$i alespon dvakrat, ¢asova
slozitost tohoto Teseni je tedy Q(logn).

Ukazeme jesté jedno TeSeni, tentokrat zalozené na spojovani cest za vr-
chol. Budeme vytvéaret cesty, jejichz pocatecni vrchol bude mit znacku 1,
koncovy vrchol znacku 2 a vSechny ostatni vrcholy undef. Kdyz chceme
dvé cesty spojit do jedné, preznacime koncovy vrchol prvni a pocatecni
vrchol druhé na 3 a zavolame Join s veq = value defined. Tim zpuso-
bime, zZe se vrcholy oznacené trojkou ztotozni a vznikne cesta dvojnasobné
délky (kdybychom misto value_defined pouzili value, ztotoZnily by se
i vnitini vrcholy cest, coZz nechceme). Pak jesté odstranime pomocnou
znacku 3 a prepiSeme ji na undef. Program tentokrat pro jednoduchost
napi$eme pouze pro n = 2*:

function cesta(n: Integer): Graph;
var
g, tl, t2: Graph;
begin
if n = 1 then begin
g := EmptyG;
AddV(g, 1);
AddV(g, 2);
AddE(g, 1, 2, undef);
end else begin
tl := cesta(n div 2);
t2 = ti1;
ReplaceV(tl, 2, 3);
ReplaceV(t2, 1, 3);
g := Join(tl, t2, value\_defined, any);
ReplaceV(g, 3, undef);
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end;
cesta := g;
end;

(1) CSRNG) (2)

(1) (3) (2)

Casova slozitost tohoto feseni je opét logaritmicka.

Priklad 2: Obchodni cestujici

Vsichni zndme vykutélené obchodniky. Prodavaji kdovi co a nejradéji

Pfedstavme si takového obchodnika. Nyni se nachézi ve mésté (vrcholu)
¢islo 1. Chce projet celou zemi (graf) po silnicich (hranéch) tak, aby na-
vstivil kazdé mésto pravé jednou a pak se vratil domi. Navic pfi tom chce
najezdit co nejméné, takze by celkovd vaha pouzitych hran méla byt co
mozné nejmensi.

Na obvyklém pocitaci tento problém neumime vyfesit v polynomialnim
Case, ale pokud mame k dispozici grafovy pocitac, ptjde to velice efektivné.

Staci totiz vyrobit cyklus z n hran a funkci Find nalézt jeho nejleh¢i
vyskyt v grafu popisujicim mapu. Cyklus vytvoirime tak, ze podle predcho-
ziho prikladu vytvorime cestu o n — 1 hranach ocislovanou 1,... ,n a poté
spojime hranou jeji prvni vrchol s poslednim. To bude trvat logaritmicky
dlouho a funkce Find pak konstantné. I program bude jednoduchy:

function cestujici(mapa: Graph): Graph;
var trasa: Graph;
begin
trasa := cesta(CountV(mapa)-1);
AddE(trasa, 1, CountV(mapa), undef);
cestujici := Find(mapa, trasa, any, any);
end;
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