INFORMATIKA

Mirka a Jirka na sikmé plose

VACLAV ZEMEK

Gymnézium Prachatice

. V minulém pribéhu [3] jsme sledovali Mir-

{ T . . p % PR .
ﬁ £ ku a Jirku, jak nezistné poméahaji ucitelkam
ﬁ‘ > mateiské Skoly Setiit Zkolnim materidlem.
I g — Nyni se ale dostali na Sikmou plochu. Chtéji
~ - vyzkouSet svoji zrucnost a prehodit micek
. mezi okny sousednich domi. Nedbaji na
@ moznost poskozeni cizi véci — okna pana No-
53 | vaka ¢i jiného souseda. Riziko je vSak malé,

neb na to jdou védecky.

Uvedme nyni parametry problému. Okna jsou vysoké 1,5 m, svislé osy
oken jsou vzdaleny 12 m. Stiedy oken Mirky a Jirky jsou ve vyskach 2,25 m,
resp. 5,25 m nad okolnim terénem (vodorovnou rovinou). Jirka hézi micek
ze stfedu svého okna vodorovnym smérem v roviné svislych os oken. Mirka
véri, ze zachyti micek, pokud bude jejim oknem prochéazet v libovolné
vysce. Je totiz také neobycejné pohybové nadana.

Védecké reSeni problému vyslo z této jejich nezapomenutelné debaty.
Mirka: Micek je maly, tuhy, pokus provedeme za bezvétii. Zkusme vyuzit
model vodorovného vrhu v homogennim gravitacnim poli Zemé. Pohyb
micku se skldda z rovnomérného pohybu vodorovnym smérem a volného
padu. Pro rovnomérny pohyb ve sméru osy z plati rovnice z = vt. Volny
pad ve sméru osy y z vysky h vyjaddiime rovnici

Jirka: Kdyz vyuziji tyto rovnice, lze v Cabri geometrii pohyb micku simu-
lovat pohybem bodu o soufadnicich z,y. Zménou rychlosti ménime tra-
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jektorii pohybu micku. Vyberu nejdfive zkusmo néjakou rychlost. Pomoci

nastroje stopa sleduj trajektorii. Jako bys pozorovala tryskac na obloze
(obr. 1).

Start asssssssrasstiiietian e,

(0,00; 5,25) -

wgzlsost 33,2 - i1(12,00; 2,25)
Obr. 1

Mirka: Pozor! Mitis do okna pana Novaka. Jesté zlomek sekundy a nestésti
je hotovo. Nevis, ze bydlim v okné pod nim?

Jirka: Jesté jsem stacil micek zastavit. Redlné by to $lo hire. Budu ménit
rychlost tak, az trajektorie bude prochazet mistem, kde je mozné micek
chytit. K tomu vyuZiji nastroj mnozina. Do tvého okna se strefuji pro
rychlosti v intervalu od 13,7 m/s do 17,7 m/s. Pokud je rychlost nizsi,
dopada micek pod okno, pri vétsi rychlosti nad néj. Pfimo do stfedu okna,
kde je chytani pro tebe nejpohodlnéjsi, mifi micek pfi rychlosti 15,3 m/s.
Nyni jesté dostat tu spravnou rychlost ”do ruky” (obr. 2).

Start
(0,00; 5,25)

rychlost 153 Cil(12,00; 2,25)

Obr. 2
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Mirka: Zkusim radéji ovérit vysledky ziskané v Cabri geometrii. Rychlost
vypocitame ze soustavy rovnic pro pohyb micku:

Do vztahu pro rychlost dosadime h = 5,5, g = 9,8 a soufadnice nékterych
mist, kterymi mé trajektorie prochazet: ¢ = 12, yo = 2,25, y; = 1,5,
y2 = 3. Idedlni pocatecéni rychlost, pti které micek dopada do stiedu okna,
je

14
vg =12 \/ 98 V30

2.525—2-2,25 5 53 m/s

Na spodni rdm okna miii micek pfi rychlosti

/ 9,8 28v/6
vy =12- 552215 5 ~ 13,7 m/s.

Trochu povyskocit si budu muset pfti rychlosti

/ 9,8 28v/10
vy =12- 55223 5 ~ 17,7 m/s.

Jirka: Trajektorie pohybu micku mi pfipomind ¢ast paraboly.

Mirka: Ano, rovnice, které jsme vyuzivali, jsou vlastné parametrickym
vyjadienim paraboly. Parametrem je Cas t. Jestlize ¢as z rovnic vylou¢ime
dosazenim ¢ = ¥ do druhé rovnice, dostaneme rovnici y = —%xQ + h.
Je jasné, ze jde o kvadratickou funkci, jejimz grafem je parabola. V této
uloze ov8em uvazujeme jen jeji ¢ast pro z € (0;12).

Jirka: Diky za vysvétleni. Je$té to ovéfim v programu Derive. Zobra-
zim Ctyti paraboly s vhodnymi pocatecnimi rychlostmi. Vyuziji piikaz na
obr. 3.

2
9.8.x
VECTOR|5.25 -

, v, 13.7, 17.7, 1
2
2.v

Obr. 3
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Parametr se timto prikazem ve vyrazu 5,25 — %mz meéni od 13,7 do
17,7 s krokem 1.

Y

5,25

o] 2 4 6 8 10 12

Obr. 4

Myslim, ze nelze dale pochybovat. Mi¢ek musim hodit rychlosti mezi
13,7 m/s a 17,7 m/s a dal uz v8e zélezi na tvé obratnosti.

Vysledek redlného pokusu neni zndm. Zkuste se nendpadné zeptat pana
Novéka.

(Autorkou tvodni ilustrace je Mgr. Jaroslava Cermdkovd ze Suchych Lazcti.)
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Barevné sloupy

(Ulohy z MO — kategorie P, 23. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

V naSem seridlu zajimavych tloh z Matematické olympiddy — kategorie
P se tentokrat zastavime u jedné z teoretickych tloh ustiedniho kola lon-
ského 57. ro¢niku MO (8kolni rok 2007/2008). Namét tlohy navrhli orga-
nizatofi olympiddy z Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislavé, formulaci jsme pripravili na nasi Matematicko-
fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Autorem ptivodniho feSeni
a vzorového programu, z néhoz vychézi i tento ¢lanek, je Petr Skoda z MFF
UK Praha. Uloha pojedndva o minimalizaci po¢tu barev, jimiz se podle
stanovenych pravidel mohou obarvit sloupy v chramu. Jak uvidime, jedné
se vlastné o grafovou tlohu, v niz je ale velmi dilezité umét pii feSeni
vhodny graf spravné zvolit. Za¢neme jako obvykle zadanim soutézni Glohy,
které jsme zde oproti ptivodnimu pouze trochu formula¢né upravili.

* Kk

Oslavy 75. narozenin kralovny Seherezady se blizi a v paléci se to jen
hemzi. Vymeénuji se tapisérie, pokladdaji se nové koberce a premalovavaji
se obrazy. Radni se rozhodli, ze kralovnu piekvapi novou duhovou vyzdo-
bou chramu. Chtéji nechat natfit sloupy v chrdmu riznymi barvami, aby
z toho jen o¢i prechéazely. Pro dosazeni co nejlepsiho vysledného dojmu
je tieba, aby v zaddné radé sloupti nemély dva sloupy stejnou barvu. Kra-
lovska pokladna vsak neni bezednd, a proto je tfeba nakoupit co nejméné
druhi barev.

Soutézni loha

Chram si mazeme predstavit jako Sachovnici o velikosti IV x N. Na, ¢tver-
covych polich Sachovnice stoji celkem M sloupt, tzn. na nékterych polich
sloup stoji a na nékterych ne. Kazdy sloup stoji na jiném poli Sachovnice.
Vasim tkolem je obarvit tyto sloupy co nejmensim poétem K barev tak,
aby zadné dva sloupy stojici ve stejném radku nebo ve stejném sloupci
Sachovnice nemély tutéz barvu.
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Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu program dostane dvé prirozena Cisla NV a M,
predstavujici velikost Sachovnice 1 £ N < 500 a poCet slouptt v chrdmu
0 £ M < N2. Néasleduje M radkt popisujicich polohu jednotlivych sloupfi.
Na i-tém z nich najdete dvé cela ¢isla R; a Sy, fadek 1 < R; < N a sloupec
1 £ S; £ N toho pole 8achovnice, na kterém stoji i-ty sloup.

Format vystupu

Prvni fadek vystupu bude obsahovat minimélni pocet barev K po-
tfebny na obarveni sloupt v chramu. Na nasledujicich M tadka vypiste
barvy jednotlivych sloupd. Na i-ty z téchto fadkt napiste ¢islo barvy B;,
1 £ B; £ K, kterou m4 byt obarven i-ty sloup. Zfejmé bude existovat vice
optiméalnich obarveni (barvy lze napiiklad mezi sebou libovolné permuto-
vat), vypiste proto jedno libovolné z nich.

* % K

Abychom si zadani dlohy lépe objasnili, za¢neme dvéma ilustrujicimi

priklady. V prvnim z nich jsou v chrdmu pouze ¢tyfi sloupy umisténé ve
vrcholech ¢tverce.

Vstup

34
11
13
33
31

Na obarveni sloupt stac¢i dvé barvy, vzdy protilehlé sloupy dostanou
stejnou barvu.

Vystup

N =N =N

vvvvvv

8 sloupt a k jejich obarveni jsou zapotiebi tii barvy, jak ukazuje nasledu-
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jici priklad vstupnich dat a jim odpovidajici mozny vystup (existuje i jiné
feSeni).
Vstup

48
11
13
14
21
33
41
42
43

Vystup

N W WNWN —= W

Mnoho fesiteld spravné odhadne, Ze se jedna o grafovou tlohu. Obvykle
vytvori graf o M vrcholech, v némz kazdy vrchol predstavuje jeden sloup
v chrdmu. Hrana v tomto grafu spojuje kazdou dvojici vrcholi, které od-
povidaji slouptim umisténym ve stejném radku nebo ve stejném sloupci
Sachovnice. V takovém grafu potom potfebujeme obarvit vsechny jeho vr-
choly minimélnim pocétem barev tak, aby zadné dva vrcholy spojené hra-
nou nebyly obarveny stejnou barvou. Takto postavend tloha na obarveni
grafu je ovSem velmi obtizna, takze tudy spravné feseni naseho problému
nevede.

Zadanou tlohu radéji prevedeme na grafovy problém jinym, méné ob-
vyklym zpisobem. Sestrojime graf o 2V vrcholech, ve kterém vrcholy od-
povidaji radkidm a sloupcim Sachovnice. Hrana v tomto grafu bude spo-
jovat vrcholy reprezentujici i-ty radek a j-ty sloupec pravé tehdy, kdyz
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na poli Sachovnice o soufadnicich [i,j] stoji sloup. V tomto grafu tedy
nebudeme obarvovat vrcholy, ale hrany.

Podle uvedené definice maji dvé hrany v grafu spole¢ny vrchol pravé
tehdy, jestlize odpovidaji sloupim umisténym ve stejném radku nebo ve
stejném sloupci sachovnice. Takové sloupy v chramu ale musi byt obarveny
riznymi barvami, takze také hrany majici v nasem grafu spolecny vrchol
musi byt obarveny riznymi barvami. Pro vyfeSeni Glohy tedy potiebujeme
obarvit vSechny hrany grafu minimalnim poc¢tem barev tak, aby u kazdého
vrcholu grafu byly barvy v8ech hran, které z vrcholu vychézeji, navzajem
rizné.

Je zi'ejmé, ze budeme potiebovat alespon tolik barev, kolik je maximalni
stupen vrcholu grafu, tzn. maximalni pocet hran, které vychézeji z nékte-
rého vrcholu (coz je jinymi slovy maximalni pocet sloupti, které lezi ve
stejném Fadku nebo ve stejném sloupci Sachovnice). UkdZzeme, Ze tento
pocet barev je zaroven postacujici a je tedy na$i hledanou hodnotou K.
Navic ukazeme, jak lze takové obarveni rychle nalézt.

Zacneme s grafem bez hran, jednotlivé hrany do néj budeme postupné
v libovolném poradi pridavat a zaroven je budeme obarvovat K barvami.
Podivejme se, co se stane pti pridavani néjaké hrany e. Oznacme si jako C,
mnozinu barev pfifazenych hranam, které jiz diive byly pfidany do grafu
a maji s hranou e néjaky spole¢ny vrchol. Mohou nastat dvé moznosti.
Pokud se v mnoziné C, nevyskytuje vSech K barev, obarvime pifidava-
nou hranu e libovolnou ze zbyvajicich barev a jsme hotovi. V opa¢ném
K sousednich hran, z kazdého z jejich koncovych vrcholt musi vychézet
minimélné jedna jiz obarvend hrana (plati totiz, ze K je maximalni stu-
peii vrcholu v nasem grafu). Ozna¢me Cy a Cy mnoZziny barev, jimiz jsou
obarveny hrany vychdazejici z koncovych vrcholi hrany e. Vybereme dvo-
jici barev A a B takovou, ze A je v C; aneni v Cz, B je v Cy aneniv Cf.
Takové barvy jisté existuji, nebot mnozina C; neobsahuje v§ech K barev
(obsahuje jich nejvyse K — 1), mnozina Co rovnéz neobsahuje vsech K ba-
rev, a pritom sjednoceni obou mnozin C; a Cy obsahuje vSech K barev (je
totiz rovno mnoziné C,).

Nyni pfebarvime nékteré hrany grafu tak, abychom mohli pfiddvanou
hranu e obarvit bud barvou A, nebo barvou B. Na chvili budeme uvaZzovat
pouze ty hrany grafu, které maji p¥ifazenu barvu A nebo barvu B. Pro-
toze z jednoho vrcholu mohou vést nejvyse dvé hrany obarvené nékterou
z barev A nebo B, v grafu nam zbudou pouze cesty a kruznice. Navic
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v koncovych vrcholech hrany e zacinaji nékteré z cest, protoze u obou
koncovych vrcholt hrany e jedna z barev A a B chybi. Pokud se jedna
o dvé razné cesty, prohodime barvy A a B na jedné z téchto cest. Tim
urcité neporusime u zadného vrcholu grafu podminku na rdznost barev.
Nyni bude jedna z barev A nebo B zcela chybét mezi sousedy hrany e,
takze touto barvou mizeme hranu e obarvit.

Uvazme nyni, zda se muze stat, ze budou koncové vrcholy hrany e spo-
jeny v grafu cestou tvofenou hranami obarvenymi pouze barvami A a B.
Predpokladejme, ze tomu tak je. Pfipomenme si, ze vrcholy naseho grafu
odpovidaji radktm a sloupctim Sachovnice a hrany vedou vzdy mezi jed-
nim z fadkd a jednim ze sloupct. Na cesté spojujici koncové vrcholy hrany
e se tedy pravidelné stiidaji vrcholy odpovidajici fadktim a sloupcim Sa-
chovnice a proto tato cesta obsahuje lichy pocet hran. Potom ale jeji prvni
a posledni hrana musi mit stejnou barvu (na cesté se pravidelné sti¥idaji
hrany barvy A a hrany barvy B), coz neni moZné.

Tim jsme ukézali, ze vidy dokdzeme piebarvit nékteré hrany grafu tak,
abychom mohli korektné obarvit nové priddvanou hranu. Po pridani vSech
M hran do grafu tak dostaneme spravné obarveni vsech hran grafu nejvyse
K barvami.

Na zavér zbyva odhadnout ¢asovou slozitost navrzeného algoritmu. Al-
goritmus postupné pridava do grafu M hran a pii kazdém pridani hrany
musi piebarvit az O(N) diive obarvenych hran (nikdy totiz nepfebarvu-
jeme vice nez dvé hrany u jednoho vrcholu). Celkova ¢asova slozitost na-
Seho algoritmu je proto O(N - M).

program BarveniSloupu;

const MaxN = 50; {maximdlni rozmé&r Sachovnice}
var N: integer; {skuteény rozmé&r Sachovnice}
M: integer; {pocet sloupt = po&et hran grafu}
K: integer; {vysledny pocet barev}
Hrana: array[1l..MaxN*MaxN] of {hrany grafu}
record
Barva: integer; {barva hrany}
Vrchol: array[l..2] of integer; {krajni
vrcholy}
end;
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Stupen: arrayl[l..2+MaxN] of integer; {stupné vrchold}
{vrcholy grafu odpovidajici ¥adktm Sachovnice maji
¢isla 1..N, vrcholy grafu odpovidajici sloupctm

maji &isla N+1..2N}
UVrcholu: array[l..2xMaxN, 1..maxn] of integer;
{UVrcholulv,b] = €islo hrany, kterd vychazi z vrcholu
’v’ a ma barvu ’b’}

procedure ObarveniHrany(e, c: integer);
{obarveni hrany ’e’ barvou ’c’}

begin
Hranale] .Barva := c;
UVrcholu[Hrana[e] .Vrchol[1], c] := e;
UVrcholu[Hrana[e] .Vrchol[2], c] := e;

end;

procedure PrebarveniCesty(v, barval, barva2: integer);
{ptebarveni cesty vedouci z vrcholu ’v’, tvofené hranami
obarvenymi barvami ’barval’ a ’barva2’; hrana vedouci primo
z ’v’ md ’barval’}

var

e, sousedni: integer;

begin
if UVrcholul[v, barval] > O then

end;
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begin

e := UVrcholulv, barvall;
{odbarvime hranu ’e’, zru3ime na ni obarveni ’barval’:}
UVrcholu[Hranale] .Vrchol[1], Hranal[e].Barva] := 0;
UVrcholu[Hranale] .Vrchol[2], Hranal[e].Barva] := 0;

sousedni := Hrana[e].Vrchol[1]; {soused vrcholu ’v’
na hrané ’e’}
if sousedni = v then sousedni := Hranale].Vrcholl[2];

PrebarveniCesty(sousedni, barva2, barval);
ObarveniHrany (e, barva2); {hrané ’e’ pritfadime

’barva2’}
end;
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var i, j, X, y: integer; {pomocné proménné pro fizeni

cykla}
obarveno: boolean; {ptiznak, Ze je hrana obarvena}
barval, barva2: integer; <{barvy na pfebarvované cesté

v grafu}

begin

30

{Na&teni vstupnich dat:}

readln(N, M);

for i:= 1 to M do
begin
readln(x, y);
Hrana[i].Vrchol[1] := x;
Hrana[i].Vrchol[2] := y+N;
Stupen[x] := Stupen[x]+1;
Stupen[y+N] := Stupen[y+N]+1;
end;

{Ur&eni poltu barev:}
K := 0;
for i:= 1 to 2*N do
if Stupen[i] > K then
K := Stupen[il;

{0Obarvovani hran:}

for i:=1 to M do {postupné& pfidavéme hrany}
begin
obarveno := false;

for j:= 1 to K do
{zkusime, zda lze hranu pfimo obarvit barvou ’j’}
if (UVrcholu[Hranali].Vrchol[1], jl = 0) and
(UVrcholu[Hranali].Vrchol[2], j] = O) then

begin

ObarveniHrany(i, j);

obarveno := true; {hrana je obarvena}

break; {dalsi barvy uZ nezkousime
end;
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if not obarveno then {budeme muset pFebarvovat cestu
v grafu}
begin
{ur&eni vhodnjch dvou barev, které jsou kazdd jen u
jednoho z krajnich vrchold pravé pfidavané hrany:}
for j:= 1 to K do

if (UVrcholu[Hranali].Vrchol[1], j] > 0) and
(UVrcholu[Hrana[i].Vrchol[2], j] = 0) then
begin
barval := j;
break;
end;

for j:= 1 to K do

if (UVrcholu[Hranali].Vrchol[1], j] = 0) and
(UVrcholu[Hranali].Vrchol[2], j] > 0) then
begin
barva2 := j;
break;
end;

{ptebarveni cesty a obarveni nové hrany:}
PrebarveniCesty(Hranal[i].Vrchol[1], barval, barva2);
ObarveniHrany(i, barval);
end

end;

{Vypsani vysledku:}
writeln(K);
for i:=1 to M do
writeln(Hrana[i] .Barva);
end.
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