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Mirka a Jirka na �ikm� plo�e

V�CLAV ZEMEK

Gymn�zium Prachatice
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V minul�m p��b�hu ��� jsme sledovali Mir�
ku a Jirku� jak nezi	tn� pom
haj� u�itelk
m
mate�sk� 	koly 	et�it 	koln�m materi
lem�
Nyn� se ale dostali na 	ikmou plochu� Cht�j�
vyzkou	et svoji zru�nost a p�ehodit m��ek
mezi okny sousedn�ch dom
� Nedbaj� na
mo�nost po	kozen� ciz� v�ci � okna pana No�
v
ka �i jin�ho souseda� Riziko je v	ak mal��
neb na to jdou v�decky�

Uve�me nyn� parametry probl�mu� Okna jsou vysok
 ��� m� svisl� osy
oken jsou vzd
leny �� m� St�edy oken Mirky a Jirky jsou ve v�	k
ch ���� m�
resp� ���� m nad okoln�m ter�nem �vodorovnou rovinou�� Jirka h
z� m��ek
ze st�edu sv�ho okna vodorovn�m sm�rem v rovin� svisl�ch os oken� Mirka
v���� �e zachyt� m��ek� pokud bude jej�m oknem proch
zet v libovoln�
v�	ce� Je toti� tak� neoby�ejn� pohybov� nadan
�

V�deck� �e	en� probl�mu vy	lo z t�to jejich nezapomenuteln� debaty�
Mirka� M��ek je mal�� tuh�� pokus provedeme za bezv�t��� Zkusme vyu��t
model vodorovn�ho vrhu v homogenn�m gravita�n�m poli Zem�� Pohyb
m��ku se skl
d
 z rovnom�rn�ho pohybu vodorovn�m sm�rem a voln�ho
p
du� Pro rovnom�rn� pohyb ve sm�ru osy x plat� rovnice x � vt� Voln�
p
d ve sm�ru osy y z v�	ky h vyj
d��me rovnic�

y � h� gt�

�
�

Jirka� Kdy� vyu�iji tyto rovnice� lze v Cabri geometrii pohyb m��ku simu�
lovat pohybem bodu o sou�adnic�ch x� y� Zm�nou rychlosti m�n�me tra�
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jektorii pohybu m��ku� Vyberu nejd��ve zkusmo n�jakou rychlost� Pomoc�
n
stroje stopa sleduj trajektorii� Jako bys pozorovala trysk
� na obloze
�obr� ���

�����
����	
��
�

Obr� �

Mirka� Pozor� M���	 do okna pana Nov
ka� Je	t� zlomek sekundy a ne	t�st�
je hotovo� Nev�	� �e bydl�m v okn� pod n�m�
Jirka� Je	t� jsem sta�il m��ek zastavit� Re
ln� by to 	lo h
�e� Budu m�nit
rychlost tak� a� trajektorie bude proch
zet m�stem� kde je mo�n� m��ek
chytit� K tomu vyu�iji n
stroj mno�ina� Do tv�ho okna se strefuji pro
rychlosti v intervalu od ���� m�s do ���� m�s� Pokud je rychlost ni�	��
dopad
 m��ek pod okno� p�i v�t	� rychlosti nad n�j� P��mo do st�edu okna�
kde je chyt
n� pro tebe nejpohodln�j	�� m��� m��ek p�i rychlosti ���� m�s�
Nyn� je	t� dostat tu spr
vnou rychlost �do ruky� �obr� ���

�����
����	
��
�

Obr� �
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Mirka� Zkus�m rad�ji ov��it v�sledky z�skan� v Cabri geometrii� Rychlost
vypo��t
me ze soustavy rovnic pro pohyb m��ku�

y � h� gt�

�
� t �

s
�h� �y

g
� x � vt� v � x

r
g

�h� �y
�

Do vztahu pro rychlost dosad�me h � ���� g �  �! a sou�adnice n�kter�ch
m�st� kter�mi m
 trajektorie proch
zet� x � ��� y� � ����� y� � ����
y� � �� Ide
ln� po�
te�n� rychlost� p�i kter� m��ek dopad
 do st�edu okna�
je

v� � �� �
r

 �!
� � ����� � � ���� �

��
p
��

�
� ���� m�s�

Na spodn� r
m okna m��� m��ek p�i rychlosti

v� � �� �
r

 �!
� � ����� � � ��� �

�!
p
"

�
� ���� m�s�

Trochu povysko�it si budu muset p�i rychlosti

v� � �� �
r

 �!
� � ����� � � � �

�!
p
��

�
� ���� m�s�

Jirka� Trajektorie pohybu m��ku mi p�ipom�n
 �
st paraboly�
Mirka� Ano� rovnice� kter� jsme vyu��vali� jsou vlastn� parametrick�m
vyj
d�en�m paraboly� Parametrem je �as t� Jestli�e �as z rovnic vylou��me
dosazen�m t � x

v
do druh� rovnice� dostaneme rovnici y � � g

�v�
x� # h�

Je jasn�� �e jde o kvadratickou funkci� jej�m� grafem je parabola� V t�to
$loze ov	em uva�ujeme jen jej� �
st pro x � h�% ��i�
Jirka� D�ky za vysv�tlen�� Je	t� to ov���m v programu Derive� Zobra�
z�m �ty�i paraboly s vhodn�mi po�
te�n�mi rychlostmi� Vyu�iji p��kaz na
obr� ��

���
Obr� �
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Parametr se t�mto p��kazem ve v�razu �� �� � ���

�v�
x� m�n� od ���� do

���� s krokem ��

�����
����	
��
�

Obr� �

Mysl�m� �e nelze d
le pochybovat� M��ek mus�m hodit rychlost� mezi
���� m�s a ���� m�s a d
l u� v	e z
le�� na tv� obratnosti�

V�sledek re
ln�ho pokusu nen� zn
m� Zkuste se nen
padn� zeptat pana
Nov
ka�

�Autorkou �vodn� ilustrace je Mgr� Jaroslava �erm�kov� ze Such	ch Lazc
��

L i t e r a t u r a

��
 Charv�t� J � Houf� J� � Bo�ek� L�� Matematika pro gymn�zia � Rovnice a nerovnice�
dotisk �� vyd�n�� Prometheus� Praha� �����

��
 Ku�ina� F�� Um�n� vid�t v matematice� SPN� Praha� SPN� �����
��
 Zemek� V�� Geometrick� �loha �e�en� s p��telem po��ta�em� MFI� r� �� ������������

�� ��
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Barevn� sloupy
��lohy z MO � kategorie P� ��� 	
st�

PAVEL T�PFER

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

V na	em seri
lu zaj�mav�ch $loh z Matematick� olympi
dy � kategorie
P se tentokr
t zastav�me u jedn� z teoretick�ch $loh $st�edn�ho kola lo&�
sk�ho ��� ro�n�ku MO �	koln� rok ��������!�� N
m�t $lohy navrhli orga�
niz
to�i olympi
dy z Fakulty matematiky� fyziky a informatiky Univerzity
Komensk�ho v Bratislav�� formulaci jsme p�ipravili na na	� Matematicko�
fyzik
ln� fakult� Univerzity Karlovy v Praze� Autorem p
vodn�ho �e	en�
a vzorov�ho programu� z n�ho� vych
z� i tento �l
nek� je Petr �koda z MFF
UK Praha� 'loha pojedn
v
 o minimalizaci po�tu barev� jimi� se podle
stanoven�ch pravidel mohou obarvit sloupy v chr
mu� Jak uvid�me� jedn

se vlastn� o grafovou $lohu� v n�� je ale velmi d
le�it� um�t p�i �e	en�
vhodn� graf spr
vn� zvolit� Za�neme jako obvykle zad
n�m sout��n� $lohy�
kter� jsme zde oproti p
vodn�mu pouze trochu formula�n� upravili�

� � �

Oslavy ��� narozenin kr
lovny (eherez
dy se bl��� a v pal
ci se to jen
hem��� Vym�&uj� se tapis�rie� pokl
daj� se nov� koberce a p�emalov
vaj�
se obrazy� Radn� se rozhodli� �e kr
lovnu p�ekvap� novou duhovou v�zdo�
bou chr
mu� Cht�j� nechat nat��t sloupy v chr
mu r
zn�mi barvami� aby
z toho jen o�i p�ech
zely� Pro dosa�en� co nejlep	�ho v�sledn�ho dojmu
je t�eba� aby v �
dn� �ad� sloup
 nem�ly dva sloupy stejnou barvu� Kr
�
lovsk
 pokladna v	ak nen� bezedn
� a proto je t�eba nakoupit co nejm�n�
druh
 barev�

Sout��n� �loha

Chr
m si m
�eme p�edstavit jako 	achovnici o velikostiN�N � Na �tver�
cov�ch pol�ch 	achovnice stoj� celkem M sloup
� tzn� na n�kter�ch pol�ch
sloup stoj� a na n�kter�ch ne� Ka�d� sloup stoj� na jin�m poli 	achovnice�
Va	�m $kolem je obarvit tyto sloupy co nejmen	�m po�tem K barev tak�
aby �
dn� dva sloupy stoj�c� ve stejn�m �
dku nebo ve stejn�m sloupci
	achovnice nem�ly tut�� barvu�
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Form�t vstupu

Na prvn�m �
dku vstupu program dostane dv� p�irozen
 ��sla N a M �
p�edstavuj�c� velikost 	achovnice � � N � ��� a po�et sloup
 v chr
mu
� �M � N�� N
sledujeM �
dk
 popisuj�c�ch polohu jednotliv�ch sloup
�
Na i�t�m z nich najdete dv� cel
 ��sla Ri a Si� �
dek � � Ri � N a sloupec
� � Si � N toho pole 	achovnice� na kter�m stoj� i�t� sloup�

Form�t v�stupu

Prvn� �
dek v�stupu bude obsahovat minim
ln� po�et barev K po�
t�ebn� na obarven� sloup
 v chr
mu� Na n
sleduj�c�ch M �
dk
 vypi	te
barvy jednotliv�ch sloup
� Na i�t� z t�chto �
dk
 napi	te ��slo barvy Bi�
� � Bi � K� kterou m
 b�t obarven i�t� sloup� Z�ejm� bude existovat v�ce
optim
ln�ch obarven� �barvy lze nap��klad mezi sebou libovoln� permuto�
vat�� vypi	te proto jedno libovoln� z nich�

� � �

Abychom si zad
n� $lohy l�pe objasnili� za�neme dv�ma ilustruj�c�mi
p��klady� V prvn�m z nich jsou v chr
mu pouze �ty�i sloupy um�st�n� ve
vrcholech �tverce�

Vstup

� �
� �
� �
� �
� �

Na obarven� sloup
 sta�� dv� barvy� v�dy protilehl� sloupy dostanou
stejnou barvu�

V�stup

�
�
�
�
�

Druh� p��klad je trochu slo�it�j	�� v chr
mu je rozm�st�no celkem
! sloup
 a k jejich obarven� jsou zapot�eb� t�i barvy� jak ukazuje n
sledu�
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j�c� p��klad vstupn�ch dat a jim odpov�daj�c� mo�n� v�stup �existuje i jin�
�e	en���

Vstup

� !
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

V�stup

�
�
�
�
�
�
�
�
�

Mnoho �e	itel
 spr
vn� odhadne� �e se jedn
 o grafovou $lohu� Obvykle
vytvo�� graf o M vrcholech� v n�m� ka�d� vrchol p�edstavuje jeden sloup
v chr
mu� Hrana v tomto grafu spojuje ka�dou dvojici vrchol
� kter� od�
pov�daj� sloup
m um�st�n�m ve stejn�m �
dku nebo ve stejn�m sloupci
	achovnice� V takov�m grafu potom pot�ebujeme obarvit v	echny jeho vr�
choly minim
ln�m po�tem barev tak� aby �
dn� dva vrcholy spojen� hra�
nou nebyly obarveny stejnou barvou� Takto postaven
 $loha na obarven�
grafu je ov	em velmi obt��n
� tak�e tudy spr
vn� �e	en� na	eho probl�mu
nevede�

Zadanou $lohu rad�ji p�evedeme na grafov� probl�m jin�m� m�n� ob�
vykl�m zp
sobem� Sestroj�me graf o �N vrcholech� ve kter�m vrcholy od�
pov�daj� �
dk
m a sloupc
m 	achovnice� Hrana v tomto grafu bude spo�
jovat vrcholy reprezentuj�c� i�t� �
dek a j�t� sloupec pr
v� tehdy� kdy�
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na poli 	achovnice o sou�adnic�ch �i� j� stoj� sloup� V tomto grafu tedy
nebudeme obarvovat vrcholy� ale hrany�

Podle uveden� de)nice maj� dv� hrany v grafu spole�n� vrchol pr
v�
tehdy� jestli�e odpov�daj� sloup
m um�st�n�m ve stejn�m �
dku nebo ve
stejn�m sloupci 	achovnice� Takov� sloupy v chr
mu ale mus� b�t obarveny
r
zn�mi barvami� tak�e tak� hrany maj�c� v na	em grafu spole�n� vrchol
mus� b�t obarveny r
zn�mi barvami� Pro vy�e	en� $lohy tedy pot�ebujeme
obarvit v	echny hrany grafu minim
ln�m po�tem barev tak� aby u ka�d�ho
vrcholu grafu byly barvy v	ech hran� kter� z vrcholu vych
zej�� navz
jem
r
zn��

Je z�ejm�� �e budeme pot�ebovat alespo& tolik barev� kolik je maxim
ln�
stupe& vrcholu grafu� tzn� maxim
ln� po�et hran� kter� vych
zej� z n�kte�
r�ho vrcholu �co� je jin�mi slovy maxim
ln� po�et sloup
� kter� le�� ve
stejn�m �
dku nebo ve stejn�m sloupci 	achovnice�� Uk
�eme� �e tento
po�et barev je z
rove& posta�uj�c� a je tedy na	� hledanou hodnotou K�
Nav�c uk
�eme� jak lze takov� obarven� rychle nal�zt�

Za�neme s grafem bez hran� jednotliv� hrany do n�j budeme postupn�
v libovoln�m po�ad� p�id
vat a z
rove& je budeme obarvovat K barvami�
Pod�vejme se� co se stane p�i p�id
v
n� n�jak� hrany e� Ozna�me si jako Ce

mno�inu barev p�i�azen�ch hran
m� kter� ji� d��ve byly p�id
ny do grafu
a maj� s hranou e n�jak� spole�n� vrchol� Mohou nastat dv� mo�nosti�
Pokud se v mno�in� Ce nevyskytuje v	ech K barev� obarv�me p�id
va�
nou hranu e libovolnou ze zb�vaj�c�ch barev a jsme hotovi� V opa�n�m
p��pad� je situace o n�co slo�it�j	�� Proto�e hrana e m
 celkov� alespo&
K sousedn�ch hran� z ka�d�ho z jej�ch koncov�ch vrchol
 mus� vych
zet
minim
ln� jedna ji� obarven
 hrana �plat� toti�� �e K je maxim
ln� stu�
pe& vrcholu v na	em grafu�� Ozna�me C� a C� mno�iny barev� jimi� jsou
obarveny hrany vych
zej�c� z koncov�ch vrchol
 hrany e� Vybereme dvo�
jici barev A a B takovou� �e A je v C� a nen� v C�� B je v C� a nen� v C��
Takov� barvy jist� existuj�� nebo* mno�ina C� neobsahuje v	ech K barev
�obsahuje jich nejv�	e K���� mno�ina C� rovn�� neobsahuje v	ech K ba�
rev� a p�itom sjednocen� obou mno�in C� a C� obsahuje v	ech K barev �je
toti� rovno mno�in� Ce��

Nyn� p�ebarv�me n�kter� hrany grafu tak� abychom mohli p�id
vanou
hranu e obarvit bu� barvou A� nebo barvou B� Na chv�li budeme uva�ovat
pouze ty hrany grafu� kter� maj� p�i�azenu barvu A nebo barvu B� Pro�
to�e z jednoho vrcholu mohou v�st nejv�	e dv� hrany obarven� n�kterou
z barev A nebo B� v grafu n
m zbudou pouze cesty a kru�nice� Nav�c
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v koncov�ch vrcholech hrany e za��naj� n�kter� z cest� proto�e u obou
koncov�ch vrchol
 hrany e jedna z barev A a B chyb�� Pokud se jedn

o dv� r
zn� cesty� prohod�me barvy A a B na jedn� z t�chto cest� T�m
ur�it� neporu	�me u �
dn�ho vrcholu grafu podm�nku na r
znost barev�
Nyn� bude jedna z barev A nebo B zcela chyb�t mezi sousedy hrany e�
tak�e touto barvou m
�eme hranu e obarvit�

Uva�me nyn�� zda se m
�e st
t� �e budou koncov� vrcholy hrany e spo�
jeny v grafu cestou tvo�enou hranami obarven�mi pouze barvami A a B�
P�edpokl
dejme� �e tomu tak je� P�ipome&me si� �e vrcholy na	eho grafu
odpov�daj� �
dk
m a sloupc
m 	achovnice a hrany vedou v�dy mezi jed�
n�m z �
dk
 a jedn�m ze sloupc
� Na cest� spojuj�c� koncov� vrcholy hrany
e se tedy pravideln� st��daj� vrcholy odpov�daj�c� �
dk
m a sloupc
m 	a�
chovnice a proto tato cesta obsahuje lich� po�et hran� Potom ale jej� prvn�
a posledn� hrana mus� m�t stejnou barvu �na cest� se pravideln� st��daj�
hrany barvy A a hrany barvy B�� co� nen� mo�n��

T�m jsme uk
zali� �e v�dy dok
�eme p�ebarvit n�kter� hrany grafu tak�
abychom mohli korektn� obarvit nov� p�id
vanou hranu� Po p�id
n� v	ech
M hran do grafu tak dostaneme spr
vn� obarven� v	ech hran grafu nejv�	e
K barvami�

Na z
v�r zb�v
 odhadnout �asovou slo�itost navr�en�ho algoritmu� Al�
goritmus postupn� p�id
v
 do grafu M hran a p�i ka�d�m p�id
n� hrany
mus� p�ebarvit a� O�N� d��ve obarven�ch hran �nikdy toti� nep�ebarvu�
jeme v�ce ne� dv� hrany u jednoho vrcholu�� Celkov
 �asov
 slo�itost na�
	eho algoritmu je proto O�N �M��

program BarveniSloupu�

const MaxN � ��� �maxim�ln� rozm�r �achovnice	

var N
 integer� �skute�n� rozm�r �achovnice	

M
 integer� �po�et sloup
 � po�et hran grafu	

K
 integer� �v�sledn� po�et barev	

Hrana
 array����MaxN�MaxN� of �hrany grafu	

record

Barva
 integer� �barva hrany	

Vrchol
 array������ of integer� �krajn�

vrcholy	

end�
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Stupen
 array������MaxN� of integer� �stupn� vrchol
	

�vrcholy grafu odpov�daj�c� ��dk
m �achovnice maj�

��sla ���N� vrcholy grafu odpov�daj�c� sloupc
m

maj� ��sla N�����N	

UVrcholu
 array������MaxN� ���maxn� of integer�

�UVrcholu�v�b� � ��slo hrany� kter� vych�z� z vrcholu

�v� a m� barvu �b�	

procedure ObarveniHrany�e� c
 integer��

�obarven� hrany �e� barvou �c�	

begin

Hrana�e��Barva 
� c�

UVrcholu�Hrana�e��Vrchol���� c� 
� e�

UVrcholu�Hrana�e��Vrchol���� c� 
� e�

end�

procedure PrebarveniCesty�v� barva�� barva�
 integer��

�p�ebarven� cesty vedouc� z vrcholu �v�� tvo�en� hranami

obarven�mi barvami �barva�� a �barva��� hrana vedouc� p��mo

z �v� m� �barva��	

var e� sousedni
 integer�

begin

if UVrcholu�v� barva�� � � then

begin

e 
� UVrcholu�v� barva���

�odbarv�me hranu �e�� zru��me na n� obarven� �barva��
	

UVrcholu�Hrana�e��Vrchol���� Hrana�e��Barva� 
� ��

UVrcholu�Hrana�e��Vrchol���� Hrana�e��Barva� 
� ��

sousedni 
� Hrana�e��Vrchol���� �soused vrcholu �v�

na hran� �e�	

if sousedni � v then sousedni 
� Hrana�e��Vrchol����

PrebarveniCesty�sousedni� barva�� barva���

ObarveniHrany�e� barva��� �hran� �e� p�i�ad�me

�barva��	

end�

end�
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var i� j� x� y
 integer� �pomocn� prom�nn� pro ��zen�

cykl
	

obarveno
 boolean� �p��znak� �e je hrana obarvena	

barva�� barva�
 integer� �barvy na p�ebarvovan� cest�

v grafu	

begin

�Na�ten� vstupn�ch dat
	

readln�N� M��

for i
� � to M do

begin

readln�x� y��

Hrana�i��Vrchol��� 
� x�

Hrana�i��Vrchol��� 
� y�N�

Stupen�x� 
� Stupen�x����

Stupen�y�N� 
� Stupen�y�N����

end�

�Ur�en� po�tu barev
	

K 
� ��

for i
� � to ��N do

if Stupen�i� � K then

K 
� Stupen�i��

�Obarvov�n� hran
	

for i
� � to M do �postupn� p�id�v�me hrany	

begin

obarveno 
� false�

for j
� � to K do

�zkus�me� zda lze hranu p��mo obarvit barvou �j�	

if �UVrcholu�Hrana�i��Vrchol���� j� � �� and

�UVrcholu�Hrana�i��Vrchol���� j� � �� then

begin

ObarveniHrany�i� j��

obarveno 
� true� �hrana je obarvena	

break� �dal�� barvy u� nezkou��me	

end�
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if not obarveno then �budeme muset p�ebarvovat cestu

v grafu	

begin

�ur�en� vhodn�ch dvou barev� kter� jsou ka�d� jen u

jednoho z krajn�ch vrchol
 pr�v� p�id�van� hrany
	

for j
� � to K do

if �UVrcholu�Hrana�i��Vrchol���� j� � �� and

�UVrcholu�Hrana�i��Vrchol���� j� � �� then

begin

barva� 
� j�

break�

end�

for j
� � to K do

if �UVrcholu�Hrana�i��Vrchol���� j� � �� and

�UVrcholu�Hrana�i��Vrchol���� j� � �� then

begin

barva� 
� j�

break�

end�

�p�ebarven� cesty a obarven� nov� hrany
	

PrebarveniCesty�Hrana�i��Vrchol���� barva�� barva���

ObarveniHrany�i� barva���

end

end�

�Vyps�n� v�sledku
	

writeln�K��

for i
� � to M do

writeln�Hrana�i��Barva��

end�
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