MATEMATIKA

Ptolemaiova nerovnost pomaha resit
extremalni tlohy

PAVEL LEISCHNER
Pedagogickd fakulta JU, Ceské Bud&jovice

Ptolemaiova nerovnost je vztah uvedeny v nésledujici vété.

Véta 1

Pro libovolné ¢tyfi body A, B, C, D v roviné plati nerovnost
|AB| - |CD| + |BC|-|AD| > |AC| - |BD|. (1)

Rovnost pritom nastane, pravé kdyz tyto body lezi v abecednim uspora-
déni na kruZnici nebo na pifimce.t)

V ¢lanku [2] jsme se zabyvali vyuZzitim této nerovnosti pfi hledani met-
rickych vztahti v n-tthelnicich. Nyni ukazeme, jak ji lze uplatnit pfi reseni
extremalnich tloh.

1. Fermatuv bod

Bod v roviné trojihelniku, ktery ma od jeho vrchold minimalni soucet
vzdalenosti, se nazyva Fermativ nebo téz Torriceliho bod. S jeho vlast-
nostmi se sezndmime ve vétach 2-4.

1) V pripadé kolinearnich bod# nastane rovnost pro &tvefice {A,B,C,D},{D,C,B, A}
a pro dalSich Sest Ctveric, které z téchto dvou vzniknou cyklickou zadménou bodd.
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Obr. 1

Véta 2
V roviné uvazujme trojihelnik ABC' s vnitinimi thly velikosti nej-
vyse 120° a s vné pfipsanymi rovnostrannymi trojihelniky CBA', ACB’
a BAC" (obr. 1). Pak tGsecky AA', BB', CC" a kruZnice opsané trojihel-
nikim CBA’, ACB’' a BAC' maji spoleény pravé jeden bod F a pfitom
funkce
s(X) = |AX| +|BX| + |CX]|

definovana na mnoziné bodu roviny trojihelniku ABC spliuje pro kazdy
bod X # F nerovnost

s(X) > s(F) = |AA'| = |BB'| = |CC"] . 2)

Diikaz. Necht X, Y jsou dva body v roviné trojuhelniku ABC. Sectenim
nasledujicich tii nerovnosti

AX| < |AY|+|XY], |BX|<[BY|+]XY| a [OX]|<|CY|+|XY],
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které plati pro trojice bodu {4, X,Y}, {B,X,Y} a {C, X,Y}, obdrzime
jedinou nerovnost

|AX|+ |BX|+|CX| < |AY |+ |BY |+ |CY |+ 3|XY]|.

Rovnost
|AX|+|BX|+|CX|=|AY |+ |BY| + |CY]

pritom plati, pravé kdyz X = Y. Existuje proto nejvyse jeden bod X
roviny daného trojahelniku ABC| pro ktery funkce s(X') nabyva minimalni
hodnoty.

Sestrojme nyni nad stranou AB rovnostranny trojihelnik ABC’ tak,
aby bod C' lezel v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC'. Ozna¢me F # C'
prusecik Gsecky CC’ s kruZnici opsanou trojihelniku ABC’ (obr. 2).

C

Iok

Obr. 2

Aplikaci véty 1 pro ¢tvefici boda {C', B, X, A}, kde X je libovolny bod
dané roviny zjistime, ze plati |[AX| + |BX]| > |C'X]|. Pouzijeme-li navic
trojihelnikovou nerovnost pro body C, X, C’, dostavame

s(x) = |AX|+|BX|+|CX| > |C'X|+|CX]| > |CC'|.
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Pro vSechny body X tedy plati s(X) > |CC’|. Rovnost zde pfitom nastane,
pravé kdyz bod X lezi na kruZnici opsané trojuhelniku ABC’ a soucasné
na tseéce CC’, tedy v bodé F.

Pro étverice bodu {4',C, X, B} a {B', A, X, C} analogicky zjistime, ze
v8echny body X spliuji vztahy s(X) > |AA'| a s(X) > |BB’|. V prvnim
z nich plati rovnost, pravé kdyz bod X je priseéikem tisecky AA' s kruznici
opsanou trojahelniku BC'A’. Ve druhém vztahu rovnost nastane, pravé
kdyZz je bod X pruseéikem tsetky BB' s kruznici opsanou trojihelniku
ACB'. Tim je véta dokdzana, nebot z predchoziho vime, 7ze funkce s(X)
nabyva svého minima nejvyse pro jeden bod.

Trojthelnik s vnitinim dGhlem velikosti 120° m& Fermattv bod totozny
s vrcholem tohoto thlu (jednd se o disledek véty 2). K dikazu skute¢nosti,
ze stejnou vlastnost mé i vrchol trojihelniku, jehoz velikost vnitiniho Ghlu
(pfi tomto vrcholu) je vétsi nez 120°, lze vyuZit prvni ¢ast véty XXI z L.
knihy Eukleidovych Zakladi:

Véta 3
Pro libovolny vnitini bod D trojthelniku ABC plati nerovnost

|AC| + |BC| > |AD| + |BD.

Diikaz je a7 na nezbytné formula¢ni zmény prevzat z [1]. Ozna¢me E pru-
secik polopfimky AD se stranou BC (obr. 3). Trojihelnikovou nerovnost
|AC| + |EC| > |AE| pro trojahelnik ACE upravime pfi¢tenim vyrazu
|BE| k obéma jejim strandm na tvar

|AC| + |BC| > |AE| + |BE|. (3)

Podobné nerovnost |[DE|+ |BE| > |BD|, ktera plati v trojahelniku DBE,
upravime pfi¢tenim |AD| na tvar

|AE| + |BE| > |AD| + |BD|.

Odtud a ze vztahu (3) dostavame pfimo dokazovanou nerovnost.
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Obr. 3

Véta 4

Ma-1i néktery z vnitnich Ghli trojihelniku ABC' velikost vétsi nez 120°,
nabyva soucet s(X) = |AX|+ |BX|+ |CX| svého minima jen ve vrcholu
tohoto thlu. Lezi-li body A, B, C na téze p¥imce, je s(X) minimélni, pravé
kdyz je bod X jednim z nich a lezi mezi zbylymi dvéma body.

Diikaz. Necht ABC je trojuhelnik s Ghlem pfi vrcholu C' vétsim nez 120°
a M, N jsou po fadé vnitiky kruhd s hrani¢nimi kruznicemi m(A4;|AC|)
a n(B;|BC|). Predpokladejme nejprve, ze bod X lezi vné atvaru A (obr.
4). Pak |BX| > |BC|. Odtud a z trojihelnikové nerovnosti |[AX |+ |CX| >
|AC| plyne

s(X) = |AX| + |BX|+|CX| > |AC| + |BC], (4)

pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz X = C. Jestlize bod X lezi vné M
dokazeme vztah (4) analogicky.

m

Obr. 4
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Obr. 5

Necht bod X lezi v priiniku P atvart M a N. Utvar P je symetricky
podle pfimky AB. Kazdy bod X, ktery lezi v priniku @ atvaru P s troj-
thelnikem ABC), a jeho obraz Y v soumérnosti podle piimky AB proto
spliji vztah s(X) < s(Y). MZeme se tedy omezit jen na body X € Q.
Uvazujme libovolny z nich a sestrojme rovnostranny trojihelnik ACD
(obr. 5). Podle véty 1 pro ¢tvefici bodt {4, X, C, D} plati

|[AX|+|CX| > |DX]|. (5)
Z velikosti uhlt ACB a ACD plyne, Ze bod C lez uvniti trojihelniku
BDX a podle véty 3 je
|BX|+ |DX| > |BC|+|DC|=|BC|+ |AC]|.
Odtud a z (5) plyne
s(X) = |BX|+|AX|+|CX| > |BX|+|DX| > |BC| + |AC]|.

V dtkazu druhé ¢asti véty 4 predpokladejme (bez Gjmy na obecnosti),
7e bod C' lezi mezi body A a B. Z trojuhelnikové nerovnosti pro body A,
B, X plyne

s(X) =|AX|+|BX|+|CX| > |AB|+|CX| > |AB| = |AC| + |BC|,
pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz X = C.

Tim je véta dokazana.
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2. Obsahy ¢étyruhelniku

V této casti ukdzeme, jak lze pomoci Ptolemaiovy nerovnosti nalézt
¢tyfahelnik maximélniho obsahu pii pevné daném obvodu (tzv. izoperi-
metrickd tloha pro ¢étyfthelnik).

Véta 5

Pti zachovani oznaceni z obr. 6 je obsah S konvexniho c¢tyiuhelniku
ABCD vyjadien vztahem

1657 = e’ f* — (a® = b* + & — d*)%. (6)

Diikaz. Polozme ¢ = |CE|,y = |BE|,e—z = |AE| a f —y = |DE)|. Uzitim
kosinovych vét pro trojihelniky ABE a CDE dostaneme

A+ =2 +y*+(e—2)? +(f —y)*> +2y(e—z) cosp+2z(f —y) cos .

Obr. 6

Analogicky z trojuhelniki BCE a DAE plyne
V4+d>=a>+y* +(e—z)? +(f —y)® —2zycosp —2(e —x)(f —y) cos .

Oba posledni vztahy odecteme a po umocnéni na druhou (a ndsledné
upravé) obdrzime

(a®> =>4+ —d?)? = 4e’f2cos® o = 4e? f2 — 4e? f2sin® p = 4e’ f2 — 1652 .
Odtud jiz plyne (6).
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Véta 6

Ze vsech konvexnich ¢étyrtahelniki ABCD s danymi délkami stran
|AB| = a, |BC| = b, |CD| = ¢ a |DA| = d mé nejvétsi obsah tétivovy
¢tyrthelnik. Jeho obsah je ddn vztahem

Smax = /(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d), (7)
kde 2s =a+b+c+d.

Diikaz. Odhad soutinu ef ze vztahu (1), ktery je upraven v souladu s ozna-
¢enim na obr. 6, a jeho dosazeni do (6) dava nerovnost

1652 < 4(ac+ bd)? — (a* — b* + & — d*)*.
Dalsimi upravami podle zndmych algebraickych vzorci dostaneme
1652 < ((a+0)? - (b= d)?) ((b+d)? — (a — %)
a odtud nerovnost
165 < (a+b+c—d)(a+b—c+d)(a—b+c+d)(—a+b+c+d),

kterou vyuzitim vztahu 2s = a + b + ¢ + d jiz snadno upravime na tvar

S<V(s—a)s —b)(s—o)(s —d).

Tim je dikaz proveden, nebot podle véty 1 nastane v poslednim vztahu
rovnost, pravé kdyz ¢tyifuhelnik ABCD je tétivovy.

Pozndmka. Vztah (7) pro vyjadieni obsahu tétivového ¢tyfahelniku je tzv.
Brahmaguptiv vzorec. Analogické odvozeni rovnosti (6) — pristupnéjsi stu-
dentim, kteri se jesté nesezndmili s kosinovou vétou — je mozno nalézt
v Clanku [4].

Véta 7

Ze v8ech konvexnich ¢tyrahelniki ABCD daného obvodu mé nejvétsi
obsah Ctverec.
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Dikaz. Ma-li ¢tyrahelnik pevné zvoleny obvod 2s, mizeme provést odhad
obsahu S pomoci vztahu (7) a vyuZitim nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym primérem

S<VE-aG-DE-a6-d < (%) |

Pfitom v poslednim vztahu nastane rovnost, pravé kdyz je ABC D tétivovy
Ctyrahelnik, v némz plati s —a = s — b = s — ¢ = s — d. Pak ovSem
a = b = ¢ = d. Rovnost zde tedy plati, pravé kdyZ je ¢tyithelnik ABC D
¢tverec.

3. Zékon lomu

Uvazujme dveé priithlednd, opticky homogenni a izotropni prostiedi s ro-
vinnym rozhranim o. Svétlo se §ifi v prvnim prostiedi rychlosti ¢; a ve
druhém rychlosti ¢y # ¢;. Pfi prechodu pres rozhrani méni svételny pa-
prsek sviij smér. Tento jev se nazyva lom svétla. Necht ¢ je kolmice na
rozhrani v misté dopadu paprsku. Rovinu, kterd je urcena dopadajicim
paprskem a pifmkou ¢ nazyvame rovina dopadu. Uhel, ktery svird dopa-
dajici (resp. lomeny) paprsek s pfimkou ¢ je thel dopadu (resp. lomu).
Smér lomeného paprsku urcuje tzv. Snelltv zakon lomu:

Véta 8

Lomeny paprsek zlistava v roviné dopadu. Velikosti a; a s Ghld dopadu

a lomu splhuji vztah
sin oy c1

_ 8)

sin s Co

Diikaz provedeme vyuzitim Ptolemaiovy nerovnosti a Fermatova prin-
cipu, podle kterého

Vv s

se svétlo §iti z bodu A do bodu B tak, aby cas, béhem néhoZ probéhne
drahu z A do B byl minimdlni.?)

Necht se svételny paprsek $ii z daného bodu A v prvnim prostiedi pres
néjaky bod na rozhrani do bodu B ve druhém prostiedi. Ozna¢me P a @
paty kolmic z bodi A a B na rovinu o. Kdyby paprsek dopadl na rovinu

2) Zpresnénd verze hovorii o extremalnim case. V pripadé rovinného rozhrani nastava
ve shodé s ptvodni Fermatovou formulaci minimum.
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o v bodé X', jenz lezi mimo pfimku p = PQ a X byla pata kolmice z X'
na p, platilo by |[AX'| > |AX| a |BX'| > |BX|, jak je vidét z pravoahlych
trojahelnikt AX X’ a BX X' na obr. 7. Cas priichodu paprsku z bodu A
do B pies bod X' by tedy byl vétsi nez ¢as prichodu z A do B pies X.
Dalgi ivahy proto omezime na rovinu APB.

A

Obr. 7
y q
k @
o
C C p
(e)
o\ =/
B
D
Obr. 8
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Necht C' € p, je takovy bod svételné trajektorie z A do B, jenz odpovida
minimalnimu ¢asu
4] | [CB| _

— tmin .
C1 C2

Pro kazdy bod C' € p tedy plati:

|AC'| . |C'B| S |AC| . |CB| .

c1 C2 c1 €2

9)

Opisme trojahelniku ABC kruznici k a jeji druhy prase¢ik s kolmici n
vedenou bodem C' k rozhrani ozna¢me D (obr. 8). S vyuzitim vztahu (1)
pro ¢tverici bodu {A,C’, B, D} dostavame

|AC'|-|BD| +|BC"| - |AD| > |C'D| - |AB| > |CD| - |AB| =

= |AC| - |BD| + |BC| - |AD|.

Odtud a ze vztahti |BD| = 2rsinas a |AD| = 2rsina;, kde r je polomér
kruznice k, plyne

|AC'|-2r sinas + |BC'|-2r sinay > |AC|-2r sinas +|BC|-2rsina; , (10)

pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz C' = C. Vztahy (9) a (10) mohou
platit soucasné, pravé kdyz existuje takové redlné ¢islo h (h # 0), pro které
plati

. 1 . 1

h-2rsinag=— a h-2rsina; = —.
Cc1 C2

Z rovnosti podild levych a pravych stran téchto vztaht plyne bezpro-
stfedné (8).
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O ¢isle e, harmonické radé
a také o Euleroveé konstanté

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Poznatky, které uvadime v Gvodu tohoto ¢lanku, jsou ¢tenditim nepo-
chybné zndmy. Na stfedni Skole se sice neprobiraji, ale pii vhodné pfile-
zitosti se o nich miZzeme nejen zminit, ale i pouzit — jak uvidime déle —
k odvozeni iracionality cisla e , divergence harmonické rady a konvergence
zajimavé nekonecné fady. Pro prehlednost jsou tyto poznatky shrnuty hned
na zacatku. Jejich detailni odvozeni je uvedeno napt. v Jarnikové Diferen-
cidlnim poctu I.

a) Posloupnost (1 + %)” je rostouci, posloupnost (1 + %)”“ je klesajici

a obé tyto posloupnosti maji za limitu ¢islo

-1 1 1 1 1 1
e = +ﬁ+g+§+z+...+a+...

b) Je-li fada
ay+ax+az+ ... +a, +app1+ ...
konvergentni je konvergentni i fada
Ap4+1 + pt2 +Qpy3+ .00 F Apyp + ..

a plati
ay+ax+ ... +ap +apy1 +apy2+ ... =

=(ar+ax+ ... +ap) +(@pt1+api2+ ... Fapir+ ...)
c) Mé-li konvergentni fada
a +ax+az3+ ... +ap+ ...
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soucet s, pak pro kazdé redlné cislo k plati

kai, + kas + kaz + ... + ka, + ... = ks

d) Jestlize v konvergentnich fadéach
a; +az+az+ ... =s, bi +ba+bs+ ... =t

pro vSechna n je a,, > b, a aspon pro jednu hodnotu n plati a,, > b,, pak
s >t.

Tyto poznatky (snad aZ na vyjadieni ¢isla e pomoci nekoneéné Fady)
jsou pomeérné jednoduché a studentlim srozumitelné. S jejich pomoci do-
kézeme nésledujici tii véty.

Véta 1
Cisloe =1+ {; + 57 + 37 + g + ... je iraciondlni.

K dtikazu tohoto tvrzeni budeme predpokladat, ze ¢islo e je raciondlni,
a z tohoto predpokladu odvodime spor.
Je-li tedy e = %, kde p, q jsou prirozend cisla, pak

—1+1+1+1+1+ T
q 1! 3! g (g+1! (¢g+2)! 7

odkud podle b) a ¢) po vynasobeni ¢islem ¢! dostaneme

NS L. L +
gl =

3! ¢! (¢+1) (¢+1)(g+2)

Je pritom zrejmé, ze vyraz na levé strané této rovnosti je celé ¢islo, které

je (vzhledem k pravé strané této rovnosti) kladné. Porovnanim ¢lent geo-

metrické rady

11
TRETRER

plg=1)!= 11+

L S
(g+1)  (¢g+1)*  (¢g+1)

+ ...,

s L1 vidaiicimi & “
kterd mé soucet ;, s odpovidajicimi ¢leny rad

1 1 1
Gr1) @+ +2) @+ +3)
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mame podle d)

1 1 1

G+D) "Gt D@+2 T G@rD@+@+r3 TS
L NI S S
(g+1)  (¢+1)% (¢+1)* 7 ¢

coz znamena, ze plati

11 1 | |
VO I A A R P P
pla=1) Tatata Tttty

Odvodili jsme tak spor. Vyraz na levé strané nerovnosti je prirozené
Cislo, které je rovno aspon 2, zatimco na strané pravé je kladné redlné ¢islo
nejvyse rovné jedné.

Véta 2
Harmonickd rada 1+ % + % + i +...+ % + ... diverguje k plus nekonecnu.

Vétu dokadZeme s vyuzitim poznatkil v bodé a), podle nichZ je posloup-
nost (14 L)" rostouci a m za limitu &slo e. Pro viechna pfirozend &sla n

tedy plati
1 n
(1 + —) <e,
n

nln(l-{—l) <1,

n

1 1 1
—>ln<1+—> :ln<n+ >,
n n n

kde In znaéi pfirozeny logaritmus, tj. logaritmus o zékladu e.
Vzhledem k tomu, Ze tato nerovnost plati pro vSechna prirozena cisla n,
dostaneme pro soucet prvnich n ¢lent harmonické rady

odkud plyne

neboli

1 1 1 3 4 n+1
1+-+-+...+—>n2+In-+In-+ ... +1n ,
2 3 n 2 3 n
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neboli

1 1 1 3 4 n+1
1+—+—+...+E>1n<2-§-§-...- T >_ln(n+1)

2 3

O posloupnosti ¢astecnych souc¢ttt harmonické fady, kterd je rostouci,
jsme tak zjistili, Ze neni shora omezend, coz znamenad, ze harmonické rada
diverguje k plus nekonec¢nu.

Véta 3

e ot o 1,1, 1 1
Rada, Jejiz n-ty castecny soucet je 1 + 5+ 3+ 7+ ... + —Inn,
konverguje.

K dtkazu vyuZijeme poznatki uvedenych v bodé a), podle nichZ je po-
sloupnost (14 1)"*! klesajici a m4 za limitu ¢islo e. Pro viechna piirozend

¢isla n tedy plati
1 n+1
(]. + E) > e,

1
(n+1)1n<1+ﬁ> >1,

1
<ln<1+l>
n+1 n

Déle je vidét, ze posloupnost s n-tym ¢lenem

odkud plyne

neboli

S S P
Sp = 5Tzt Tty nn

je klesajici, nebot rozdil

1 1 1
sn_H—sn:n—H—ln(n+1)+lnn:n—+1—ln<1+E>

je podle predchazejici nerovnosti zaporny. Tato klesajici posloupnost je
vSak zdola omezend, nebot podle vysledku ziskaného v predchozim dikazu
divergence harmonické rady plati

11 1
l+-+-+ ... +—>1 1
tytgt +n>nm+),
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takze je rovnéz

1 1 1 1
l1+-4+-+...+—=-lnn>n(n+1)—lnn=In{1+—) >0.
2 3 n n

Ukézali jsme tak, ze posloupnost s n-tym clenem
1+ L + = + + 1 1
—+-4+...+——Inn
2 3 n

je klesajici a zdola omezend, takze ma vlastni limitu. Tato limita se ob-
vykle oznacuje C a nazyva se Eulerova konstanta. Jeji piiblizna hodnota
je 0,577216. Ziskany vysledek mizeme pfitom zapsat ve tvaru

1 1 1
lim(l+-+-+...+——Ilnn)=C
n

n—oo 2 3

Poznamenejme zévérem, %e dosud (pokud je autorovi tohoto ¢lanku zné-
mo) neni vyfeSena otézka, zda Eulerova konstanta C je ¢islo racionélni
nebo iraciondlni.

59. rocnik matematické olympiady
Ulohy 1. kola, (doméci ¢ést)

KATEGORIE A
A-I-1
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic
Var—y=z-1,
\/yz——z =z—1,
22—x=y—1.

Radek Horensky
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A-T1-2
Kosoc¢tverci ABCD je vepsana kruznice. Uvazujme jeji libovolnou tecnu
protinajici obé strany BC, CD a ozna¢me po fadé R, S jeji pruseciky
s pfimkami AB, AD. Dokazte, ze hodnota sou¢inu |BR| - |DS| na volbé
te¢ny nezavisi.
Leo Bocek

A-1-3
Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2,...,33. V jednom kroku zvolime na
tabuli dvé ¢isla, z nichz jedno je délitelem druhého, obé smazeme a na
tabuli napiSeme jejich (celociselny) podil. Takto pokracujeme, az na tabuli
zlstanou jen €isla, z nichz zaddné neni délitelem jiného. (V jednom kroku
miZeme smazat i dvé stejnd ¢isla a nahradit je éislem 1.) Kolik nejméné
Cisel na tabuli zlistane?
Peter Novotny

A-T-14
V libovolném ostrothlém rtznostranném trojuhelniku ABC ozna¢me
O, V a S po radé stfed kruznice opsané, prisecik vysek a stfed kruznice
vepsané. Dokazte, ze osa GseCky OV prochdzi bodem S, pravé kdyz jeden
vnitini thel trojihelniku ABC mé velikost 60°.
Tomds Jurik

A-1I-5
V kadi je ro ryb, spolecny tlovek n rybaira. Prichazeji pro svij dil
jednotlivé, kazdy si mysli, Ze se dostavil jako prvni, a aby si vzal presné
n-tinu aktualniho poc¢tu ryb v kadi, musi predtim jednu z ryb pustit zpét
do mote. Urcete nejmensi mozné ¢islo ry v zdvislosti na daném n > 2, kdyz
i posledni rybar si aspon jednu rybu odnese.
Dag Hruby

A-1-6
Pro dané prvodislo p urcete pocet (v8ech) usporddanych trojic (a,b, c)
¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2p*}, které spliuji vztah

[a,c] +[b,c] _p*P+1
a+b Cop2 42

)

kde [z, y] znadi nejmensi spoleény nésobek ¢isel = a y.
Tomds Jurik

Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009 929



KATEGORIE B
B-I-1
Na stole lezi tfi hromadky zépalek: v jedné 2009, ve druhé 2010 a v po-
sledni 2011. Hrac¢, ktery je na tahu, zvoli dvé hromadky a z kazdé z nich
odebere po jedné zapalce. Ve hie se pravidelné stiidaji dva hraci. Hra
kon¢i, jakmile nékterd hromédka zmizi. Vyhrava ten hrac, ktery udélal

posledni tah. Popiste strategii jednoho z hrac¢i, kterd mu zajisti vyhru.
Jan Mazdk
B-I-2
Na tabuli je napsdno ¢tyrmistné cislo, které méa presné Sest kladnych
délitelti, z nichz pravé dva jsou jednomistni a pravé dva dvojmistni. Vétsi
z dvojmistnych déliteld je druhou mocninou pfirozeného cisla. Urcete
vSechna ¢isla, kterd mohou byt na tabuli napsana.
Peter Novotny
B-I-3
V roviné je ddna usecka AB. Sestrojte rovnobéznik ABCD, pro jehoZ
stfedy stran AB, CD, D A oznacené po fadé K, L, M plati: body A, B, L,
D lezi na jedné kruznici a rovnéz body K, L, D, M lezi na jedné kruZznici.
Jaroslav Svrcek
B-1I-4
Najdéte 2009 po sobé jdoucich ¢tyrmistnych ¢isel, jejichz soucet je sou-
¢inem t¥i po sobé jdoucich prirozenych cisel.
Radek Horensky
B-I-5
Uvniti kratsiho oblouku AB kruznice opsané rovnostrannému trojuhel-
niku ABC' je zvolen bod D. Tétiva C'D protina stranu AB v bodé E.
Dokazte, 7e trojijelnik se stranami délek |AE|, |BE|, |CE| je podobny
trojuhelniku ABD.
Pavel Leischner
B-I-6
Reélnd ¢isla a, b maji tuto vlastnost: rovnice 2> —az +b—1 = 0
ma v mnoziné redlnych cisel dva rtzné koteny, jejichz rozdil je kladnym
kofenem rovnice 22 —azx +b+ 1= 0.
a) Dokazte nerovnost b > 3.
b) Pomoci b vyjadiete kofeny obou rovnic.
Jaromir Simsa
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KATEGORIE C

C-I11
Erika a Klarka hraly hru ,slovni logik“ s témito pravidly: Hrac¢ A si
mysli slovo slozené z péti rtznych pismen. Hra¢ B vyslovi libovolné slovo
slozené z péti rtuznych pismen a hra¢ A mu prozradi, kolik pismen uhodl na
spravné pozici a kolik na nespravné. Pismena povazujeme za riznd, i kdyz
se ligi jen hackem nebo ¢arkou (napiiklad pismena A, A jsou riizna). Kdyby
si hra¢ A myslel napiiklad slovo LODKA a B by vyslovil slovo KOLAC,
odpovi hra¢ A, Ze jedno pismeno uhodl hra¢ B na spravné pozici a dvé
na nespravné. Zkracené sdéli ,,1 + 2“, nebot se opravdu obé slova shoduji
pouze v pismenu O véetné pozice (druhé zleva) a v pismenech K a L,
jejichz pozice jsou odlisné. Erika si myslela slovo z péti riznych pismen
a Klarka vyslovila slova KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a ZAPAL.
Erika na tato slova v daném poradi odpovédéla 0 +3,0+2,1+4+2,2+0
a 1+ 2. Zjistéte, jaké slovo si Erika mohla myslet.
Peter Novotny

C-1-2
Vrcholem C pravotuhelniku ABCD vedte piimky p a ¢, které maji s da-
nym pravouhelnikem spoleény pouze bod C, pficemz primka p mé od
bodu A nejvétsi moznou vzdalenost a piimka ¢ vymezuje s piimkami AB,
AD trojuhelnik co nejmensiho obsahu.
Leo Bocek

C-1-3
Urcete vSechna redlnd ¢isla z, kterd vyhovuji rovnici 4z — 2|z| = 5.
(Symbol |z] znaéi nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez ¢islo z, tzv. dolni
celou ¢ast redlného ¢isla x.)
Jaroslav Svrcek

C-14
Kruznice k(S;r) se dotykd pfimky AB v bodé A. Kruznice I(T;s) se
dotyké pfimky AB v bodé B a protind kruznici k£ v krajnich bodech C,
D jejiho pruméru. Vyjadiete délku a tsecky AB pomoci poloméri r, s.
Dokazte, ze prusecik M primek CD, AB je stfedem tsecCky AB.
Leo Bocek
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C-I-5
Dokazte, ze pro libovolna kladnd redlnd cisla a, b plati
2(a® + 3ab + b? a+b
Vab < (a® + 3ab + b%) < + ,
5(a+0b) 2
a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechazi v rovnost.
Jan Mazdk

C-1-6
Najdéte vSechna prirozend cisla, kterd nejsou délitelnd deseti a kterd
ve svém dekadickém zapisu maji nékde vedle sebe dvé nuly, po jejichz
vyskrtnuti se pivodni ¢islo 89krat zmensi.
Jaromir Simsa

Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
muzete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2009 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
tf. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni l1ze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni Gloh radi uvetejnime.

Uloha 159
V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

2 +y=2+1,
v =23 +1,
2 4r=y 41
Pavel Caldbek

Uloha 160
Necht p je polomér kruznice vepsané trojahelniku ABC a pg, pp, pe jsou
poloméry kruznic vné pfipsanych jeho strandm. Urcete obsah trojihelniku
ABC, jestlize pg, pp a pe jsou vyjadieny prirozenymi ¢isly a p = 2.
Jaroslav Svrcek
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