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Ptolemaiova nerovnost je vztah uveden� v n�sleduj�c� v�t��

V�ta �

Pro libovoln� �ty�i body A�B�C�D v rovin� plat� nerovnost

jABj � jCDj� jBCj � jADj � jACj � jBDj � 	
�

Rovnost p�itom nastane� pr�v� kdy
 tyto body le
� v abecedn�m uspo���
d�n� na kru
nici nebo na p��mce���

V �l�nku ��� jsme se zab�vali vyu
it�m t�to nerovnosti p�i hled�n� met�
rick�ch vztah� v n��heln�c�ch� Nyn� uk�
eme� jak ji lze uplatnit p�i �e�en�
extrem�ln�ch �loh�

�� Fermat�v bod

Bod v rovin� troj�heln�ku� kter� m� od jeho vrchol� minim�ln� sou�et
vzd�lenost�� se naz�v� Fermat�v nebo t�
 Torriceliho bod� S jeho vlast�
nostmi se sezn�m�me ve v�t�ch ����

�� V p��pad� koline�rn�ch bod� nastane rovnost pro �tve�ice fA�B�C�Dg� fD�C�B�Ag
a pro dal	�ch 	est �tve�ic� kter� z t�chto dvou vzniknou cyklickou z�m�nou bod�
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V�ta �

V rovin� uva
ujme troj�heln�k ABC s vnit�n�mi �hly velikosti nej�
v��e 
��� a s vn� p�ipsan�mi rovnostrann�mi troj�heln�ky CBA�� ACB�

a BAC � 	obr� 
�� Pak �se�ky AA�� BB�� CC � a kru
nice opsan� troj�hel�
n�k�m CBA�� ACB� a BAC � maj� spole�n� pr�v� jeden bod F a p�itom
funkce

s	X� � jAX j� jBX j� jCX j
de�novan� na mno
in� bod� roviny troj�heln�ku ABC spl�uje pro ka
d�
bod X �� F nerovnost

s	X� � s	F � � jAA�j � jBB�j � jCC �j � 	��

D�kaz� Nech� X � Y jsou dva body v rovin� troj�heln�ku ABC� Se�ten�m
n�sleduj�c�ch t�� nerovnost�

jAX j � jAY j� jXY j � jBX j � jBY j� jXY j a jCX j � jCY j� jXY j �

�
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kter� plat� pro trojice bod� fA�X� Y g� fB�X� Y g a fC�X� Y g� obdr
�me
jedinou nerovnost

jAX j� jBX j� jCX j � jAY j� jBY j� jCY j� � jXY j �

Rovnost
jAX j� jBX j� jCX j � jAY j� jBY j� jCY j

p�itom plat�� pr�v� kdy
 X � Y � Existuje proto nejv��e jeden bod X

roviny dan�ho troj�heln�ku ABC� pro kter� funkce s	X� nab�v� minim�ln�
hodnoty�

Sestrojme nyn� nad stranou AB rovnostrann� troj�heln�k ABC � tak�
aby bod C � le
el v polorovin� opa�n� k polorovin� ABC� Ozna�me F �� C �

pr�se��k �se�ky CC � s kru
nic� opsanou troj�heln�ku ABC � 	obr� ���

���
���
���

Obr
 �

Aplikac� v�ty 
 pro �tve�ici bod� fC �� B�X�Ag� kde X je libovoln� bod
dan� roviny zjist�me� 
e plat� jAX j � jBX j � jC �X j� Pou
ijeme�li nav�c
troj�heln�kovou nerovnost pro body C�X�C �� dost�v�me

s	x� � jAX j� jBX j� jCX j � jC �X j� jCX j � jCC �j �

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �
�



Pro v�echny body X tedy plat� s	X� � jCC �j� Rovnost zde p�itom nastane�
pr�v� kdy
 bod X le
� na kru
nici opsan� troj�heln�ku ABC � a sou�asn�
na �se�ce CC �� tedy v bod� F �

Pro �tve�ice bod� fA�� C�X�Bg a fB�� A�X�Cg analogicky zjist�me� 
e
v�echny body X spl�uj� vztahy s	X� � jAA�j a s	X� � jBB�j� V prvn�m
z nich plat� rovnost� pr�v� kdy
 bod X je pr�se��kem �se�ky AA� s kru
nic�
opsanou troj�heln�ku BCA�� Ve druh�m vztahu rovnost nastane� pr�v�
kdy
 je bod X pr�se��kem �se�ky BB� s kru
nic� opsanou troj�heln�ku
ACB�� T�m je v�ta dok�z�na� nebo� z p�edchoz�ho v�me� 
e funkce s	X�
nab�v� sv�ho minima nejv��e pro jeden bod�

Troj�heln�k s vnit�n�m �hlem velikosti 
��� m� Fermat�v bod toto
n�
s vrcholem tohoto �hlu 	jedn� se o d�sledek v�ty ��� K d�kazu skute�nosti�

e stejnou vlastnost m� i vrchol troj�heln�ku� jeho
 velikost vnit�n�ho �hlu
	p�i tomto vrcholu� je v�t�� ne
 
���� lze vyu
�t prvn� ��st v�ty XXI z I�
knihy Eukleidov�ch Z�klad��

V�ta �

Pro libovoln� vnit�n� bod D troj�heln�ku ABC plat� nerovnost

jACj� jBCj � jADj� jBDj �

D�kaz je a
 na nezbytn� formula�n� zm�ny p�evzat z �
�� Ozna�me E pr��
se��k polop��mky AD se stranou BC 	obr� ��� Troj�heln�kovou nerovnost
jACj � jECj � jAEj pro troj�heln�k ACE uprav�me p�i�ten�m v�razu
jBEj k ob�ma jej�m stran�m na tvar

jACj� jBCj � jAEj� jBEj � 	��

Podobn� nerovnost jDEj� jBEj � jBDj� kter� plat� v troj�heln�ku DBE�
uprav�me p�i�ten�m jADj na tvar

jAEj� jBEj � jADj� jBDj �

Odtud a ze vztahu 	�� dost�v�me p��mo dokazovanou nerovnost�

�
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V�ta �

M��li n�kter� z vnit�n�ch �hl� troj�heln�ku ABC velikost v�t�� ne
 
����
nab�v� sou�et s	X� � jAX j� jBX j� jCX j sv�ho minima jen ve vrcholu
tohoto �hlu� Le
��li body A�B�C na t�
e p��mce� je s	X� minim�ln�� pr�v�
kdy
 je bod X jedn�m z nich a le
� mezi zbyl�mi dv�ma body�

D�kaz� Nech� ABC je troj�heln�k s �hlem p�i vrcholu C v�t��m ne
 
���

a M� N jsou po �ad� vnit�ky kruh� s hrani�n�mi kru
nicemi m	A jACj�
a n	B jBCj�� P�edpokl�dejme nejprve� 
e bod X le
� vn� �tvaru N 	obr�
��� Pak jBX j � jBCj� Odtud a z troj�heln�kov� nerovnosti jAX j� jCX j �
jACj plyne

s	X� � jAX j� jBX j� jCX j � jACj� jBCj � 	��

p�i�em
 rovnost nastane� pr�v� kdy
 X � C� Jestli
e bod X le
� vn� M
dok�
eme vztah 	�� analogicky�

����
����

Obr
 �
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Nech� bod X le
� v pr�niku P �tvar� M a N� "tvar P je symetrick�
podle p��mky AB� Ka
d� bod X � kter� le
� v pr�niku Q �tvaru P s troj�
�heln�kem ABC� a jeho obraz Y v soum�rnosti podle p��mky AB proto
spl�uj� vztah s	X� � s	Y �� M�
eme se tedy omezit jen na body X � Q�
Uva
ujme libovoln� z nich a sestrojme rovnostrann� troj�heln�k ACD

	obr� ��� Podle v�ty 
 pro �tve�ici bod� fA�X�C�Dg plat�

jAX j� jCX j � jDX j � 	��

Z velikost� �hl� ACB a ACD plyne� 
e bod C le
� uvnit� troj�heln�ku
BDX a podle v�ty � je

jBX j� jDX j � jBCj� jDCj � jBCj� jACj �
Odtud a z 	�� plyne

s	X� � jBX j� jAX j� jCX j � jBX j� jDX j � jBCj� jACj �
V d�kazu druh� ��sti v�ty � p�edpokl�dejme 	bez �jmy na obecnosti��


e bod C le
� mezi body A a B� Z troj�heln�kov� nerovnosti pro body A�
B� X plyne

s	X� � jAX j� jBX j� jCX j � jABj� jCX j � jABj � jACj� jBCj �
p�i�em
 rovnost nastane� pr�v� kdy
 X � C�

T�m je v�ta dok�z�na�

�
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�� Obsahy �ty�	heln
k�

V t�to ��sti uk�
eme� jak lze pomoc� Ptolemaiovy nerovnosti nal�zt
�ty��heln�k maxim�ln�ho obsahu p�i pevn� dan�m obvodu 	tzv� izoperi�
metrick� �loha pro �ty��heln�k��

V�ta �

P�i zachov�n� ozna�en� z obr� � je obsah S konvexn�ho �ty��heln�ku
ABCD vyj�d�en vztahem


�S� � �e�f� � 	a� � b� � c� � d��� � 	��

D�kaz� Polo
me x � jCEj� y � jBEj� e�x � jAEj a f�y � jDEj� U
it�m
kosinov�ch v�t pro troj�heln�ky ABE a CDE dostaneme

a� � c� � x� � y� � 	e� x�� � 	f � y�� � �y	e� x� cos�� �x	f � y� cos� �

��
��

Obr
 �

Analogicky z troj�heln�k� BCE a DAE plyne

b� � d� � x� � y� � 	e� x�� � 	f � y��� �xy cos�� �	e� x�	f � y� cos� �

Oba posledn� vztahy ode�teme a po umocn�n� na druhou 	a n�sledn�
�prav�� obdr
�me

	a�� b� � c��d��� � �e�f� cos� � � �e�f���e�f� sin� � � �e�f��
�S� �

Odtud ji
 plyne 	���
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V�ta �

Ze v�ech konvexn�ch �ty��heln�k� ABCD s dan�mi d�lkami stran
jABj � a� jBCj � b� jCDj � c a jDAj � d m� nejv�t�� obsah t�tivov�
�ty��heln�k� Jeho obsah je d�n vztahem

Smax �
p

	s� a�	s� b�	s� c�	s� d� � 	!�

kde �s � a � b� c� d�

D�kaz� Odhad sou�inu ef ze vztahu 	
�� kter� je upraven v souladu s ozna�
�en�m na obr� �� a jeho dosazen� do 	�� d�v� nerovnost


�S� � �	ac� bd�� � 	a� � b� � c� � d��� �

Dal��mi �pravami podle zn�m�ch algebraick�ch vzorc� dostaneme


�S� � �
	a � c�� � 	b� d��

� �
	b� d�� � 	a� c��

�

a odtud nerovnost


�S� � 	a� b� c� d�	a � b� c� d�	a � b� c� d�	�a � b� c� d� �

kterou vyu
it�m vztahu �s � a� b� c � d ji
 snadno uprav�me na tvar

S �
p

	s� a�	s� b�	s� c�	s� d� �

T�m je d�kaz proveden� nebo� podle v�ty 
 nastane v posledn�m vztahu
rovnost� pr�v� kdy
 �ty��heln�k ABCD je t�tivov��

Pozn�mka� Vztah 	!� pro vyj�d�en� obsahu t�tivov�ho �ty��heln�ku je tzv�
Brahmagupt�v vzorec� Analogick� odvozen� rovnosti 	�� � p��stupn�j�� stu�
dent�m� kte�� se je�t� nesezn�mili s kosinovou v�tou � je mo
no nal�zt
v �l�nku ����

V�ta 


Ze v�ech konvexn�ch �ty��heln�k� ABCD dan�ho obvodu m� nejv�t��
obsah �tverec�
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D�kaz� M��li �ty��heln�k pevn� zvolen� obvod �s� m�
eme prov�st odhad
obsahu S pomoc� vztahu 	!� a vyu
it�m nerovnosti mezi aritmetick�m
a geometrick�m pr�m�rem

S �
p

	s� a�	s� b�	s� c�	s� d� �
�

�s
�

��

�

P�itom v posledn�m vztahu nastane rovnost� pr�v� kdy
 je ABCD t�tivov�
�ty��heln�k� v n�m
 plat� s � a � s � b � s � c � s � d� Pak ov�em
a � b � c � d� Rovnost zde tedy plat�� pr�v� kdy
 je �ty��heln�k ABCD

�tverec�

�� Z�kon lomu

Uva
ujme dv� pr�hledn�� opticky homogenn� a izotropn� prost�ed� s ro�
vinn�m rozhran�m �� Sv�tlo se ���� v prvn�m prost�ed� rychlost� c� a ve
druh�m rychlost� c� �� c�� P�i p�echodu p�es rozhran� m�n� sv�teln� pa�
prsek sv�j sm�r� Tento jev se naz�v� lom sv�tla� Nech� q je kolmice na
rozhran� v m�st� dopadu paprsku� Rovinu� kter� je ur�ena dopadaj�c�m
paprskem a p��mkou q naz�v�me rovina dopadu� "hel� kter� sv�r� dopa�
daj�c� 	resp� lomen�� paprsek s p��mkou q je �hel dopadu 	resp� lomu��
Sm�r lomen�ho paprsku ur�uje tzv� Snell�v z�kon lomu�

V�ta �

Lomen� paprsek z�st�v� v rovin� dopadu� Velikosti �� a �� �hl� dopadu
a lomu spl�uj� vztah

sin��
sin��

�
c�

c�
� 	#�

D�kaz provedeme vyu
it�m Ptolemaiovy nerovnosti a Fermatova prin�
cipu� podle kter�ho

se sv�tlo ���� z bodu A do bodu B tak� aby �as� b�hem n�ho	 prob�hne
dr�hu z A do B byl minim�ln����

Nech� se sv�teln� paprsek ���� z dan�ho bodu A v prvn�m prost�ed� p�es
n�jak� bod na rozhran� do bodu B ve druh�m prost�ed�� Ozna�me P a Q

paty kolmic z bod� A a B na rovinu �� Kdyby paprsek dopadl na rovinu

�� Zp�esn�n� verze hovo�� o extrem�ln�m �ase
 V p��pad� rovinn�ho rozhran� nast�v�
ve shod� s p�vodn� Fermatovou formulac� minimum
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� v bod� X �� jen
 le
� mimo p��mku p � PQ a X byla pata kolmice z X �

na p� platilo by jAX �j � jAX j a jBX �j � jBX j� jak je vid�t z pravo�hl�ch
troj�heln�k� AXX � a BXX � na obr� !� %as pr�chodu paprsku z bodu A

do B p�es bod X � by tedy byl v�t�� ne
 �as pr�chodu z A do B p�es X �
Dal�� �vahy proto omez�me na rovinu APB�

����
�����	
�

Obr
 �

���
���
���
	
�

Obr
 �
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Nech� C � p� je takov� bod sv�teln� trajektorie z A do B� jen
 odpov�d�
minim�ln�mu �asu jACj

c�
�
jCBj
c�

� tmin �

Pro ka
d� bod C � � p tedy plat��

jAC �j
c�

�
jC �Bj
c�

� jACj
c�

�
jCBj
c�

� 	$�

Opi�me troj�heln�ku ABC kru
nici k a jej� druh� pr�se��k s kolmic� n
vedenou bodem C k rozhran� ozna�me D 	obr� #�� S vyu
it�m vztahu 	
�
pro �tve�ici bod� fA�C �� B�Dg dost�v�me

jAC �j � jBDj� jBC �j � jADj � jC �Dj � jABj � jCDj � jABj �

� jACj � jBDj� jBCj � jADj �
Odtud a ze vztah� jBDj � �r sin�� a jADj � �r sin��� kde r je polom�r
kru
nice k� plyne

jAC �j ��r sin��� jBC �j ��r sin�� � jACj ��r sin��� jBCj ��r sin�� � 	
��

p�i�em
 rovnost nastane� pr�v� kdy
 C � � C� Vztahy 	$� a 	
�� mohou
platit sou�asn�� pr�v� kdy
 existuje takov� re�ln� ��slo h 	h �� ��� pro kter�
plat�

h � �r sin�� �


c�

a h � �r sin�� �


c�
�

Z rovnosti pod�l� lev�ch a prav�ch stran t�chto vztah� plyne bezpro�
st�edn� 	#��

L i t e r a t u r a

��� Eukleides� Z�klady
 J�MF� Praha ����

��� Leischner� P�� Ptolemaiova nerovnost
 MFI� ro�
�� ���������� �
 �� s

���
��

�
� Pedoe� D�� Geometry� a comprehensive course
 Cambridge University Press� London

����

��� Pech� P�� Izoperimetrick� nerovnost pro �ty��heln�k a Ptolemaiova nerovnost
 Roz�

hledy matematicko�fyzik�ln�� ro�
 �� ����
����� �
 �� str
 �������

��� Pech� P�� Fermatova �loha a Ptolemaiova nerovnost
 Rozhledy matematicko�fyzik�l�

n�� ro�
 �� ����
����� �
 �� str
 �������
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O ��sle e� harmonick� �ad�
a tak� o Eulerov� konstant�

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

Poznatky� kter� uv�d�me v �vodu tohoto �l�nku� jsou �ten���m nepo�
chybn� zn�my� Na st�edn� �kole se sice neprob�raj�� ale p�i vhodn� p��le�

itosti se o nich m�
eme nejen zm�nit� ale i pou
�t � jak uvid�me d�le �
k odvozen� iracionality ��sla e � divergence harmonick� �ady a konvergence
zaj�mav� nekone�n� �ady� Pro p�ehlednost jsou tyto poznatky shrnuty hned
na za��tku� Jejich detailn� odvozen� je uvedeno nap�� v Jarn�kov� Diferen�
ci�ln�m po�tu I�

a� Posloupnost 	
 � �

n
�n je rostouc�� posloupnost 	
 � �

n
�n�� je klesaj�c�

a ob� tyto posloupnosti maj� za limitu ��slo

e � 
 �



&

�


�&

�


�&

�


�&

� � � � �


n&

� � � �

b� Je�li �ada

a� � a� � a� � � � � � an � an�� � � � �

konvergentn� je konvergentn� i �ada

an�� � an�� � an�� � � � � � an�k � � � �

a plat�
a� � a� � � � � � an � an�� � an�� � � � � �

� 	a� � a� � � � � � an� � 	an�� � an�� � � � � � an�k � � � � �

c� M��li konvergentn� �ada

a� � a� � a� � � � � � an � � � �
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sou�et s� pak pro ka
d� re�ln� ��slo k plat�

ka� � ka� � ka� � � � � � kan � � � � � ks

d� Jestli
e v konvergentn�ch �ad�ch

a� � a� � a� � � � � � s� b� � b� � b� � � � � � t

pro v�echna n je an � bn a aspo� pro jednu hodnotu n plat� an � bn� pak
s � t�

Tyto poznatky 	snad a
 na vyj�d�en� ��sla e pomoc� nekone�n� �ady�
jsou pom�rn� jednoduch� a student�m srozumiteln�� S jejich pomoc� do�
k�
eme n�sleduj�c� t�i v�ty�

V�ta �

%�slo e � 
 � �

��
� �

��
� �

��
� �

��
� � � � je iracion�ln��

K d�kazu tohoto tvrzen� budeme p�edpokl�dat� 
e ��slo e je racion�ln��
a z tohoto p�edpokladu odvod�me spor�

Je�li tedy e � p

q
� kde p� q jsou p�irozen� ��sla� pak

p

q
� 
 �




&

�


�&

�


�&

�


�&

� � � � �


q&

�



	q � 
�&
�



	q � ��&

� � � � �

odkud podle b� a c� po vyn�soben� ��slem q& dostaneme

p	q�
�&�
�

 �




&

�


�&

�


�&

� � � � �


q&

�
q& �



	q � 
�

�



	q � 
�	q � ��
� � � �

Je p�itom z�ejm�� 
e v�raz na lev� stran� t�to rovnosti je cel� ��slo� kter�
je 	vzhledem k prav� stran� t�to rovnosti� kladn�� Porovn�n�m �len� geo�
metrick� �ady
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m�me podle d�
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Odvodili jsme tak spor� V�raz na lev� stran� nerovnosti je p�irozen�
��slo� kter� je rovno aspo� �� zat�mco na stran� prav� je kladn� re�ln� ��slo
nejv��e rovn� jedn��

V�ta �

Harmonick� �ada 
� �

�
� �

�
� �

�
� � � �� �

n
� � � � diverguje k plus nekone�nu�

V�tu dok�
eme s vyu
it�m poznatk� v bod� a�� podle nich
 je posloup�
nost 	
� �

n
�n rostouc� a m� za limitu ��slo e� Pro v�echna p�irozen� ��sla n

tedy plat� �

 �



n

�n

� e�

odkud plyne

n ln

�

 �



n

�
� 
�

neboli


n
� ln

�

 �



n

�
� ln

�
n� 

n

�
�

kde ln zna�� p�irozen� logaritmus� tj� logaritmus o z�kladu e�
Vzhledem k tomu� 
e tato nerovnost plat� pro v�echna p�irozen� ��sla n�

dostaneme pro sou�et prvn�ch n �len� harmonick� �ady
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O posloupnosti ��ste�n�ch sou�t� harmonick� �ady� kter� je rostouc��
jsme tak zjistili� 
e nen� shora omezen�� co
 znamen�� 
e harmonick� �ada
diverguje k plus nekone�nu�

V�ta �

'ada� jej�
 n�t� ��ste�n� sou�et je 
 � �

�
� �

�
� �

�
� � � � � �

n
� lnn�

konverguje�

K d�kazu vyu
ijeme poznatk� uveden�ch v bod� a�� podle nich
 je po�
sloupnost 	
� �

n
�n�� klesaj�c� a m� za limitu ��slo e� Pro v�echna p�irozen�

��sla n tedy plat� �
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odkud plyne
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D�le je vid�t� 
e posloupnost s n�t�m �lenem

sn � 
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� � � � �


n
� lnn

je klesaj�c�� nebo� rozd�l

sn�� � sn �



n � 

� ln	n� 
� � lnn �



n � 


� ln

�
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n

�

je podle p�edch�zej�c� nerovnosti z�porn�� Tato klesaj�c� posloupnost je
v�ak zdola omezen�� nebo� podle v�sledku z�skan�ho v p�edchoz�m d�kazu
divergence harmonick� �ady plat�
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Uk�zali jsme tak� 
e posloupnost s n�t�m �lenem
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� � � � �


n
� lnn

je klesaj�c� a zdola omezen�� tak
e m� vlastn� limitu� Tato limita se ob�
vykle ozna�uje C a naz�v� se Eulerova konstanta� Jej� p�ibli
n� hodnota
je ���!! �
�� Z�skan� v�sledek m�
eme p�itom zapsat ve tvaru

lim
n��

	
 �


�

�


�

� � � � �


n
� lnn� � C

Poznamenejme z�v�rem� 
e dosud 	pokud je autorovi tohoto �l�nku zn��
mo� nen� vy�e�ena ot�zka� zda Eulerova konstanta C je ��slo racion�ln�
nebo iracion�ln��

	
� ro�n�k matematick� olympi�dy
�lohy I� kola 
dom�c� ��st�

KATEGORIE A

A�I��
V oboru re�ln�ch ��sel �e�te soustavu rovnic

p
x� � y � z � 
 �p
y� � z � x� 
 �p
z� � x � y � 
 �

Radek Horensk
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A�I��
Koso�tverciABCD je veps�na kru
nice� Uva
ujme jej� libovolnou te�nu

prot�naj�c� ob� strany BC� CD a ozna�me po �ad� R� S jej� pr�se��ky
s p��mkami AB� AD� Doka
te� 
e hodnota sou�inu jBRj � jDSj na volb�
te�ny nez�vis��

Leo Bo�ek

A�I��
Na tabuli jsou naps�na ��sla 
� �� � � � � ��� V jednom kroku zvol�me na

tabuli dv� ��sla� z nich
 jedno je d�litelem druh�ho� ob� sma
eme a na
tabuli nap��eme jejich 	celo��seln�� pod�l� Takto pokra�ujeme� a
 na tabuli
z�stanou jen ��sla� z nich
 
�dn� nen� d�litelem jin�ho� 	V jednom kroku
m�
eme smazat i dv� stejn� ��sla a nahradit je ��slem 
�� Kolik nejm�n�
��sel na tabuli z�stane(

Peter Novotn


A�I��
V libovoln�m ostro�hl�m r�znostrann�m troj�heln�ku ABC ozna�me

O� V a S po �ad� st�ed kru
nice opsan�� pr�se��k v��ek a st�ed kru
nice
vepsan�� Doka
te� 
e osa �se�ky OV proch�z� bodem S� pr�v� kdy
 jeden
vnit�n� �hel troj�heln�ku ABC m� velikost ����

Tom�� Jur�k

A�I��
V k�di je r� ryb� spole�n� �lovek n ryb���� P�ich�zej� pro sv�j d�l

jednotliv�� ka
d� si mysl�� 
e se dostavil jako prvn�� a aby si vzal p�esn�
n�tinu aktu�ln�ho po�tu ryb v k�di� mus� p�edt�m jednu z ryb pustit zp�t
do mo�e� Ur�ete nejmen�� mo
n� ��slo r� v z�vislosti na dan�m n � �� kdy

i posledn� ryb�� si aspo� jednu rybu odnese�

Dag Hrub


A�I��
Pro dan� prvo��slo p ur�ete po�et 	v�ech� uspo��dan�ch trojic 	a� b� c�

��sel z mno
iny f
� �� �� � � � � �p�g� kter� spl�uj� vztah

�a� c� � �b� c�
a� b

�
p� � 

p� � �

� c�

kde �x� y� zna�� nejmen�� spole�n� n�sobek ��sel x a y�
Tom�� Jur�k
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KATEGORIE B

B�I��
Na stole le
� t�i hrom�dky z�palek� v jedn� � ��$� ve druh� � �
� a v po�

sledn� � �

� Hr��� kter� je na tahu� zvol� dv� hrom�dky a z ka
d� z nich
odebere po jedn� z�palce� Ve h�e se pravideln� st��daj� dva hr��i� Hra
kon��� jakmile n�kter� hrom�dka zmiz�� Vyhr�v� ten hr��� kter� ud�lal
posledn� tah� Popi�te strategii jednoho z hr���� kter� mu zajist� v�hru�

J�n Maz�k

B�I��
Na tabuli je naps�no �ty�m�stn� ��slo� kter� m� p�esn� �est kladn�ch

d�litel�� z nich
 pr�v� dva jsou jednom�stn� a pr�v� dva dvojm�stn�� V�t��
z dvojm�stn�ch d�litel� je druhou mocninou p�irozen�ho ��sla� Ur�ete
v�echna ��sla� kter� mohou b�t na tabuli naps�na�

Peter Novotn


B�I��
V rovin� je d�na �se�ka AB� Sestrojte rovnob�
n�k ABCD� pro jeho


st�edy stran AB� CD� DA ozna�en� po �ad� K� L� M plat�� body A� B� L�
D le
� na jedn� kru
nici a rovn�
 body K� L� D� M le
� na jedn� kru
nici�

Jaroslav �vr�ek

B�I��
Najd�te � ��$ po sob� jdouc�ch �ty�m�stn�ch ��sel� jejich
 sou�et je sou�

�inem t�� po sob� jdouc�ch p�irozen�ch ��sel�
Radek Horensk


B�I��
Uvnit� krat��ho oblouku AB kru
nice opsan� rovnostrann�mu troj�hel�

n�ku ABC je zvolen bod D� T�tiva CD prot�n� stranu AB v bod� E�
Doka
te� 
e troj�jeln�k se stranami d�lek jAEj� jBEj� jCEj je podobn�
troj�heln�ku ABD�

Pavel Leischner

B�I��
Re�ln� ��sla a� b maj� tuto vlastnost� rovnice x� � ax � b � 
 � �

m� v mno
in� re�ln�ch ��sel dva r�zn� ko�eny� jejich
 rozd�l je kladn�m
ko�enem rovnice x� � ax � b� 
 � ��

a� Doka
te nerovnost b � ��
b� Pomoc� b vyj�d�ete ko�eny obou rovnic�

Jarom�r �im�a
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KATEGORIE C

C�I��

Erika a Kl�rka hr�ly hru )slovn� logik* s t�mito pravidly� Hr�� A si
mysl� slovo slo
en� z p�ti r�zn�ch p�smen� Hr�� B vyslov� libovoln� slovo
slo
en� z p�ti r�zn�ch p�smen a hr�� A mu prozrad�� kolik p�smen uhodl na
spr�vn� pozici a kolik na nespr�vn�� P�smena pova
ujeme za r�zn�� i kdy

se li�� jen h��kem nebo ��rkou 	nap��klad p�smena A� + jsou r�zn��� Kdyby
si hr�� A myslel nap��klad slovo LO,KA a B by vyslovil slovo KOL+%�
odpov� hr�� A� 
e jedno p�smeno uhodl hr�� B na spr�vn� pozici a dv�
na nespr�vn�� Zkr�cen� sd�l� )
 � �*� nebo� se opravdu ob� slova shoduj�
pouze v p�smenu O v�etn� pozice 	druh� zleva� a v p�smenech K a L�
jejich
 pozice jsou odli�n�� Erika si myslela slovo z p�ti r�zn�ch p�smen
a Kl�rka vyslovila slova KAB+T� STRUK� SKOBA� CESTA a Z+PAL�
Erika na tato slova v dan�m po�ad� odpov�d�la � � �� � � �� 
 � �� � � �
a 
 � �� Zjist�te� jak� slovo si Erika mohla myslet�

Peter Novotn


C�I��

Vrcholem C pravo�heln�ku ABCD ve-te p��mky p a q� kter� maj� s da�
n�m pravo�heln�kem spole�n� pouze bod C� p�i�em
 p��mka p m� od
bodu A nejv�t�� mo
nou vzd�lenost a p��mka q vymezuje s p��mkami AB�
AD troj�heln�k co nejmen��ho obsahu�

Leo Bo�ek

C�I��

Ur�ete v�echna re�ln� ��sla x� kter� vyhovuj� rovnici �x � �bxc � ��
	Symbol bxc zna�� nejv�t�� cel� ��slo� kter� nen� v�t�� ne
 ��slo x� tzv� doln�
celou ��st re�ln�ho ��sla x��

Jaroslav �vr�ek

C�I��

Kru
nice k	S r� se dot�k� p��mky AB v bod� A� Kru
nice l	T  s� se
dot�k� p��mky AB v bod� B a prot�n� kru
nici k v krajn�ch bodech C�
D jej�ho pr�m�ru� Vyj�d�ete d�lku a �se�ky AB pomoc� polom�r� r� s�
Doka
te� 
e pr�se��k M p��mek CD� AB je st�edem �se�ky AB�

Leo Bo�ek
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C�I��
Doka
te� 
e pro libovoln� kladn� re�ln� ��sla a� b plat�

p
ab � �	a� � �ab� b��

�	a� b�
� a � b

�
�

a pro ka
dou z obou nerovnost� zjist�te� kdy p�ech�z� v rovnost�
J�n Maz�k

C�I��
Najd�te v�echna p�irozen� ��sla� kter� nejsou d�liteln� deseti a kter�

ve sv�m dekadick�m z�pisu maj� n�kde vedle sebe dv� nuly� po jejich

vy�krtnut� se p�vodn� ��slo #$kr�t zmen���

Jarom�r �im�a

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal�� dvojice �loh na�� pravideln� rubriky� Jejich �e�en�
m�
ete zaslat nejpozd�ji do ��� $� ���$ na adresu� Redakce �asopisu MFI�
t�� Svobody ��� !!
 �� Olomouc� Jejich �e�en� lze zaslat tak� elektronickou
cestou 	pouze v�ak v TEXovsk�ch verz�ch� p��p� v MS Wordu� na emailovou
adresu� m�
upol�cz� Zaj�mav� a origin�ln� �e�en� �loh r�di uve�ejn�me�

�loha ���
V oboru re�ln�ch ��sel �e�te soustavu rovnic

x� � y � z� � 
�

y� � z � x� � 
�

z� � x � y� � 
�

Pavel Cal�bek

�loha ���
Nech� � je polom�r kru
nice vepsan� troj�heln�ku ABC a �a� �b� �c jsou

polom�ry kru
nic vn� p�ipsan�ch jeho stran�m� Ur�ete obsah troj�heln�ku
ABC� jestli
e �a� �b a �c jsou vyj�d�eny p�irozen�mi ��sly a � � ��

Jaroslav �vr�ek
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