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O Keplerov� rovnici

MICHAL K���EK

Matematick� �stav AV �R� Praha

B�hem sv�ho pobytu v Praze Johannes Kepler studoval data� kter�
z�skal z pozorov�n� Tychona Brahe� P�itom zjistil� �e se planety pohy�
buj� po eliptick	ch drah�ch� v jejich� spole
n�m ohnisku je Slunce� a �e
plo�n� rychlost ka�d� planety je konstantn� �tzn�� �e spojnice st�edu Slunce
a st�edu planety op��e stejn� velk� plochy za stejn� dlouh� 
asov� inter�
valy
� Tak byl kolem roku ���� objeven prvn� a druh	 Kepler�v z�kon���

kter	 byl prvn� publikov�n ve st��ejn�m Keplerov� d�le Astronomia nova
v roce ����� tj� pr�v� p�ed ��� lety �viz ���
� To je jeden z d�vod�� pro

byl leto�n� rok vyhl��en Mezin�rodn�m rokem astronomie���

Ozna
me a hlavn� a b vedlej�� poloosu eliptick� dr�hy planety� Uva�ujme
kru�nici o polom�ru a a stejn�m st�edu� jako m� elipsa na obr� �� Pokud je
�numerick�
 excentricita elipsy e �

p
a� � b��a kladn�� pak se planeta ne�

pohybuje rovnom�rn���� a proto je d�le�it� um�t ur
it jej� polohu v dan�m

ase� V 
�sti �� a �� si uk��eme� jak lze polohu na elipse popsat pomoc�
�hlu zvan�ho excentrick� anom�lie� Ve �� 
�sti odvod�me Keplerovu rov�
nici� kter� svazuje excentrickou anom�lii s rovnom�rn� plynouc�m 
asem�
viz ���� str� ����

�� Ozna
me r � � heliocentrickou vzd�lenost planety P od Slunce S�
body A� B� C a �hly �� � tak� jak je nakresleno na obr� �� Je patrno� �e

�� Z nich lze odvodit t�et� Kepler�v z�kon �viz nap�	 
��
� kter� Kepler uve�ejnil a�
v roce ����	
�� P�ed ��� lety tak� Galileo Galelei poprv� pou�il dalekohled pro astronomick� pozo�
rov�n�	
�� Nap�	 pro Mars� na kter� Kepler zejm�na up�ral svoji pozornost� je e

�
� �� �	
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a cos� � jACj � ae� r cos� � ��
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kde �hel � se naz	v� excentrick� anom�lie a �hel � prav� anom�lie�
Z obou rovnic dostaneme po �prav�

r� cos� � � a� cos� �� �a�e cos�� a�e� �

r� sin� � � b� sin� � � a���� e�
 sin� � �

Jestli�e tyto rovnice se
teme� obdr��me r� � a� � �a�e cos�� a�e� cos� ��
Odtud plyne vyj�d�en� vzd�lenosti r pomoc� excentrick� anom�lie ��

r � a��� e cos�
 � ��


��
��

Obr	 �

�� D�le se pokus�me vyj�d�it pravou anom�lii � pomoc� �� Dosad�me�li
do ��
 za cos� ze vztahu ��
� vid�me� �e r � a� e�ae� r cos�
� tj�

r

a
�� � e cos�
 � �� e� � ��


Takto se n�kdy vyjad�uje prvn� Kepler�v z�kon v pol�rn�ch sou�adnic�ch
�r� �
� Z ��
 po vyd�len� a a z ��
 tak z�sk�me

cos� � e�
�� e�

� � e cos�
cos� �

e� cos�
� � e cos�

�
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Odtud dosazen�m do vztahu pro tangens polovi
n�ho �hlu m�me
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�� Nyn� stanov�me rovnici pro v	po
et �� Nech� t � � je 
as pr�chodu
planety periheliem a T je jej� ob��n� doba� Podle druh�ho Keplerova z��
kona je plo�n� rychlost planety konstantn� a je rovna �ab�T �viz ���
� Za

as t � h��T i op��e tedy pr�vodi
 SP plochu �abt�T � Za stejn	 
as op��e
�se
ka SB plochu �a�t�T �tj� a

b
�kr�t v�t��
 a �se
ka AB plochu �a� ��t��� �

Rozd�l t�chto ploch je roven obsahu troj�heln�ka ASB �viz obr� �


a���t

�

� �a�t

T
�
ae

�
a sin��t
�

Po vyd�len� 
�slem�a��� dostaneme ji�Keplerovu rovnici pro excentrickou
anom�lii

��
T
t � ��t
 � e sin��t
 � ��


Lev� strana M�t
 � ��t�T se naz	v� st�edn� anom�lie� proto�e je line�rn�
funkc� 
asu�

Pro zadan	 
as t tak m��eme z Keplerovy rovnice ��
 ur
it �hel ��t

pomoc� n�jak� itera
n� metody� Z ��
 pak ur
�me vzd�lenost r�t
 a z ��

vypo
teme ��t
� T�m je poloha planety v rovin� dr�hy jednozna
n� ur
ena�
Dodnes obdivujeme� jak Kepler odvodil rovnici ��
 a sv� t�i z�kony

o pohybu planet� Musel m�t obrovskou geometrickou p�edstavivost� fyzi�
k�ln� intuici a mimo��dnou schopnost analyzovat velk� mno�stv� dat o po�
loh�ch planet�
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O jedn� metod� dokazov�n�
geometrick�ch nerovnost�

PAVEL PECH

Pedagogick� fakulta JU� �	 Bud�jovice

V 
l�nku je uveden zp�sob dokazov�n� geometick	ch nerovnost� meto�
dou� kter� spo
�v� ve vyj�d�en� polynomu� kter	 danou nerovnost popisuje�
ve tvaru sou
tu 
tverc� polynom��
Jako uk�zka pou�it� t�to metody slou�� �loha� kter� byla �e�ena ve

��� ro
n�ku MO �����
� v kategorii A� Nejprve je pod�n klasick	 zp�sob
�e�en�� ve druh� 
�sti je uk�z�na metoda� ve kter� pou�ijeme vyj�d�en�
polynomu ve tvaru sou
tu 
tverc� �metoda sos��
� Budeme se zab	vat
n�sleduj�c� �lohou�

Troj�heln�k ABC o stran�ch a� b� c m� obsah P a troj�heln�k KLM o stra�
n�ch k� l�m m� obsah Q� Doka�te� �e pak plat��

k���a� � b� � c�
 � l��a� � b� � c�
 �m��a� � b� � c�
 � �� PQ� ��


Pro kter� troj�heln�ky plat� rovnost	


e�en�� Uvedeme �e�en� podle ���� Ozna
me �hel� kter	 sv�raj� strany a� b
troj�heln�ka ABC symbolem � a �hel� kter	 sv�raj� strany k� l v �KLM
jako �� Potom pro obsahy P a Q troj�heln�k� ABC a KLM plat�

�� sos znamen� anglicky �sum of squares� � �sou�et �tverc��	
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P �
�
�
ab sin �� Q �

�
�
kl sin��

Podle kosinov� v�ty pou�it� na troj�heln�ky KLM a ABC je

m� � k� � l� � �kl cos�� a� � b� � c� � �ab cos��

Pomoc� t�chto 
ty� vztah� p�ep��eme ��
 na ekvivalentn� tvar

k���b� � �ab cos�
 � l���a� � �ab cos�
 � �k� � l� � �kl cos�
�ab cos� �

� �abkl sin � sin��

 pravou dostaneme

�kb� la
� � �abkl��� cos�� � �
� � ��

Proto�e cos�� � �
 � �� nerovnost ��
 plat�� Rovnost nastane pr�v� kdy�
kb � la a cos�� � �
 � �� tj� � � � a a � b � k � l� a troj�heln�ky ABC
a KLM jsou podobn��

Pozn�mka� Je�li KLM rovnostrann	 troj�heln�k� potom k� � �Q�
p
�

a ��
 p�ejde v nerovnost

a� � b� � c� � �
p
� P� ��


ve kter� nastane rovnost pouze pro rovnostrann	 troj�heln�k� Nerovnost
��
 je p�ipisov�na R� Weitzenb
ckovi �!�� �

Nerovnost ��
 je zn�ma jako nerovnost Neuberg�Pedoe ���� Americk	
matematik D� Pedoe se touto nerovnost� zab	val v roce ����� Nerovnost
byla n�kolikr�t zobecn�na na simpexy v En�
P�i d�kazu nerovnosti ��
 vy�el D� Pedoe z n�sleduj�c� vlastnosti po�

dobn	ch troj�heln�k� ����

Sestroj�me�li nad stranami troj�heln�ka ABC t�i podobn� troj�heln�ky
A�BC� AB�C ABC � �v�echny vn� nebo v�echny dovnit��� potom jejich
st�edy R�S� T opsan�ch kru�nic tvo�� troj�heln�k podobn� t�mto t�em troj�
�heln�k�m�

D�kaz�  lohu dok��eme pro "vn�j��# p��pad� kter	 lze l�pe sledovat na
obr�zku� "Vnit�n�# p��pad� kdy podobn� troj�heln�ky sestroj�me dovnit�
troj�heln�ka ABC se dok��e obdobn	m zp�sobem�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



Nech� ABC aKLM jsou libovoln� troj�heln�ky s d�lkami stran po �ad�
a� b� c a k� l�m�Nad stranami troj�heln�kaABC vn� sestrojme troj�heln�ky
A�BC� AB�C a ABC � podobn� troj�heln�ku KLM� Nech� R�S� T jsou
st�edy kru�nic opsan	ch troj�heln�k�m A�BC� AB�C� ABC � a ra� rb� rc
jejich polom�ry� obr� ��

�����
����	

��
������

Obr� � �RST � A�BC � AB�C � ABC �

Podle kosinov� v�ty plat� v troj�heln�ku AST

jST j� � jASj�� jAT j���jASj � jAT j cos���	
 � r�b�r
�
c��rbrc cos���	
�

jST j� � r�
�
b�

l�
�

c�

m�
� � � b

l
� c
m
�cos� cos	� sin� sin	


�
�

Po �prav�ch dostaneme

�
jST j�
k�

�

�
r�

k�l�m�

�
k���a��b��c�
�l��a��b��c�
�m��a��b��c�
���PQ

�
� ��


kde P�Q zna
� po �ad� obsahy troj�heln�k� ABC� KLM� Vid�me� �e v	raz
na prav� stran� ��
 je symetrick	� To znamen�� �e pro ostatn� d�lky jTRj�l
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a jRSj�m dostaneme stejn	 v	sledek� jak se lze ostatn� p�esv�d
it p��m	m
v	po
tem� Odtud plyne

jRSj
m

�
jST j
k

�
jTRj
l

�

co� znamen�� �e troj�heln�k RST je podobn	 troj�heln�ku KLM� �

Pou�it�m p�edchoz� �vahy dostaneme nerovnost Neuberg$Pedoe ��
 tak�
�e podobn� troj�heln�ky A�BC�AB�C�ABC � nad stranami troj�heln�ka
ABC m�sto vn� sestroj�me dovnit� troj�heln�ka ABC� Po �prav�ch dosta�
neme rovnost

�
jST j�
k�

�

�
r�

k�l�m�
�k���a��b��c�
�l��a��b��c�
�m��a��b��c�
���PQ
� ��


kter� se li�� od ��
 pouze znam�nkem minus u 
lenu ��PQ� Vid�me� �e
prav� strana ��
 je v�t�� nebo rovna nule� proto�e lev� strana je nez�porn��
Tedy plat��

k���a� � b� � c�
 � l��a� � b� � c�
 �m��a� � b� � c�
 � ��PQ� ��


Rovnost v ��
 nastane pr�v� kdy� jST j � jTRj � jRSj � �� tj� � � 	�

 � �� � � �� a troj�heln�ky ABC a KLM jsou podobn�� �


e�en� metodou sos� Nyn� nerovnost ��
 dok��eme zp�sobem� kter	 vyu�
��v� vyj�d�en� polynomu� kter	 danou nerovnost popisuje� ve tvaru sou
tu

tverc� polynom��
Troj�heln�ky ABC� KLM um�st�me do kart�zsk� soustavy sou�adnic

tak� �e A�x� y�� B��� ��� C�a� ���K�u� v�� L��� ���M �k� �� �obr� �
� D�lky stran
a � jBCj� b � jCAj� c � jABj� k � jLM j� l � jMKj� m � jKLj a obsahy
P�Q vyj�d��me pomoc� sou�adnic ve tvaru algebraick	ch rovnost��

b � jCAj � h� � �x� a
� � y� � b� � ��
c � jABj � h� � x� � y� � c� � ��
l � jMKj � h� � �u� k
� � v� � l� � ��
m � jKLj � h� � u� � v� �m� � ��
P � obsah ABC � h� � �P � ay � ��
Q � obsah KLM � h� � �Q� kv � ��
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Nech� t je pomocn� prom�nn�� kter� spl%uje podm�nku

h	 � k���a�� b�� c�
� l��a�� b�� c�
�m��a�� b�� c�
���PQ� t � ��

Pomocnou prom�nnou t nejprve vyj�d��me pomoc� nez�visl�ch prom�n�
n	ch x� y� a� u� v� k� Pot� prom�nnou t vyj�d��ve ve tvaru sou
tu 
tverc�
polynom�� ze kter�ho plyne jej� nez�pornost�
Nejprve v ide�lu I � �h�� h�� � � � � h	
 eliminujeme z�visl� prom�nn�

b� c� l�m� p� q�

����
�����	
�

Obr� �

V programu CoCoA�� dostaneme

Use R���Q�xyuvakbclmpqt��

I��Ideal��x�a��	
y�	�b�	�x�	
y�	�c�	��u�k��	
v�	�l�	�

u�	
v�	�m�	�	p�ay�	q�kv�

k�	��a�	
b�	
c�	�
l�	�a�	�b�	
c�	�
m�	�a�	
b�	�c�	���
pq�t��

Elim�b��q�I��

jedin	 polynom� kter	 vede na rovnici� ze kter� z�sk�me t

t � �u�a� � �v�a� � �xuak � �yvak � �x�k� � �y�k�� ��


Nyn� pravou stranu ��
 vyj�d��me ve tvaru sou
tu 
tverc�� Dostaneme

t � ��xk � ua
� � ��yk � va
�� �!


�� Software CoCoA je voln� ke sta�en� na adrese http���cocoa�dima�unige�it
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Z vyj�d�en� t ve tvaru sou
tu 
tverc� �!
 plyne nerovnost ��
� Rovnost
v ��
 nastane pr�v� kdy� v �!
plat� xk � ua � � a z�rove% yk � va � �
nebo�li a�k � x�u � y�v� tj� troj�heln�ky ABC a KLM jsou podobn��
Tvrzen� je dok�z�no� �

Ve shora zm�n�n�m p��kladu jsme pomocnou prom�nnou t vyj�d�ili ve
tvaru sou
tu 
tverc� ru
n� & bez pou�it� po
�ta
e� Obecn� je v�ak vy�
j�d�en� nez�porn�ho polynomu�� ve tvaru sou
tu 
tverc� obt��n�� Nav�c
se uk�zalo� �e ne ka�d� nez�porn	 polynom lze ve tvaru sou
tu 
tverc�
vyj�d�it� Tato ot�zka souvis� se �!� Hilbertov	m probl�mem� kter	 D� Hil�
bert vyslovil na Mezin�rodn�m kongresu matematik� v roce ���� v Pa���i�
Formulace �!� Hilbertova probl�mu je n�sleduj�c��

Je ka�d� nez�porn� polynom sou�tem �tverc� racion�ln�ch funkc�	

�!� Hilbert�v probl�m potvrdil E� Artin v roce ���!� Jeho d�kaz v�ak
neukazuje� jak dan	 rozklad na sou
et 
tverc� naj�t� Existuje v�ak po
�ta�

ov	 program� kter	 tento rozklad prov�d�� Postup je zalo�en na metod��
kter� je zobecn�n�m postupu� kter	 se pou��v� p�i uveden� kvadratick�
formy na kanonick	 tvar� a kter� vyu��v� vlastn�ch 
�sel jist� Grammovy
matice� viz ����
Z�v�rem uvedeme p��klad polynomu� kter	 je nez�porn	 a kter	 nelze

vyj�d�it ve tvaru sou
tu 
tverc� polynom�� Lze jej v�ak vyj�d�it podle �!�
Hilbertova probl�mu ve tvaru sou
tu 
tverc� pod�l� polynom� �racion�l�
n�ch funkc�
�

P��klad �Motzkin


M�x� y� z
 � x�y� � x�y� � z� � �x�y�z� � ��

nebo� podle A�G nerovnosti

x�y� � x�y� � z� � � �

p
x�y�x�y�z� � �x�y�z��

Ale M�x� y� z
 nelze ve tvaru sou
tu 
tverc� polynom� vyj�d�it�
Podle �!� Hilbertova probl�mu v�ak lze M�x� y� z
 napsat jako sou
et

� 
tverc� racion�ln�ch funkc� ���

�� Polynom f�x� y� z
 je nez�porn�� jestli�e pro v�echna re�ln� x� y� z je f�x� y� z
 � ��
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M�x� y� z
 �

�
x�y�x� � y� � �z�


x� � y�

��
�

�
xy��x� � y� � �z�


x� � y�

��
�

�

�
xyz�x� � y� � �z�


x� � y�

��
�

�
�x� � y�
z�

x� � y�

��
�

�

Historie �!� Hilbertova probl�mu od jeho vzniku a� po sou
asnost je
poutav� pod�na v 
l�nku ���� kter	 
ten���m velmi doporu
uji� Z pr�v�
uveden�ho p��kladu plyne� �e ne ka�dou geometrickou nerovnost lze �e�it
zp�sobem� kter	 jsme pou�ili k �e�en� nerovnosti ��
� 'adu dal��ch geome�
trick	ch nerovnost�� �e�en	ch shora uvedenou metodou lze nal�zt v ����
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Vzd�lenost bodu od p��mky

FRANTI
EK 
�MA

V%TE� �esk� Bud�jovice

Hled�n� v�ce zp�sob� �e�en� matematick	ch �loh je v	zvou pro studenty�
aby nepracovali jen form�ln�� ale aby i samostatn� usilovali objevovat nov�
cesty� kter	ch je n�kdy i v�ce� Formulujme si nyn� jednu �lohu z analytick�
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geometrie a na n� uk��eme� �e r�zn	ch zp�sob� �e�en� m��e b	t opravdu
mnoho od �e�en� 
ist� form�ln�ch a� po velmi kreativn��

�loha

Ur
ete vzd�lenost bodu M ��� �� �� od p��mky a� x � � � �t� y � � � t�
z � �� t� t � R�
�e�en� 	� �

Prostorov� �e�en��
�
 Zvol�me rovinu �� M � �� � � a�
�
 ur
�me pr�se
�k R� R � � 	 a�
�
 hledan� vzd�lenost v � jMRj�

Analytick� postup�
�
 P��mka a m� sm�rov	 vektor u � ��� ����
� z 
eho� v obecn� rovnici

ax� by � cz � d � � roviny � m�me

�x� y � z � d � ��

Po dosazen� sou�adnic boduM vypo
teme d� � �������d� �
 d � ��
a rovina � m� rovnici�

�x� y � z � � � ��
�
 Pro pr�se
�k R p��mky a s rovinou � plat�� �e je �e�en�m soustavy

rovnic

�x� y � z � � � �� x � � � �t� y � � � t� z � �� t�

Po dosazen� za x� y� z do prvn� rovnice dost�v�me

��� � �t
 � � � t� ��� t
� � � �� tj� t �
�
�
�

Dosazen�m za t do ��� �� a �� rovnice p�vodn� soustavy dost�v�me sou�ad�
nice bodu R �

�
	
� �



� �

�
�

�
�

�
 Pro vzd�lenost bod� M � R plat�

v � jMRj �
s�

!
�
� �

��

�

�
�
�
� �

��

�

�
�
�
� �

��

�

�

s�
�
�

��

�

�
��
�

��

�

�
�
�

��

�

r
�
�
�

p
�
�
�

tak�e hledan� vzd�lenost je
p
�
� �
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�e�en� 	� �

Prostorov� �e�en��
�
 Zvol�me p��mku b� b k a� M � b�
�
 po
�tkem O vedeme rovinu 
� 
 � a� 
 � b�
�
 ur
�me pr�se
�ky Q � 
 	 a� R � 
 � b�
�
 hledan� vzd�lenost je vzd�lenost bod� Q� R�

Analytick� postup�
�
 Rovnice p��mky b je x � � � �t� y � � � t� z � �� t� t � R�
�
 Rovina 
 m� norm�lov	 vektor n � ��� ����
� jej� rovnice je tedy

�
 proch�z� po
�tkem

�x� y � z � ��

�
 Vypo
teme pr�se
�ky Q� R�
a
 Q � 
	a� �����t
����t
����t
 � �� tak�e t � � �

� a a �
�
�
� �

�
� �

	
�

�
�

b
 R � 
	b� �����t
����t
����t
 � �� tak�e t � �� a R � ��� �� ���
�
 Pro v plat�

v �

s�
�� �

�

��

�

�
�� �

�

���
�� !

�

��

�

r
�
�
�
�
�
�
�
�
�

r
�
�
�

p
�
�
�

�e�en� 	� �

Prostorov� �e�en��
�
 P��mka a je mno�ina bod� X � u je sm�rov	 vektor p��mky a� vektor

v � X �M �
�
 pro vektory u� v plat� u � v 
 u � v � �� z toho ur
�me vektor v �
�
 zn�me�li vektor v � ur
�me sou�adnice jeho koncov�ho bodu X��
�
 hledan� vzd�lenost v � jMX�j�

Analytick� postup�
�
 Pou�ijeme parametrick� vyj�d�en� libovoln�ho vektoru v � X �M �

kde M je dan	 bod a X libovoln	 bod p��mky a� jej�� sm�rov	 vektor
u � ��� ����
� Potom lze bod X a vektor v vyj�d�it

X � �� � �t� � � t� �� t�� t � R�
v � X�M��� � �t� �� � � t� �� �� t� �
���� � �t��� � t� �� t
�
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�
 Zap��eme podm�nku kolmosti vektor� u� v � u � v 
 u � v � �� tedy

��� � �t
 � � � ��� � t
� � ��� t
���
 � ��

z 
eho� t� � �
� �

�
 Tomuto t� odpov�d� bod X� p��mky a� kter	 je patou kolmice z bodu
M na p��mku a�

X� �

�
� �

�
�
� � �

�
�
� �� �

�

�
�

�
!
�
�
�
�
�
�
�

�
�

�
 Pro hledanou vzd�lenost v plat� �viz �e�en� 
� �
 v � jMX�j �
p
�
� �

�e�en� 	� 


Prostorov� �e�en��
�
 Ur
�me rovnici roviny �� M � �� a � ��
�
 v rovin� � sestroj�me kolmici k na p��mku a�
�
 ur
�me pr�se
�k R � a 	 k�
�
 hledan� vzd�lenost v � jMRj�

Analytick� postup�
�
 Na p��mce a zvol�me libovoln� dva body A � ��� �� �� �t � �
� B �

� ��� �� �� �t � �
 a ur
�me rovnici roviny � � ABM � Obecn� rovnice
roviny je ax� by � cz � d � �� Postupn	m dosazen�m sou�adnic bod� A�
B� M dost�v�me

a� �b� �c� d � ��

�a� �b� c� d � ��

�a� �b� c� d � ��

Vzhledem k tomu� �e jedna z konstant bude parametrem� m��eme si zvolit
nap�� d � ���
Potom �

	 � � � �
� � � �
� � � �



A � � � � �

�
	 � � � �
� � � �
� � �� ��



A �

odkud plyne a � �� b � �� c � ��
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Rovnice roviny � je �jej� norm�lov	 vektor je v � ��� �� �



y � z � ��

�
 Pro sm�rov	 vektor w � �w��w��w�
 hledan� kolmice plat� w � v �
w � u� kde u je sm�rov	 vektor dan� p��mky a� v je norm�lov	 vektor
roviny �� Z toho plyne

� � w� � � � w� � � � w� � ��

� � w� � � � w� � � � w� � ��

'e�en�m t�to soustavy je w � �w���w��w�
 a zvol�me�li w � �� je
�e�en�m w � ������ �
�
�
 'e��me soustavu rovnic

x � � � �t� y � � � t� z � �� t�

x � � � r� y � �� r� z � � � r� pro t � R� r � R�

'e�en� je t � �
� � r �

�
� a sou�adnice pr�se
�ku jsou R �

�
	
� �



� �

�
�

�
�

�
 Hledan� vzd�lenost v � jMRj je �viz �e�en��
 tedy
p
�
� �

�e�en� 	� �

Idea �e�en��
Vyu�ijeme vzorec pro v	po
et obsahu rovnob��n�ka Sr � ju � v j� Z to�

hoto vzorce dost�v�me pro obsah troj�heln�ku S � ju�vj
� � Vyj�d��me�li

z tohoto vzorce v	�ku v� dost�v�me v � ju�vj
juj �

Prostorov� �e�en��
�
 Na p��mce a zvol�me body A�B �nap�� pro t � � a �
� t�m vznikne
troj�heln�k ABM � a zvol�me dva vektory� nap�� u � B � A� v �
�M �A�

�
 pro vzd�lenost v pou�ijeme v	�e uveden	 vztah �viz t�� ���� ���
�

Analytick� postup�
�
 Zvol�me body A�B � a pro t � � a t � �� dostaneme A � ��� �� ���

B � ��� �� ��� M � ��� �� ��� pak

u � B �A � ��� ����
� v �M �A � ��� ����
�
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�
 Vypo
teme

u � v �

������
x� x� x�
u� u� u�
v� v� v�

������ �
������
x� x� x�
� � ��
� � ��

������ �
� ��� � �
x� � ��� � �
x� � ��� �
x� � �x� � x� � x��

tak�e u � v � ��� �� �
 a ju � v j � p
�� � �� � �� �

p
�� a d�le juj �

�
p
�� � �� � ���
� � p

��
Pro v	slednou vzd�lenost v vych�z�

v �
ju� vj
juj �

p
�p
�
�

r
�
�
�

p
�
�
�

�e�en� 	� �

Idea �e�en��
Body� kter� maj� hledanou vzd�lenost od bodu M � le�� na kulov� plo�

�e �� P��mka a je jej� te
nou� Proto� �e��me�li soustavu rovnic kulov� plochy
�o nezn�m�m polom�ru r
 a p��mky a� dostaneme po dosazen� kvadratic�
kou rovnici�  loha mus� m�t jedin� �e�en� �p��mka a je te
nou t�to kulov�
plochy
� proto diskriminant kvadratick� rovnice se mus� rovnat nule� Z toho
ur
�me velikost r� co� je hledan� vzd�lenost�

Prostorov� �e�en��
�
 Sestav�me rovnici kulov� plochy o st�edu M a polom�ru r�
�
 Z podm�nky� �e p��mka a je te
nou kulov� plochy ur
�me r�

Analytick� postup�
�
 �
 Do rovnice kulov� plochy �

�x� �
� � �y � �
� � �z � �
� � r�

dosad�me z parametrick�ho vyj�d�en� p��mky a a dost�v�me rovnici

�� � �t� �
� � �� � t� �
� � ��� t� �
� � r��

kter� po �prav� d�v�
�t� � �t� �� r� � ��
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Diskriminant D � ���
�� � � � � ��� r�
 � ��r�� � � ���r�� �
 polo��me
roven nule a z ko�en� rovnice �r� � � � � vyhovuje kladn	 ko�en r �

p
�
� �

co� je hledan� vzd�lenost�

�e�en� 	� 


Prostorov� �e�en��
�
 Na p��mce a zvol�me bod B o stejn� sou�adnici z jakou m� bod M �
d�le na t�to p��mce zvol�me libovoln	 bod A �A 
� B
�

�
 rovinu ABM �bod A
 oto
�me kolem osy o � BM do roviny ���
��k�� o � �� �� je rovina z � �
�

�
 �lohu �e��me v rovin� ���

Analytick� postup�
�
 Sou�adnice zB � zM � �� tj� z � � � t � � 
 t � �� potom

B � ��� �� ��� d�le zvolme A � ��� �� ��� �t � �
� Osa o � BM m� rovnice
x � � � t� y � �� z � �� jej� sm�rov	 vektor s � B �M � ��� �� �
�
�
 Bod A oto
�me po kru�nici k� kter� le�� v rovin� �� � � o� st�ed

ot�
en� S � � 	 o�
Rovnice roviny � je � � x � � � y � � � z � d � �� tj� x � d � �� a je�to

A � �� je � � d � � a dost�v�me

x� � � ��
St�ed ot�
en� S je �e�en�m soustavy rovnic x � � � � a x � � � t� y � ��
z � �� tak�e S � ��� �� ��� Polom�r ot�
en� je

r � jASj �
p
��� �
� � ��� �
� � ��� �
� �

p
��

Kru�nice k ot�
en� je pr�nikem kulov� plochy � � �S� r


�x� �
� � �y � �
� � �z � �
� � ��
a roviny �� tak�e je d�na vztahy

x � �� �y � �
� � �z � �
� � ��
Bod A oto
�me do roviny �� �z � �
 a dostaneme bod A� � k 	 ��� do
p�edchoz� rovnice tedy dosad�me z � � a dostaneme kvadratickou rovnici

y� � �y � ! � �
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se dv�ma ko�eny� kter� odpov�daj� dv�ma mo�nostem oto
en� y� � ��
p
��

y� � ��
p
�� Vyberme si prvn� z nich� vzhledem k tomu� �e x � � a z � ��

m�me A� � ��� ��
p
�� ���

�
 V rovin� z � � vypad� situace takto�

A� � ��� ��
p
��� B � ��� ��� M � ��� ���

Vzd�lenost bodu M od p��mky a � AB vypo
teme podle vzorce

v�M�a
 �
jax� � by� � cjp

a� � b�
�

Sm�rov	 vektor p��mky a je u � B�A � ���p�
� jej� parametrick� rovnice
jsou x � � � �t� y � � � t

p
�� obecn� rovnice p��mky a je pak

x
p
�� �y � �� �

p
� � ��

Nakonec tedy

v �
j�p�� � � � � �� �p�jq

�
p
�
� � ���
�

�
j � p�jp

�
�

�p
�
�

p
�
�
�

�e�en� 	� �

Idea �e�en��
Budeme uva�ovat� �e vzd�lenost jednotliv	ch bod� p��mky a od bodu

M tvo�� funkci f�t
� jej�� minimem je pr�v� hledan� vzd�lenost bodu M
od p��mky a�

Analytick� postup�
Je�li X libovoln	 bod p��mky a� je

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



f�t
 �MX �
p
�� � �t� �
� � �� � t� �
� � ��� t� �
� �

�
p
��� � �t
� � ��� � t
� � ��� t
� �

p
�� �t� �t�

a funkce f�t
 m� nab	vat sv�ho minima�
Extr�my funkce m��eme vy�et�it pomoc� derivace� Z praktick� povahy

�lohy vid�me� �e tato funkce minim�ln� hodnoty v n�kter�m bod� nabude�
tak�e sta
� naj�t jen stacion�rn� bod� je�li jeden� nast�v� minimum v n�m�
Prvn� derivaci

f ��t
 �
��t� �

�
p
�� �t� �t�

polo��me rovnu nule� z 
eho� dostaneme t� � �
� � Hledan� vzd�lenost je

f�t�
� tj�

v � f�t�
 �
q
�� �t� � �t�� �

r
�� ��

�
�
�
�
�

r
�
�
�

p
�
�
�

Minimum funkce f lze ur
it i bez derivace� Pod odmocninou v rovnici
funkce je kvadratick	 troj
len� kter	 lze upravit tak� �e

f�t
 �

s
�
�
�

�
t
p
�� �

p
�
�

��

�

Je�li v	raz v z�vorce roven nule �tj� t� � �
� 
� nab	v� f sv� minim�ln�

hodnoty
q

�
� �

p
�
� �

�e�en� 	� �

Idea �e�en�� V knize ��� je uveden n�sleduj�c� vzorec pro vzd�lenost bodu
M od p��mky a v prostoru� Je�li A libovoln	 bod p��mky a� a� � A � O�
m �M �O� u sm�rov	 vektor p��mky a� potom pro vzd�lenost v bodu M
od p��mky a plat�

v �

����a� �m �
�m � a�
 � u

u
�

� u
���� �
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Analytick� postup�

a� � A�O � ��� �� �
� m �M �O � ��� �� �
� u � ��� ����
�

v �

������� �� �
� ��� �� �
 � ���� �� �
� ��� �� �
� � ��� ����

��� ����
� � ��� ����


���� �
�

����������� �
 � ��� ����
 � ��� ����

�

� ��� ����

���� �

�

����������� �
 � �
�
� ��� ����


���� �
����������� �
 �

�
�
�
�
�
�
���
�

����� �
�

����
�
�
�
���
�
�
�
�

����� �
s�

�
�

��

�

�
��
�

��

�

�
�
�

��

�

r
�
�
�

p
�
�
�

�e�en� 	� ��

Idea �e�en�� V knize �!� je uveden n�sleduj�c� vzorec� M��li bod M sou�ad�
nice M � �x�� y�� z�� a p��mka a rovnice x � az� p� y � bz� q� potom pro
vzd�lenost v bodu M od p��mky a plat� vztah

v �

r
�aq � bp� bx� � ay�
� � �p� az� � x�
� � �q � bz� � y�
�

a� � b� � �
� ��


Analytick� postup�
Vzhledem k tomu� �e rovnici p��mky m�me v jin�m tvaru� mus�me ji

na pot�ebn	 tvar p�ev�st� tj� ze soustavy rovnic x � � � �t� y � � � t�
z � �� t mus�me vytvo�it soustavu rovnic typu x � az� p� y � bz� q� To
provedeme tak� �e z posledn� rovnice dan� soustavy vyj�d��me t a dosad�me
je do prvn�ch dvou rovnic� m�me tak t � �� z� a z toho

x � � � �t � � � ���� z
 � �� �z� tedy x � ��z � ��
y � � � t � � � �� z � �� z� tedy y � �z � ��

Z toho pro dosazen� do vzorce ��
 m�me

a � ��� b � ��� p � �� q � �� x� � �� y� � �� z� � ��
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tak�e

v �

s
��� � ��� � �� � � ��� � �
����� � � �� �
����� � � �� �
�

���
�����
� � � �

� � � � �

p
�
�
�
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ibrava� Z�� Matematika �� Sb�rka p��klad�� Vydavatelstv�

�VUT� Praha ��� 	
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a ���� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na ve t�et�m

�sle tohoto ����
 ro
n�ku na�eho 
asopisu�

�loha ���

Najd�te v�echny dvojice re�ln	ch 
�sel �x� y
 vyhovuj�c� soustav� rovnic

�x� � y� � ��

�x�y � xy� � ���

Jarom�r �im�a
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Od dvojn�sobku prvn� rovnice dan� soustavy ode
teme druhou rovnici
a dostaneme

�x� � �x�y � xy� � �y� � ��

Tuto rovnici uprav�me na �faktorizovan	
 tvar

�x� �y
��x� y
��x� y
 � ��

Nastane proto nutn� jeden z p��pad�

y � �
�x� y � �x� y � ��x�

Dosazen�m za y do kter�koliv �nap�� prvn�
 z rovnic dan� soustavy obdr�
��me v jednotliv	ch p��padech

�	

 x

� � �� ��x� � �� ��x� � ��

odkud ji� vypo
teme nezn�mou x�  loha m� v oboru re�ln	ch 
�sel t�i
�e�en�� kter	mi jsou n�sleduj�c� dvojice �x� y
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Zkou�ka u toho postupu nen� nutn��

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan� D��a Pek�rkov� z T��
bora� Ji�� Steckbauer z Kv�tn�� Simona Domesov�� Lucie Moheln�kov��
Jitka Novotn� a Eli�ka Nekvapilov�� v�ichni z GMK v B�lovci� Jana Fal�
t�nkov� z CMG v Prost�jov�� Jarom�r Kala� David Kla�ka� Hana �ormov�
a Bohuslav Zmek� v�ichni z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e� Radek Marci�a
z GChD v Praze �� Zborovsk�� Jan Mat�jka z G v (esk	ch Bud�jovic�ch�
J�rovcova�Van Nhan Nguyen aMartin V��ka� oba z G v Praze �� Nad Alej��
Josef Ond�ej G v Ro�nov� p� R�� Alexander Sl�vik z G v Brn��'e
kovic�ch�
Josef Tkadlec a Tom�� Zeman� oba z GJK v Praze � a Jan Va�hara z GLJ
v Hole�ov��

Ne�pln� �e�en� zaslal Vladim�r Pavel z Blovic�
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Na obr�zku je sch�ma cest mezi m�sty
A� B� P � Q� R i s �daji o jejich d�lce
v kilometrech� Ur
ete nejkrat�� cestu z A
do B v z�vislosti na re�ln	ch hodnot�ch
x� y � h�� �i �troj�heln�kov� nerovnosti
nemusej� b	t spln�ny
� V rovin� prom�n�
n	ch xy vyzna
te v	sledn� podm�nky�

Stanislav Tr�vn��ek


e�en��
Sta
� uva�ovat �est r�zn	ch cest vedouc�ch z bodu A do bodu B�

APB� APQB� APQRB� ARQPB� ARQB� ARB�

Jejich d�lky jsou po �ad�

x� y� x� �� �x� �� �y � �� y � �� x� y�

V jednotliv	ch p��padech vy�et��me� kdy jsou uva�ovan� cesty nejkrat���

� Cesta APB �spolu s cestou ARB
 je nejkrat��� pr�v� kdy�

y � �� y � � � x� y � x� �� x � ��

� Cesta APQB je nejkrat��� pr�v� kdy�

y � �� x � �� y � �
� �x� �
� y � x� ��

p�itom podtr�en� podm�nka je d�sledkem prvn� podm�nky a podm�nky
x � ��

� Cesta APQRB je nejkrat��� pr�v� kdy� �podtr�en� podm�nky jsou d��
sledkem zb	vaj�c�ch a omezen� na x� y


y � x� �� x � �� y � x� y � �x� ��
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� Cesta ARQPB je nejkrat��� pr�v� kdy�

y � x� �� y � �
� �x� �
� y � x� y � ��

� Cesta ARQB je nejkrat��� pr�v� kdy�

x � �� y � x� �� y � �x� �� y � ��

V n�sleduj�c�m grafu jsou vyzna
eny v	sledn� podm�nky pro jednot�
liv� cesty spolu s jejich ozna
en�m� �Na spole
n	ch hranic�ch oblast� je
nejkrat��ch cest v�ce�
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Spr�vn� �e�en� zaslali� Vladim�r Pavel z Blovic� Jarom�r Kala� Ji�� Ma�
rek a Bohuslav Zmek� v�ichni z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e� Lucie Moheln��
kov�� Jitka Novotn� a Eli�ka Nekvapilov�� v�ichni z GMK v B�lovci� Van
Nhan Nguyen a Martin V��ka� oba z G v Praze �� Nad Alej�� Alexander
Sl�vik z G v Brn��'e
kovic�ch� Josef Tkadlec a Tom�� Zeman� oba z GJK
v Praze ��

Ne�pln� �e�en� zaslal Anton Hn�th z Moravan�

Pavel Cal�bek
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