MATEMATIKA

O Keplerové rovnici

MICHAL KRIZEK
Matematicky tstav AV CR, Praha

Béhem svého pobytu v Praze Johannes Kepler studoval data, ktera
ziskal z pozorovani Tychona Brahe. Pfitom zjistil, Ze se planety pohy-
buji po eliptickych drahéch, v jejichz spole¢ném ohnisku je Slunce, a zZe
plogné rychlost kazdé planety je konstantni (tzn., Ze spojnice st¥edu Slunce
a stfedu planety opisSe stejné velké plochy za stejné dlouhé casové inter-
valy). Tak byl kolem roku 1605 objeven prvni a druhy Keplertv zakon,"
ktery byl prvné publikovan ve stéZejnim Keplerové dile Astronomia nova
v roce 1609, tj. pravé pred 400 lety (viz [3]). To je jeden z divodd, pro¢
byl letosni rok vyhlasen Mezindrodnim rokem astronomie.?

Oznacme a hlavni a b vedlejsi poloosu eliptické drahy planety. Uvazujme
kruznici o poloméru a a stejném stiedu, jako ma elipsa na obr. 1. Pokud je
(numerickd) excentricita elipsy e = va? — b?/a kladnd, pak se planeta ne-
pohybuje rovnomérné,? a proto je dulezité umét urcit jeji polohu v daném
case. V ¢asti 1. a 2. si ukdzeme, jak lze polohu na elipse popsat pomoci
thlu zvaného excentrickd anomadlie. Ve 3. ¢asti odvodime Keplerovu rov-
nici, kterd svazuje excentrickou anomalii s rovnomérné plynoucim ¢asem,
viz [1], str. 304.

1. Ozna¢me r > 0 heliocentrickou vzdalenost planety P od Slunce S,
body A, B, C a uhly «, ¢ tak, jak je nakresleno na obr. 1. Je patrno, Ze

1) 7 nich lze odvodit tieti Kepleriiv zdkon (viz napf. [2]), ktery Kepler uvefejnil az
v roce 1619.

2) Pfed 400 lety také Galileo Galelei poprvé pouzil dalekohled pro astronomickd pozo-
rovani.

3) Napf. pro Mars, na ktery Kepler zejména upiral svoji pozornost, je e = 0, 1.
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acosa = |AC| =ae+rcosp, (1)

rsing |PC| b
asina |BC| a’
kde thel « se nazyva excentrickd anomadlie a Ghel ¢ pravd anomdlie.
Z obou rovnic dostaneme po Gpravé

2 2 2

r? cos? p = a® cos® a — 2a’ecosa + a’e?,

r?sin? p = b? sin® @ = a?(1 — €?) sin” a.

Jestlize tyto rovnice seéteme, obdrzime r? = a? — 2a’e cos a + a?e? cos? a.

Odtud plyne vyjadieni vzdalenosti r pomoci excentrické anomélie «,

r=a(l —ecosa). (2)

Obr. 1

2. Déle se pokusime vyjadrit pravou anomalii ¢ pomoci «. Dosadime-li
do (2) za cosa ze vztahu (1), vidime, Ze 7 = a — e(ae + r cos p), tj.

z(1+ecos<,0):1—e2. (3)
a
Takto se nékdy vyjadruje prvni Kepleriv zakon v polarnich soutadnicich
(r,9). Z (1) po vydéleni a a z (3) tak ziskdame
1—¢e? _ e+cosy

cosa=e+ ———COSpp = ——— .
a=e 1+ecosp v 1+ecosp
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Odtud dosazenim do vztahu pro tangens poloviéniho thlu mame

tZgzl—cosa_l—%:1+ec0s<p—e—cos<p:
& 2 1l+4cosa 1-{—1%0355% 1+ecosp+e+cosp
:1—6'1—coscp:1—etg2£
1+e 1l+4+cosp 14+e > 2’
a tedy
l+e «
= 2arctg( tg5). 4
p = 2arctg(([ T8 5 (4)

3. Nyni stanovime rovnici pro vypocet a. Necht ¢ = 0 je ¢as pruchodu
planety periheliem a T je jeji obézna doba. Podle druhého Keplerova za-
kona je plo$na rychlost planety konstantni a je rovna wab/T (viz [2]). Za
Cas t € (0;T) opise tedy pravodi¢ SP plochu wabt/T. Za stejny Cas opise
tGsecka SB plochu ma®t/T (tj. 4-krét vétsi) a Gsecka AB plochu 7ra2°‘2%tr).
Rozdil téchto ploch je roven obsahu trojuhelnika ASB (viz obr. 1)

Po vydéleni ¢islem —a? /2 dostaneme jiz Keplerovu rovnici pro excentrickou
anomalii

—t =a(t) —esina(t).

. 5)

Leva strana M (t) = 2wt/T se nazyva stfedni anomdlie, protoze je linedrni
funkei casu.

Pro zadany ¢as ¢ tak mtzeme z Keplerovy rovnice (5) uréit thel a(t)
pomoci néjaké iteraéni metody. Z (2) pak ur¢ime vzdalenost r(t) a z (4)
vypoctteme ¢(t). Tim je poloha planety v roviné drahy jednoznaéné urcena.

Dodnes obdivujeme, jak Kepler odvodil rovnici (5) a své tii zdkony
o pohybu planet. Musel mit obrovskou geometrickou predstavivost, fyzi-
kalni intuici a mimoiadnou schopnost analyzovat velké mnozstvi dat o po-
lohach planet.
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O jedné metodé dokazovani
geometrickych nerovnosti

PAVEL PECH
Pedagogickd fakulta JU, C. Budg&jovice

V ¢lanku je uveden zplsob dokazovani geometickych nerovnosti meto-
dou, kterd spociva ve vyjadieni polynomu, ktery danou nerovnost popisuje,
ve tvaru souctu ¢tverc polynomi.

Jako ukézka pouziti této metody slouzi dloha, kterd byla feSena ve
29. ro¢niku MO (1980), v kategorii A. Nejprve je podan klasicky zptsob
feSeni, ve druhé Casti je ukazana metoda, ve které pouzijeme vyjadieni
polynomu ve tvaru souctu ¢tvercii (metoda sos*)). Budeme se zabyvat
nasledujici tlohou:

Trogihelnik ABC o strandch a,b,c md obsah P a trojihelnik K LM o stra-
ndch k,l,m md obsah Q. Dokazte, Ze pak plati:

E?(—a® +b° + %) + *(a® = b + &)+ m?(a®> +b* — ¢®) > 16 PQ. (1)
Pro které trojihelniky plati rovnost?
Regeni. Uvedeme teseni podle [1]. Ozna¢me thel, ktery sviraji strany a, b

trojuhelnika ABC symbolem v a thel, ktery sviraji strany k,l v AKLM
jako ¢. Potom pro obsahy P a @ trojahelniki ABC a K LM plati

*) sos znamen4 anglicky ,,sum of squares“ — ,soulet Ctverci“.
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1 1
P = —absinvy, Q = —klsinp.
2 2
Podle kosinové véty pouZité na trojihelniky K LM a ABC je
m? =k? + 12 — 2kl cos p, a? +b* — ¢® = 2abcosn.
Pomoci téchto ¢tyt vztahi prepiSeme (1) na ekvivalentni tvar
k*(2b% — 2abcosy) + 1?(2a® — 2abcosy) + (k* + 1% — 2kl cos p)2abcosy >
> 4abklsin ysin .
Upravou dostaneme

(kb — la)? + 2abki[1 — cos(y — )] > 0.

ProtoZe cos(y — ¢) < 1, nerovnost (1) plati. Rovnost nastane pravé kdyz
kb=laacos(y—¢)=1,tj. y=9aa:b=k:l, atrojihelniky ABC
a K LM jsou podobné.

Pozndmka. Je-li KLM rovnostranny trojihelnik, potom k% = 4Q/\/§
a (1) pfejde v nerovnost

a®+b0*+c > 4/3P, (2)

ve které nastane rovnost pouze pro rovnostranny trojuhelnik. Nerovnost
(2) je pripisovana R. Weitzenbickovi [7]. O
Nerovnost (1) je zndma jako nerovnost Neuberg—Pedoe [2]. Americky
matematik D. Pedoe se touto nerovnosti zabyval v roce 1943. Nerovnost
byla nékolikrat zobecnéna na simpexy v E™.
Pii dikazu nerovnosti (1) vysel D. Pedoe z nésledujici vlastnosti po-
dobnych trojihelnika [4]:
Sestrojime-li nad stranami trojihelnika ABC' tri podobné trojihelniky
A'BC, AB'C ABC' (vsechny vné nebo vSechny dovniti'), potom jejich
stredy R, S, T opsangch kruznic tvori trojihelnik podobny témto tiem troj-
thelnikim.
Diikaz. Ulohu dokdzeme pro ,vné&jsi“ p¥ipad, ktery lze lépe sledovat na
obrazku. ,Vnitini“ pripad, kdy podobné trojahelniky sestrojime dovnitf
trojuhelnika ABC' se dokéze obdobnym zpisobem.
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Necht ABC a K LM jsou libovolné trojiuhelniky s délkami stran po radé
a,b,cak,l,m. Nad stranami trojihelnika ABC vné sestrojme trojihelniky
A'BC, AB'C a ABC' podobné trojiuhelniku KLM. Necht R,S,T jsou
stiedy kruznic opsanych trojuhelnikim A'BC, AB'C, ABC' a rq, 1,7
jejich poloméry, obr. 1.

Obr. 1 ARST ~ A'BC ~ AB'C ~ ABC'

Podle kosinové véty plati v trojuhelniku AST

ST|? = |AS|> +|AT|> —2|AS|-|AT| cos(a+ k) = i +1% —2ryr. cos(a+ k),
b c

b 2 b
ST =1? <l_2 + C—2 -2 7 %(cosacosn— sinasinn)) .
m
Po Gpravach dostaneme
ST _
2 T
2
= T;mz (k2(—a2+b2+c2)+l2(a2—b2+c2)+m2(a2+b2—c2)+16PQ), (3)

kde P, Q znali po fadé obsahy trojuhelniki ABC, K LM. Vidime, Ze vyraz
na pravé strané (3) je symetricky. To znamend, Ze pro ostatni délky |T'R|/l
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a |RS|/m dostaneme stejny vysledek, jak se lze ostatné presvédéit pfimym
vypottem. Odtud plyne

|RS|  |ST|  |TR]
m k17
coz znamena, ze trojuhelnik RST je podobny trojuhelniku K LM. O
Pouzitim pfedchozi tivahy dostaneme nerovnost Neuberg—Pedoe (1) tak,
7e podobné trojtihelniky A'BC, AB'C, ABC' nad stranami trojihelnika
ABC misto vné sestrojime dovniti trojihelnika ABC. Po Gpravéich dosta-
neme rovnost

|ST|?
2 2 =
2
= m(k2(—a2+b2+c2)+l2(a2—b2+c2)+m2(a2+b2—c2)—16PQ), (4)

kterd se lisi od (3) pouze znaménkem minus u ¢lenu 16PQ. Vidime, Ze
prava strana (4) je vétsi nebo rovna nule, protoze levd strana je nezaporna.
Tedy plati:

E*(—a® +b* + ) + 1*(a® = b* + &%) + m*(a® + b* — ¢®) > 16PQ. (5)

Rovnost v (5) nastane pravé kdyz |ST| = |TR| = |RS| = 0, tj. a = &,
B =X, v=u, atrojihelniky ABC a KLM jsou podobné. O

Reseni metodou sos. Nyni nerovnost (1) dokdZzeme zptisobem, ktery vyu-
ziva vyjadreni polynomu, ktery danou nerovnost popisuje, ve tvaru souctu
¢tvercti polynomid.

Trojahelniky ABC, K LM umistime do kartézské soustavy soufadnic
tak, ze A[z,y], B[0,0], Cla,0], K[u,v], L[0,0], M[k,0] (obr. 2). Délky stran
a=|BC|,b=|CA|, c=|AB|, k =|LM|,l = |[MK|, m = |KL| a obsahy
P, @ vyjadiime pomoci souradnic ve tvaru algebraickych rovnosti:

b=|CAl & hy:(z—a)®+y*—b* =0,
c=|AB| & hy: 2?2 +y? — 2 =0,

| =|MK| & hg:(u—k)2+v2—-12=0,
m =|KL| & hg:u®> + 02 —m? =0,

P =obsah ABC < hs: 2P —ay =0,
@ = obsah KLM < hg : 2Q) — kv = 0.
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Necht ¢ je pomocnd proménna, kterd spliiuje podminku
hy t k2 (—a® + 02 + ) +12(a® = 0> + ) + m?(a® + b* — ?) — 16PQ —t = 0.
Pomocnou proménnou ¢ nejprve vyjadiime pomoci nezavislyjch promén-

nych z,y,a,u, v, k. Poté proménnou ¢ vyjadiive ve tvaru souctu ¢tverct
polynomi, ze kterého plyne jeji nezapornost.

Nejprve v idedlu I = (hy,hs,...,hr) eliminujeme zdvislé proménné
b7c7 l7m7p7q'
Y
[us]
A[x,y] m
c /
b
B=L[0,0] cla0]  Mko] v
Obr. 2

V programu CoCoA*) dostaneme

Use R::=Q[xyuvakbclmpqt];

I:=Ideal((x-a) "2+y~2-b"2,x"2+y"2-c"2, (u-k) "2+v~2-1"2,
u~2+v~2-m~2,2p-ay,2q-kv,
k"2(-a"2+b"2+c"2)+172(a"2-b"2+c"2)+m"2(a"2+b"2-c"2) -16pg-t) ;
Elim(b..q,I);

jediny polynom, ktery vede na rovnici, ze které ziskdme ¢
t = 2u*a® + 2v*a® — dzuak — dyvak + 22°k* + 2y k. (6)
Nyni pravou stranu (6) vyjadiime ve tvaru souc¢tu ¢tvercii. Dostaneme
t = 2(zk — ua)® + 2(yk — va)®. (7)
*) Software CoCoA je volné ke staZeni na adrese http://cocoa.dima.unige.it
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Z vyjadfeni t ve tvaru souctu ¢tverct (7) plyne nerovnost (1). Rovnost
v (1) nastane pravé kdyz v (7)plati ©k — ua = 0 a zaroveh yk —va = 0
nebo-li a/k = z/u = y/v, tj. trojuhelniky ABC a KLM jsou podobné.
Tvrzeni je dokdzano. O

Ve shora zminéném piikladu jsme pomocnou proménnou ¢ vyjadiili ve
tvaru souctu ¢tvercl ruéné — bez pouziti pocitace. Obecné je vSak vy-
jadreni nezdporného polynomu*) ve tvaru souctu ¢tverct obtizné. Navic
se ukazalo, ze ne kaZdy nezdporny polynom lze ve tvaru souctu Ctvercl
vyjadrit. Tato otazka souvisi se 17. Hilbertovym problémem, ktery D. Hil-
bert vyslovil na Mezinarodnim kongresu matematikil v roce 1900 v Pairizi.
Formulace 17. Hilbertova problému je nasledujici:

Je kaZdy nezdaporny polynom souctem ctverci raciondlnich funkci?

17. Hilberttv problém potvrdil E. Artin v roce 1927. Jeho dikaz vSak
neukazuje, jak dany rozklad na soucet ¢tvercl najit. Existuje vSsak pocita-
covy program, ktery tento rozklad provadi. Postup je zalozen na metodé,
kterd je zobecnénim postupu, ktery se pouzivd pii uvedeni kvadratické
formy na kanonicky tvar, a kterd vyuziva vlastnich ¢isel jisté Grammovy
matice, viz [3].

Zavérem uvedeme piiklad polynomu, ktery je nezaporny a ktery nelze
vyjadrit ve tvaru souctu ¢tverct polynomi. Lze jej vSak vyjadrit podle 17.
Hilbertova problému ve tvaru souctu ¢tverci podilt polynomd (raciondl-
nich funkcf).

Piiklad (Motzkin)

M(z,y,z) = a*y® + 2°y* + 2° — 32%y%2% > 0,
nebot podle A-G nerovnosti

wly? + oyt 20 > 3¢ wtyPalytsb = 3272
Ale M(x,y, z) nelze ve tvaru sou¢tu ¢étverci polynomd vyjadfit.

Podle 17. Hilbertova problému vsak lze M (z,y, z) napsat jako soucet
4 ¢tverct raciondlnich funkci [6]

*) Polynom f(z,y,z2) je nezdporny, jestlize pro viechna redlnd z,y, z je f(x,y,2) > 0.

Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009 457



zyz(2® + y* — 227%) ? (22 —y?)2? 2
+ 2 4 42 + 2 4 2
r° +y ¢ty

22y(2? +y? — 222)1° zy?(2? +y? — 222)1°
y(@® +y )]+{y( y )]+

O

Historie 17. Hilbertova problému od jeho vzniku az po soucasnost je
poutavé poddna v ¢lanku [6], ktery ¢tenditm velmi doporucuji. Z pravé
uvedeného prikladu plyne, Ze ne kazdou geometrickou nerovnost lze resit
zptisobem, ktery jsme pouzili k feSeni nerovnosti (1). Radu dal$ich geome-
trickych nerovnosti, FeSenych shora uvedenou metodou lze nalézt v [5].
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2

Vzdalenost bodu od primky

FRANTISEK SIMA
VSTE, Ceské Budgjovice

Hledéani vice zptisobt feSeni matematickych loh je vyzvou pro studenty,
aby nepracovali jen formalné, ale aby i samostatné usilovali objevovat nové
cesty, kterych je nékdy i vice. Formulujme si nyni jednu tlohu z analytické
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geometrie a na ni ukdzeme, ze riznych zptisobli feSeni mize byt opravdu
mnoho od feSeni ¢isté formalnich az po velmi kreativni.

Uloha

Urcete vzdélenost bodu M2;3;1] od piimky a: x = 14 2¢, y = 2 + ¢,
z=2—-t, teR.
Reseni ¢. 1
Prostorové resent:

1) Zvolime rovinu o, M € , a L a,

2) ur¢ime prusetik R, R = aNa,

3) hledané vzdalenost v = |MR).
Analyticky postup:

1) Pfimka a ma smérovy vektor u = (2;1; —1), z ¢ehoz v obecné rovnici
ax + by + cz + d = 0 roviny a méme

2t 4+y—2z+d=0.
Po dosazeni souradnic bodu M vypocteme d: 2-2+3—-1+d=0=d = —6

a rovina o ma rovnici:
20 +y—2—6=0.
2) Pro prisecik R piimky a s rovinou « plati, Ze je feSenim soustavy
rovnic

20 +y—2—-6=0, z=1+2t, y=2+1t, z=2-—1.
Po dosazeni za x, y, z do prvni rovnice dostavame

2
20+ 2t)+2+t—(2-t)—6=0, tj. t= 3"
Dosazenim za t do 2., 3. a 4. rovnice ptvodni soustavy dostavame soutad-

nice bodu R = [%, %; %]

3) Pro vzdélenost bodt M, R plati
7 2 3 2 A 2
:M = [ - — ——1 =
oemn=(5-2) 4 (3-3) + (3-1)
1\’ NN (1\* [3 3
= — + [ —= + [ = = —:£7
3 3 3 9 3

takze hledand vzdalenost je @
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Reseni ¢. 2
Prostorové reseni:
1) Zvolime ptimku b, b || a, M € b,
2) pocatkem O vedeme rovinu o, 0 L a, o L b,
3) uréime priseciky @ =oNa, R=0 L b,
4) hledand vzdalenost je vzdalenost bodt @, R.

Analyticky postup:
1) Rovnice pfimky bjex =2+ 2t,y=3+t, 2=1—t,t € R.
2) Rovina o mé normalovy vektor n = (2;1;—1), jeji rovnice je tedy
(o prochézi pocétkem)
2z 4+y—2=0.

3) Vypocteme pruseciky @, R:

a) Q = oNa: 2(1+2t)+ (2+t)—(2—t) = 0, takze t = —3 aa = [5;3; Z].
b) R=0Nb: 2(2+2t)+(3+t)—(1—t) =0, takze t = —1 a R = [0; 2; 2].
4) Pro v plati

1\? 5\° 7\’ 1 1 1 1 V3
= — — 2 — — 2 — — = — — - = - = —
v \/(0 3>+< 3) < 3) st teTV3 T3

Reseni ¢. 3
Prostorové resent:
1) Piimka @ je mnozina bodd X, u je smérovy vektor piimky a, vektor
v=X-M,
2) pro vektory u, v plati u L v = u-v =0, z toho uréime vektor v,

3) znéme-li vektor v, uréime soufadnice jeho koncového bodu Xy,
4) hledand vzdalenost v = |M Xjp|.

Analyticky postup:

1) Pouzijeme parametrické vyjadieni libovolného vektoru v = X — M,
kde M je dany bod a X libovolny bod pifimky a, jejiz smérovy vektor
u = (2;1;—1). Potom lze bod X a vektor v vyjadrit

X=[1+422+t2-1], t€R,
V= X-M=(1+2t—-22+t—-32—t—1)=(—1+2t—-1+¢1—1¢).
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2) ZapiSeme podminku kolmosti vektorti u, v: u L v = u-v =0, tedy
(=1+2t)- 2+ (-1+8)1+(1-1t)(-1) =0,

z Cehoz tg = 2.
3) Tomuto ty odpovida bod Xy pfimky a, ktery je patou kolmice z bodu
M na primku a,

4 2 2 78 4
Xo=(14=:24+422-2)=(L.2.2)
0 <+3’+3’ 3) <3’3’3>
V3

4) Pro hledanou vzdalenost v plati (viz feSenf ¢. 1) v = [M Xo| = 5°.
Reseni ¢. 4
Prostorové resent:

1) Uréime rovnici roviny «, M € «, a C «,

2) v roviné «a sestrojime kolmici k na p¥imku a,

3) uréime prisetik R =aNk,

4) hledand vzdalenost v = |MR).

Analyticky postup:

1) Na pfimce a zvolime libovolné dva body A = [1;2;2] (t = 0), B =
= [3;3;1] (t = 1) a ur¢ime rovnici roviny @« = ABM. Obecnd rovnice
roviny je ax + by + ¢z + d = 0. Postupnym dosazenim soufadnic bodu A,
B, M dostavame

a+2b+2c+d=0,
3a+3b+c+d=0,

2a+3b+c+d=0.

Vzhledem k tomu, Ze jedna z konstant bude parametrem, miizeme si zvolit
napt. d = —4.
Potom

122 ] 4 1 2
331 | 4f~...~|01
2 3 1| 4 00

odkud plyne a =0,b=1, ¢ =1.
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Rovnice roviny a je (jeji normalovy vektor je v = (0;1;1))
y+z=4.

2) Pro smérovy vektor w = (wq;ws;ws) hledané kolmice plati w L v,
w L u, kde u je smérovy vektor dané pfimky a, v je norméalovy vektor
roviny «. Z toho plyne

0'1U1+1'1U2+1'1U3:0,
2-wy+1-wy—1-w3=0.

ReSenim této soustavy je w = (wsz; —ws;ws) a zvolime-li w = 1, je
feSenim w = (1;—1;1).
3) Resime soustavu rovnic

r=1+2t y=2+t, z=2-t,
r=2+r, y=3—r, z=1+r, pro teR, reR.

TV SR N S il —[7.8.4
ReSeni je t = 57T =3 a souradnice pruseciku jsou R = [3,3,3].

4) Hledand vzdélenost v = | M R| je (viz feSenil) tedy @

ReSeni &. 5
Idea reseni:

VyuZzijeme vzorec pro vypocet obsahu rovnobéznika Sr = |u X v|. Z to-
;7 . , X

hoto vzorce dostavame pro obsah trojihelniku S = w

Juxv]
lu

. Vyjadiime-li

z tohoto vzorce vysku v, dostdvdme v =

Prostorové reseni:

1) Na piimce a zvolime body A, B (napf. pro t = 0 a 1), tim vznikne
trojuhelnik ABM, a zvolime dva vektory, napt. u = B — A, v =
=M-A,

2) pro vzdalenost v pouzijeme vySe uvedeny vztah (viz téz 3], [4]).

Analyticky postup:
1) Zvolime body A,B € a prot =0 a t = 1, dostaneme A = [1;2;2],
B =1[3;3;1], M = [2;3;1]; pak
u=B-A=21-1), v=M-A=(;1;-1).
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2) Vypocéteme

I Ty I3 I Iy I3
UxXv=|u uy usz|=12 1 -1 |=
V1 (%) V3 1 1 -1

= (—]. + ].):Ul + (—]. + 2):172 + (2 — ].)2133 = 0:171 + o +£U3,
takze u x v = (0;1;1) a ju x v| = V02 +12+12 = /2, a déle |u| =
=22+ 12+ (-1)2 = 6.
Pro vyslednou vzdalenost v vychazi
po fuxol V2 1 V3
ol V6 V3 3

Reseni ¢. 6
Idea reseni:

Body, které maji hledanou vzdalenost od bodu M, lezi na kulové plo-
Se ». Pfimka a je jeji tecnou. Proto, fesime-li soustavu rovnic kulové plochy
(o nezndmém poloméru r) a piimky a, dostaneme po dosazeni kvadratic-
kou rovnici. Uloha musi mit jediné fegeni (pfimka a je te¢nou této kulové

plochy), proto diskriminant kvadratické rovnice se musi rovnat nule. Z toho
urcime velikost r, coz je hledand vzdalenost.

Prostorové resent:
1) Sestavime rovnici kulové plochy o stfedu M a poloméru r,
2) Z podminky, ze piimka a je te¢nou kulové plochy uréime r.

Analyticky postup:
1) 2) Do rovnice kulové plochy s«

(-2 + @y -3+ (z—-1)2=r?
dosadime z parametrického vyjadieni piimky a a dostavame rovnici
(1+2t -2+ 2+t-3)2+(2—-t—1)* =1

kterd po upravé dava
6t> — 8t +3 —r? = 0.
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Diskriminant D = (—=8)? —4-6- (3 —r?) = 24r> — 8 = 8(3r? — 1) polozime
roven nule a z kofenti rovnice 3r? — 1 = 0 vyhovuje kladny koten r = %,
coz je hledand vzdalenost.

Reseni ¢. 7
Prostorové reseni:
1) Na ptimce a zvolime bod B o stejné soufadnici z jakou méa bod M,
déle na této primce zvolime libovolny bod A (A # B),
2) rovinu ABM (bod A) oto¢ime kolem osy o = BM do roviny ',
|7, 0o C 7' (7 je rovina z = 0),
3) tlohu fedime v roviné 7’.
Analyticky postup:

1) Soufadnice zp = zp = 1, tj. 2 =2 —-t =1 = t = 1; potom
B = [3;3;1]; dale zvolme A = [1;2;2], (¢t = 0). Osa 0 = BM ma4 rovnice
r=2+1t,y=3,z=1, jejl smérovy vektor s = B — M = (1;0;0).

2) Bod A otoéime po kruznici k, kterd lezi v roviné a, a L o, stied
otafeni S = anNo.

Rovnice roviny aje 1 -2 +0-y+0-z2+d =0, tj. x +d = 0, a jezto
A€ a,jel+d=0 adostavame

z—1=0.

Stied otaceni S je feSenim soustavy rovnicxz — 1 =0axz =2+, y = 3,
z =1, takze S = [1; 3; 1]. Polomér otaceni je

r=|AS|= /(1 -1)2+(3-2)2+(1-2)2 = V2.
Kruznice k otaceni je prinikem kulové plochy » = (S;r)
(-1 +(@y—-3)°+(z-1)*=2.
a roviny «a, takze je dana vztahy
r=1, (y—3)>2+(z-1)7*=2.

Bod A otoéime do roviny 7’ (z = 1) a dostaneme bod Ag = kN #'; do
predchozi rovnice tedy dosadime z = 1 a dostaneme kvadratickou rovnici

Yy’ —6y+7=0
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se dvéma kofeny, které odpovidaji dvéma moznostem otoceni y; = 3 —+/2,
Yo = 3+/2. Vyberme si prvni z nich; vzhledem k tomu, ze z = 1a z = 1,
méame Ay = [1;3 — /2;1].

3) V roviné z = 1 vypada situace takto:

Ao =[1;3-V2], B=[3;3], M =[23].
Vzdalenost bodu M od piimky a = AB vypo¢teme podle vzorce

_laxo + byo + ¢|

e =

Smérovy vektor piimky a je u = B—A = (2;/2), jeji parametrické rovnice
jsou z = 3 + 2t, y = 3 + t\/2, obecnd rovnice piimky a je pak

V2 —2y+6—3V2=0.
Nakonec tedy

v:|2\/§—2-3+6—3\/§|:|— 2l 1 _
(VD2 + (-2 6V

o5

ResSeni ¢&. 8

Idea reseni:

Budeme uvazovat, ze vzdalenost jednotlivych bodi primky a od bodu
M tvori funkei f(t), jejiz minimem je pravé hledand vzdalenost bodu M
od piimky a.

Analyticky postup:
Je-li X libovolny bod piimky a, je
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fO)=MX =/ (1+2t-22+2+t-32+2-t—-1)2=
= V(14202 + (—1+1)2 + (1 — )2 = /3 — 8t + 612

a funkce f(t) ma nabyvat svého minima.

Extrémy funkce mizeme vySettit pomoci derivace. Z praktické povahy
ulohy vidime, Ze tato funkce miniméalni hodnoty v nékterém bodé nabude,
takze staci najit jen stacionarni bod; je-li jeden, nastavad minimum v ném.

Prvni derivaci
12t — 8

2v/3 — 8t + 6t2

polozime rovnu nule, z ¢ehoz dostaneme ty, = % Hledand vzdalenost je

f(tO)at’.]
A 16 8 1 V3
= — 2: —_ — - = - = —,
=1/3 =8ty +6t2 =1/3 7 T3 \/; 3

Minimum funkce f lze urcit i bez derivace. Pod odmocninou v rovnici
funkce je kvadraticky trojclen, ktery lze upravit tak, ze

ft) = \/ <tf 2\[>

Je-li vyraz v zavorce roven nule (tj. typ = %), nabyva f své minimalni
hodnoty \/g = ?

ReSeni &. 9

f') =

Idea Teseni: V knize [1] je uveden nésledujici vzorec pro vzdélenost bodu
M od pifimky a v prostoru: Je-li A libovolny bod pfimky a, aqg = A — O,
m = M — O, u smérovy vektor ptimky a, potom pro vzdalenost v bodu M
od primky a plati

(m—a)-u u

v = |G — m-+ 5
u
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Analyticky postup:
w=A4A-0=(1;22), m=M-0=(%31), v=(%1-1),

[(2;3;1) = (1;2;2)] - (2;1; 1)
(2;1;-1)2
(1;1;,-1)-(2;1;-1)

- .

v=1(1;2;2) — (2;3;1) +

=|(-1;-1;1)+

|
=|(-1;-1;1) + ; : (2;1;—1)‘ = ‘(—1;—1;1)+ (
- G B -4

Reseni &. 10

Idea Teseni: V knize [7] je uveden nasledujici vzorec: Mé-li bod M soufad-
nice M = [zo; Yo; z0] a piimka a rovnice x = az + p, y = bz + ¢, potom pro
vzdalenost v bodu M od pfimky a plati vztah

_ \/(aq —bp+bxo —ayo)? + (p+ azo — x0)? + (¢ + bzo — yo)? (1)

- a2+b2+1

Analyticky postup:

Vzhledem k tomu, zZe rovnici pfimky méme v jiném tvaru, musime ji
na potifebny tvar prevést, tj. ze soustavy rovnic ¢ = 1+ 2t, y = 2 + ¢,
z = 2 —t musime vytvorit soustavu rovnic typu * = az+p, y = bz +¢q. To
provedeme tak, ze z posledni rovnice dané soustavy vyjadiime ¢ a dosadime
je do prvnich dvou rovnic; médme tak t = 2 — 2z, a z toho

r=142t=14202-2)=5—-2z, tedy z=—-2z+35,
y=24+t=24+2—-2=4—2z, tedy y=—2+4.

Z toho pro dosazeni do vzorce (1) mame
a==2b=-Lp=5 q¢=4 0=2 yo=3; 20 =1,
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takze

(<2 441-5-1-242-3)24(5-2-1-2)24(4—1-1-3)2

v = =

(—2)24+(-1)2+1
V3

3
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 153 a 154, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tietim

Cisle tohoto (18.) ro¢niku na$eho ¢asopisu.

Uloha 153

Najdéte v8echny dvojice realnych ¢isel (z,y) vyhovujici soustavé rovnic

22° + y® =6,
8%y + xy® = 12.

Jaromir Simsa
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Od dvojnasobku prvni rovnice dané soustavy ode¢teme druhou rovnici
a dostaneme

4a® — 82%y — xy® + 2y = 0.

Tuto rovnici upravime na (faktorizovany) tvar
(x — 2y)(2z — y)(2z +y) = 0.
Nastane proto nutné jeden z pripadi
y= %az, y = 2x, y = —2x.

Dosazenim za y do kterékoliv (napf¥. prvni) z rovnic dané soustavy obdr-
zime v jednotlivych pripadech

L =6, 102® = 6, —62° =6,

odkud jiz vypo¢teme neznadmou z. Uloha mé v oboru realnych ¢isel tii
FeSeni, kterymi jsou nésledujici dvojice (z,y):

(2\3/2; f/g) : (f/gﬁ/g) ;o (=L2)

Zkouska u toho postupu neni nutna.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Ddsa Pekdrkovd z Ta-
bora, Jiri Steckbauer z Kvétné, Simona Domesovd, Lucie Mohelnikovd,
Jitka Novotnd a Eliska Nekvapilovd, vSichni z GMK v Bilovci, Jana Fal-
tynkovd z CMG v Prost&jove, Jaromir Kala, David Klaska, Hana Sormovd
a Bohuslav Zmek, v8ichni z G v Brné, tf. Kpt. JaroSe, Radek Marcina
z GChD v Praze 5, Zborovska, Jan Matéjka z G v Ceskych Bud&jovicich,
Jirovcova, Van Nhan Nguyen a Martin Vijska, oba z G v Praze 6, Nad Aleji,
Josef Ondiej G v Roznové p. R., Alezander Sldvik z G v Brné-Reckovicich,
Josef Tkadlec a Tomds Zeman, oba z GJK v Praze 6 a Jan Vanhara z GLJ
v Holesove.

Neuplné teseni zaslal Viadimir Pavel z Blovic.
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Uloha 154

Na obrazku je schéma cest mezi misty
A, B, P, @, R is udaji o jejich délce
v kilometrech. Urcete nejkratsi cestu z A
do B v zavislosti na redlnych hodnotach
x,y € (1;8) (trojuhelnikové nerovnosti
nemuseji byt splnény). V roviné promén-
nych zy vyznacte vysledné podminky.

Stanislav Travnicek

Reseni:
Sta¢i uvazovat Sest rtznych cest vedoucich z bodu A do bodu B,

APB, APQB, APQRB, ARQPB, ARQ@B, ARB.
Jejich délky jsou po radé
T +y, z+ 5, 2z + 3, 2y + 3, y+6, T+y.

V jednotlivych pripadech vySetiime, kdy jsou uvazované cesty nejkratsi:

e Cesta APB (spolu s cestou ARB) je nejkrat$i, pravé kdyz
y <9, y<3+uzx, y>z—3, z < 6.
e Cesta APQB je nejkratsi, pravé kdyz
y > 5, T > 2, y > 1(z+2), y>x—1,

pritom podtrzena podminka je disledkem prvni podminky a podminky

x < 8.
e Cesta APQRB je nejkratsi, pravé kdyz (podtrzené podminky jsou di-

sledkem zbyvajicich a omezeni na z,y)

y>z+3, T <2, y >z, y > 2x — 3.
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e Cesta ARQPB je nejkratsi, pravé kdyz
y<awz-—3, y<%(:c+2), y <, y < 3.
e Cesta ARQB je nejkratsi, pravé kdyz
x > 6, y<wx-—1, y <2z —3, y > 3.
V nésledujicim grafu jsou vyznaceny vysledné podminky pro jednot-

livé cesty spolu s jejich oznacenim. (Na spoleénych hranicich oblasti je
nejkratsich cest vice.)

(SN e

O =N W O

0 1 2 3 4 5 6 7 8%

Spravné reseni zaslali: Viadimir Pavel z Blovic, Jaromir Kala, Jiri Ma-
rek a Bohuslav Zmek, v§ichni z G v Brné, ti. Kpt. Jarose, Lucie Mohelni-
kovd, Jitka Novotnd a FEliska Nekvapilovd, vSichni z GMK v Bilovci, Van
Nhan Nguyen a Martin Vyska, oba z G v Praze 6, Nad Aleji, Alexander
Sldvik z G v Brné-Reckovicich, Josef Tkadlec a Tomds Zeman, oba z GJK
v Praze 6.

Netplné reseni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Pavel Calabek
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