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Motto: Tak jsem vcera, pane kolego, vymyslel
takovou pisemku, Ze s ni dnes nikdo ani nehne.
Odposlechnuto . ..

Ucitelé matematiky, ktefi si zvolili toto povolani a chtéji v ném setr-
vat, by si jako jeden z zivotnich cild méli dat: stat se dobrym ucitelem,
trvale se vzdélavat, ale pracovat raciondlné. V tomto ¢lanku se zabyvame
racionalizaci ucitelovy pripravy k zadavani pisemek. Budeme zde pojed-
navat zejména o klasickych pisemkach klasifika¢nich (Gtvrtletnich) a te-
matickych (po probrani vétsiho tématu) na stfednich Skolach; ostatnich
pisemek a nizsich stupnd skol se nase Gvahy tykaji pfimérené. Vérime, ze
pisemky pro svou didaktickou hodnotu (nejde jen o klasifikaci, viz napf.
[4]) jisté z dobré skoly nevymizi.

Pisemka se vzdy vztahuje k néjakému casovému obdobi, nékdy krat-
Simu, nékdy delsimu. Ucitel voli tlohy, které jsou sondami do celého tohoto
obdobi. Je vS8ak vhodné, aby nékteré obsahovaly i prvky obdobi prede-
Slych. Napf. pfi pisemce z analytické geometrie v prostoru zaradit tlohy,
kde by se fesila kvadratickd rovnice nebo soustava rovnic nebo néktera
planimetrickd konstrukce. Cilem ucitele je, aby vyzkousel presné to, co
chce, a pti opravé se o zacich dozvédél to, co potiebuje, jak zaci zkousené
ucivo pochopili, jak je dovedou aplikovat a v ¢em jsou jesté nedostatky.
Proto zbytecné nekomplikuje tlohy nepodstatnymi vedlejsimi problémy.
Jestlize chce napf. predevsim provérit, jak zaci dovedou pouzivat vzorce
pro vypocet obsaht a objem, nevoli Glohy se slozitymi Gpravami zlomki.
Ale také muze, pokud chce provérit souCasné i préaci se zlomky.
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Ucitel ptipravuje pisemku tak, aby zaci mohli pracovat klidné a samo-
statné. Klid pomiize navodit divéra zaki, Ze je ¢ekaji tikkoly, jejichz splnéni
je v jejich moci (tj. zddné ,chytdky“, ale typy tloh, jaké byly dfive pro-
brany a procviceny). Pro zajisténi samostatnosti prace a klidu p¥i préci je
vhodné posadit zaky do lavic po jednom. To vSak casto neni mozné a tak
se pisemky zadavaji ve vice verzich, zpravidla ve dvou, A a B. Jestlize totiz
dva zaci ve stejné lavici resi tutéz tlohu, tak je tato okolnost v podstaté
rusi v praci. Bud je to 1aka k zvédavému nakukovani k sousedovi — jak je uz
daleko? postupoval jako j4? mé stejny vysledek? — nebo dokonce ke snaze
nacerpat inspiraci pro svou dalsi praci. BohuZel, zatim u nds mnohde (kde
jesté nevzniklo ani ¢estné ani konkurenéni prostiedi) povazuji zici i pfimé
opisovani pri pisemkach a posilani tahaki za kladny vyraz solidarity. Proto
budeme déle pojednavat o dvou verzich A, B pisemkovych tloh.

Jaké zdroje tloh (jejich verzi) mé ucitel k dispozici:

— prevzeti Gloh z ucebnic nebo sbirek,

— obména tloh z ucebnic a sbirek,

— vymysleni tloh,

— pouziti ¢i obména tloh z vlastni databéaze.

Vyrovnanost verzi aloh

Pii pripravé Gloh na pisemku usiluje ucitel o to, aby se mu podafilo
vyhledat nebo vytvorit dvé rovnocenné, ale pfece jen riizné verze uloh;
zpravidla verze A, B, pfipadné C pro opakovani nebo domaci tkol, pii-
padné jesté dalsi verze pro paralelni tridu. Zistanme vsSak u zakladniho
pripadu dvou verzi A, B. Zalezi vzdy na matematické Grovni tfidy a na
jejim zaméteni, jak mnoho se tyto verze mohou od sebe lisit, aby byla
samostatnost prace zajisténa. V kazdém pripadé vSak musi byt zajisténa
vyrovnanost uloh ve dvojici. U uciva, které neni zcela jednoduché, miize
byt vybér vhodnych partnerskych tloh A, B dost obtizny a nelze prosté
vzit libovolné dvé tlohy, byt blizko sebe napsané, z ucebnice nebo sbirky
uloh, nechceme-li se pii opravé setkat s nepfijemnym piekvapenim (napf.
Ze pii klasifikaci pak jsou v A samé dvojky a v B samé ¢tytky).

Zaci jsou totiz zpravidla citlivi na rtizné jevy, s nimiz se pii fedeni setkaji.
I kdyz jde tifeba z vécného hlediska o rozdily nepodstatné, v atmosféie
psané pisemky se zaklim (zejména tém priamérnym a slabsim) muiZze situace
jevit zcela jinak. Uvedme nékolik piikladi, kdy maze byt jedna ze skupin
vécné nebo Casové nepiiméfené zvyhodnéna ¢ znevyhodnéna (ve tvaru
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dvojic jevii, kde u jedné skupiny se vyskytne jev napsany pred X, u druhé

skupiny napsany za nim):

— bézné oznaceni proménnych, geometrickych Gtvari, ... X neobvyklé
oznaceni;

— pracuje se jen s Cisly kladnymi X i s ¢isly zapornymi;

— pracuje se s celymi ¢isly X se zlomky a odmocninami;

— v zadéni a v TeSeni se vyskytuji jen ¢isla nenulovd X do vypocétd vy-
znamné vstupuje nula;

— geometrické Gtvary jsou v ,obecné“ poloze X ve zvlastni poloze;

— pri konstrukcich jsou vSechny body dostupné X musi se pracovat s ne-
dostupnymi body;

— problém vede na jednoduchou rovnici nebo soustavu X na slozitou rov-
nici nebo soustavu s naro¢néjsim resenim; apod.

Ano, i tyto ,,podrobnosti“ by mél ucitel uvazit, nez da dvojici tloh de-
novych dvojic tloh nékolik marnych pokust, protoze se ndm sparovani tloh
z ruznych duvodi nelibi. Zpravidla si vybirdme nejprve tlohu A, a k ni
vyhleddvame vhodnou B, nebo A obménujeme pro ziskani B. Nejsme-li
dost pozorni, mohou byt z toho divodu tlohy B trochu obtiznéjsi. Prvni
pomoci je, kdyZz u ¢tyralohové pisemky vzdy u dvou tloh zaménime A za
B. Pii vybéru dvojic se d& akceptovat i ,,pravidlo“: ¢im je tfida méné ma-
tematickd, tim si verze mohou byt blizsi, takze u ,normalnich®“ t¥id casto
sta¢i zadat ve verzi B stejny problém, jen s jinymi numerickymi hodno-
tami, resp. i s jinym oznacenim zadanych objektd (proménnych, bodd,
piimek, apod.).

Vlozme nyni do procesu piipravy pisemek prvky racionalizace, které
spocivaji v tom, ze si po Case kazdy zkuSeny ucitel vytvori ,databazi“ svych
zadani. V minulych letech nabidl autor ¢tenaim ve [5] [6] 120 trojic nebo
¢tvetic tloh vhodnych pro zarazeni do ucitelské databaze pisemkovych
uloh.

Databaze dloh

Ucitelovou databazi budeme rozumét jeho sbirku tloh, pfipadné sestav
uloh vhodnych a pfipravenych k pouziti pro zadani pisemky. Samoziejmé
takova databaze musi Zit, tedy tlohy je tfeba obménovat, osvézovat dopl-
novanim dalsich, vytazovat ty, které se ukazaly jako malo vhodné, zohled-
novat zaméteni t¥id, vék zdkl (pfi pfesunech tématu do jiného roéniku)
apod. Kazdou tlohu je tfeba mit alespon ve dvou rovnocennych verzich,
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pri vyuce v paralelnich tr¥idach pak alespon ve ¢tyfech verzich s tim, ze
ulohy ve dvojicich A, B a C, D jsou si blizké, ale druha dvojice se od prvni
miZe lisit o néco vice (Zaci si fikaji, z ¢eho psali pisemku).

Pii pfipravé (dvojice) tloh na pisemky — pro zafazeni do databdze, se
postupuje ve tfech etapach [3].
1. Analytickd fize. Uvédomime si, pro jaky druh pisemky tlohy p¥ipravu-
jeme, co je zdmeérem a hlavnim cilem pisemky. Vymezime obsah (rozsah
uciva), tj. jevy, které chceme do pisemky zafadit (nové, diivéjsi), aby bylo
zajidténo, ze skuteéné vyzkousime to, co vyzkouset chceme (tj. aby tloha
méla vysokou validitu).

2. Syntetickd faze. Zkoumame vhodnost Gloh ze sbirek, pripadné provadime
jejich obménu nebo obménu dloh, které uz v databazi mame, nebo si sami
nové ulohy sestavime. Pak postupujeme v realizaci bodd a — h uvedenych
nize. 7 jejich naplhovani miize zpétnou vazbou vyplynout pozadavek na
zménu formulace, na zménu tdaju v nékteré verzi Gloh apod. a pak tedy
prislusné body zpracujeme znovu. Ze zvolenych tloh sestavujeme zadani
pisemky.
3. Overeni. Z teoretického hlediska bychom si méli kvalitu pisemky ovérit
na vzorku zakt, coz je v podminkéch skoly u novych tloh prakticky ne-
realizovatelné. Tato podminka byva splnéna pii pouziti tloh, které se uz
v minulosti osvédcily nebo jejich obmén. Pri prvnim pouziti Glohy hraje
v podminkach skoly vyznamnou roli ucitelova zkusenost, tj. kdyz ze zku-
Senosti a na zakladé analyzy feSeni dovede odhadnout, zda je pisemka pro
dany Gcel primérend. Je docela vhodné, kdyz mladi, jesté nezkuSeni ucitelé,
konzultuji navrh své pisemky se zkuSenéjsim kolegou.

Dobfe vymyslena a ptipravena dvojice tloh A, B uciteli velmi usnadiuje
a zkvalithuje také opravu pisemek a tim i jeji informacni piinos. Mize-li
takova dvojice dobfe poslouzit i v dalsich letech, je vhodné ji zaradit do
databaze a tim racionalizovat jeji pouzivani. Zpracovani informaci o vSech
variantach tlohy v databazi (dokumentaci tlohy) lze doporuéit v tomto
rozsahu (poradi téchto bodu vSak lze volit i jinak):
a) Text zadani obou verzi tlohy (nebo ¢ty¥) ve znéni, jak jej dostanou Zaci.
b) Organizaéni poznamky.
¢) Poznamka, co po zadani zdktm doplnit, pfipomenout, doporuéit ¢i zda-

raznit.
d) Obsah — které ucivo se pii feseni aktivizuje a pouZije.
e) Jevova analyza, tj. hodnocené kroky (i s jejich vahou v %).
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f) Vysledky a mezivysledky (pfipadné i celé feSeni) vSech verzi.
g) Nérocnost tlohy.
h) Cas na vypracovani feseni.

Pritom nem4 jit o formalni naplhovani téchto bodd, ale o shrnuti vy-
znamnych informaci o dvojici tloh A, B, které umoznuji pohodlné zadavani
a jednoduchou, ale pritom kvalitni opravu i hodnoceni napsanych pisemek.

ad a) K formulacim teztu zaddni Gloh na pisemku a k problému jejich
srozumitelnosti si nejprve ocitujme z knihy [1]:

,Lahko sa formuluji Standardné alohy (rieste rovnicu ... ; upravte vy-
razy ...; vypocitajte obsah ... ; apod.). Tazkosti byvajt s textaciou ne-
Standardnych Gloh, ktoré sa vyskytuja ako slovné rovnice, tlohy z kombi-
natoriky, pravdepodobnosti, stereometrie apod. Osobitne ¢asto sa v tychto
formulacidch vyskytuja tri typy chyb: dlhé, gramaticky zlozité vety, ktoré
nedovoluju slab§im Ziakom pochopit, ¢o sa od nich chce; moznost viacznac-
ného pochopenia tlohy; nedostatocné oddelenie toho, ¢o je dané, od toho,
¢o sa hladd — nejasnost ciela ziakovej ¢innosti.*

Ulohy by tedy mély byt formulovany naprosto srozumitelné, s piiméfe-
nou presnosti a pritom tak, aby bylo zadkim jednoznacné zadané a zcela
ziejmé, co je jejich tkolem a co md byt vysledkem Teseni ulohy, protoze
sdéleni tohoto vysledku je hlavnim dkolem zaka. V tlohach by nemély
byt na zaky liCeny néjaké 1écky. K funkci tloh ve vyucovani matematice
a k jejich formulaci doporucujeme napt. pfecteni ¢lanku [7].

Dodejme, Ze by texty nemély byt prili§ rozsahlé a vyjadiovani by mélo
byt Gsporné (napiiklad generalni dohodou se zdky, Ze pokud neni zadéna
mnozina, predpoklada se mnozina vSech redlnych cisel, takze tieba ,feste
rovnici“ znamend jeji feSeni v R, apod.). Také texty verzi A, B lze Casto
zapsat spoleéné usporné (viz déle).
ad b) K dané dloze se mohou vztahovat nékteré organizacéni pozndmky,
napf. o ucebné (je-li pot¥ebna uéebna s pocitaci), o vybaveni zaka (tfeba
Sablonami), o organizaci hodiny aj. Specialné vyznamn4 je technickd stran-
ka zpisobu zaddvdni textu verzi A, B ve vyucovaci hoding; méli bychom
zabranit ztratam casu. Pfipomenme nejprve , klasicky* zpisob, kdy ucitel
piSe zadéani na tabuli. Je-li zadani jen kratké, je to zptisob vhodny. V dnesni
dobé, kdy se velmi zpristupnily moznosti rozmnozovani text, mohou zaci
na pocatku pisemky dostat listky s texty zadéani Gloh, uSeti{ se tim cas (ne
Cas ucitele, ktery musi zadani napsat, namnozit a nastiihat listky, ale cas
ve vyucovaci hodiné s pisemkou) a usnadni se zadani napf. pro zaky, kteii
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hiife vidi. Diktovani zadani lze povazovat za mélo vhodné a pouzitelné jen
zcela vyjimecéné u tloh s jednoduchym textem Jsou vSak i dalsi moznosti
zaddvéani pisemek v zdvislosti na technickém vybaveni §koly (rtizné druhy
pfenosnych tabuli, meotar, poéitace). Zplsoby zadavani textu mohou byt
tedy rtzné a pokud ucitel pouziva vice moznosti, je nékdy vhodné si zptisob
poznamenat do bodu b) dokumentace tlohy.

ad c¢) Co pred pisemkou Zdkim sdélit. Po zadani pisemky da ucitel k pi-
semce pripadné pokyny, a to vSeobecné a k danym tloham.

Vseobecné pokyny plati pro celou (moznd kazdou) pisemku — napt.
jestli opsat text (mnozi uéitelé jsou toho nézoru, ze kdyz si zdk zapisuje
text tUlohy, pomahd mu to k jejimu pochopeni), Ze neni tfeba dodrZet
poradi FeSenych dloh (to je dost rozumné, protoze kdyz zék vyfesi Glohu,
kterd je pro néj lehci, tak se uklidni, ziska pocit jistoty a lépe se mu déle
pracuje), ze zaci nesmé&ji pouzivat koncepty na néjaké pomocné vypocty
a také jim muze poradit, aby si po vyreSeni kazdé tlohy resp. po napsani
pisemky provedli kontrolu feSeni a nezapomnéli vyznacit vysledky. Mize
téz zaky povzbudit a dodat jim sebedivéru. Je vhodné jim také sdélit vahy
jednotlivych tloh, pokud jsou tyto vahy rtzné.

Kromé toho mize mit pokyny k jednotlivym tlohdm, napt. aby zaci
nezapomnéli na jednotky, pfipadné kterym zptisobem tlohu Fesit (je-li
zpusobi vice), apod. Tyto pokyny tvoii pak ¢ast ¢) dokumentace.

A jesté poznamka: Ucitel by mél své poznamky, rady, pfipominky a do-
poruceni sdélit zakim hned po zadani dloh, tj. poté, co si je zaci prectou,
a nevytrhovat je pozdéji z prace tim, Ze si bude postupné rozpominat, co
jim vSechno chtél sdélit.
ad d) Kdyz ucitel pfipravuje pisemku, napovi mu informace Obsah, co
mutze byt vhodné pred pisemkou zopakovat, zejména kdyz tloha zabira
Sirsi Gsek uciva, treba i star§tho, a jak v hodinach pred pisemkou zaky
informovat o zkouseném ucivu..
ad e) Zdpis hodnocenygch kroki (jevi) pfi feSeni tlohy je obrazem po-
stupu feSeni Glohy; u obtiznéjsich loh mize obsahovat i ivodni komentar
(viz déle Priklad 3). Seznam kroku s jejich ocenénim pomdahé uciteli drzet
stalou Groven hodnoceni v pribéhu celé opravy a je podkladem pro bo-
dové hodnoceni zakovskych Feseni tlohy (zde jsme volili bodovani pomoci
procent). Pridéleni bodt jednotlivym krokim mé v sobé prvky subjek-
tivity v tom smyslu, ze kazdy ucitel to mize vidét jinak a mulze podle
situace ve t¥idé zdaraziovat jiné kroky neZ jeho kolega. Do bodu e) se za-
piSe bézné obodovani krokt. Pokud ucitel chce v dané pisemce z urcitych
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divodt zdtiraznit spravné provedeni urcitého kroku a tento krok dotovat
vice body, pak by to mél ziktm sdélit, viz ad c); pfi ,normalnim*“ vazeni
krokd neni t¥eba zaky o bodovani informovat. Ucitel si pak pii opraveé sa-
moziejmé musi uvédomovat zvolenou vahu jednotlivych krokd, at uz feSeni
hodnoti bodové, slovné nebo pfimo znamkou, a respektovat ji v pribéhu
celé opravy.
ad f) Znat vysledky a mezivysledky je pro opravu pisemek zakladnim poza-
davkem, v nékterych slozitéjsich pripadech je dobré mit k dispozici i ¢asti
feSeni nebo fefeni celé. Je-li vice moznosti, jak danou tlohu tesit, mél by
mit ucitel k dispozici informaci o mezivysledcich i pro jiné zptisoby fesSeni.
ad g) Naroc¢nost tlohy (obtiZnost) bere uéitel v ivahu zv1asté pii vytvareni
viceulohové pisemky a také pri stanoveni casu feSeni; méritko si vytvari
na zékladé svych zkusSenosti s ,,matematickou kvalitou“ tiid, v nichz uci.
Jestlize danou ulohu jiz v pisemce pouzil, mize si propristé vypocitat
a zaznamenat naro¢nost této tlohy na zakladé vysledkd pisemky. Vypocet
se provadi takto (viz [2]):

Uvazujme tzv. prichodnost ilohy P s hodnotami v procentech v rozmezi
0 % — 100 %. Vypocet provedeme takto:

p = 1002 %,
n-b

kde v citateli je soucet bodl ziskanych vSemi zaky za danou tlohu, n
je pocet vSech zakt, kteri psali pisemku a b zadané maximalni bodové
ohodnoceni dané tlohy. Vidime, Ze Glohu s prichodnosti 0 % nevyfesil
nikdo, tlohu s prichodnosti 100 % vyfesili v8ichni spravné.

Ndrocénost ilohy pak mtizeme zapsat jako N = 100 % — P. U¢itel si tedy
po opravené pisemce miize provést uvedené jednoduché vypocty (velmi mu
pomiize, kdyz si béhem opravy zapisuje do seznamu zakid bodové hodno-
ceni jejich jednotlivych tGloh). Vypoétenou narocnost si pak zapise do bodu
g) dokumentace Glohy ve své databézi (rok pouziti, tfida, nadro¢nost N).
Ulohy s naro¢nosti do 20 % povazujeme za snadné, s naro¢nosti nad 80 %
jsou obtizné. Pii sestaveni nové tilohy mtze dle svych zkuSenosti ucitel
¢iselnou hodnotu néaro¢nosti odhadnout.

Ndrocénost pisemky je prumérem narocnosti (obtiznosti) jednotlivych
uloh. Jakou narocnost uloh volit? Soucasti volby narocnosti je i to, aby
ucitel dostal po opravé a klasifikaci pisemky vypovidajici spektrum zné-
mek. Pisemka, z niz vSichni dostanou pétku (viz motto) neni pro klasifikaci
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k nicemu, pisemka se samymi jednickami snad mtze poslouzit jen k po-
vzbuzeni zékid. Pro zajisténi odpovidajiciho ocenéni zakd matematicky lep-
sich i horsich se zpravidla doporucuje u ¢tyrulohové pisemky zadat jednu
tlohu snazsi s ndro¢nosti kolem 25 %, dvé tlohy st¥edni s narocnosti kolem
50 % a jednu tlohu t&z8i s ndro¢nosti kolem 75 %.

ad h) Casovd ndrocnost ilohy. Uéitel, ktery zafazuje do pisemky (resp. do
své databaze) novou dvojici tloh A, B (tj. dvojici, s niz jesté nemé zkuse-
nost), si samoziejmé sam Glohy — obé verze — pred jejich pouzitim podrobné
vyfesi (propocitd, prorysuje) metodou, kterou predpoklada u zakd, overi
vécnou naro¢nost tloh a zméii si svlj cas uplného Teseni. Pak odhadne,
jaky cas budou potiebovat zaci s mirné podprimérnou vykonnosti; byva
to i 200 % — 300 % c¢asu ulitelova. Tento koeficient si ucitel postupné
upresiuje na zakladé svych zkuSenosti a je vhodné, kdyz v dokumentaci
uloh ve své databazi tyto orientacni pracovni casy zakd eviduje. Pritom vi,
ze jde o Casy priblizné; skutecné Casy zaviseji mj. i na kvalité jednotlivych
tiid. Casovou naroc¢nost tlohy povazujeme za maximdlni ¢as, v némz by
uloha meéla byt vyfesena.

Casovd ndrocnost pisemky neni prostym souctem ¢asové naroc¢nosti jed-
notlivych tloh, ale musime zapocitat i dalsi ¢asové naroky: zadznam nebo
precteni Gloh, ¢as na dotazy, ¢as na ivodni komentar ucitele, ¢as na zakov-
skou kontrolu své pisemky, ¢as na zavérecny komentar ucitele, ale na druhé
strané ,lepsi“ zaci zase uSetii Cas pii feSeni leh¢ich tloh. Celohodinovou
pisemkou by méla byt plné vyuzita celd vyucovaci hodina, v nejvyssich tii-
déach gymnézia mtze byt pisemka i dvouhodinova jako trénink na pfijimaci
zkousky.

Uvedené body a) — h) se nezpracovavaji zvlast pro kazdou tlohu. Zada-
vame-li vicetlohovou pisemku, potfebujeme body a), e) zvlast pro kazdou
ulohu (tj. pro kazdou verzi), body c), d), g) b) jen kdyZz je potifeba pro
kazdou dvojici A, B a body f), h) za kazdou talohu, ale jsou-li hodnoty
stejné, staci jen za prislusnou dvojici.

V pribéhu let pak databaze osvédcenych Gloh Gspé$né nartista. Jak ji
zvladnout po technické strance, to si musi ucitel rozmyslet podle toho, jak
ji hodla pouzivat. Nabizi se vyuziti pocitace, zejména v téch pripadech,
kdy zéktm chceme rozdavat natisténd zadani (z pocitae je vytiskneme
a rozmnozime). P¥i opravé je v8ak nepohodlné opravovat alohy a pfitom
nahliZet na obrazovku pocitace, takze v iivahu prichdzi papirové médium
(néktefi ucitelé doporucuji napt. listky formatu A5 nebo A6), ale spise
kombinace obou zpisobt evidence.
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P1i hodnoceni, kolik prace da vytvoreni a tdrzba datové baze zadani
pisemek, pripomenu prvni ifaddek tohoto ¢lanku. Pro tyto ucitele jde o vy-
znamnou racionalizaci zamérenou do budoucnosti, protoze takto udrzo-
vana databaze obsahuje pak vhodné Glohy, které jsou po urcité dobé znovu
nebo jen s malou Gpravou pripraveny k opétnému pouziti.

Uloha 1

a) A|B Reste soustavu rovnic a provedte zkougku

4 +4y=1-5z ‘ 3z+3y=2->5z

17 ‘ 25
4 —4 = — — — = —
T Y 5 Y 3x — 3y 6 +y

c) Zvolte si metodu feSeni.

d) Soustava z¢ésti se zlomky.

e) 1° Uprava rovnic na standardni tvar 15 %
20 Vypodet prvni nezndmé 35 %
3% Vypocet druhé nezndmé, vysledek 25 %
49 Zkouska 25 %

f) A: B:

1 1 1 2
# @ =@n=(5-3)  @0=@o=(5-3)
2 1
£ L,=-Z=p Li=—-=P
1 103 1) 1 : 5 1
Ly=— =P Ly=+=P
2= 3 25 2= 3 2

g) Néro¢nost pro 1. roénik: 25 %.

h) Cas: 8 min.

Uloha 2

a) A|B Stanovte defini¢ni obor funkce

Tz —2 T+ 2
e N sy L N R——
Y= Ao e Y= o da e
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b) Dodat papirovou verzi.

d) Lineédrni nerovnice a kvadraticka nerovnice.

e) 19 Vyteseni linedrni nerovnice 15 %
20 Koieny kvadratického trojélenu 20 %
3% Vyieseni kvadratické nerovnice 35 %
49 Urceni a zépis defini¢niho oboru 30 %

f) A: B:

3 5
10 = —
r < 5 T < 1
20 331:—1,332:3 2131:—3,372:2
3 (-1;3) (=3;2)
49 (~1;1,5) (—3;1,25)

g) Néarocnost pro 1. roénik: 50 %.
h) Cas: 12 min.

Uloha 3

a) A|{B} Napiste smérnicovy tvar rovnic te¢en z bodu A[4; —1]{ B[5;1]}
k parabole

y? = —4(x —2) y? =4(x +3)
a zjistéte body dotyku.
c) Zvolte si sami metodu FeSeni.
d) Parabola, te¢na, kvadraticka rovnice

e) 1. zpisob fesent:

Postup: Do obecné rovnice teény v bodé [zo; yo] dosadime za z, y soutad-
nice daného bodu a dostaneme vztah mezi z¢ a yo. Bod [zo;y0] je bodem
paraboly, takze jeho souradnice dosadime do rovnice paraboly s uzitim

zjisténého vztahu (yo = ...) a dostaneme kvadratickou rovnici pro zo.
Vyftesime ji, dopocitame piislusna yo a rovnice tecen.
1° Obecnd rovnice tecny, dosazeni souradnic A{B} 15 %
29 Odvozeni vztahu mezi zg a yo 20 %
3% Dosazeni do rovnice paraboly, vypodet o 20 %
49 Souiadnice bodt dotyku 20 %
5% Rovnice tecen 25 %
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2. zpisob Tesent:

Postup: Rovnici tecny danou bodem a zatim nezndmou smérnici k fesime
spolu s rovnici paraboly a polozime diskriminant D = 0; dostaneme kva-
dratickou rovnici pro k, vypocteme kofeny. Pro tato k najdeme spolecné
body tecen a paraboly.

1°Pi{mka dand bodem A{B} a smérnici k& 15 %  2°Dosazeni do
rovnice paraboly, odvozeni kvadratické rovnice pro k& 30 %  3°Regeni
kvadratické rovnice pro k 15 %  4°Rovnice teen 15 %  5%Soutadnice

bodi dotyku 25 %
f) 1. feseni
A: B:
1 yyo=—-2(r—-2)—2(x0—2)  wyo = 2(z+3) +2(xo + 3)
2" yo =22z Yo = —2x0 — 2
3% 22+ 129—2=0, koteny 1, =2 22 + 9 — 2 = 0, kofeny 1, —2
49 [1;2], [-25-4] [15—4], [-2;2]
1
50 y=-z+3,y=50-3 y=-—zt—g5y=c+d
2. resent
A: B:
1" y+1l=k(z-—4) y+1=k(z+5)
20 ky? +4y+8k+4=0 ky? —4y+8k—4=0
1 1
ZD:2k2+k—1:0 ZD:2k2—2k—1:0
1 1
0 hy == ky=—1 by =1, ky = —=
3 1 12; 2 1 ) k2 21 .
49 y:iaz—3,y:—az+3 y:x—|—4,y:—§az—§
59 [1;2], [-2;—4] [1;—4], [-2;2]

h) Néroc¢nost pro 3. ro¢nik: 70 %.

g) Cas: 20 min.

Uspésnost a efektivnost pisemky ovsem nezalezi jen na databézi pisem-
kovych dloh a jejich vhodném vybéru, ale i na dalsich podminkach prace
ve Skole. Na zdvér si nékteré uvedme.

Pro psani pisemky by mély byt vytvoreny vhodné podminky zkouset
ucivo procvicené a zopakované, volit vhodnou vyucovaci hodinu (u klasi-
fika¢nich pisemek napf. ne po tanec¢nich, ne az kolem obéda, ne na samém
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konci ¢tvrtleti, kdy se ve vSech predmétech zkousi, apod.), kdy vykonnost
zakll mtze byt maximéalni. Pri kratSich pisemkach se nékdy doporucuje
psat tyto pisemky az na zavér hodiny (zejména, kdyZ pisemka nebyla pie-
dem ohlaSena), protoZe zici nékdy byvaji po pisemce rozrugeni a prestavka
je prirozenou prilezitosti k jejich uklidnéni. U kontrolnich pisemek, které
se piSou po probrani a procviceni urc¢itého tseku uciva, lze, ale neni nutno,
na né predem upozornit, o klasifika¢nich pisemkach by Zaci méli védét pre-
dem, aby si mohli v¢as zopakovat i starsi u¢ivo. Ucitelé zpravidla zarazuji
pred takovou pisemkou i specialni opakovaci hodinu — zejména na pomoc
slabsim zaktm; zde se pfipadné mohou uplatnit i varianty C.
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Rozne metody riesenia jednej tlohy

DUSAN VALLO
Fakulta prirodnych vied UKF, Nitra, SLOVENSKO

Uvod

Apolénius z Pergy (262 — 190 pr. n. 1.) bol jednym z vyznamnych gréc-
kych matematikov. Vo svojom najznamejsom diele Kuzelosecky formuloval
pojmy ako parabola, elipsa a hyperbola. Dnesnd skolskd geometria riesi
niektoré vybrané dlohy, ktoré st zndme ako Apoléniove tlohy o dotykaj-
ucej sa kruznici. V samotnej podstate ide o zostrojenie kruznice, dotykaj-
ucej sa troch danych dtvarov len pomocou pravitka a kruzidla. Za atvar
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mozno povazovat bod, priamku a kruznicu. NajlahSou Apoléniovou tlohou
je zostrojenie kruznice k, ktord prechddza tromi danymi bodmi A, B, C.
Na druhej strane, najvSeobecnejSou a zaroven najtazsou je tloha, kde ide
o zostrojenie kruznice k, dotykajicej sa troch danych kruznic ki, ko, k3.
Z pozndmok zachovanych od Pappusa Alexandrijského (290 — 350 n. 1.)

sa predpokladé, Ze rieSenie tejto najtazsej tlohy bolo uvedené v druhej
Apoloéniovej knihe s ndzvom O dotycniciach, ktora sa vSak nezachovala.

V nasom prispevku sa budeme venovat dvom osobitnym tloham. Ulohy
st zvlastne v tom, Ze dany bod je incidujaci s jednym z dvoch danych
utvarov — priamkou alebo kruznicou.

Obr. 1 Pripad 1. Dand je kruznica, priam-  Obr. 2 Pripad 2. Dand je kruZnica, na
ka a dotykovy bod 7" na priamke. kruznici dotykovy bod 7' a kruznica.

Oba pripady nie si ,na sebe nezavislé“. Druhy pripad mozno previest
jednoduchou konstrukciou pomocnej priamky na 1. pripad tak, ako ukazuje
obr. 3.

V prispevku analyzujeme sedem postupov ako riesit lohu zodpoveda-
jucu 1. pripadu. V texte sa obmedzime na len sprostredkovanie hlavnej
myslienky rieSenia.
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Obr. 3

Konkrétne znenie je nasledovné:

Zostrojte kruznicu ki(O1,r1), ktord sa dotkne danej kruznice
k(O,7) a zdrover sa dotkne aj danej priamky p v jej danom bode T.

1. Metéda geometrickych miest bodov — os tsecky

Riesenie. Stred O; kruznice k; lezi na priamke m;j, kolmej na priamku p
v bode T (priamka p md byt doty¢nicou ku k; v bode T'). Na priamke
my uréime bod O*, pre ktory plati |[TO*| = r. Stred O; ma rovnakd
vzdialenost od bodov O, O*, preto lezi na prieniku osi o usecky OO*
s priamkou m;. Kon§trukcia kruznice k; je zrejma z obr. 4a,b.

Obr. 4a, b Dve rieSenia tlohy
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2. Metéda zobrazeni — rovnolahlost

Riesenie. Nech bod dotyku kruznic je oznaceny T;. Ak zostrojime bod T7,
samotna konstrukcia kruznice k; je trivialna.

Vzhladom k tomu, ze obe kruznice st rovnolahlé so stredom rovno-
lahlosti prave v bode T}, zobrazi sa v tejto rovnolahlosti priamka m; do
rovnobeznej priamky m, prechddzajicej bodom O. Bod T sa zobrazi do
bodu T, ktory je prienikom kruznice k a priamky m. Zatial uvazovany
a eSte nezostrojeny stred rovnolahlosti je prienikom priamky 77 s kruz-
nicou k, pretoze stred rovnolahlosti a dvojica odpovedajtcich si bodov s
kolinearne.

Obr. 5a, b Dve rieSenia tlohy

3. Met6da geometrickych miest bodov — chordalny bod

Skor, nez ukdzeme rieSenie, v kratkosti pripomenieme. Ak je dané kruz-
nica k(O,r) a bod M, ktorého vzdialenost od stredu O sa rovna d, potom
mocnostou bodu M ku kruznici k nazyvame ¢&slo m = d?> — r2. Mno-
zina vSetkych bodov roviny, ktoré maji k dvom neststrednym kruzniciam
k1(0O1,71), k2(O2,72) rovnakt mocnost, je priamka chj», kolmd na priam-
ku uréent stredmi Op, O,. Priamka chiy sa nazyva chordalou (niekedy
potenc¢nd priamka). Ak maja kruZnice ki, ko neprézdny prienik, precha-
dza chordéla chy» ich spolo¢nymi bodmi. V pripade disjunktnych kruznic
k1, ko moZeme doplnit tretiu pomocnd kruznicu k3, pretinajicu kruZnice
k1, ko tak, aby chordaly chis, chag boli roznobezné. Ich prienikom, bodom
Ch, prechadza chordala chi, kruznic k;, ks kolmo na priamku uréena
stredmi O1, Oy. Bod Ch sa nazyva chorddlny bod (niekedy nazyvany aj
potencny stred) kruZnic k1, ke, k3 a jeho mocnost je rovnakd ku vSetkym
trom kruzniciam.
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Obr. 6a, b, Konstrukcia chorddly

‘Ch

Obr. 7a, b Dve rieSenia tlohy
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Riesenie. Zostrojime pomocnt kruznicu kg, ktord sa bude v bode T' doty-
kat priamky p. Priamka p je spolo¢nou chorddlou pomocnej kruznice kg
a hladanej kruznice k;. Spolo¢nd chordéla ch kruznic k, ko pretne priamku
p v spolo¢nom chordalnom bode Ch, ktorého vzdialenost od bodov T', T}
je rovnakd. Prienik kruznice k*(|Ch,TCh|) s kruznicou k je hladany bod
T;. Konstrukcia kruznice k; je dalej jasna.

4. Metéda zobrazeni — dosledok Mongeho vety o skladani rov-
nolahlosti

Ak k1 (01,71), k2(02,72), kde Oy # O», r1 # 79 st dve kruZznice, potom
existuja dve rovnolahlosti so stredmi I1» a Ey2, ktoré zobrazuja kruznicu
k1 do kruznice k-. Oba stredy rovnolahlosti 15, E15 lezia na priamke urce-
nej bodmi Op, 0. Stred, ktory lezi na Gsecke O; O, nazveme vnatornym
stredom a oznacime I;5. Druhy bod E;» nazveme vonkajsim stredom.

Jeden z ddsledkov Mongeho vety o skladani rovnolahlosti tvrdi, ze v pri-
pade stredov rovnolahlosti kruznic k1 (O1,71), k2(Oa,12), k3(Os,73), kde
O1 # O # O3 # Oy, 11 # 19 # r3 # r1 su kolinedrne tieto trojice bodov
— Er2, a3, E13; Ero, Is3, I13; I12, Ea3, I13; 112, Io3, Ei3.

Obr. 8

Riesenie. Predpokladajme, ze hlfadana kruznica k; ma mat vonkajsi dotyk
s kruznicou k. Zostrojime pomocnd kruznicu ko, ktord sa bude v bode
T dotykat priamky p. Bod T' je potom vnitornym stredom rovnolahlosti
kruznic kg a hladanej kruznice k;. Ak uvazujeme o bode dotyku 73 kruznic
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k1 a k, tiez ide o vnutorny stred rovnolahlosti oboch kruznic. Podla dos-
ledku Mongeho vety vonkajsi stred rovnolahlosti E kruznic ky a k lezi
s bodmi 7" a T} na jednej priamke. Zostrojime teda bod E a hladany bod
dotyku 77 bude prienikom priamky ET' s kruznicou k.

Druhé riesenie. Ak hladand kruznica k1 mé mat vnatorny dotyk s kruz-
nicou k (obr. 11b), kde bod T je opit vnatornym stredom rovnolahlsti k;,
ko; bod T pre zmenu vonkajsi stred rovnolahlosti k1, k. Vnatorny stred
rovnolahlosti (bod I) kruznic k ko musi byt (podla dosledku Mongeho
vety) s bodmi T', T} kolinedrny. Zostrojime teda bod I a hfadany bod
dotyku 77 bude prienikom priamky I7' s kruznicou k.

Obr. 9a, b Dve rieSenia ulohy

5. Metdéda kruznicovej inverzie

Riesenie. Za stred urcujicej kruznice w zvolime bod T'. Polomer kruzni-
ce w zvolime tak, aby kruZnice w a k boli na seba navzajom kolmé (z bodu
T zostrojime doty¢nicu ku kruznici k& a vzdialenost dotykového bodu od
bodu T je polomer kruZnice w). V kruznicovej inverzii K;[w,T] je potom
kruznica k samodruzné. Rovnako samodruzné bude priamka p. Bod T' ako
stred inverzie nem4 obraz.

V inverznej situacii hfaddme spolo¢nt dotyénicu ki, ktord sa dotkne
k = k' a velmi volne povedané ,kruznice p = p’ nekonetného polomeru
(priamky p).

RieSenim je dotyc¢nica ku kruznici k, rovnobezné s priamkou p. Jej ob-
raz v inverzii je kruznica prechadzajiuca bodom 7' a dotykajica sa oboch
danych atvarov. Vzhladom k tomu, Ze vyhovujice dotycnice st dve, tloha
ma dve rieSenia.
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p=p

Obr. 10a, b Dve rieSenia Glohy

6. Metoda algebraicko-geometricka

Riesenie. Nech hladana kruznica k; mé najprv vonkajsi dotyk s kruzni-
cou k.

|
k | |
| |o
o ! k; r-r ! ki
I k 1
7 X r-d
h | O
. :
d N |01 J !
m |
™ I
r, d |
|
B .
M m lT P M m IT )

Obr. 11a, b Vonkajsi a vnatorny pripad dotyku kruznic

Nech bod M je pitou kolmice zostrojenej z bodu O na priamku p. Ak
oznacime |OM| = d, |MT| = m, pomocou Pytagorovej vety po¢itame

(r+7r1)? = (d—r)* +m?. (1)
Odtial

_d2+mz—r2

YY) 2)

a musime konstrukéne uréif asecku dlzky r;.
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Konstrukciu vykoname postupne pomocou rovnoplochych obrazcov. Za
tymto acelom najprv ukdzeme, ako k danému obdlzniku ABC D zostrojime
obdlznik AEFH rovnakého obsahu.

D C G
H

i F
A B E

Obr. 12 Rovnoploché obdlzniky ABCD, AEFH

Na obr. 12 sti zndzornené obdlzniky ABCD, AEF H rovnakého obsahu,
pretoze trojuholniky AEG, AGD st zhodné a teda maja rovnaky obsah.

Zhodné st aj trojuholniky ABM, AHM a taktiez MFG, MCG. Obdlz-
niky BEFM, HMCD musia mat rovnaky obsah a plati

Saepra = SaBM+Sura+SBEFM = Saum+Svca+Samcp = SaBcp-
Vztah (2) upravime
2(r + d)ry = (d* + m? — r?) (3)

Podla geometrického vyznamu Pytagorovej vety zostrojime Stvorec
ABOT, ktorého obsah sa rovnd d* + m?. Ak zo $tvorca ABOT ,vy-
strihneme“ §tvorec OGHI, obsah Sestuholnika ABIHGT je d®> + m? — r?

(obr. 13a). Na obr. 13b sme Sestuholnik ABIHGT premenili na obdlznik
AB;G1T rovnakého obsahu (odeZniky BB,I1I a GG1I; H maja rovnaky
obsah). Podla konstrukcie rovnoplochych obrazcov mé obdl7nik B1AsA3 By

rovnaky obsah ako obdlznik AB;G,T, kde |B1As| = 2(d + r), a plati
|A2A3| =T (ObI‘. 130)

Ak pozndme polomer r; hladanej kruznice ki, jej stred O; zostrojime
lahko.
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Obr. 13a Kongtrukcia d? + m? — r2 Obr. 13b Konstrukcia obdlznika s obsa-

hom d? + m? — r?
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B \
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D M . \
m? \ \
\
\ \\
\
E F NI Ay
N ) r
\\\ P A,
\\(/
Ay

Obr. 13c Konstrukcia tsetky dlzky ri

Ak hladand kruZnica k; ma vnatorny dotyk s kruznicou & (obr. 11b),
potom plati

(ri—7)* = (r —d)* +m? (4)
a vypocitame
P m?—?

"= 2(d —r) (5)

Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009 405



a samotné konstrukcia tsecky dizky 7 (ako aj stredu O;) je analogické
ako pri vonkajsom dotyku kruznic.

7. Metdéda analyticka

Riesenie. Zavedieme kartezidnsku siradnicovi ststavu tak, ze os z bude
totozna s priamkou p, os y bude prechadzat stredom O kruznice k a nech
stradnice bodov st T'[m; 0], O[0;d].

Ak hladand kruZnica k; md najprv vonkajsi dotyk s kruZznicou k, patri
stred O; prieniku priamok x = m, y = r; a kruznice 22 + (y — d)? =
= (r +r1)?. RieSenim ststavy dostaneme opif vzfah (2).

Ak hladand kruznica k; méa vnatorny dotyk s kruznicou k, potom riese-
nim je vztah (5). Tym sme ziskali rovnaké vysledky ako v predoslej metdde,
len s inym — analytickym pristupom.

P 1T(m,0] x P ;}[,,,‘0] X
Obr. 14a, b Zavedenie kartezidnskej stiradnicovej ststavy

Zaver

Domnievame sa, Ze rieSenie jednej tlohy viacerymi metédami poniika vo
vSeobecnosti dobry nadhlad na problém a pontka zadujemcom o geometriu
siroké pole posobnosti.

V ¢lanku sme ukdzali sedem postupov ako riesit jednu zaujimava kon-
Strukéna Glohu. Niektoré postupy boli elementarne na Grovni poznatkovej
Strukttry zo strednej Skoly (rieSenie metédou geometrickych miest bodov,
metodou rovnolahlosti alebo konstrukcie algebraickych vyrazov, apardtom
analytickej geometrie), iné vyzadovali komplexnejsie znalosti z geometrie
(chordalny bod, Mongeho veta, kruznicové inverzia).

Nechame na citatela, aby v pripade zdujmu vyriesil tlohu, ktorej zada-
nie je naznacené obr. 2.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tilloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
muzete zaslat nejpozdéji do 10. 5. 2009 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
t¥. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni fesSeni Gloh radi uvetejnime.

Uloha 157
Jsou dany body O, X, Y, které nelezi na téze primce. Sestrojte pravo-
thelnik OABC maximélniho obsahu takovy, Zze body X a Y lezi po radé
na piimkach AB a BC.
Sdrka Gergelitsovd

Uloha 158
Ozna¢me K mnozinu viech piirozenych ¢isel k, pro néz lze ¢islo k2 zapsat
jako soucet druhych mocnin jedenécti po sobé jdoucich celych cisel.
a) Dokazte, ze kazdé ¢islo z mnoziny K dava pii déleni ¢islem 66 zbytek
11 nebo 55.
b) Najdéte vSechna ¢isla z mnoziny K, kterd jsou mensi nez 2009 (lze
uzit kalkulacku).
Ales Kobza
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