MATEMATIKA

Periodické posloupnosti

LEV KURLIANDCIK - JAROSLAV SVRCEK
Petrohrad (RUSKO) — Pfirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pri feseni celé fady tloh o ¢iselnych posloupnostech se casto setkdvame
s pojmem periodické posloupnosti. Cilem tohoto ¢lanku je nabidnout Cte-
nartm nékolik ukazek, jak lze vyuzit periodi¢nost ¢iselnych posloupnosti
pri feSeni vybranych tloh uvedeného typu, a tim poskytnout také pri-
padny navod, jakym zptisobem lze postupovat pri reSeni zejména naroc-
néjsich uloh tohoto typu. Ve vétsiné prezentovanych tloh se zde setkdme
s posloupnostmi zadanymi rekurentné, viz napi. [1] nebo [2].

Pfipomefime si proto nejprve pojem periodické posloupnosti: Rekneme,
Ze Ciselnd posloupnost (a,,)52; je periodickd, pravé kdyz existuje pfirozené
¢islo p takové, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati aptp = ap. Cislo p
se nazyva délka periody. V pripadé, kdy p = 1, hovofime o staciondrni
(konstatni) posloupnosti.

V nésledujici ¢asti uvaddime nékolik prikladd, pfi jejichz feSeni jsou
vhodnym zplisobem vyuzity predevsim vlastnosti periodickych posloup-
nosti.

Priklad 1

Uvazujme poslupnost (a,,), kterd je definované nasledujicim zptsobem

a +1
(11:(12:]., an+2:% Vn € N.
n

Dokazte, ze kazdy Clen této posloupnosti je prirozené ¢islo.
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Reseni. Vypisme si pro n > 3 nékolik prvnich ¢lenti uvazované posloup-
nosti:

a3:2, a4:3, (15:2, a6:1, (17:1
ProtoZe ag = a1 a ay = ase, je tato posloupnost periodickd (s délkou
periody p = 5, tj. opakuje se v ni pouze jeji po¢ateéni asek 1,1,2,3,2).
Vsechny cleny této posloupnosti jsou tudiz prirozenymi ¢isly. Tim je dikaz
proveden.

Priiklad 2
UvaZujme posloupnost (u,) definovanou nésledujicim zptsobem

Uy =usy =1, Upyo :ﬁunH —u, VnéeN.
Urcete U2009-

Reseni. Vypisme si ¢leny této posloupnosti pro n = 3,4, ...,10. Jsou jimi
(v tomto poradi) realnd ¢isla

vV2-1, 1-+v2, -1, -1, 1-v2, v2-1, 1, 1.

Odtud vidime, ze ug = u; a u1g = us. Uvazovand posloupnost redlnych
Cisel je tedy periodickd; délka jeji periody je 8. Je proto

U2009 = Ug48.250 = Uy = 1.

Poznamka. Podobnym zptisobem lze tesit celou rfadu pribuznych tloh.
Patfi mezi né napt. nasledujici tuloha, kterd je modifikaci jedné z tloh
feSenych odlisnym zptsobem v [2].

Priklad 3
V posloupnosti (a,) redlnych ¢éisel jsou dany prvni tii ¢leny a; = 2,
az =0, az = 1 a kazdy dalsi jeji ¢len je urcen vztahem

(p+3 = Apy2 — 2ap,
kde n je prirozené ¢islo. Urcete 2009. ¢len této posloupnosti.
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Priklad 4

Uvazujme Fibonacciho posloupnost (f,) pfirozenych ¢isel, kterd je de-
finovana rekurentné néasledujicim zptisobem

fi=f=1, for2=fop1+fn VneEN.
Dokazte, ze Cislo fogos je délitelné sedmi.
Reseni. Uvazujme posloupnost (r,), kde r, je zbytek pti déleni ¢isla f,

sedmi. Ukazeme, Ze rp2 se rovna zbytku pfi déleni souctu 7,41 +ry, Cislem
7. Plati

fm=Ta+rn, faor1 =Tb+rpyr, fay2 =Tc+rng2,
kde a, b, ¢ jsou prirozend cisla. Plati pritom
Tpt2 = fo42 —T¢= fpr1+ fn—Tc=vpt1 + v, +7(a+b—c).
Odtud ale plyne, ze ¢islo r,42 je rovno zbytku pii déleni ¢isla rpy1 +
sedmi. NapiSme si opét nekolik prvnich ¢lentt posloupnosti (r,,). Jsou to
(v uvedeném poradi) ¢isla

1,1,2,3,51,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0, ,1,1,...

PonévadZz r17 = r1 a rig = 1o, je posloupnost (r,) periodicka. Délka jeji
periody je 16, a pro kazdé pfirozené ¢islo n tedy plati r,,+16 = ry,. Proto

T2008 = T1992 = T'1976 = ... =13 =0,

coz dokazuje, ze Cislo fagos je délitelné sedmi.

Priklad 5
Dokazte, ze ke kazdému prirozenému ¢islu m existuje prirozené Cislo n
takové, ze ¢islo (2 +v/3)" + (2 — V/3)" — 2 je délitelné ¢islem m.

Reseni. Oznaéme
Up = (2+V3)" 4+ (2-V3)" —2.
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Po Gpravé mame

Mm:4(2+¢$”+@—w@W)—8:
= (@+Vv3)+2-v) (@+V3)"+@2-V3)") -8=
= (2+V3)" T+ (2+V3)2-V3)"+(2-V3)(2+V3)"+(2-V3)" T -8 =
=2+ V3" + 2 - V3T + 24+ V)" + 2+ VBT -8 =
= (@+ V3" + @ -vB)" - 2) (2+ VB)" 1+ (2 - VB - 2) -4

=Upt1 + Up—1 — 4.
Odtud plyne
Upt1 = du, — Up+1 + 4.

KaZzdy ¢len posloupnosti (u,) nyni zaménime zbytkem pii déleni ¢isla w,,
¢islem m. Ziskdme tak posloupnost (r,,), kterd je (podobné jako v prede-
Slych tlohach) periodickd poéinaje prvnim ¢lenem. Pro n = 0 je 79 = 0.
S ohledem na periodi¢nost posloupnosti (r,) existuje tedy n piirozené ta-
kové, ze r, = rg = 0, coz znamena, ze u, je délitelné C¢islem m. Tim je
dtikaz ukoncen.

Priklad 6
UvaZzujme rekurentni posloupnost (u,), kde

Uy + 2

Uy =2, u = Vn € N.
! T 20,
Dokazte, ze tato posloupnost neni periodicka.
Reseni. Z rovnosti
s = +2 vpliva W, = Unt1—2
T T o, YR "T1T 2uny

Odtud je patrné, ze na zdkladé znalosti urcitého ¢lenu uvazované posloup-
nosti mizeme jednozna¢né urcit také ¢leny predchozi (s niz8im indexem).
Uvazujme proto tuto posloupnost jako nekonec¢nou i pro klesajici hodnoty
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indexti n. Z posledni podminky pro n = 0 pfitom plyne uy = 0 (uvazo-
vanou posloupnost lze tedy rozsifit o ¢len ug). Pokud by tato rozsifend
poslupnost (u,) byla periodickd, obsahovala by nekoneéné mnoho ¢lent
rovnych nule. Ukazeme, Ze takovou vlastnost v8ak uvazovana posloupnost
nema.

Prvni ¢len uvazované posloupnosti u; = 2 Ize pritom zapsat ve tvaru

Sai + 2
U1 501 + 1 ¢ . !
Potom plati
u :U1+2: gzllif+2 =
Tl 1o R

_ 5a; +10by +4  5(a; +2b1)+4  Sas +4
© 56y —10a; -3 5(by—2a; —1)+2  5by+2°

kde as = a1 + 2by a by = by — 2a; — 1 jsou celd ¢isla. Nyni vyjadiime ug:
5as+4
e B2 t2 S t2 S(ax42h+1)+3 _ 5a+3
3

S 1-2uy 1-2-228 0 5(b—2ax-2)+4 5Sby+4]

kde a3 = as 4+ 2bs + 1 a b3 = by — 2a2 — 2 jsou rovnéz celd cisla. Podobné
zjistime, Ze

Sag + 1 dSas + 2
= 5 u = 5

5by + 3 ® 7 Bbs +1

Ug

kde a4, b4, as,bs jsou cela ¢isla. Vzhledem k tomu, Ze Cleny u; a us uva-
zované posloupnosti maji tyz tvar, maji tyz tvar také cleny us a ug atd.
Odtud (a z tvaru jednotlivych ¢lent posloupnsti (u,,) je patrné, ze zadné
U, nemuze byt délitelné Cislem 5, a navic zaddny ¢len této posloupnosti
(s pfipadnou vyjimkou ug) neni roven nule. Tim je uloha vyfeSena.

Metodu doplnéni (rosifeni) dané ¢iselné posloupnosti (a,)5%; o ¢leny
s indexy mensimi nez 1 mtzeme s vyhodou pouzit pii feSeni celé fady aloh

o ¢iselnych posloupnostech. Jako dalsi ukazku uvadime nésledujici priklad.

Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009 325



Priklad 7

Uvazujme posloupnost 2,0,0,9,..., jejiz vSechny Cleny pocinaje pa-
tym jsou rovny cCislici na misté jednotek souctu vsSech ¢tyr predchozich
Clend této posloupnosti. Dokazte, ze v uvazované posloupnosti existuje
usek (Ctverice po sobé jdoucich ¢lentt), ktery je roven ¢tvefici ¢isel 9, 5,2, 4
v tomto poradi.

Regeni. Vzhledem k tomu, Ze pocet viech (usporadanych) étvefic tvore-
nych ¢islicemi desitkové soustavy je konecny, je uvazovand poslupnost peri-
odicka. Ze zadani je patrné, ze pro libovolné ¢tyii po sobé jdouci ¢leny této
posloupnosti je jednoznacné urcen také predchozi ¢len této posloupnosti
(tj- ¢len s indexem o 1 men$im, nez mé prvni ¢len uvazované ¢tvefice po
sobé jdoucich ¢lent posloupnosti). Danou posloupnost miZzeme tedy po-
vazovat za nekonecnou s rostoucimi, ale i s klesajicimi indexy, tj. s indexy
mensimi nez 1. Uvazujme nyni nékolik ¢lent této rozsifené posloupnosti,
které v ni figuruji pred ¢tverici 2, 0,0, 9. Uvazovany tsek této posloupnosti
ma tedy tvar:
ey 9,5,2,4,0,1,7,2,0,0,09,...

Vzhledem k tomu, ze dana posloupnost je periodicka, existuje v ni Gsek
9,5,2,4. Tim je tloha vyftesena.

Nésledujici dvé nefeSené Glohy poslouzi zdjemctm o problematiku pe-
riodickych posloupnosti jako vhodné procviceni této tematiky.

Priklad 8

Dokazte, Ze mezi libovolnymi (m — 1)? +2 po sobé& jdoucimi ¢leny Fibo-
nacciho posloupnosti pfirozenych ¢isel (viz priklad 4) existuje vzdy aspon
jedno ¢islo délitelné m.

Priklad 9

Uvazujme posloupnost (b,,), kterd je definovana nasledujicim zptsobem
bgn = Un (Vn Z ].) y b3n+1 =1 (Vn Z 0) y b3n+2 =0 (Vn Z 0) .
Dokazte, ze tato posloupnost neni periodicka.
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Soucet nekonecné mocninné rady, jejiz
koeficienty jsou Fibonacciho cisla

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

V ¢lanku [1] byl odvozen vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti,
ktera byla urCena rekurentnim vztahem a, = an—1 + ap—2 pro vsechna
prirozend n > 1 a pocatecnimi podminkami ag = a; = 1.

Nebudou-li indexy c¢lend této posloupnosti zacinat nulou, ale ¢islem
jedna, tj. budou-li pocateéni podminky a; = as = 1 a bude-li uvedeny
rekurentni vztah platit pro vSechna pfirozend n > 2, dostaneme stejnou
posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21,..., ale vzorec pro a, odvozeny v [1] pfe-
jde na tvar

an = (" —c")/V5, kde b= (1+V5)/2, c=(1-5)/2.

Pomoci tohoto vysledku odvodime vzorec pro souéet s(z) nekonecné
mocninné fady, jejiz koeficienty jsou ¢isla Fibonacciho:

s(x) = Zan:ﬂ” =+ +22° +32* + 52° + 82% + 1327 + 212% + ...
n=1

Dosazenim za koeficienty a1, as, as, .- .,ay, ... dostaneme
s(x) =[(b—c)z+ (B> —=A)2® + (0 —cH® + ...+ (0" =" + ...]/V5,
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neboli

= (bz+b*2? +0°2° + ... +b 2"+ ... ) —(cx+ PP+ + . ML),

Obé tyto nekonecné geometrické fady maji konecny soucet, je-li kvocient
kazdé z nich v absolutni hodnoté mensi nez jedna, tj. kdyz plati |bz| < 1
a |cx| < 1; avSak vzhledem k tomu, Ze je b > ¢, vysta¢ime s podminkou

lbz| <1, tj. |z|<1/b=(V5-1)/2.

Za tohoto predpokladu podle zndmého vzorce pro soucet nekonecné
geometrické rady plati

s(x) - V5 = bx/[(1 — bzx) — cx/(1 — cx)],

neboli
s(x) - V5 = (b—c)z/[1 — (b+ )z + bex?).

Protoze je
b—c=+5, b+ec=1, be=—1,

dostavame po dosazeni

Dokazali jsme tak vétu:
Pro soucet s(x) nekonecné mocninné fady, jejiz koeficienty jsou éisla

Fibonacciho, za piedpokladu |z| < (v/5 —1)/2 plati

s(v) =z + 2% + 22 + 32 + 52° + 82% + 132" + ... . —
(1 -2z —2a?)

Dosadime-li do tohoto vysledku za x ¢isla, kterd jsou v absolutni hod-
noté mensi nez (v/5—1)/2 = 0,618033 ..., mzeme pro Fibonacciho ¢isla

a1,02,03, -, 0y, -.. ziskat zajimavé rovnosti. Plati napt.
1+1+2+3+5+8+13+ 1 5
-+t =+ =+—=+—+=+=+...=5|=) =2,
2 22 23 24 25 26 27 2
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St T mEta Tt o T

1,1 .2 3 5 8 13
10 102 103 © 104 ~ 10% 108 107 @ T

1 10

=S —_— = —.

10 89
Ctenaf si jisté povsiml, Ze k odvozeni souctu této nekoneéné fady jsme
viibec nepotiebovali znat soucet s, (z) jejich prvnich n ¢lend, protoze jsme

vyuzili vzorce pro soucet nekone¢né geometrické fady. Tento soucet s, (z)
nyni pro tplnost odvodime. Ziejmé plati:

1 1 2 3 ) 8 13 ( 1> 2
s

sn(z)- V5 = (bz+b* 2 +0°2 + ... +b"2") — (cx+ P2+ P2 + .. +ca),
odkud za predpokladu
br#lacr#1, tji.prox#1/b=(5-1)/2az#1/c=—-(V5+1)/2,

ze znamého vzorce pro soucet prvnich n ¢lend geometrické fady dostaneme
sp(x) - V5 = ba(b"z™ — 1)/ (bx — 1) — ca(c*z"™ — 1)/ (cx — 1),

neboli

=[(b—c)x +bec(d" — )" — (b — " TH " /[(bea® — (b+ c)x +1)].
Po dosazeni
b—c=+v5, b+c=1, be=—-1, b"—c" = a,V5, but1—Cny1 = ani1V5
dochézime k zavéru

sn(2) = (. — anz" ™ — ap12™™) /(1 — z — 27).

Pro soucet s, (z) prvnich n ¢lend mocninné fady, jejiz koeficienty aq,
ay, as, ... jsou Fibonacciho ¢isla, za predpokladu = # (V5 —1)/2 a x #
# —(V5+ 1)/2 plati

sn(2) = (. — anz"™? — ap12"™) /(1 — z — 2?).
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(Odvozeni vzorce s,(z) pro z = (V5 —1)/2 a x = —(v/5 + 1)/2 si ¢tendr
muZe provést sim nebo si je vyhledat ve [2].)

Podobné jako u vzorce pro soucet s(x) nekone¢né fady mizeme dosa-
zenim za x do s,(x) ziskat nékteré vztahy pro Fibonacciho ¢isla. Plati
napi.:

sp(1)=1414243454+ ... +ap=(1—ap —ant1)/(-1) = apt2 — 1,

$p(=1) = =1+1-243-5+... +(=1)"a, = —1—(=1)""(=ap+an+1) =
- (—l)nan_l - 1.

Vsimnéme si jesté na zavér, ze pro dobré studenty by odvozeni souctu
uvedené mocninné fady i sou¢tu jejich prvnich n ¢lent (pokud budou znét
vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti) nemuselo byt velkym pro-
blémem.
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O vysledcich jednoho matematického
testu

DANIELA BLAZKOVA
Pedagogickd fakulta UP, Olomouc

V listopadu 2007 se na Katedfe matematiky Pedagogické fakulty Uni-
verzity Palackého v Olomouci uskutecnilo testovani zakladnich matema-
tickych znalosti a dovednosti studenttt oboru Ucitelstvi matematiky. Testy
byly vytvofeny prostfednictvim systému Claroline (Open Source licence).
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Claroline je manazersky systém kursi postaveny na webovém zakladu
a bez problému funguje na vSech béziné dostupnych webovych prohlize-
¢ich. Vyvoj probihal na zakladé pedagogickych zkuSenosti a potieb uci-
telll. Kromé skol Claroline vyuzivaji také tréninkova centra, rizné asociace
a firmy.

Claroline neslouzi jen k testovani, ale k vytvareni rtiznych cviceni a vyu-
kovych materidla (napi. pracovni listy), ke komunikaci vyuéujiciho s zaky
atd. Vice informaci lze ziskat na adrese: http://www.claroline.net (ang-
lické4 verze).

Prubéh testovani a podoba testu

Testt se zGcastnili studenti Ucitelstvi 1. stupné a studenti Ucitelstvi
matematiky pro 2. stupenn ZS. V tabulce 1 jsou uvedeny poéty testfi pou-
zitych pro vyhodnoceni vysledkl testovani.

Tab. 1 (Poéty testl pouzitych pro vyhodnoceni vysledkl testovani)

Muzi Zeny >
1. stupen 6 86 92
2. stupen 55 71 126
> 61 157 218

Cilem testovani bylo zjistit iroven zakladnich matematickych znalosti
a dovednosti, proto byly Glohy sestaveny z uciva zakladni a stiedni Skoly.
Testy byly tvoreny tlohami dvojiho typu — vybérem z nékolika nabize-
nych moznosti a doplnénim pozadovaného tdaje, napt. znamének, cisla,
¢iselného vyrazu nebo vyrazu s nezndmou.

7Z hlediska obtiznosti byl test pro obé skupiny rozdélen do dvou c¢asti —

snazsi Cast A a obtiznéjsi ¢ast B, obé s Casovym limitem 30 minut. Bodové
ohodnoceni jednotlivych ¢asti je uvedeno v tabulce 2.

Tab. 2 (Bodové hodnoceni)

Test A Test B >
1. stupenn 40 20 60
2. stupeii 20 20 40
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Teézsi ¢ast testu pro studenty Ucitelstvi 1. stupné predstavovala souc¢asné

lehé ¢4st pro studenty Ucitelstvi matematiky pro 2. stupen ZS.

V dalsim textu se budeme vénovat pouze Casti testu spole¢né obéma
skupindm.
Zadani testu

1) Zjednoduste co nejvice, tj. vyraz napiste jako jedno celé ¢islo.

14
V3

3

2) Vyjadiete vysledek ve tvaru celého Cisla.

125% =

3) Je ddno a = 2, b = —1. Vyjadiete H, plati-li % = % + %
4) Trojthelnik ABC je pravouthly (viz obr.). Jakd je velikost thlu ABC
ve stupnich, je-li |AC| = 6v/3 cm, |[BC| = 12 cm.
C

A

A4 B
Velikost thlu ABC je °.

5) Mi¢ padé z vysky 12 metra. Dopadne na zem a odrazi se do ti{ ¢tvrtin
pavodni vysky. Stejnym zpisobem skace i nadale, pokazdé se odrazi
do tii ¢tvrtin predchézejici vysky. Jaké vysky dosdhne mi¢ po tifech
dopadech?

6) RozloZte na soudin, tj. napiste ve tvaru napf. (x — 2)(z + 3) kvadraticky
trojclen

2 —Te+12 =
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7)

10)

11)

12)

13)

14)

Tom, Dick a Harry se mezi sebou maji podélit o 575 liber. Souhlasi
s tim, ze Tom dostane o 19 liber vic nez Dick a Dick dostane o 17 liber
vic nez Harry. Kolik liber dostane Tom?

Vypocitejte a vysledek vyjadrete jako desetinné cislo.

(4,2-1073) : (0,7 -10%) =

V sacku je 5 cervenych kulic¢ek, 4 modré kulicky a 3 bilé kulicky. Kulicky
vytahujeme postupné a nevracime je zpét. Jaka je pravdépodobnost, ze
vytdhnete dvé ¢ervené kulicky pfi prvnich dvou tazich?

Délku vSech hran krychle vynasobime tfemi. Kolikrat se zvétsi povrch
krychle?

V sacku je velky pocet bonbént, které jsou péti druhti. Jaky je mini-
malni pocet bonbdni, ktery musite vytahnout ze sacku (se zavienyma
ofima), aby byla jistota, Ze alespon 3 z nich budou stejného druhu?

Popiste kazdé z nasledujicich tvrzeni. K dispozici mate tyto moznosti —
vZdy pravdivé, nékdy pravdive, vZdy nepravdive.

Ctyithelniky maji 4 strany.

Ctverec je obdélnik.

Lichobéznik méa alespon jednu osu symetrie.

Jsou tato tvrzeni pravdiva (P) nebo nepravdiva (N)? Zatrhnéte sprav-
nou odpovéd.

Jestlize druhd mocnina redlného ¢isla je 49, pivodni ¢isloje 7. P N

Vsechna prvocisla jsou lich4. P N
Délky stran trojthelniku jsou a, b, c. Jestlize a® + b*> = ¢?, pak troji-
helnik obsahuje pravy thel. P N
Vynéasobenim kladného ¢isla jinym kladnym ¢islem vzdy ziskame ¢islo,
které je vétsi nez pivodni ¢islo. P N

Cena televizniho pfistroje vzrostla o 20 %. Pfi prodeji byla sniZena
0 20 %. Jaké je srovnéni takto vzniklé ceny s cenou plivodni? Nové
cena piistroje je:

a) stejnd b) niz§i c) vySsi
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15) Ktery z téchto tii trojuhelniki muaze byt opravdu sestrojen? Obrazky
nejsou ve skuteéném méritku.

A B C

3cm 8 cm 7 cm 2cm 6 cm

_75) (o)

3cm 3 cem

7 téchto trojuhelnikd mtze byt sestrojen pouze trojuhelnik

Vysledky testovani

V tabulce 3 jsou uvedeny vysledky, kterych testovani studenti dosahli
v jednotlivych otazkach.

Tab. 3 (Vysledky testu)

C.| Typ tlohy Max. po-| Usp&nost | Uspé&snost
ot. Cet bodti|v % 1.st. |v % 2. st.
VA VA
1 | Uprava &iselného vyrazu s odmocninou 1 47 87
2 | Mocniny s raciondlnim exponentem 1 23 67
3 | Vyjadreni nezndmé z rovnice 1 46 87
4 | Goniometrické funkce — urceni velikosti Ghlu 1 37 81
5 | Slovni tloha — nasobeni raciondlnich &isel 1 51 83
6 | Rozklad trojc¢lenu na soucin dvojclent 1 27 71
7 | Slovni Gloha —linedrni rovnice o jedné nezndmé 1 52 87
8 | Vyjadreni hodnoty ¢iselného vyrazu 1 11 57
9 | Ur€eni pravdépodobnosti daného jevu 1 35 80
10| Objem krychle 1 46 78
11| Losovaci 1 39 69
12| Ur¢it pravdivost/nepravdivost danych tvrzeni 3 46 74
13| Ur¢it pravdivost/nepravdivost danych tvrzeni 4 41 73
14| Procenta — procentovd Cast, porovnavani ¢asti 1 21 55
15| Rozhodnout, zda lze sestrojit dany trojuihelnik 1 41 77
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v vervs

Pro studenty Ucitelstvi 1. stupné byla nejobtiznéjsi tloha ¢islo 8, tj. ur-
¢eni hodnoty ¢iselného vyrazu, v némz se vyskytuji desetinna ¢isla v sou-
¢inu s celo¢iselnymi mocninami ¢sla 10. Uspésnost pii feeni je jen 11 %.

Ulohou s druhym nejhor$im vysledkem je tiloha ¢. 14 na procentovy po-
Cet, kterd je soucasné tlohou s nejhorsim dosazenym vysledkem u studentid
Utitelstvi matematiky pro 2. stupen ZS (ispénost feseni byla 55 %).

Nejlépe fesenou tlohou v obou skupinich je tloha ¢. 7 — slovni tloha,
jejiz feseni vede na linedrni rovnici o jedné neznamé.

Vysledky testu odpovidaji predpokladu, ze studenti Ucitelstvi mate-
matiky pro 2. stupeit ZS by méli dosdhnout lepsich vysledkil. U zAdné
z otédzek neni vysledny primeér nizsi nez primér u studentt Ucitelstvi 1.
stupné. Rozdilnost praméri byla ovéfena pomoci Studentova t-testu, ktery
potvrdil statisticky vyznamny rozdil mezi priméry obou skupin student.

g Primr- 1. stuped wPrimer - 2. stupen w Max. pofet bodd

Graf 1 (Srovnani vysledkid ve spoletné €asti testu)
Problémy v prubéhu testovani

Yivs

neschopnost student precist zadani Glohy s porozuménim textu a dodrzet
pokyny pro vyplnéni odpovédi. Precist si dikladné a spravné zadani tlohy

vvvvvv

odpovéd musi byt v presné pozadovaném tvaru.
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Pocita¢ pii vyhodnoceni srovné piedem zadané odpovédi s odpovédmi
studenta, pokud se jakkoliv lisi, poc¢ita¢ odpovéd vyhodnoti jako nesprav-
nou. Typickymi ptiklady jsou nedodrzeni pozadovaného poctu desetinnych
mist nebo nespravné vlozeni mezery do odpovédi.

Co jsme zjistili

Podle vyzkumu PISA z roku 2006 maji ¢eSti zaci osvojeno velké mnoz-
stvi prirodovédnych poznatkl a teorii, ale samostatné uvazovani o prirodo-
védnych problémech a jejich zkoumdni (tvorba hypotézy, vyuZziti riznych
vyzkumnych metod a postupt, ziskdvani a interpretace data, formulace
zavéri apod.) jim ¢ini velké problémy. Ve zpravé z vyzkumu se uvadi, Ze
pravdépodobnou pfi¢inou téchto zjisténi je zpisob vyuky prirodovédnych
predmétii v Ceské republice, protoze diiraz je kladen vice na shromazdo-
vani a reprodukci teoretickych znalosti nez na podstatu prirodovédného
zkouméni a uvazovani.

Podobné zavéry jsme zjistili také pti tomto testovani. Pokud tloha vyza-
dovala pouze reprodukci néjakého poznatku, byl vysledny primér pomérné
vysoky (kolem 70 % z maximélniho po¢tu bodw). JestliZze bylo podstatou
ulohy vyvozovani, vyuziti urcitych vztahti nebo logicky tsudek, vysledny
pramér klesl na velmi nizkou trovenr (10 — 30 % z maximélniho poctu
bodt).

V souladu s vysledky dosazenymi v mezindrodnich vyzkumech (PISA,
TIMSS, ...) se u studentl projevily velké problémy s porozuménim ¢te-
nému textu. Ukazalo se, ze nejobtiznéjsi byla transformace textu do mate-
matického problému a jeho néasledné feseni. Neméné zavaznym problémem
byla neschopnost dodrzovat uvedené instrukce.

Samotni studenti po ukonceni testu hovortili o tom, ze byl objektivné

vvvvvv

vevs

Z toho vyplyvé, jak je dilezité neustéale (periodicky) opakovat rovnéz ucéivo
ze zékladni gkoly. Studenti U¢itelstvi matematiky pro 2. stupeii ZS maji
v navazujicim magisterském studiu predmét ,,Elementarni matematika®,
kde se zabyvaji pravé tlohami z u¢iva matematiky na zakladni skole. I zde
se Casto stava, ze nejsou schopni uzit elementarni postupy a zadané tlohy
fesi pomoci postupl, které se naucili az pfi studiu na stfedni a vysoké
skole.
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Dalo by se fici, ze testovani nepfrineslo zadné nové poznatky. Témér
kazdy ucitel matematiky si uvédomuje, Ze droven znalosti a védomosti
zaki nasich kol neustale klesa a klesa rovnéz zjem zakl naucit se nécemu
novému. V matematice (i v dalgich pfirodnich védach) je situace natolik
vazna, ze se stale intenzivnéji hledaji zptsoby, jak vzniklou situaci zlepsit.

Navrh reseni

Jednim z novych zptsobt, jak zvysit zdjem zakd a studentl o pri-
rodni védy, byl projekt MSMT CR — STM-Morava (Soutéze tvofivosti
mladeze, plny ndzev Vyzkum novych metod soutéZi tvorivosti mlideZe za-
merenych na motivaci pro védecko vyzkummnou c¢innost v oblasti prirodnich
véd, obzvldsté v oborech matematickych, fyzikdlnich a chemickyjch). Vice in-
formaci najdou zajemci na adrese: http://www.upol.cz/projects/souteze-
up/prirodovedne-souteze/stm-morava/. Jednim z podikolt pfi feeni uve-
deného projektu byly také ,Hratky s matematikou“. Jeho cilem bylo najit
vhodné motivac¢ni aktivity pro zvysSeni oblibenosti matematiky na zaklad-
nich skolach. Jako jedna z téchto motivacnich aktivit byla testovana oblast
matematickych i nematematickych her.

Hra je prirozenou soucasti lidského zivota, ve Skole vSak nestaci jen hrat
si. Zaci (studenti) musi pochopit, ze bez jejich aktivniho piistupu k vy-
uce matematiky nebude proces uceni dostatec¢né efektivni. Dulezitou roli
zde opét sehrava motivace. Ucitel mize motivaci posilit predevsim vhod-
nym vybérem tloh pouzitych ve vyuce. Nacvik a osvojeni matematickych
dovednosti je sice nezbytnou podminkou dalsiho matematického vzdéla-
vani, ale pfemira stereotypnich tloh (napf. seéti desetinnd ¢isla, vynasob
zlomky, vyfe§ rovnici) mé pro zaka ¢inek mnohdy negativni.

Jestlize zak neustale fesi pouze neredlné matematické tlohy, jez nemaji
bezprostfedni uplatnéni v praktickém Zzivoté, jeho zdjem o matematiku
diive ¢i pozdéji klesne. Matematika by vSak méla ,béznému uzivateli“
slouzit predevs§im k feSeni béznych Zivotnich situaci. Na tomto misté si lze
polozit otazku: Proc¢ tedy zak nemtze castéji resit tlohy, které by predsta-
vovaly ,matematizaci“ jisté redlné situace a reSeni opét popisovalo redl-
nou situaci? Odpovéd je nasnadé: Takovych tloh neni v naSich sbirkach
dostatek a jejich vyhleddvani nebo tvorba je pro ucitele pomérné narocné
¢innost, a to nejen casové. Lze se domnivat, Ze Castéjsi zarazovani tzv. rea-
listickych, ptip. pararealistickych Gloh, viz [4], by zajisté pomohlo zlepsit
nejen uroven matematickych znalosti a dovednosti, ale také vztah zaka
(studenti) k matematice.
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Slovni tlohy v matematice poskytuji nejvétsi prostor pro procvi¢ovani
schopnosti porozumét textu a interpretovat jej. Zaci (studenti) je vsak
prili§ nemaji v oblibé, snad pravé proto, ze neumi s textem dostate¢né
pracovat a ze nevédi, ktery z naucenych (Casto nepochopenych) algoritmi
maji pouzit.

Nabizeji se i jind feSeni, kterd vyzaduji aktivitu zakd (studentd). Po
osvojeni ur¢itych algoritmi (napft. séitani zlomk, pisemné déleni) mohou
sami vytvorit kratkou slovni Glohu tak, aby vychézela z realné situace
a jejiz reSeni maji predem dano. Z textu takové slovni tilohy pak bude
patrné, zda zék (student) dané uéivo pochopil.

Netypické, a o to vic zajimavé, jsou tzv. oteviené tlohy, viz [5]. Ucitelé
a néktefi zaci, ktefi jsou zvykli na aktualni podobu matematiky, je vSak
za matematické tlohy nepovazuji. Jedn4 se o tlohy, které si zaci v rdmci
rozsahu probiraného uciva sami navrhnou. Tento typ tloh je vhodny na-
priklad pfi ndcviku algoritmi typu scitani, od¢itani, apod. Jejich pouziti
ale neni omezeno jen na uvedené pripady. Oteviené lohy mohou mit také
podobu slovnich tGloh, v nichz je zadana redlna situace, pri¢emz je otevieny
konec textu (neni p¥itom zadan konkrétni tikol v tloze). Ukolem zdka je
situaci rozvinout a vyresit tlohu, kterd z jim navrzeného textu vyplyva.
Opét je rozvijena schopnost porozumét textu, ktery navic vytvorili sami
zaci. Oteviené slovni Glohy jsou vhodnéjsi pro doméci zakovskou praci,
tfeba i dlouhodobéjsiho charakteru.

Zavér

Uvedené navrhy predstavuji pochopitelné jen dil¢i feseni soucasného
stavu ve vyuce matematiky. Ma-li dojit k vyraznému zlepSeni celé situace,
je potieba provést nékteré zmeény. Lze jednoznacné konstatovat, ze s po-
tfebnymi zménami je nutno zacit jiz na fakultach piipravujicich ucitele
matematiky. Je pfitom zcela pochopitelné, ze ucitelé matematiky s vice-
letou praxi casto nejsou ochotni zidsadnim zptisobem zménit nékteré své
stereotypni navyky a mladi, nezkuseni ucitelé jsou nuceni prizplsobit za-
béhnutému stylu prace. Pomérné brzy tak ztraceji své predstavy o tom,
ze matematiku lze vyucCovat pro zdky pritazlivéjsim zptisobem. K oceké-
vané pozitivni zméné lze dospét za predpokladu, Zze zejména mladi ucitelé
matematiky (absolventi VS) budou schopni a ochotni vyuzit predeviim
znalosti o modernich vyucovacich metodach ziskanych v pribéhu svého
vysokoskolského studia.
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=

Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 151 a 152, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
Cisle tohoto (18.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.
Uloha 151
Dokazte, ze pro vSechna kladna realnd cisla a, b, ¢ plati
a2b? . b2e2 . a2 o1
ct+2b3%¢  a*+2c3a bt +2a3h —

Dale zjistéte, kdy nastava rovnost.
Petr Kanovsky
Reseni:
Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem plati
pro kladné realna ¢isla a, b, ¢

L
C

)

b a? b
_+_222_
a

a
a2 ¢ c

pficemz rovnost nastane, pravé kdyz . = <. Odtud dostavame, Ze plati

a tedy i
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a?

c
c? a? c 2b T ot 4 9p3e”
Fptete #te

Uzitim principu cyklické zdmény plati také

2 5 ¢ 2 D
= < 3 c*a?
a
2 2 2 = 4 2 2 2 A ’
S+h4+% T at+2% S+ L4+ T b+ 2%

pficemz rovnost nastane, pravé kdyz 7 = % 2 = 7. Uzitim téchto tif
nerovnosti tak dostaneme

a’b? n b2c? n a? S
A 4+2b3¢  at+2c3a bt +2a3b —
a® b> c?
2 a? b2
+ + =1
- 2 b2 2 2 b2 2 2 b2 2 )
ptetes pteota pteta

coz jsme méli dokézat. Rovnost v této nerovnosti nastane, pravé kdyz
nastane rovnost ve vSech tfech uzitych nerovnostech, tj. kdyz ¢ = 7 = g,
tedy pravé kdyz a =b =c.

Jiné Teseni (podle Josefa Tkadlece):
Pro kladné redlna ¢isla a, b, ¢ plati identita

E+g+é 2— £+29 g + a_2+QE 9 + b_2+29 E =
b ¢ a) ~ \b2 a c c? b a a? c b))

_ A +208  a®+2¢ b4+ 2d°

b2c ca a2b
Podle Cauchyho nerovnosti plati
ab? N b2c? N c?a? S +20° a®+2¢ b+ 2d° S
A +2b3¢  a*+2c3a bt + 2a3b b2c c2a a?b -

2
a b ¢
c a b

a uzitim vySe dokazané identity odtud dostaneme dokazovanou nerovnost.
Rovnost v ni nastane, praveé kdyz
a2b? b2c2 a2

A +203¢  a*+2c3a bt + 2a3b

e +20° a® +2¢3 b3 + 2a®
b2c c2a a?b
odkud vypoctem (ktery nebudeme uvadét) dostaneme, ze a = b = c.
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Spravné feseni zaslali: Josef Ondiej G v Roznové p. R., Josef Tkadlec
z GJK v Praze 6 a Jan Varihara z GLJ v Holesové.

Uloha 152

Necht By, Bs, B3 jsou dotykové body kruznice vepsané trojuhelniku
A1 A3 A3 po fadé se stranami Ay Az, AzA;, Ay As. Oznaéme déale I, I,
I3 stiedy kruZnic vepsanych po fadé trojuhelnikim A, B3Bs, A;BjBs,
AgBQBl. Jsou-li flhly B2B1B3 a 1112[3 ShOdIlé, je trojl'lhelnik A1A2A3
rovnoramenny. Dokazte.

Jaroslav Svrcek

Reseni:

Vétsina feSeni, kterd redakce obdrzela, byla zalozena na skutec¢nosti,
ze body I, I a I3 lezi na kruznici k£ vepsané libovolnému trojihelniku
A1 As As, jejiz stied oznacéime I. Tento fakt nyni dokdZeme (obr. 1).

A3

Obr. 1

Oznacme «, 3, v velikosti vnitinich Ghla trojihelniku A; A; A3 po radé
pii vrcholech Ay, Ao, As. Jelikoz Ay BsI a Ay Bsl jsou shodné pravouhlé
trojthelniky, je velikost thlu Byl B3 rovna 180° — «. Tomuto stfedovému
thlu odpovida na kruznici k£ obvodovy thel B, By Bs, jeho velikost je tedy
90° — 5. Navic je trojahelnik A; B3 B, rovnostranny a velikosti vnitinich
thli pii zdkladné By Bz jsou 90° — 5. Osy vnitfnich Ghld tohoto troja-
helniku pii zékladné B>Bs s ni sviraji shodné thly o velikosti 45° — ¢
a protinaji se ve stfedu I; kruznice jemu vepsané. Velikost ithlu B2I; B je
proto 180° — 2 (45° — 2) = 90° + £. Body By a I lez v opaénych polo-
rovinach vytatych prfimkou Bs Bs, soucet velikosti (hli B By By a Bol; B3
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je 180°, tedy tyto ¢tyii body Bs, By, B3 a I lezi na jedné kruznici. Touto
kruznici je kruznice k opsané trojuhelniku B; B;Bs. Tedy bod I lezi na
kruznici k. Podobné ukdzeme, Ze na ni lezi i body I a I3. Tim jsme ukazali,
7e body Iy, Is a I3 lezi na kruZznici vepsané trojihelniku A; As As.

Nyni uré¢ime velikost Ghlu I; > I3 (obr. 2).

As

Obr. 2

Stiedy I; a I3 kruznic vepsanych trojuhelnikim A; B3 By a A3 Bo By lezd
na osach vnitfnich thld trojuhelniku A; A> A3 pii vrcholech A, a As, které
se protinaji ve stfedu I kruznice k. Velikost thlu A3A;1 je 5, velikost
thlu A; A3l je 3, proto velikost thlu A;7A3 je 180° — § — 3. Tomuto
stfedovému thlu kruznice k£ odpovida obvodovy thel I 1513, jeho velikost
je90° — ¢ — 1.

Jsou-li thly B2 B1 Bs a I I3 shodné, plati pro jejich velikosti 90° — 5 =
= 90° — § — 7, odtud jiz dopocitdme 7 = §, tedy a = 7. Trojahelnik

A1 A3 A3 je proto rovnoramenny, coz jsme méli dokazat.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Simona Domesovd, Mi-
roslav Klimos, Lucie Mohelnikovd a Eliska Nekvapilovd, vSichni z GMK
v Bilovci, Jana Faltynkovd z CMG v Prostéjoveé, Tomds Kocab z G v Kosi-
cich, Postova, Radek Marcinia z GChD v Praze 5, Zborovska, Jan Matéjka
z G v Ceskych Budé&jovicich, Jirovcova, Van Nhan Nguyen a Martin Vijska,
oba z G v Praze 6, Nad Aleji, Josef Ondiej G v RoZznové p. R., Samuel
Riha, Hana Sormovd a Bohuslav Zmek, vSichni z G v Brng, t¥. Kpt. Ja-
rose, Alezander Sldvik z G v Brné-Reckovicich, Josef Tkadlec, Jakub Topfer
a Tomds Zeman, vSichni z GJK v Praze 6.

Pavel Calabek
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