
MATEMATIKA

Periodick� posloupnosti

LEV KURLIAND�IK � JAROSLAV �VR�EK

Petrohrad �RUSKO� � P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

P�i �e�en� cel� �ady �loh o ��seln�ch posloupnostech se �asto setk�v�me
s pojmem periodick� posloupnosti� C�lem tohoto �l�nku je nab�dnout �te	
n��
m n�kolik uk�zek� jak lze vyu
�t periodi�nost ��seln�ch posloupnost�
p�i �e�en� vybran�ch �loh uveden�ho typu� a t�m poskytnout tak� p��	
padn� n�vod� jak�m zp
sobem lze postupovat p�i �e�en� zejm�na n�ro�	
n�j��ch �loh tohoto typu� Ve v�t�in� prezentovan�ch �loh se zde setk�me
s posloupnostmi zadan�mi rekurentn�� viz nap�� ��� nebo ����

P�ipome�me si proto nejprve pojem periodick� posloupnosti� �ekneme�

e ��seln� posloupnost �an��n�� je periodick�� pr�v� kdy
 existuje p�irozen�
��slo p takov�� 
e pro v�echna p�irozen� ��sla n plat� an�p � an� ��slo p
se naz�v� d�lka periody� V p��pad�� kdy p � �� hovo��me o stacion�rn�
�konstatn�� posloupnosti�

V n�sleduj�c� ��sti uv�d�me n�kolik p��klad
� p�i jejich
 �e�en� jsou
vhodn�m zp
sobem vyu
ity p�edev��m vlastnosti periodick�ch posloup	
nost��

P��klad �

Uva
ujme poslupnost �an�� kter� je de�novan� n�sleduj�c�m zp
sobem

a� � a� � � � an�� �
an�� � �

an
�n � N �

Doka
te� 
e ka
d� �len t�to posloupnosti je p�irozen� ��slo�
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�e�en�� Vypi�me si pro n � � n�kolik prvn�ch �len
 uva
ovan� posloup	
nosti�

a� � � � a� � � � a� � � � a� � � � a� � �

Proto
e a� � a� a a� � a�� je tato posloupnost periodick� �s d�lkou
periody p � �� tj� opakuje se v n� pouze jej� po��te�n� �sek �� �� �� �� ���
V�echny �leny t�to posloupnosti jsou tud�
 p�irozen�mi ��sly� T�m je d
kaz
proveden�

P��klad �

Uva
ujme posloupnost �un� de�novanou n�sleduj�c�m zp
sobem

u� � u� � � � un�� �
p
�un�� � un �n � N �

Ur�ete u�		
�

�e�en�� Vypi�me si �leny t�to posloupnosti pro n � �� �� � � � � ��� Jsou jimi
�v tomto po�ad�� re�ln� ��sla

p
�� � � ��

p
� � �� � �� � ��

p
� �

p
�� � � � � � �

Odtud vid�me� 
e u
 � u� a u�	 � u�� Uva
ovan� posloupnost re�ln�ch
��sel je tedy periodick�� d�lka jej� periody je  � Je proto

u�		
 � u
�����	 � u
 � � �

Pozn�mka� Podobn�m zp
sobem lze �e�it celou �adu p��buzn�ch �loh�
Pat�� mezi n� nap�� n�sleduj�c� �loha� kter� je modi�kac� jedn� z �loh
�e�en�ch odli�n�m zp
sobem v ����

P��klad �

V posloupnosti �an� re�ln�ch ��sel jsou d�ny prvn� t�i �leny a� � ��
a� � �� a� � � a ka
d� dal�� jej� �len je ur�en vztahem

an�� � an�� � �an �

kde n je p�irozen� ��slo� Ur�ete � ��!� �len t�to posloupnosti�
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P��klad �

Uva
ujme Fibonacciho posloupnost �fn� p�irozen�ch ��sel� kter� je de	
�nov�na rekurentn� n�sleduj�c�m zp
sobem

f� � f� � � � fn�� � fn�� � fn �n � N �

Doka
te� 
e ��slo f�		� je d�liteln� sedmi�

�e�en�� Uva
ujme posloupnost �rn�� kde rn je zbytek p�i d�len� ��sla fn
sedmi� Uk�
eme� 
e rn�� se rovn� zbytku p�i d�len� sou�tu rn���rn ��slem
"� Plat�

fn � "a� rn � fn�� � "b� rn�� � fn�� � "c� rn�� �

kde a� b� c jsou p�irozen� ��sla� Plat� p�itom

rn�� � fn�� � "c � fn�� � fn � "c � vn�� � vn � "�a� b� c� �

Odtud ale plyne� 
e ��slo rn�� je rovno zbytku p�i d�len� ��sla rn�� � rn
sedmi� Napi�me si op�t nekolik prvn�ch �len
 posloupnosti �rn�� Jsou to
�v uveden�m po�ad�� ��sla

�� �� �� �� �� �� #� �� #� #� �� �� �� #� �� �� � �� �� � � �

Pon�vad
 r�� � r� a r�� � r�� je posloupnost �rn� periodick�� D�lka jej�
periody je �#� a pro ka
d� p�irozen� ��slo n tedy plat� rn��� � rn� Proto

r�		� � r�

� � r�
�� � � � � � r� � � �

co
 dokazuje� 
e ��slo f�		� je d�liteln� sedmi�

P��klad �

Doka
te� 
e ke ka
d�mu p�irozen�mu ��slu m existuje p�irozen� ��slo n
takov�� 
e ��slo �� �

p
��n � ���p

��n � � je d�liteln� ��slem m�

�e�en�� Ozna�me

un � �� �
p
��n � ���

p
��n � � �
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Po �prav� m�me

�un � �
�
� �

p
��n � ���

p
��n
�
�  �

�
�
�� �

p
�� � ���

p
��
��

�� �
p
��n � ���

p
��n
�
�  �

� ���
p
��n������

p
�����

p
��n����

p
�����

p
��n����

p
��n��� �

� �� �
p
��n�� � ���

p
��n�� � �� �

p
��n�� � �� �

p
��n�� �  �

�
�
�� �

p
��n��� ���

p
��n��� �

��
�� �

p
��n��� ���

p
��n��� �

�
�� �

� un�� � un�� � � �

Odtud plyne
un�� � �un � un�� � � �

Ka
d� �len posloupnosti �un� nyn� zam�n�me zbytkem p�i d�len� ��sla un
��slem m� Z�sk�me tak posloupnost �rn�� kter� je �podobn� jako v p�ede	
�l�ch �loh�ch� periodick� po��naje prvn�m �lenem� Pro n � � je r	 � ��
S ohledem na periodi�nost posloupnosti �rn� existuje tedy n p�irozen� ta	
kov�� 
e rn � r	 � �� co
 znamen�� 
e un je d�liteln� ��slem m� T�m je
d
kaz ukon�en�

P��klad �

Uva
ujme rekurentn� posloupnost �un�� kde

u� � � � un�� �
un � �
�� �un

�n � N �

Doka
te� 
e tato posloupnost nen� periodick��

�e�en�� Z rovnosti

un�� �
un � �
�� �un

vypl�v� un �
un�� � �
� � �un��

�

Odtud je patrn�� 
e na z�klad� znalosti ur�it�ho �lenu uva
ovan� posloup	
nosti m

eme jednozna�n� ur�it tak� �leny p�edchoz� �s ni
��m indexem��
Uva
ujme proto tuto posloupnost jako nekone�nou i pro klesaj�c� hodnoty
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index
 n� Z posledn� podm�nky pro n � � p�itom plyne u	 � � �uva
o	
vanou posloupnost lze tedy roz���it o �len u	�� Pokud by tato roz���en�
poslupnost �un� byla periodick�� obsahovala by nekone�n� mnoho �len

rovn�ch nule� Uk�
eme� 
e takovou vlastnost v�ak uva
ovan� posloupnost
nem��

Prvn� �len uva
ovan� posloupnosti u� � � lze p�itom zapsat ve tvaru

u� �
�a� � �
�b� � �

� kde a� � b� � � �

Potom plat�

u� �
u� � �
�� �u�

�
�a���
�b���

� �

�� � � �a���
�b���

�

�
�a� � ��b� � �
�b� � ��a� � �

�
��a� � �b�� � �

��b� � �a� � �� � �
�

�a� � �
�b� � �

�

kde a� � a� � �b� a b� � b� � �a� � � jsou cel� ��sla� Nyn� vyj�d��me u��

u� �
u� � �
�� �u�

�
�a���
�b���

� �

�� � � �a���
�b���

�
��a� � �b� � �� � �
��b� � �a� � �� � �

�
�a� � �
�b� � �

�

kde a� � a� � �b� � � a b� � b� � �a� � � jsou rovn�
 cel� ��sla� Podobn�
zjist�me� 
e

u� �
�a� � �
�b� � �

� u� �
�a� � �
�b� � �

�

kde a�� b�� a�� b� jsou cel� ��sla� Vzhledem k tomu� 
e �leny u� a u� uva	

ovan� posloupnosti maj� t�
 tvar� maj� t�
 tvar tak� �leny u� a u� atd�
Odtud �a z tvaru jednotliv�ch �len
 posloupnsti �un� je patrn�� 
e 
�dn�
un nem

e b�t d�liteln� ��slem �� a nav�c 
�dn� �len t�to posloupnosti
�s p��padnou v�jimkou u	� nen� roven nule� T�m je uloha vy�e�ena�

Metodu dopln�n� �ro���en�� dan� ��seln� posloupnosti �an��n�� o �leny
s indexy men��mi ne
 � m

eme s v�hodou pou
�t p�i �e�en� cel� �ady �loh
o ��seln�ch posloupnostech� Jako dal�� uk�zku uv�d�me n�sleduj�c� p��klad�
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P��klad �

Uva
ujme posloupnost �� �� �� !� � � � � jej�
 v�echny �leny po��naje pa	
t�m jsou rovny ��slici na m�st� jednotek sou�tu v�ech �ty� p�edchoz�ch
�len
 t�to posloupnosti� Doka
te� 
e v uva
ovan� posloupnosti existuje
�sek ��tve�ice po sob� jdouc�ch �len
�� kter� je roven �tve�ici ��sel !� �� �� �
v tomto po�ad��

�e�en�� Vzhledem k tomu� 
e po�et v�ech �uspo��dan�ch� �tve�ic tvo�e	
n�ch ��slicemi des�tkov� soustavy je kone�n�� je uva
ovan� poslupnost peri	
odick�� Ze zad�n� je patrn�� 
e pro libovoln� �ty�i po sob� jdouc� �leny t�to
posloupnosti je jednozna�n� ur�en tak� p�edchoz� �len t�to posloupnosti
�tj� �len s indexem o � men��m� ne
 m� prvn� �len uva
ovan� �tve�ice po
sob� jdouc�ch �len
 posloupnosti�� Danou posloupnost m

eme tedy po	
va
ovat za nekone�nou s rostouc�mi� ale i s klesaj�c�mi indexy� tj� s indexy
men��mi ne
 �� Uva
ujme nyn� n�kolik �len
 t�to roz���en� posloupnosti�
kter� v n� �guruj� p�ed �tve�ic� �� �� �� !� Uva
ovan� �sek t�to posloupnosti
m� tedy tvar�

� � � � !� �� �� �� �� �� "� �� �� �� !� � � �

Vzhledem k tomu� 
e dan� posloupnost je periodick�� existuje v n� �sek
!� �� �� �� T�m je �loha vy�e�ena�

N�sleduj�c� dv� ne�e�en� �lohy poslou
� z�jemc
m o problematiku pe	
riodick�ch posloupnost� jako vhodn� procvi�en� t�to tematiky�

P��klad 	

Doka
te� 
e mezi libovoln�mi �m������ po sob� jdouc�mi �leny Fibo	
nacciho posloupnosti p�irozen�ch ��sel �viz p��klad �� existuje v
dy aspo�
jedno ��slo d�liteln� m�

P��klad 


Uva
ujme posloupnost �bn�� kter� je de�nov�na n�sleduj�c�m zp
sobem

b�n � un ��n � �� � b�n�� � � ��n � �� � b�n�� � � ��n � �� �

Doka
te� 
e tato posloupnost nen� periodick��
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L i t e r a t u r a

�	
 Marku�evi�� A� I�� Vozvratit�l�nyje posledovate
nosti �rusky�� Moskva� Nauka� 	����

��
 Cal�bek� P� � �vr�ek� J�� Rekurentn� posloupnosti v geometrii� MFI� ro�� 	��
���������� �� 	�� s� ��� � ����

Sou�et nekone�n� mocninn� �ady� jej��

koe�cienty jsou Fibonacciho ��sla

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

V �l�nku ��� byl odvozen vzorec pro n	t� �len Fibonacciho posloupnosti�
kter� byla ur�ena rekurentn�m vztahem an � an�� � an�� pro v�echna
p�irozen� n � � a po��te�n�mi podm�nkami a	 � a� � ��

Nebudou	li indexy �len
 t�to posloupnosti za��nat nulou� ale ��slem
jedna� tj� budou	li po��te�n� podm�nky a� � a� � � a bude	li uveden�
rekurentn� vztah platit pro v�echna p�irozen� n � �� dostaneme stejnou
posloupnost �� �� �� �� ��  � ��� ��� � � � � ale vzorec pro an odvozen� v ��� p�e	
jde na tvar

an � �bn � cn��
p
�� kde b � �� �

p
����� c � ���

p
�����

Pomoc� tohoto v�sledku odvod�me vzorec pro sou�et s�x� nekone�n�
mocninn� �ady� jej�
 koe�cienty jsou ��sla Fibonacciho�

s�x� �
�X
n��

anx
n � x� x� � �x� � �x� � �x� �  x� � ��x� � ��x� � � � �

Dosazen�m za koe�cienty a�� a�� a�� � � � � an� � � � dostaneme

s�x� � ��b� c�x��b�� c��x� ��b�� c��x�� � � � ��bn� cn�xn� � � � ��
p
��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��"



neboli
s�x� �

p
� �

� �bx�b�x��b�x�� � � ��bnxn� � � � ���cx�c�x��c�x�� � � ��cnxn� � � � ��

Ob� tyto nekone�n� geometrick� �ady maj� kone�n� sou�et� je	li kvocient
ka
d� z nich v absolutn� hodnot� men�� ne
 jedna� tj� kdy
 plat� jbxj � �
a jcxj � �� av�ak vzhledem k tomu� 
e je b � c� vysta��me s podm�nkou

jbxj � �� tj� jxj � ��b � �
p
�� �����

Za tohoto p�edpokladu podle zn�m�ho vzorce pro sou�et nekone�n�
geometrick� �ady plat�

s�x� �
p
� � bx����� bx�� cx���� cx���

neboli
s�x� �

p
� � �b� c�x���� �b� c�x� bcx���

Proto
e je
b� c �

p
�� b� c � �� bc � ���

dost�v�me po dosazen�

s�x� �
x

��� x� x��
�

Dok�zali jsme tak v�tu�

Pro sou�et s�x� nekone�n� mocninn� �ady� jej�	 koe
cienty jsou ��sla
Fibonacciho� za p�edpokladu jxj � �

p
�� ���� plat�

s�x� � x� x� � �x� � �x� � �x� �  x� � ��x� � � � � �
x

��� x� x��
�

Dosad�me	li do tohoto v�sledku za x ��sla� kter� jsou v absolutn� hod	
not� men�� ne
 �

p
�� ���� � ��#� ��� � � � � m

eme pro Fibonacciho ��sla

a�� a�� a�� � � � � an� � � � z�skat zaj�mav� rovnosti� Plat� nap��

�
�
�

�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
 
��

�
��
��

� � � � � s

�
�
�

�
� ��
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� s

�
�
��

�
�

��
 !
�

�ten�� si jist� pov�iml� 
e k odvozen� sou�tu t�to nekone�n� �ady jsme
v
bec nepot�ebovali zn�t sou�et sn�x� jej�ch prvn�ch n �len
� proto
e jsme
vyu
ili vzorce pro sou�et nekone�n� geometrick� �ady� Tento sou�et sn�x�
nyn� pro �plnost odvod�me� Z�ejm� plat��

sn�x��
p
� � �bx�b�x��b�x�� � � ��bnxn���cx�c�x��c�x�� � � ��cnxn��

odkud za p�edpokladu
bx �� � a cx �� �� tj� pro x �� ��b � �

p
�� ���� a x �� ��c � ��

p
� � �����

ze zn�m�ho vzorce pro sou�et prvn�ch n �len
 geometrick� �ady dostaneme

sn�x� �
p
� � bx�bnxn � ����bx� ��� cx�cnxn � ����cx� ���

neboli
sn�x� �

p
� �

� ��b� c�x� bc�bn� cn�xn��� �bn��� cn���xn������bcx�� �b� c�x�����

Po dosazen�

b�c �
p
�� b�c � �� bc � ��� bn�cn � an

p
�� bn���cn�� � an��

p
�

doch�z�me k z�v�ru

sn�x� � �x� anx
n�� � an��x

n������� x� x���

Pro sou�et sn�x� prvn�ch n �len
 mocninn� �ady� jej�
 koe�cienty a��
a�� a�� � � � jsou Fibonacciho ��sla� za p�edpokladu x �� �

p
�� ���� a x ��

�� ��p� � ���� plat�

sn�x� � �x� anx
n�� � an��x

n������� x� x���
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�Odvozen� vzorce sn�x� pro x � �
p
�� ���� a x � ��p� � ���� si �ten��

m

e prov�st s�m nebo si je vyhledat ve �����
Podobn� jako u vzorce pro sou�et s�x� nekone�n� �ady m

eme dosa	

zen�m za x do sn�x� z�skat n�kter� vztahy pro Fibonacciho ��sla� Plat�
nap���

sn��� � � � �� � � � � � � � � � � an � ��� an � an�������� � an�� � ��

sn���� � ����������� � � ������nan � �������n����an�an��� �

� ����nan�� � ��

V�imn�me si je�t� na z�v�r� 
e pro dobr� studenty by odvozen� sou�tu
uveden� mocninn� �ady i sou�tu jej�ch prvn�ch n �len
 �pokud budou zn�t
vzorec pro n	t� �len Fibonacciho posloupnosti� nemuselo b�t velk�m pro	
bl�mem�

L i t e r a t u r a

�	
 Calda� E�� Mocninn� �ady a posloupnosti zadan� rekurentn�� MFI� ro�� 	�� ��������
�� �� s� ��	�����

��
 Vorobjev� N� N�� �isla Fibona��i� Izdat�lstvo Nauka� Moskva 	���� �� vyd�n��

O v�sledc�ch jednoho matematick�ho
testu

DANIELA BLA�KOV	

Pedagogick� fakulta UP� Olomouc

V listopadu ���" se na Kated�e matematiky Pedagogick� fakulty Uni	
verzity Palack�ho v Olomouci uskute�nilo testov�n� z�kladn�ch matema	
tick�ch znalost� a dovednost� student
 oboru U�itelstv� matematiky� Testy
byly vytvo�eny prost�ednictv�m syst�mu Claroline �Open Source licence��
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Claroline je mana
ersk� syst�m kurs
 postaven� na webov�m z�kladu
a bez probl�m
 funguje na v�ech b�
n� dostupn�ch webov�ch prohl�
e	
��ch� V�voj prob�hal na z�klad� pedagogick�ch zku�enost� a pot�eb u�i	
tel
� Krom� �kol Claroline vyu
�vaj� tak� tr�ninkov� centra� r
zn� asociace
a �rmy�

Claroline neslou
� jen k testov�n�� ale k vytv��en� r
zn�ch cvi�en� a v�u	
kov�ch materi�l
 �nap�� pracovn� listy�� ke komunikaci vyu�uj�c�ho s 
�ky
atd� V�ce informac� lze z�skat na adrese� http�$$www�claroline�net �ang	
lick� verze��

Pr�b�h testov
n� a podoba test�

Test
 se z��astnili studenti U�itelstv� �� stupn� a studenti U�itelstv�
matematiky pro �� stupe� Z%� V tabulce � jsou uvedeny po�ty test
 pou	

it�ch pro vyhodnocen� v�sledk
 testov�n��

Tab� � �Po�ty test
 pou
it�ch pro vyhodnocen� v�sledk
 testov�n��

Mu�i �eny
P

	� stupe� � �� ��

�� stupe� �� �	 	��
P

�	 	�� �	�

C�lem testov�n� bylo zjistit �rove� z�kladn�ch matematick�ch znalost�
a dovednost�� proto byly �lohy sestaveny z u�iva z�kladn� a st�edn� �koly�
Testy byly tvo�eny �lohami dvoj�ho typu & v�b�rem z n�kolika nab�ze	
n�ch mo
nost� a dopln�n�m po
adovan�ho �daje� nap�� znam�nek� ��sla�
��seln�ho v�razu nebo v�razu s nezn�mou�

Z hlediska obt�
nosti byl test pro ob� skupiny rozd�len do dvou ��st� &
snaz�� ��st A a obt�
n�j�� ��st B� ob� s �asov�m limitem �� minut� Bodov�
ohodnocen� jednotliv�ch ��st� je uvedeno v tabulce ��

Tab� � �Bodov� hodnocen��

Test A Test B
P

	� stupe� �� �� ��

�� stupe� �� �� ��
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T�
�� ��st testu pro studenty U�itelstv� �� stupn� p�edstavovala sou�asn�
leh�� ��st pro studenty U�itelstv� matematiky pro �� stupe� Z%�

V dal��m textu se budeme v�novat pouze ��sti testu spole�n� ob�ma
skupin�m�

Zad
n� testu

�� Zjednodu�te co nejv�ce� tj� v�raz napi�te jako jedno cel� ��slo�

p
��"p
�

�

�� Vyj�d�ete v�sledek ve tvaru cel�ho ��sla�

���
�

� �

�� Je d�no a � �� b � ��� Vyj�d�ete H � plat�	li �

H
� �

a
� �

b
�

�� Troj�heln�k ABC je pravo�hl� �viz obr��� Jak� je velikost �hlu ABC

ve stupn�ch� je	li jACj � #
p
� cm� jBCj � �� cm�

��
��

Velikost �hlu ABC je ��

�� M�� pad� z v��ky �� metr
� Dopadne na zem a odraz� se do t�� �tvrtin
p
vodn� v��ky� Stejn�m zp
sobem sk��e i nad�le� poka
d� se odraz�
do t�� �tvrtin p�edch�zej�c� v��ky� Jak� v��ky dos�hne m�� po t�ech
dopadech'

#� Rozlo
te na sou�in� tj� napi�te ve tvaru nap�� �x����x��� kvadratick�
troj�len

x� � "x� �� �
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"� Tom� Dick a Harry se mezi sebou maj� pod�lit o �"� liber� Souhlas�
s t�m� 
e Tom dostane o �! liber v�c ne
 Dick a Dick dostane o �" liber
v�c ne
 Harry� Kolik liber dostane Tom'

 � Vypo��tejte a v�sledek vyj�d�ete jako desetinn� ��slo�

���� � ����� � ���" � ���� �

!� V s��ku je � �erven�ch kuli�ek� � modr� kuli�ky a � b�l� kuli�ky� Kuli�ky
vytahujeme postupn� a nevrac�me je zp�t� Jak� je pravd�podobnost� 
e
vyt�hnete dv� �erven� kuli�ky p�i prvn�ch dvou taz�ch'

��� D�lku v�ech hran krychle vyn�sob�me t�emi� Kolikr�t se zv�t�� povrch
krychle'

��� V s��ku je velk� po�et bonb(n
� kter� jsou p�ti druh
� Jak� je mini	
m�ln� po�et bonb(n
� kter� mus�te vyt�hnout ze s��ku �se zav�en�ma
o�ima�� aby byla jistota� 
e alespo� � z nich budou stejn�ho druhu'

��� Popi�te ka
d� z n�sleduj�c�ch tvrzen�� K dispozici m�te tyto mo
nosti &
v	dy pravdiv�� n�kdy pravdiv�� v	dy nepravdiv��
�ty��heln�ky maj� � strany�
�tverec je obd�ln�k�
Lichob�
n�k m� alespo� jednu osu symetrie�

��� Jsou tato tvrzen� pravdiv� �P� nebo nepravdiv� �N�' Zatrhn�te spr�v	
nou odpov�)�

Jestli
e druh� mocnina re�ln�ho ��sla je �!� p
vodn� ��slo je "� P N
V�echna prvo��sla jsou lich�� P N
D�lky stran troj�heln�ku jsou a� b� c� Jestli
e a� � b� � c�� pak troj�	
heln�k obsahuje prav� �hel� P N
Vyn�soben�m kladn�ho ��sla jin�m kladn�m ��slem v
dy z�sk�me ��slo�
kter� je v�t�� ne
 p
vodn� ��slo� P N

��� Cena televizn�ho p��stroje vzrostla o �� *� P�i prodeji byla sn�
ena
o �� *� Jak� je srovn�n� takto vznikl� ceny s cenou p
vodn�' Nov�
cena p��stroje je�

a� stejn� b� ni
�� c� vy���
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��� Kter� z t�chto t�� troj�heln�k
 m

e b�t opravdu sestrojen' Obr�zky
nejsou ve skute�n�m m���tku�

���������	
Z t�chto troj�heln�k
 m

e b�t sestrojen pouze troj�heln�k �

V�sledky testov
n�

V tabulce � jsou uvedeny v�sledky� kter�ch testovan� studenti dos�hli
v jednotliv�ch ot�zk�ch�

Tab� � �V�sledky testu�

�� Typ  lohy Max� po� !sp�"nost !sp�"nost
ot� �et bod# v $ 	� st� v $ �� st�

Z% Z%

	 !prava ��seln�ho v&razu s odmocninou 	 �� ��

� Mocniny s racion�ln�m exponentem 	 �� ��

� Vyj�d�en� nezn�m� z rovnice 	 �� ��

� Goniometrick� funkce � ur�en� velikosti  hlu 	 �� �	

� Slovn�  loha � n�soben� racion�ln�ch ��sel 	 �	 ��

� Rozklad troj�lenu na sou�in dvoj�len# 	 �� �	

� Slovn�  loha � line�rn� rovnice o jedn� nezn�m� 	 �� ��

� Vyj�d�en� hodnoty ��seln�ho v&razu 	 		 ��

� Ur�en� pravd�podobnosti dan�ho jevu 	 �� ��

	� Objem krychle 	 �� ��

		 Losovac� 	 �� ��

	� Ur�it pravdivost�nepravdivost dan&ch tvrzen� � �� ��

	� Ur�it pravdivost�nepravdivost dan&ch tvrzen� � �	 ��

	� Procenta � procentov� ��st� porovn�v�n� ��st� 	 �	 ��

	� Rozhodnout� zda lze sestrojit dan& troj heln�k 	 �	 ��
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Pro studenty U�itelstv� �� stupn� byla nejobt�
n�j�� �loha ��slo  � tj� ur	
�en� hodnoty ��seln�ho v�razu� v n�m
 se vyskytuj� desetinn� ��sla v sou	
�inu s celo��seln�mi mocninami ��sla ��� +sp��nost p�i �e�en� je jen �� *�

+lohou s druh�m nejhor��m v�sledkem je �loha �� �� na procentov� po	
�et� kter� je sou�asn� �lohou s nejhor��m dosa
en�m v�sledkem u student

U�itelstv� matematiky pro �� stupe� Z% ��sp��nost �e�en� byla �� *��

Nejl�pe �e�enou �lohou v obou skupin�ch je �loha �� " & slovn� �loha�
jej�
 �e�en� vede na line�rn� rovnici o jedn� nezn�m��

V�sledky testu odpov�daj� p�edpokladu� 
e studenti U�itelstv� mate	
matiky pro �� stupe� Z% by m�li dos�hnout lep��ch v�sledk
� U 
�dn�
z ot�zek nen� v�sledn� pr
m�r ni
�� ne
 pr
m�r u student
 U�itelstv� ��
stupn�� Rozd�lnost pr
m�r
 byla ov��ena pomoc� Studentova t	testu� kter�
potvrdil statisticky v�znamn� rozd�l mezi pr
m�ry obou skupin student
�

�����
����	

���������

Graf 	 �Srovn�n� v&sledk# ve spole�n� ��sti testu�

Probl�my v pr�b�hu testov
n�

V pr
b�hu vlastn�ho testov�n� se jako nejz�va
n�j�� probl�m projevila
neschopnost student
 p�e��st zad�n� �lohy s porozum�n�m textu a dodr
et
pokyny pro vypln�n� odpov�d�� P�e��st si d
kladn� a spr�vn� zad�n� �lohy
je ale nejd
le
it�j��m krokem k �sp��n�mu vypln�n� testu� proto
e zadan�
odpov�) mus� b�t v p�esn� po
adovan�m tvaru�
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Po��ta� p�i vyhodnocen� srovn� p�edem zadan� odpov�di s odpov�)mi
studenta� pokud se jakkoliv li��� po��ta� odpov�) vyhodnot� jako nespr�v	
nou� Typick�mi p��klady jsou nedodr
en� po
adovan�ho po�tu desetinn�ch
m�st nebo nespr�vn� vlo
en� mezery do odpov�di�

Co jsme zjistili

Podle v�zkumu PISA z roku ���# maj� �e�t� 
�ci osvojeno velk� mno
	
stv� p��rodov�dn�ch poznatk
 a teori�� ale samostatn� uva
ov�n� o p��rodo	
v�dn�ch probl�mech a jejich zkoum�n� �tvorba hypot�zy� vyu
it� r
zn�ch
v�zkumn�ch metod a postup
� z�sk�v�n� a interpretace data� formulace
z�v�r
 apod�� jim �in� velk� probl�my� Ve zpr�v� z v�zkumu se uv�d�� 
e
pravd�podobnou p���inou t�chto zji�t�n� je zp
sob v�uky p��rodov�dn�ch
p�edm�t
 v �esk� republice� proto
e d
raz je kladen v�ce na shroma
)o	
v�n� a reprodukci teoretick�ch znalost� ne
 na podstatu p��rodov�dn�ho
zkoum�n� a uva
ov�n��

Podobn� z�v�ry jsme zjistili tak� p�i tomto testov�n�� Pokud �loha vy
a	
dovala pouze reprodukci n�jak�ho poznatku� byl v�sledn� pr
m�r pom�rn�
vysok� �kolem "� * z maxim�ln�ho po�tu bod
�� Jestli
e bylo podstatou
�lohy vyvozov�n�� vyu
it� ur�it�ch vztah
 nebo logick� �sudek� v�sledn�
pr
m�r klesl na velmi n�zkou �rove� ��� & �� * z maxim�ln�ho po�tu
bod
��

V souladu s v�sledky dosa
en�mi v mezin�rodn�ch v�zkumech �PISA�
TIMSS� � � �� se u student
 projevily velk� probl�my s porozum�n�m �te	
n�mu textu� Uk�zalo se� 
e nejobt�
n�j�� byla transformace textu do mate	
matick�ho probl�mu a jeho n�sledn� �e�en�� Nem�n� z�va
n�m probl�mem
byla neschopnost dodr
ovat uveden� instrukce�

Samotn� studenti po ukon�en� testu hovo�ili o tom� 
e byl objektivn�
jednoduch�� ale n�jt�
�� pro n� bylo ,vzpomenout si- na z�kladn� postupy
�e�en�� proto
e v�domosti z�skan� v matematice na z�kladn� �kole byly p�e	
kryty v�domostmi z nov�ch� n�ro�n�j��ch parti� st�edo�kolsk� matematiky�
Z toho vypl�v�� jak je d
le
it� neust�le �periodicky� opakovat rovn�
 u�ivo
ze z�kladn� �koly� Studenti U�itelstv� matematiky pro �� stupe� Z% maj�
v navazuj�c�m magistersk�m studiu p�edm�t ,Element�rn� matematika-�
kde se zab�vaj� pr�v� �lohami z u�iva matematiky na z�kladn� �kole� I zde
se �asto st�v�� 
e nejsou schopni u
�t element�rn� postupy a zadan� �lohy
�e�� pomoc� postup
� kter� se nau�ili a
 p�i studiu na st�edn� a vysok�
�kole�
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Dalo by se ��ci� 
e testov�n� nep�ineslo 
�dn� nov� poznatky� T�m��
ka
d� u�itel matematiky si uv�domuje� 
e �rove� znalost� a v�domost�

�k
 na�ich �kol neust�le kles� a kles� rovn�
 z�jem 
�k
 nau�it se n��emu
nov�mu� V matematice �i v dal��ch p��rodn�ch v�d�ch� je situace natolik
v�
n�� 
e se st�le intenzivn�ji hledaj� zp
soby� jak vzniklou situaci zlep�it�

N
vrh �e�en�

Jedn�m z nov�ch zp
sob
� jak zv��it z�jem 
�k
 a student
 o p��	
rodn� v�dy� byl projekt M%MT �R & STM	Morava �Sout�
e tvo�ivosti
ml�de
e� pln� n�zev V�zkum nov�ch metod sout�	� tvo�ivosti ml�de	e za

m��en�ch na motivaci pro v�decko v�zkumnou �innost v oblasti p��rodn�ch
v�d� obzvl��t� v oborech matematick�ch� fyzik�ln�ch a chemick�ch�� V�ce in	
formac� najdou z�jemci na adrese� http�$$www�upol�cz$projects$souteze	
up$prirodovedne	souteze$stm	morava$� Jedn�m z pod�kol
 p�i �e�en� uve	
den�ho projektu byly tak� ,Hr�tky s matematikou-� Jeho c�lem bylo naj�t
vhodn� motiva�n� aktivity pro zv��en� obl�benosti matematiky na z�klad	
n�ch �kol�ch� Jako jedna z t�chto motiva�n�ch aktivit byla testov�na oblast
matematick�ch i nematematick�ch her�

Hra je p�irozenou sou��st� lidsk�ho 
ivota� ve �kole v�ak nesta�� jen hr�t
si� .�ci �studenti� mus� pochopit� 
e bez jejich aktivn�ho p��stupu k v�	
uce matematiky nebude proces u�en� dostate�n� efektivn�� D
le
itou roli
zde op�t sehr�v� motivace� U�itel m

e motivaci pos�lit p�edev��m vhod	
n�m v�b�rem �loh pou
it�ch ve v�uce� N�cvik a osvojen� matematick�ch
dovednost� je sice nezbytnou podm�nkou dal��ho matematick�ho vzd�l�	
v�n�� ale p�em�ra stereotypn�ch �loh �nap�� se�ti desetinn� ��sla� vyn�sob
zlomky� vy�e� rovnici� m� pro 
�ka ��inek mnohdy negativn��

Jestli
e 
�k neust�le �e�� pouze nere�ln� matematick� �lohy� je
 nemaj�
bezprost�edn� uplatn�n� v praktick�m 
ivot�� jeho z�jem o matematiku
d��ve �i pozd�ji klesne� Matematika by v�ak m�la ,b�
n�mu u
ivateli-
slou
it p�edev��m k �e�en� b�
n�ch 
ivotn�ch situac�� Na tomto m�st� si lze
polo
it ot�zku� Pro� tedy 
�k nem

e �ast�ji �e�it �lohy� kter� by p�edsta	
vovaly ,matematizaci- jist� re�ln� situace a �e�en� op�t popisovalo re�l	
nou situaci' Odpov�) je nasnad�� Takov�ch �loh nen� v na�ich sb�rk�ch
dostatek a jejich vyhled�v�n� nebo tvorba je pro u�itele pom�rn� n�ro�n�
�innost� a to nejen �asov�� Lze se domn�vat� 
e �ast�j�� za�azov�n� tzv� rea

listick�ch� p��p� pararealistick�ch �loh� viz ���� by zajist� pomohlo zlep�it
nejen �rove� matematick�ch znalost� a dovednost�� ale tak� vztah 
�k

�student
� k matematice�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��"



Slovn� �lohy v matematice poskytuj� nejv�t�� prostor pro procvi�ov�n�
schopnosti porozum�t textu a interpretovat jej� .�ci �studenti� je v�ak
p��li� nemaj� v oblib�� snad pr�v� proto� 
e neum� s textem dostate�n�
pracovat a 
e nev�d�� kter� z nau�en�ch ��asto nepochopen�ch� algoritm

maj� pou
�t�

Nab�zej� se i jin� �e�en�� kter� vy
aduj� aktivitu 
�k
 �student
�� Po
osvojen� ur�it�ch algoritm
 �nap�� s��t�n� zlomk
� p�semn� d�len�� mohou
sami vytvo�it kr�tkou slovn� �lohu tak� aby vych�zela z re�ln� situace
a jej�
 �e�en� maj� p�edem d�no� Z textu takov� slovn� �lohy pak bude
patrn�� zda 
�k �student� dan� u�ivo pochopil�

Netypick�� a o to v�c zaj�mav�� jsou tzv� otev�en� �lohy� viz ���� U�itel�
a n�kte�� 
�ci� kte�� jsou zvykl� na aktu�ln� podobu matematiky� je v�ak
za matematick� �lohy nepova
uj�� Jedn� se o �lohy� kter� si 
�ci v r�mci
rozsahu prob�ran�ho u�iva sami navrhnou� Tento typ �loh je vhodn� na	
p��klad p�i n�cviku algoritm
 typu s��t�n�� od��t�n�� apod� Jejich pou
it�
ale nen� omezeno jen na uveden� p��pady� Otev�en� �lohy mohou m�t tak�
podobu slovn�ch �loh� v nich
 je zad�na re�ln� situace� p�i�em
 je otev�en�
konec textu �nen� p�itom zad�n konkr�tn� �kol v �loze�� +kolem 
�ka je
situaci rozvinout a vy�e�it �lohu� kter� z j�m navr
en�ho textu vypl�v��
Op�t je rozv�jena schopnost porozum�t textu� kter� nav�c vytvo�ili sami

�ci� Otev�en� slovn� �lohy jsou vhodn�j�� pro dom�c� 
�kovskou pr�ci�
t�eba i dlouhodob�j��ho charakteru�

Z
v�r

Uveden� n�vrhy p�edstavuj� pochopiteln� jen d�l�� �e�en� sou�asn�ho
stavu ve v�uce matematiky� M�	li doj�t k v�razn�mu zlep�en� cel� situace�
je pot�eba prov�st n�kter� zm�ny� Lze jednozna�n� konstatovat� 
e s po	
t�ebn�mi zm�nami je nutno za��t ji
 na fakult�ch p�ipravuj�c�ch u�itele
matematiky� Je p�itom zcela pochopiteln�� 
e u�itel� matematiky s v�ce	
letou prax� �asto nejsou ochotni z�sadn�m zp
sobem zm�nit n�kter� sv�
stereotypn� n�vyky a mlad�� nezku�en� u�itel� jsou nuceni p�izp
sobit za	
b�hnut�mu stylu pr�ce� Pom�rn� brzy tak ztr�cej� sv� p�edstavy o tom�

e matematiku lze vyu�ovat pro 
�ky p�ita
liv�j��m zp
sobem� K o�ek�	
van� pozitivn� zm�n� lze dosp�t za p�edpokladu� 
e zejm�na mlad� u�itel�
matematiky �absolventi V%� budou schopni a ochotni vyu
�t p�edev��m
znalost� o modern�ch vyu�ovac�ch metod�ch z�skan�ch v pr
b�hu sv�ho
vysoko�kolsk�ho studia�
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L i t e r a t u r a

�	
 O'ci�ln� webov� str�nky projektu Claroline �online
� dostupn� na adrese�
http���www�claroline�net

��
 Chr�ska� M�� Metody pedagogick�ho v&zkumu� Grada� Praha �����
��
 V&sledky mezin�rodn�ho v&zkumu PISA ���� �online
� publikov�no �� 	�� ����� ci�

tov�no 	�� �� ����� dostupn� na str�nk�ch http���www�ceskaskola�cz�Ceskaskola
��
 Siwek� H�� Czynnosciowe nauczanie matematyki� WSIP� Warszawa 	����
��
 Deringer� P�� O(ene Mathematikaufgaben im Grundschulunterricht� In� Matematika

� � Matematick� vzd�l�v�n� z pohledu ��ka a u�itele prim�rn� "koly� VUP� Olomouc
�����

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a ���� jejich
 zad�n� byla zve�ejn�na v prvn�m
��sle tohoto �� �� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ���
Doka
te� 
e pro v�echna kladn� re�ln� ��sla a� b� c plat�

a�b�

c� � �b�c
�

b�c�

a� � �c�a
�

c�a�

b� � �a�b
� ��

D�le zjist�te� kdy nast�v� rovnost�
Petr Ka�ovsk�

�e�en��
Podle nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr
m�rem plat�

pro kladn� re�ln� ��sla a� b� c

b�

a�
�
a�

c�
� �

b

a
� a
c
� �

b

c
�

p�i�em
 rovnost nastane� pr�v� kdy
 b
a
� a

c
� Odtud dost�v�me� 
e plat�

c�

b�
�

b�

a�
�
a�

c�
� c�

b�
� �

b

c

a tedy i
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a�

c�

c�

b�
� b�

a�
� a�

c�

�
a�

c�

c�

b�
� �b

c

�
a�b�

c� � �b�c
�

U
it�m principu cyklick� z�m�ny plat� tak�
b�

a�

c�

b�
� b�

a�
� a�

c�

� b�c�

a� � �c�a
a

c�

b�

c�

b�
� b�

a�
� a�

c�

� c�a�

b� � �a�b
�

p�i�em
 rovnost nastane� pr�v� kdy
 c
b
� b

a
a a

c
� c

b
� U
it�m t�chto t��

nerovnost� tak dostaneme
a�b�

c� � �b�c
�

b�c�

a� � �c�a
�

c�a�

b� � �a�b
�

�
a�

c�

c�

b�
� b�

a�
� a�

c�

�
b�

a�

c�

b�
� b�

a�
� a�

c�

�
c�

b�

c�

b�
� b�

a�
� a�

c�

� ��

co
 jsme m�li dok�zat� Rovnost v t�to nerovnosti nastane� pr�v� kdy

nastane rovnost ve v�ech t�ech u
it�ch nerovnostech� tj� kdy
 a

c
� c

b
� b

a
�

tedy pr�v� kdy
 a � b � c�

Jin� �e�en� �podle Josefa Tkadlece��
Pro kladn� re�ln� ��sla a� b� c plat� identita�
c

b
�
a

c
�

b

a

��

�

�
c�

b�
� �

b

a
� a
c

�
�

�
a�

c�
� �

c

b
� b
a

�
�

�
b�

a�
� �

a

c
� c
b

�
�

�
c� � �b�

b�c
�
a� � �c�

c�a
�
b� � �a�

a�b
�

Podle Cauchyho nerovnosti plat��
a�b�

c� � �b�c
�

b�c�

a� � �c�a
�

c�a�

b� � �a�b

��
c� � �b�

b�c
�
a� � �c�

c�a
�
b� � �a�

a�b

�
�

�
�
a

c
�

b

a
�
c

b

��

a u
it�m v��e dok�zan� identity odtud dostaneme dokazovanou nerovnost�
Rovnost v n� nastane� pr�v� kdy


a�b�

c� � �b�c
c� � �b�

b�c

�

b�c�

a� � �c�a
a� � �c�

c�a

�

c�a�

b� � �a�b
b� � �a�

a�b

�

odkud v�po�tem �kter� nebudeme uv�d�t� dostaneme� 
e a � b � c�
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Spr�vn� �e�en� zaslali� Josef Ond�ej G v Ro
nov� p� R�� Josef Tkadlec
z GJK v Praze # a Jan Va�hara z GLJ v Hole�ov��

�loha ���
Nech/ B�� B�� B� jsou dotykov� body kru
nice vepsan� troj�heln�ku

A�A�A� po �ad� se stranami A�A�� A�A�� A�A�� Ozna�me d�le I�� I��
I� st�edy kru
nic vepsan�ch po �ad� troj�heln�k
m A�B�B�� A�B�B��
A�B�B�� Jsou	li �hly B�B�B� a I�I�I� shodn�� je troj�heln�k A�A�A�

rovnoramenn�� Doka
te�
Jaroslav �vr�ek

�e�en��
V�t�ina �e�en�� kter� redakce obdr
ela� byla zalo
ena na skute�nosti�


e body I�� I� a I� le
� na kru
nici k vepsan� libovoln�mu troj�heln�ku
A�A�A�� jej�
 st�ed ozna��me I � Tento fakt nyn� dok�
eme �obr� ���

���
������

Obr� 	

Ozna�me �� �� � velikosti vnit�n�ch �hl
 troj�heln�ku A�A�A� po �ad�
p�i vrcholech A�� A�� A�� Jeliko
 A�B�I a A�B�I jsou shodn� pravo�hl�
troj�heln�ky� je velikost �hlu B�IB� rovna � �� � �� Tomuto st�edov�mu
�hlu odpov�d� na kru
nici k obvodov� �hel B�B�B�� jeho velikost je tedy
!�� � �

�
� Nav�c je troj�heln�k A�B�B� rovnostrann� a velikosti vnit�n�ch

�hl
 p�i z�kladn� B�B� jsou !�� � �
�
� Osy vnit�n�ch �hl
 tohoto troj�	

heln�ku p�i z�kladn� B�B� s n� sv�raj� shodn� �hly o velikosti ��� � �
�

a prot�naj� se ve st�edu I� kru
nice jemu vepsan�� Velikost �hlu B�I�B� je
proto � �� � �

�
��� � �

�

�
� !�� � �

�
� Body B� a I� le
� v opa�n�ch polo	

rovin�ch vy/at�ch p��mkou B�B�� sou�et velikost� �hl
 B�B�B� a B�I�B�
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je � ��� tedy tyto �ty�i body B�� B�� B� a I� le
� na jedn� kru
nici� Touto
kru
nic� je kru
nice k opsan� troj�heln�ku B�B�B�� Tedy bod I� le
� na
kru
nici k� Podobn� uk�
eme� 
e na n� le
� i body I� a I�� T�m jsme uk�zali�

e body I�� I� a I� le
� na kru
nici vepsan� troj�heln�ku A�A�A��

Nyn� ur��me velikost �hlu I�I�I� �obr� ���

���
������

Obr� �

St�edy I� a I� kru
nic vepsan�ch troj�heln�k
m A�B�B� a A�B�B� le
�
na os�ch vnit�n�ch �hl
 troj�heln�ku A�A�A� p�i vrcholech A� a A�� kter�
se prot�naj� ve st�edu I kru
nice k� Velikost �hlu A�A�I je �

�
� velikost

�hlu A�A�I je �

�
� proto velikost �hlu A�IA� je � �� � �

�
� �

�
� Tomuto

st�edov�mu �hlu kru
nice k odpov�d� obvodov� �hel I�I�I�� jeho velikost
je !�� � �

�
� �

�
�

Jsou	li �hly B�B�B� a I�I�I� shodn�� plat� pro jejich velikosti !��� �
�
�

� !�� � �
�
� �

�
� odtud ji
 dopo��t�me �

�
� �

�
� tedy � � �� Troj�heln�k

A�A�A� je proto rovnoramenn�� co
 jsme m�li dok�zat�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan� Simona Domesov�� Mi

roslav Klimo�� Lucie Moheln�kov� a Eli�ka Nekvapilov�� v�ichni z GMK
v B�lovci� Jana Falt�nkov� z CMG v Prost�jov�� Tom�� Koc�b z G v Ko�i	
c�ch� Po�tov�� Radek Marci�a z GChD v Praze �� Zborovsk�� Jan Mat�jka
z G v �esk�ch Bud�jovic�ch� J�rovcova�Van Nhan Nguyen aMartin V��ka�
oba z G v Praze #� Nad Alej�� Josef Ond�ej G v Ro
nov� p� R�� Samuel
��ha� Hana �ormov� a Bohuslav Zmek� v�ichni z G v Brn�� t�� Kpt� Ja	
ro�e�Alexander Sl�vik z G v Brn�	�e�kovic�ch� Josef Tkadlec� Jakub T�pfer
a Tom�� Zeman� v�ichni z GJK v Praze #�

Pavel Cal�bek
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