MATEMATIKA

Ulohy o derivacich a integralech
ze starsich ucebnic

ZDENKA HENCOVA
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

Kazdy ucitel matematiky pii pripravé vyuky casto sdhne do knihovny
pro nejriznéjsi matematické sbirky, aby si vytvoril zasobu tloh k procvi-
Ceni pravé probiraného tématu. Pokud mezi zminéné kantory také patiite,
urcité jste jiz zjistili, Ze se mnohé tlohy v riznych pramenech opakuji nebo
jsou pouze drobné obménény. I kdyz je dobré mit pripravenu zasobu ty-
pové podobnych prikladi, neni na skodu vyuku obcas néjakym zptisobem
zpestiit a ozivit.

Jednou z cest, jak ziskat tyto nové podnéty, je vyuziti starsich uceb-
nic matematiky, a to nejen diky odliSnostem v obsahu probiraného uciva
a metodice vykladu.

Starsi lohy mohou zaujmout predevsim volbou zpracovanych témat
a netradi¢nich matematickych aplikaci, ale také krasnym dobovym jazy-
kem.

Uvedme tedy nékolik zajimavych tloh z problematiky infinitezimalniho
poctu, kterymi by bylo mozné zpesttit hodiny matematiky vyhrazené to-
muto tématu. Abychom tulohdm ponechali jejich kouzlo, uvedeme jejich
zadani v pivodnim znéni. Reseni jiz pochopitelné podame dnes obvyk-
lymi postupy a soucasnou terminologii. Pro ilustraci mezipredmétovych
vztaht uvadime téz dva priklady s fyzikalni tématikou.

Piiklad 1 (viz [1], str. 257)

Dokazte, Ze usek tecny krivky y = ax™™ (pro n celé kladné), leZici mezi

osami souradnic, je dotykovym bodem jejim rozdélen v poméru n : 1.
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Reseni. V zadani se mlck
S ohledem na soumérnost

y predpoklada, ze a je nenulové redlné cislo.
dvojice krivek lisicich se pouze znaménkem ko-

eficientu a vySetfime pouze piipady, kdy a > 0. Dale vzhledem k symetriim
kiivek y = az™™ (osové soumérnost podle souradnicové osy y pro n suda,

stfedova soumeérnost podle

pocatku pro n lichd) zaméfime pozornost pouze

na tecny s bodem dotyku v I. kvadrantu.

Tec¢na ke kfivce y = y
rovnici

(z) s bodem dotyku T'[zg,yo] je piimka dand

Y—"Y0 Zk(fv—fﬂo),

jejiz smérnice k je rovna hodnoté prvni derivace y funkce y v bodé zo.

V nasi dloze je

_ —(n+1
yo=axy” a  yh=—anzy ",
Te¢na ma tedy rovnici
—-n —(n+1)
y—axy, " = —anx, (x — o)
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Obr. 1

Tuto rovnici upravime na tsekovy tvar:
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Tecna tedy vytina na ose z tsek délky

n+1

Zo,

na ose y usek délky
n+1
a

n
Lo

(pfipomindme piedpoklady a > 0 a zp > 0).

Vedme nyni bodem dotyku T' rovnobézky se soufadnicovymi osami.
Tyto primky ndm spolecné s te¢nou vymezi dva podobné pravouhlé troj-
thelniky, jejichz prepony jsou pravé zkoumané tseky tecny (lezici mezi
osami a rozdélené dotykovym bodem T'), viz obr. 1.

7 podobnosti téchto trojihelnik vyplyvéa, Ze tGseky tecny kiivky vy-
mezené souradnicovymi osami a dotykovym bodem 7' budou ve stejném
pomeéru jako odpovidajici si dvojice odvésen téchto trojihelnikd. Hledany
pomeér uré¢ime napriklad jako pomér délek odvésen rovnobéznych s osou x:

n+1 n+l n 1
To : To— o) =To : T ——)=1:—=n:1.
n n n n

Ke stejnému vysledku bychom samoziejmé museli dojit také v pripadé,
7e bychom vysetfovali pomeér délek odvésen rovnobéznych s osou y.

Piiklad 2 (viz [2], str. 156)

Urcete geometrické misto bodi, v nichZ kfivky y = Ax™ maji pri pro-
ménlivém A (a stalém n) tecny svirajict s osou +x thel a.

Reseni. V zadéani tlohy nejsou specifikovany hodnoty méniciho se koefici-
entu A, pevného exponentu n a smérového thlu «, ktery ma mit ziejmé
rovnéz konstatni hodnotu. V nasem feSeni budeme predpokladat, ze n je
dané celé ¢islo razné od nuly, a je dany thel, 0° < a < 180° (a # 90°) a A
probihd mnozinu v8ech redlnych ¢isel riznych od nuly.

Vime, Ze tefna ke grafu funkce y = Az™ s bodem dotyku [zg,yo] ma
smérnici k = n)\:cg*l, jez se rovnd tangenté thlu mezi te¢nou a kladnou
poloosou z. Hleddme tedy mnoZinu v8ech bodl [, y] spliiujicich tuto pod-
minku:
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Existuje A # 0 tak, ze y = Az" a zdroveh nAz" ! = tga. Protoze
tga # 0, plyne z druhé rovnosti  # 0, a proto i y # 0 z prvni rovnosti.
Z rovnosti zlomka

\o Y _tea

xn panl

zjistujeme, ze bod [z, y] lezi na p¥imce o rovnici
n-y—tga =0,

pfitom [z,y] # [0;0].

Ukazme nyni, Ze naopak kazdy bod [z, y] nalezené pfimky (rizny od bo-
du [0;0]) patii do hledané mnozZiny. Protoze & # 0 a y # 0, lze rovnici
primky zpét prepsat do rovnosti zlomk

y  tga

zn panl’

jejichz spole¢nd hodnota A je rtizné od nuly. Pro ni tedy plati obé rovnosti
y = Az" a n\z" ! = tga, takZe bod [z,y] m4 pozadovanou vlastnost.

Piiklad 3 (viz [2], str. 156)

a
Na kivee y = — jest nalézti bod, jehoZ normdla jde pocatkem.
x

Regeni. Normala ke kiivce y = y(z) v jejim bodé [xg,yo] mé rovnici

1
y—yoz——,(:n—azo),
Yo

kde yg je hodnota prvni derivace funkce y v bodé zg. Pro kiivku y = -
ma tato derivace hodnotu

/ 2a
Yo = -3
Lo
takze normaéala mé rovnici

3

a T
0

y—— = —(x —wp) .
z3 2a( )
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Takové primka prochazi pocatkem, pravé kdyz jeji rovnici vyhovuje dvojice
hodnot x = 0 a y = 0. Dosazenim do vyse uvedené rovnice dostaneme

3
a
z3 2a( ),
odkud
Ty = £V/2a2 a yozsg.

Piiklad 4 (viz [2], str. 166)

Dokazte, Ze u paraboly y = x™ (n celé kladné) déli oblouk kiivky OP
a tétiva OP obdélnik, jehoZ stranami jsou soutadnice bodu P, v poméru
2:(n—=1):(n+1).

Resent.

Obr. 2

Soufadnice libovolného bodu P paraboly y = 2™ (n celé kladné) jsou
[z0,zy], pfitom s ohledem na symetrii mtizeme predpokladat, ze zo > 0.
Rozdéleni obdélniku podle textu tlohy vidite na obrazku, kde jsme obsahy
jednotlivych ¢asti oznagcili Si,S5,S53, zatimco obsah celého obdélniku je
roven Sop = Tp - x§ = xg“. Pro vypocet obsahu S; uzijeme urcitého
integralu:
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Slz/w”dx:[

0

anrl R n+1

n+1l], n+1’

1 gt gntt M1 1 n—1
S‘:—S _S: 0 _ o :n+1 - :n+1
2T TR T T T T T 2T 1] T 1)
1 .'L'n+1
Se= -8, =29
37970 2

Pro pomér uvazovanych obsahi tedy plati

zntt n—1 gzt
S1:8y: 83 =" gt — _—_ .0 __—9:(n-1): 1).
L2 =01 1) 2 (R =1):(n+1)

Piiklad 5 (viz [2], str. 156)

Jak by bylo tieba zvoliti velikost vdlcovych minci (daného objemu), aby
se co nejmené opotrebovaly?

Reseni. A¢koli neni v zad4ni piesné specifikovano, ¢im se poméfuje opotie-
bovani minci, mizeme se opravnéné domnivat, ze se jedné o jinou formulaci
problému nalézt minci daného objemu s minimalnim povrchem.
Protoze mince je valcového tvaru, plati pro jeji objem V a povrch S
vzorce
V =mr?v a S = 2mr® + 27w,

kde pfi daném objemu V' hleddme polomér r a vysku v té valcové mince,
kterd mé& minimalni povrch S.

Ze vzorce pro objem vyjadiime vyS8ku mince v zavislosti na jejim polo-
méru

v

w2

a dosadime ji do vzorce pro povrch
v 2V
S:27rr<7“+—2> =21 + .
wr r
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Hleddme minci s minimalnim povrchem, uréime tedy bod minima funkce S
v zéavislosti na proménné r € (0;00). Z vyjadreni jeji derivace

1 Vv
S'(r) = 4mr — 2V7"_2 =2r (27r - r_3>
plyne, ze S'(r) < 0 pro r € (0;79) a S'(r) > 0 pro r € (ro; ), kde ro je
kofen rovnice
14 s/ V
2r ——= =0 ted =4/ =—.
™ 7“3 y eay To o
Funkce S = S(r) je proto klesajici na (0;r¢) a rostouci na (rg; 00). Povrch
mince je tedy minimalni pii poloméru ry a vysce

Vv s[4V
Vo= —5 =/ —.
T ™

Vypoctené rozméry jsou v pomeéru vp : 7o = 2 : 1, zatimco u skutecnych
minci je vy K 1o, takze podminka miniméalniho povrchu se pri praktickém
navrhovani minci nebere v potaz.

Piiklad 6 (viz [2], str. 156)

Intensity dvou zdroji svételnych se maji k sob€ jako 1 : 8, vzddlenost
jejich je 6 m; ktery bod na spojnici jich je nejméné osvétlen?

Reseni. Jak je ze zadani patrno, jsou pro vyieseni piikladu nutné jisté zna-
losti z optiky. Uvedme proto nejprve vztah pro osvétleni E mista ve vzda-
lenosti r > 0 od zdroje o intenzité I

1
E=—.
r2
Hled&me nékteré misto na spojnici dvou zdroji. Pro kazdy bod této spoj-
nice je vysledné osvétleni rovno souctu osvétleni od obou zdroji

E=FE +E,.

Bude-li vzdalenost hledaného mista od prvniho zdroje s intenzitou I; rovna
z metrl, pak vzdalenost tohoto mista od druhého zdroje o intenzité 8I;
je 6 — z metrt, tudiz jeho osvétleni je ddno vztahem

I 8L
E=—+-——.
x> * (6 — )2
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Hledame-li bod s minimalnim osvétlenim, jednéd se o tlohu na vySetieni
minima funkce E(z) na intervalu z € (0;6). Pro derivaci funkce E(z) plati

R A

MozZné body extrémi hleddme jako nulové body prvni derivace (kterad zde
existuje)

2 16
[? © x)Jh .
2 \° 1
(6—33) T g3
2 1
6—z 1z’
r=2.

V bodé z = 2 ma funkce E minimum (takze bod minimalniho osvétleni
je vzdélen 2 m od prvniho zdroje), protoZze druhd derivace funkce E je
kladnd dokonce pro kazdé z € (0;6)

d°E(x) 6 48
— =4+ —— .
da? 1<x4+(6—$)4>>0

Piiklad 7 (viz [3], str. 54)
Urcete whrnny tlak na svislou sténu magici tvar rovnoramenného li-
chobézniku o zdkladndach z1 > zo a vySce v (z1 hotejsi zdkladna).

Regeni. Zadéani tohoto pifkladu (doplnéno a vyjadfeno soucasnym jazy-
kem) pozaduje urcit vyslednou tlakovou silu, kterd ptsobi na svislou sténu
tvaru lichobézniku umisténou v tekutiné o hustoté p (povazujeme ji ve
v8ech mistech tekutiny za neménnou). Hladina této tekutiny je v trovni
horni zakladny lichobézniku.

Jak z fyziky vime, je tlak p uvedené tekutiny na zkoumanou sténu primo
umérny hloubce  daného mista pod hladinou tekutiny:

p=z-p-g (0<z<v),
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kde g vyjadfuje hodnotu tihového zrychleni (kterou v tomto piikladu po-
vazujeme samoziejmeé také za konstantni).

Mista stejného tlaku (jaky je v dané hloubce ) predstavuji elementarni
plogku dS svislé stény (ve stejné hloubce x), kterou miZzeme povazovat za

obdélnik o Sifce z; + 2,z a vySce dz (viz obr. 3).

ds |

\ /7

22

dz

Obr. 3

Tlakovou silu dF' pusobici na popsanou plosku dS lze proto vyjadrit
vztahem

dF = pdS = zpg (2‘1 + ZQU;le> dz .

Vyslednou tlakovou silu F' pak ur¢ime sectenim vsech sil dF' ptsobicich
na jednotlivé elementarni plosky, tedy integraci

F:/dF:/ :c-p-g-<21+z2v;zlx>dx:
0

317

m2+z2—z1 x
= . 'Z— _ e
P9 D) v 3

_ pgv?

(Zl + 222) .
0 6
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Prehlad niektorych typickych chyb
a nedostatkov ziakov 2. stupna

7S v matematickej ¢innosti

VLADIMIR STRECKO
Presovské univerzita v PreSove, SLOVENSKO

(Dokondcent)

Prikladom ¢. 1 v piatom ro¢niku sme sa pokusali overit, ¢i ziak upred-
nostni operaciu néasobenia pred operaciou séitania. Ukazalo sa ze az
34,09 % ziakov A skupiny a 35,14 % ziakov B skupiny tento fakt nere$pek-
tovalo. NajcastejSou chybou bolo, ze dané ¢isla najprv scitali a az potom
vynasobili. Prikladom ¢. 2 sme na jednoduchom vybere tlohy verifikovali,
¢i mé ziak problémy s odc¢itavanim ¢isel s prechodom cez desiatku. Uka-
zalo sa, ze 20,45 % ziakov A skupiny a 18,92 % ziakov B skupiny naozaj
urobilo ocakivanu chybu. Tiez sa potvrdilo, Ze ziaci nie st pozorni a na-
Cisla, percento vyskytu chyb by sa zvysilo. Prikladom ¢. 3 sme zistovali, ¢i
ziak uprednostni operaciu delenia pred operéciou odcitania. Ukazalo sa, ze
38,64 % ziakov A skupiny a 27,03 % ziakov B skupiny zlyhalo na tom, Ze
neuprednostiuji dané operacie a tiez s presvedceni o tom, ze 4:4, resp.
2:2 sa rovné nule.

Test aplikovany v 5. ro¢niku

Skupina A

Skupina B

Vypocitajte:

Vypocitajte:

Pr. 1 5+2-3=

Pr. 1 442-3=

Pr.2 13- (2+4)=

Pr.2 15— (4+3)=

Pr. 3 16 —4:4= Pr. 3 12-2:2=

Prikladom €. 1 v Siestom ro¢niku sme testovali, ¢i ziak uprednostni ope-
réciu delenia pred operaciou s¢itania. 44 % Zziakov A skupiny a 42,86 %
ziakov B skupiny urobilo v tomto priklade chybu. NajcastejSou chybou
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bolo neuprednostnenie operacii a problém delit ¢islo desiatkou. Prikladom
¢. 2 sme zistovali, ¢ Ziak spravne odéitava. Ukézalo sa, ze 28 % Ziakov
A skupiny a 28,57 % ziakov B skupiny sa pri vypo¢te pomylilo. Prikladom
¢. 3 sme overovali, ¢i ziak reSpektuje znamienkové pravidla. 52 % ziakov
A skupiny a 46,94 % Ziakov B skupiny urobilo chybu. NajcastejSou chy-
bou bolo ponechanie kladného znamienka pri sti¢ine zdporného a kladného
Cisla, a tiez sa potvrdilo chybné sc¢itavanie desatinnych cisel.

Test aplikovany v 6. ro¢niku

Skupina A Skupina B
Vypocitajte: Vypocitajte:
Pr. 1 885+ 330 :10 = Pr. 1 623 + 250 : 10 =
Pr. 2 96 — (43 +17) = Pr. 2 98 — (38 +22) =
Pr. 3 —2.(3,5+1,5) = Pr. 3 —3.(4,5+3,5) =

Prikladom ¢. 1 v siedmom ro¢niku sme testovali, ¢i ziaci adekvatne od-
strania zatvorku a doriesia priklad. Ukazalo sa, ze tento problém malo
42 86 % ziakov A skupiny a 45,95 % Zziakov B skupiny. Prikladom €. 2 sme
skiimali, ¢i ziaci uprednostnia operaciu nasobenia pred operaciou scitania
a odcitania, tiez akd hodnotu dostana pri deleni kladného a zaporného
¢isla. 57,14 % ziakov A skupiny a 64,86 % Ziakov B skupiny urobilo uve-
dent chybu. Prikladom ¢. 3 sme chceli zistit, do akej miery si Ziaci poradia
s VAC8im poctom operacii. Priklad sa ukdzal byt nesmierne naro¢ny, ¢o
sa odrazilo na velkom pocte chybnych vysledkov. Dany priklad vyriesilo
81,63 % ziakov A skupiny a 75,68 % ziakov B skupiny chybne. Najéastejsou
chybou bolo nespravne odstranenie zatvoriek, nespravne sc¢itanie a odcita-
nie desatinnych ¢isel, neuprednostnenie nasobenia a delenia pred s¢itanim
a odcitanim.

Test aplikovany v 7. roéniku

Skupina A Skupina B

Vypocitajte: Vypocitajte:

Pr. 1 —630 — (—25) = Pr. 1 —560 — (—25) =
Pr.2(-2+83-6):(-4) = Pr.2(-6+92+44):(-2) =
Pr.33+(1,844,2):3—-2-(2,5—-3,5)=[Pr. 3 —2-(1,5 -3) —(9,8+2,2):3+ 1=
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Prikladom ¢. 1 v 6smom ro¢niku sme na zaklade Specidlne utvorenych
prikladov zistovali, ¢i Ziakov nepovedie k vytvoreniu si vlastnych pravidiel
pocitania. Tvrdenie sa ndm potvrdilo v A skupine na 39,22 % a v B sku-
pine na 68,18 %. NajcastejSou chybou v skupine A bolo, Ze Ziaci odéitali
x a vysledok im ostal 3, resp. 3z — x = 2. V skupine B ziaci nevideli moz-
nost iného rieSenia a napisali vysledok a. Spravne rieSenie sme uznali aj
tym ziakom, ktori nevynali 5 pred zatvorku a napisali, ze vyraz sa neda
odcitat. Prikladom ¢. 2 sme sledovali, ¢i Ziaci spravne odstrania zatvorku.
Ukézalo sa, ze 56,86 % ziakov A skupiny a 50 % ziakov B skupiny urobilo
chybu. Okrem nespravneho odstranenia zatvoriek sa vyskytli aj numerické
chyby vo vypocte. V priklade ¢. 3 sme sledovali, ¢i ziaci pouzivaju spravy
algoritmus pri Gprave zlomkov. Tazkosti malo 45,10 % Zziakov A skupiny
a 56,82 % ziakov B skupiny.

Test aplikovany v 8. ro¢niku

Skupina A Skupina B

Upravte vyrazy: Upravte vyrazy:

Pr. 1 3r—x = Pr. 1 5a —5=

Pr. 2 2-(5a+5) —(3a+6) = Pr. 2 9z — 3 - (6 + 5z) =

Pr. 3 Upravte zloZeny zlomok: Pr. 3 Upravte zlozeny zlomok:
4_ 5
5 4

Prikladom ¢. 1 v deviatom ro¢niku sme testovali, ¢i Ziaci spravne odstra-
nia zatvorku. Ukazalo sa, ze 39,22 % ziakov A skupiny a 41,86 % ziakov B
skupiny sa zmylilo. NajcastejSou chybou bolo nezmenenie znamienka dru-
hého ¢lena v zatvorke. Analogicky v priklade ¢. 2 sme zistovali, ¢i sa ziaci
po istych krokoch vypoc¢tu dopracuji k spravnemu vysledku. Az 58,82 %
ziakov A skupiny a 53,49 % urobilo pri vypo¢te chybu. Najcastejsie k chybe
doslo pri odstraneni zlomku a naslednom nezmeneni znamienka. Takisto
sa prejavili numerické chyby z nepozornosti. Nakoniec prikladom ¢. 3 sme
overovali, ¢i ziaci vidia v danom priklade zndmy vzorec na druhi mocninu
dvoj¢lena. Zistili sme , ze 41,18 % ziakov A skupiny a 55,81 % ziakov B
skupiny si dany vzorec neuvedomilo. Najcastejsie ziaci umocnili prvy ¢len
vyrazu a scitali s druhym ¢lenom vyrazu, ktory taktiez umocnili.
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Test aplikovany v 9. ro¢niku

Skupina A Skupina B

Upravte: Upravte:

Pr. 1 5—(7T—4z) -7 - (4o +1)= (Pr. 1 6 —(—7+2z)—2 -8z —1)=
8z—4 _ 2-3x _ 6x+2 _ ldz—3 _

Pr. 2 i Pr. 2 e

Pr.3 (9—62)? = Pr.3 3(8zx+6)2=

Na zaver prispevku uvedieme pri¢iny ziackych chyb, navrhneme taktiku
vyhybania sa chybam, poukazeme na klimatické a metodologické aspekty
zaobchédzania s chybami, uvedieme vplyv ucitelovej reedukécie na strate-
gické spravanie ziaka.

Ucitelia udavaju ako najcastejsiu pri¢inu chyb v matematickej ¢innosti
ziakov nedostatok cviku. Mnohi pripisuja tieto chyby aj na vrub urcitej
povrchnosti, nesiistredenosti, resp. lenivosti ziakov. Ziaci si vi¢sinou uza-
konili akési sikromné pravidla, o ktorych ucitel ni¢ nevie. Bez podrobnej-
sieho vypytovania sa ziaka nemdzeme vo vSeobecnosti ni¢ urcité o pricine
chyby povedat. Jedna a ta istd chyba mo6ze mat u réznych Ziakov rézne
pri¢iny. PresnejSiu informéciu o pri¢indch chyb mdéze dat vo v8eobecnosti
az rozhovor so ziakmi alebo pisomné opytovanie.

Chyby z ,bezmyslienkovitosti“ alebo niecoho podobného st zriedkavé
a Ziaci vo vSeobecnosti pri svojich chybéach na nieco myslia. Velka ¢ast chyb
nie je ndhodnd, ale ,systematickd“, pricom Ziaci rozvijaja svoju vlastni
logiku. Co si pri chybach myslia, ¢asto nie je nerozumné, len nestihlasi
mnohokrat s tym, co je v matematike obvyklé. Pri¢ina, pre ktord Zziaci
rozvijaju svoju vlastna ,logiku“, tkvie jednoducho v tom, ze nedodrzia-
vajl, neuskutocnuja urcité konvencie v matematike. Matematika je plna
konvencii. Mnohé z nich s pre nas také samozrejmé, Ze uz na ne ani nemys-
lime, ba si ich ani neuvedomujeme. Preto sa mnohé konvencie vo vyucovani
ani nespoment alebo nepovedia dost jasne. Do istej miery sa oCakava, ze
ich ziaci rozpoznaji sami od seba. Napriklad, Ze nasobenie a delenie m4
prednost pred s¢itanim a od¢itanim. Aj spravne rieSenie loh moze byt za-
lozené na uplne ,falosnych® predstavach Ziakov o premennych, vyrazoch.
NetuSené myslienkové pochody mo6zu mat vela pricin a st pravdepodobne
Castejsie, ako by sme si zelali. Vo vicsine pripadov zostavaja vsak mysli-
enkové pochody pred ucitefom skryté. Relativna nepristupnost ziackych
myslienok mé scasti pévod v okrajovych podmienkach vyucovania mate-
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matiky v jeho stcasnej forme. Velké pocty ziakov, neustila Casova tiesen
a malo moznosti vanatorného diferencovania stazuja individualny pristup
ku ziakovi. Ziaci tym dostévaji aj relativne mélo prilezitosti ukazat svoje
nedostatky. Rozhovory so ziakmi a pisomné dotazniky s skor neobvyklé
a mnohokrat si spojené s tazkostami.

Rozozndvame proti sebe dve koncepcie ucenia sa: ucenie ako kopirovanie
a ucenie ako konStruovanie.

Pri uceni ako kopirovani ide o didaktickd ideologiu, ktora v podstate po-
zostava z toho, ze vopred ,,0Cistend latka“ sa mozno s najlepSou pripravou
ziakom predvedie a pokial mozno sa ,bez Sumu“ akymsi druhom kopiro-
vania na nich prenesie. Chyby tu pocitujeme ako poruchy tohto kopirova-
cieho procesu, a preto sa im podla moznosti vyhybame. Blizsie skiimanie
Ziackych my§lienok pocitujeme ako nepotrebné, pretoZze sa celkom ststre-
dujeme na kopirovaci proces a od neho odchylujace sa ziacke myslienky
tiez citime ako poruchy.

Naproti tomu pri uceni ako konstruovani ide o didaktickt koncepciu,
ktora pozostava z toho, ze ucitel latku pontkne a pomkne ziaka ku kon-
frontécii s u¢ebnou latkou, pricom ziak si musi nakoniec pochopenie latky
vykonstruovat vlastnou ¢innostou. Individudlne myslienky Ziakov sd roz-
hodujice, pretoze nejde len o ,ponuku“ ulitela, ale aj o to, ¢o s tym
ziak urobi. Ucitelovou tlohou je preto aj ziskat spédtné hlasenie o stave
ziackych konstrukcii. V dnesnej dobe na niektorych skolach este stale pa-
nuje didaktickd ideolégia ucenia sa ako kopirovania. Tomu zodpoveda aj
obvyklé spravanie sa voCi chybam: vyhnit sa chybam za kazda cenu, zo
strachu, Zeby sa mohlo u Ziakov cosi falogné fixovat alebo Cosi falosné na-
cvicif. Casto verime, ze chybam Zziakov sa najlepsie vyhneme tak, Ze im
ukézeme ¢o najmenej chyb. Z toho vyplyva, Zze vo vyucovani sa na chyby
okamzite poukaze, vzdy sa vysvetli, preco je nie¢o nespravne a potom sa to
,vymaze“. Podrobny rozhovor so ziakom, v ktorom by vysli najavo priciny
jeho chyby, je neobvykly a mnohi zZiaci by si také dodato¢né ,vitanie® vy-
svetlovali ako zlomyselnost ucitela. Iste kazdy ziak pozna typické ucitelské
spravanie: tizobne oc¢akédvat ista ziacku odpoved, a ked ju ziak po dlhSom
Case povie, tak to nezni¢it nejakymi daldimi podotazkami, t.j. neobjavit
pripadné chyby v jeho mysleni. Ziaci vo vii¢sine pripadov velmi rychlo pre-
vezmi strach z odhalenia chyb. Casto ziak velmi pozorne sleduje uéitela,
aby z jeho vyjadreni alebo vyrazu tvare hned v zarodku rozoznal, ¢i za-
¢ina postupovat chybne. Pretoze o chybach sa méa ¢o ,najmenej“ hovorit,
tak ucitel'ské komentare k chybam st casto kratke a hutné. Napriklad ako
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poznamky: , Nezmysel!“, ,Co to je?*, ,Tak nemozno kratit!“ atd. Takéto
poznamky sice prehlbuja zlé svedomie ziaka, ale sotva mu poméhaji vy-
hnat sa v budicnosti tymto chybam. Ak sa pomoc uéitela obmedzi len
na takéto poznamky, tak sa sprava voci chybam nekonstruktivne. Taktika
vyhybania sa chybdm mo6ze mat aj kladné stranky, prekaza vsak uceniu
sa z chyb. K uceniu sa z chyb nestaci samotné zistenie chyb, musime sa
zaujimat aj o ich povod. Takyto zaujem, konfrontécia st v8ak mozné iba
vtedy, ked chyby s pripustné a pozitivne k nim pristupujeme. Priklad na
pozitivny pristup k chybam: Je zname, ze oblibeny je tento druh chyb:
pripade na ¢iselnych prikladoch sa vysvetli, Ze prislusny vztah vo vieobec-
nosti neplati. Mohlo by sa v8ak spravit viac. Ak ziak takato chybu urobi,
tak sa ho mozeme spytat, ako uvaZoval a rozobrat vznik chyby s celou
triedou.

Nie vzdy je mozné urcit typ chyby, pretoze napriklad ucitel ju nepozna
alebo chyba je tazko zoveobecnitelna. Moznosti chyb v matematickej ¢in-
nosti st okrem toho prilis pocetné. Znalost typickych chyb je sice uZitocna,
okrem toho bude vSak potrebné, aby sa ziaci skor ucili v nejakej metarovine
rozpoznavat vlastné chyby. Mnohé z toho asi nie je mozné na vyucovani.
Isté vsak je, ze takéto ucenie je mozné vtedy, ked sa uskutocnuje konfron-
tacia s chybami. Aby ucitel v takomto uc¢ebnom procese mohol zasiahnut,
musi sa informovat o Ziackych myslienkach. Vhodnymi prostriedkami na
to s rozhovory, dotazniky, diskusie pocas vyucovania. Nemuseli by to byt
vzdy dlhotrvajiice rozhovory, ¢asto stacia kratke otdzky ako: ,,Co si si pri-
tom myslel?“, | Ako si na to prisiel?“, ,Mozes vysledok vysvetlit?“, , Moze
eSte niekto vysvetlit, ako na to mohol prist?*, Za akych predpokladov by
to bolo spravne?“ atd. Cielom uditela by stale malo byt uchopit korene
chyby pri kazdom jednotlivom Ziakovi, aby sa nemusel uspokojit s po-
vrchnou liecbou symptémov. Netspesnému Ziakovi moze uéinne pomoct
tym, ze ho u¢i s chybou zapolit. U¢i ho vlastne chybu: uzrief, pomenovat,
analyzovat a opravit.

Pozitivny pristup k chybam predpoklada ur¢iti déveru medzi ucitefom
a ziakmi, atmosféru, ktora dovoluje hovorit aj o nespravnom. Existuji uci-
telia, ktori tvrdia, Ze interview, dotazniky, alebo rozhovory pocas vyucova-
nia vyrazne zlepili atmosféru v ich triede. Ziaci citia, Ze ich bert vaznejsie
a maju pocit, ze sa mozu aktivnejsie zapdjat do vyucovacieho procesu. Pri
inych pristupoch mé ucitel pri pytani sa na chyby vzdy pravdu, ziak sotva
moze postavit nieo proti prisnej logike matematiky pravda — nepravda.
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Mali by sme sa vSak snazit o taky pristup k chybam, pri ktorom ziak
aspon Ciastoéne modze mat pravdu. Svoje vlastné myslienkové pochody,
a teda pri¢iny svojich chyb, pozna predsa najlepSie on sam, aj ked si ich
hned neuvedomuje. U¢itel ma predovsetkym vziaf myslienky a logiku ziaka
na vedomie. Potom mu mé pomdct revidovat jeho uvahy.

Tlak nepripustat chyby odzrkadluje scholastické komponenty vyucova-
nia. V popredi stoji sprostredkovanie stabilného, do vysokej miery bezpec-
ného, vedeckého systému. Ked sa rozhoduje o u¢ebnych planoch, tak sa
casto kladie otazka: ,Je to bezpetné poznanie?“ Pri tomto chapani sa zda
byt veda statickym systémom. Tento systém sa neustale obohacuje novymi
poznatkami, ale uz na ziskané znalosti sa divame ako kone¢né a nemenné.
Chyby v tomto systéme nemo6zu byt dovolené. V novovekom, predovset-
kym prirodnymi vedami poznamenanom chépani zda sa veda skor ako
dynamicky systém. Hypotézy a tedrie nie st konecné, moézu a musia sa
podla okolnosti menit, predovsetkym ked neobstoja pri experimentilnom
prevereni. Chyby sa pritom do istej miery pripastaji. Mnohokrat si uve-
domujeme, zZe pouzitd hypotéza alebo tedria plati len priblizne.

Je dolezité si uvedomit, ze uz nestaci sa ucit z chyb minulosti, nemézeme
si dalej dovolit byt mudri len zo §kod. Musime sa uéit predvidavo. Znamena
to ¢o najlepsie vytusit mozné budice chyby a poucit sa z nich skor, ako
vznikna. Je dolezité naucit sa na chyby ¢o najrychlejsie reagovat a ¢o
najrychlejsie sa z nich poucit, to znamend zvysit nasu flexibilitu tykajicu
sa postoja k novej situacii.

Opisana systematicka a trpezlivd reedukénd praca ucitela so ziakmi pri-
nasa svoje ,ovocie.“ Pomaly a postupne sa meni ziakov postoj k chybe.
Zmena presahuje Gzky ramec matematiky a zasahuje celt kognitivnu sféru
ziaka, ba dokonca ovplyviuje aj ziakovu osobnost. V prvej etape je ziak
trochu rozpacity, nevie, ¢i sa tu na neho ,nesije nejakd buda.“ Proces de-
mystifikicie chyby sa niekedy predlzi i na pol roka, najmi ak naraza na
predsudky rodi¢ov. Po prvom konkrétnom tspechu, najmi ak ho ucitel
nélezite emotivne zdorazni, zac¢ne ziak s u¢itelom spolupracovat. Neklam-
nym signalom Uspesného zavigenia tejto etapy je ziakova odvaha priznat
si chybu. V pisomnej praci takého ziaka sa neraz objavi veta ,mam tam
chybu, ale neviem kde“. Ziak, ktory pred pol rokom velmi starostlivo v pi-
somke zagkrtal jeden riadok, aby nevysla na povrch hlipost, ktort napisal,
ten ziak sa ku chybe hlasi. Dokonca sa obracia na ucitela, aby mu ukryta
chybu pomohol najst. To je ucitefova velka vyhra v zapase s predsudkami.

272 Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009



V druhej etape prace s chybou si ucitel kladie za ciel naudit ziaka po-
znavat vlastné myslienkové pochody, odhalovat v nich pri¢iny pripadnych
chyb najmi takych, ktoré sa objavuju systematicky, hladat cesty ako sa
chyb nedoptstat. U¢inné byva priznanie uéitela: ,,aj ja som tito chybu ro-
bil, ale potom som skusil ... .“ Signalom Gspesného zaviSenia tejto etapy
st debaty, ktoré o vlastnych chybach medzi sebou vedd ziaci. V tretej
etape dochadza k presunu kompetencii. Vedtacu tlohu i hlavn( zodpoved-
nost v zépoleni s chybou mal doteraz ucitel. Teraz si ju berie na seba ziak.

Uz vie, ako s chybou zapasif a mé radost z toho, Ze ho chyba nemoze

zdeptat. Snazi sa tto stratégiu prendsat aj na iné svoje ¢innosti — skolské

i mimoskolské. Ak je ziak komunikacne dobre disponovany, snazi sa svoju

novi schopnost nikat sirodencom a kamaratom.

Sme presvedceni o tom, ze prekonanie predsudkov v oblasti ziackych
chyb moze vyznamne posunit kvalitu prace nasich §kol. K tomu mo6zu
a mali by prispiet v8etky predmety, ale vela moznosti ma vyucovaci pred-
met matematika, lebo svojou exaktnostou a abstraktnostou ddva moznosti
na vyskyt chyb.

Analyza vyskytu typickych chyb Ziakov 2. stupiha ZS v matematickej
¢innosti a priciny ich vyskytu stvisia s:

— prechodom Zziakov z 1. na 2. stupeir ZS, ktory sa skiima ako $pecificky
fenomén v tedrii vyucovania matematiky,

— ufivom matematiky a jej abstraktnostou, pricom sa skiima obsah, roz-
sah a ciele uciva,

— motivaciou matematickej ¢innosti, v ktorej absentuje motivacia histo-
rickymi poznamkami, ale aj iné faktory motivacie,

— osobnostou ucitela matematiky, ktory Casto nereSpektuje didaktické
principy vo vyucovani a podlieha formalizmu vo svojej praci vyzadujic
len jeden postup rieSenia matematickej talohy,

— osobnostou ziaka (klesd zdujem o matematiku ako vyucovaci predmet,
najmé vo vyssich ro¢nikoch ZS, prevldda nedostatotna doméca priprava
ziakov, narastd zaporny postoj k matematike, typicka je klesajica tro-
ven zruCnosti, takzvanej rutiny v osvojeni a aplikicii matematického
aparatu, zavazna je nizka miera flexibility v rieSeni matematickych taloh,
vedomosti ziakov st neuvedomené, teda formalne, ziaci mnohokrat ne-
vedia komentovat postup rieSenia matematickej tlohy),

— aplikaciou vyucovacich metdd, pri ktorej prevladaja klasické modely
vyucovania v piatich fazach — motivacia exporzicia, fixacia, aplikacia
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a klasifikacia, bez pouzitia experimentov, heuristickej besedy, rieSenia
problémov a diskusie o nich,

koncepciou vyucovania, kde dominuje koncepcia dogmaticka a zabuda
sa na diferencované, skupinové, alternativne, rozvijajice, problémové,
¢i humanistické vyucovanie spojené s aktivizaciou ziakov a rozvijanim
ich kreativity,

aplikaciou didaktickych principov, pricom rezervu vidime v pouzivani
principu vychovnosti, systematickosti, ndzornosti, dokladnosti, indivi-
duélneho pristupu, uvedomenosti, aktivity a trvalosti,

nedostato¢nym vyuzivanim didaktickych prostriedkov, u¢ebnych pomo-
cok a matematickych nasteniek, ¢i vSetkych foriem matematickych si-
tazi, nielen MO,

aplikaciou diktatov vo vyucovani matematiky, o znacne zvysuje mieru
matematickych zrucnosti ziakov.

Chceme akcentovat, ze v matematicko-pedagogickom procese existuja

dve kategorie tzv. typickych chyb:

1.
2.

typické chyby zZiakov v matematickej ¢innosti,
typické chyby ziakov vo formulovani matematickych definicii a viet.

Tento jav je potrebné Specifikovat, skiimat jeho pri¢iny a prispievat

k redukcii chyb kazdodennym bojom s formalizmom v préaci ziakov aj
ucitelov na kazdom type aj stupni skoly.

Literattra

Fisher, R.: Clovek a matematika. Bratislava: SPN, 1992. 336s. ISBN 80-08-0139-5.
Gdabor, O. a kol.: Teéria vyuCovania matematiky. Bratislava: SPN, 1989. 328s. ISBN:
80-08-00285-9.

Hejny, M. a kol.: Teéria vyufovania matematiky 2. Bratislava: SPN, 1989. 560s.
ISBN 80-08-00014-7.

Hejny, M. — Michalcovd, A.: Skimanie matematického riesitelného postupu. Brati-
slava: Metodické centrum, 2001.188 s. ISBN 80-8052-085-2.

Strecko, V.. Vyber z didaktiky matematiky. PreSov: Nauka, 2004. 65s. ISBN 80-
89038-27-1.

274 Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009



Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 10. 3. 2009 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
tf. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feSeni l1ze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni Gloh radi uvetejnime.

Uloha 155
Marenka se podivala na Pepovy znadmky z matematiky. Zjistila, ze
kdyby se mu nezapocitaly dvé nejlepsi znamky, zhorsil by jeho primér
zndmek o 0,5. Aby se mu primér naopak zlepsil o 0,5, nesméla by mu za-
pocist osm nejhorsich zndmek. Jaky by mél Pepa primér zndmek, kdyby
mu nezapocitala jednu nejlepsi a tfi nejhorsi znamky?
Radek Horensky

Uloha 156

Do transportniho kontejneru ve tvaru kvadru, jehoz dno ma rozmeéry
9%9 a ktery mé vysku 8 (v8echny tdaje jsou v dm), je tfeba naskladat
kazety nékolika typi: A — dno 2x3, vyska 1, cena 700 K¢é/ks, B — dno 2x4,
vyska 1, cena 1000 Ké/ks, C' — dno 3x3, vyska 1, cena 1100 Ké&/ks, S —
dno 1x1, vyska 2, cena 200 K¢/ks. Prazdny prostor lze vyplnit reklamnimi
kazetami, kostkami R o rozmérech 1x1x1, cena 50 K¢&/ks. Z kazet A, B, C
(po jedné od kazdého z téchto tii druhi) lze navic po doruéeni kontejneru
do prodejny sestavit darkovy komplet K v cené 2990 K¢. Kzety maji byt
v bedné ulozeny tak, aby:

— od kazdého z druht A, B, C, S, R byl poslan alespon jeden kus,
— vSechny kazety byly do kontejneru ulozeny dnem dolq,
— pri prodeji obsahu kontejneru se dosahlo co nejvétsi trzby.
Nakreslete plan uloZeni kazet do jednotlivych vrstev, uvedte vyslednou
trzbu a dokazte, Ze je nejvyssi mozna.
Stanislav Trdvnicek

Déle uvadime bilanci za uplynuly (15.) ro¢nik této rubriky, ktery je
zaroven patym ro¢nikem dal$iho cyklu dlouhodobé soutéze. Redakce ob-
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drzela celkem 95 Gplnych nebo ¢astecnych feseni od 36 jednotlivet (alesponi
jednu vyfeSenou alohu druhého cyklu pfitom zaslalo 108 fesiteld). Za kaz-
dou Gplné vyteSenou ulohu fesitel obdrzel 6 bodd, za ¢astecné vyiesenou
3 body; k-nasobnym laureatem této rubriky se stane tesitel, ktery ziska
od 11. ro¢niku alesponi k-nésobek ¢isla 93 (rubrika byla zaloZzena v roce
1993).

Poradi resitelti po patém roc¢niku druhého cyklu dlouhodobé soutéze:
1. Anton Hndth z Moravan (219 b.), 2. Miroslav Hiibsch z Prahy 5 (156 b.),
3. Viadimir Pavel z Blovic (141 b.), 4. Karol Gajdos z Trnavy (129 b.),
5. Jozef Mészaros z Jelky (120 b.) 6. Jaroslav Hanél z GMK v Bilovci
(102 b.), 7. Miroslav Klimo§ z GMK v Bilovci, Marek Pechal z G Zlin,
Lesni ¢tvrt a Jan Uhlik z G Brno, tf. Kpt. Jarose, (v8ichni 78 b.).

Pavel Caldbek

Zajima Vas historie matematiky a védy?
Nakladatelstvi MATH Publishing nabizi knihy:

e Cesta k integralu (pfeklad z rustiny, autor V. A. Nikiforovskij) — his-
torie urc¢itého integralu od Archiméda k Riemannovi. Kniha zachycuje
2000 let vyvoje pojmu urcitého integralu na zivoté a dile matematika.
Podobné kniha takového rozsahu v ¢estiné dosud nevysla (vice viz MFI
ro¢. 17, ¢. 2, s. 126).

e Historie analyzy (editor Hans Niels Jahnke, origindl vydalo v ném-
¢iné nakladatelstvi Spektrum Akademischer Verlag a v USA American
Mathematical Society) — historie matematické analyzy od antiky do
20. stoleti (vice viz MFI ro¢. 17, ¢. 10, s. 630).

e Eukleides: Zaklady — druhd nejvyznamnéjsi kniha po bibli, podle
které se uci a studuje geometrie od dob antiky; cesky jen jednou v roce
1907.

Nabizime dalsi knihy s podobnou tématikou.
Navstivte naSe webovské stranky:
http://www.mathpublishing.eu/index.htm
Kontakt: 605 848 934
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