MATEMATIKA

Od kraceni zlomkt k fetézovym
zlomkim

JIRI WIDZ

Gymnézium Sokolov

Uvod

V tomto ¢lanku si pripomeneme kraceni zlomkt a pres Euklidav algo-
ritmus pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele dvou prirozenych Cisel se
dostaneme k fetézovym zlomkiim. Retézové zlomky predstavuji velice za-
jimavou oblast matematiky, kterd se vSak v soucasném ucivu matematiky
zékladni a stiedni skoly témér nevyskytuje. Na zakladni skole se objevuje
jen nékolik malo ptiklad@ na Gpravu slozeného zlomku, ktery mé podobu
fetézového zlomku. Stfedoskolskéd matematika je na tom podobné. Reté-
zové zlomKky se zde objevuji jen ziidka, a pokud se objevi, tak je to v u¢ivu
o slozenych zlomcich nebo pfi Gpravach lomenych vyrazi.

1. Kraceni zlomku a Eukleidav algoritmus
Raciondlnim ¢islem rozumime kazdé realné ¢islo, které lze zapsat ve
tvaru zlomku g, kde p € Z a ¢ € N. Takovy zlomek vSak neni jediny,

nebot ho lze vzdy upravit. Upravé zlomku

p_Fkp
q k-q’

kde k € Z, k # 0, fikdme rozsitovani zlomku celym nenulovym ¢islem k.

Obracené upravée rikame krdceni zlomku celym nenulovym ¢islem k, tj.
p_k-p

qa k-q
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kde k € Z, k # 0. Mezi vSemi zlomky, jimiz lze zapsat urc¢ité racionalni
Cislo, existuje pravé jeden zlomek, jehoz citatel je nesoudélny s jmenovate-
lem, tedy jejich nejvétsi spolecny délitel je roven 1, tj. (p,¢) = 1. Mluvime
pak o tom, Ze raciondlni ¢islo je zapsano v zdkladnim tvaru. Jak prevedeme
zlomek do zédkladniho tvaru? Jednd se samoziejmé o Glohu nalezeni nej-
vétsiho spolecného délitele Citatele a jmenovatele daného zlomku. Existuje
nékolik postupt, jak tento nejvétsi spolecny délitel dvou ¢isel najit. Uve-
deme si dva postupy, se kterymi se zaci seznamuji na zakladni, resp. na
stfedni skole. Nejdiive si ale musime pripomenout nékteré zakladni pojmy
7 teorie Cisel.

O nenulovém celém ¢islu a fikame, ze déli celé ¢islo b (neboli celé ¢islo b
je délitelné celym ¢islem a, nebo téz celé ¢islo b je ndsobkem celého ¢isla a)
prévé tehdy, kdyz existuje nenulové celé ¢islo ¢ takové, ze plati a-c = b
(zapisujeme alb).

Pro celd ¢isla a, b plati nasledujici véta:

Véta 1 (véta o déleni se zbytkem)

Pro kazdé celé cislo a, a libovolné ¢islo b, b # 0, existuji jednoznacné
urcend celd ¢isla q, r takovd, Zea =b-q+r, 0 <r < b. Cislo q se nazjvd
nedplny (édstecny) podil a cislo r zbytek pri déleni cisla a cislem b.

Poznamenejme, Ze je dobré si uvédomit, ze napft. pro ¢islaa = —7,b =4
dostavame —7 = (—2) -4+ 1 a zbytek pii déleni ¢isla —7 Cislem 4 je &islo 1
(a ne —1).

Jestlize mame dvé nenulova celd ¢isla a, b, pak libovolné nenulové celé
¢islo m takové, ze m|a a m|b, se nazyva spolecny délitel ¢isel a a b. Spole¢ny
délitel m, m > 0, nenulovych celych ¢isel a, b, ktery je délitelny libovolnym
spolecnym délitelem cisel a, b, se nazyva nejuétsi spolecny délitel Cisel a, b
a znadi se (a, b).

Poznamka. Nejvétsi spolecny délitel (a, b) pfirozenych &isel a, b je vzdy
kladny a je také vzdy vétsi nez libovolny jiny spole¢ny délitel téchto Cisel.
V ptipadé, ze bychom pripustili, Ze jedno z ¢isel a, b bude rovno nule, pak
bude nejvétsi spoleény délitel téchto cisel roven druhému, nenulovému,
Cislu. V pripadé, ze ¢islo a déli ¢islo b, pak nejvétsi spolecny délitel téchto
Cisel je roven ¢islu a.
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Véta 2 (zékladni véta aritmetiky)

Kazdé nenulové cel€ cislo a (a # £1) lze jednoznacné vyjddrit ve tvaru

a=+2".3%.5%. 711w o=+ [ p*=

p—prvocislo

?

kde exponenty us, us, us, ... jsou celd nezaporna cisla, z nichZ konecny
pocet je riuzny od nuly. Tomuto zapisu Tikdme kanonicky rozklad c¢isla na
soucin prvocisel.

7 kanonického zapisu ¢isla na soucin prvocisel vyplyva jeden ze zpiisobii,
jak urcit nejvétsi spolecny délitel dvou celych ¢isel:

Véta 3
Jestlize a + Hp_prvoﬁslo p'» ab==+ Hp—prvoéislo p?, potom plati

(a7 b) _ H pmin(up7vp)_

p—prvodlislo

Slovy vyjadifeno: nejvétsi spoleény délitel (a,b) mé ve svém prvodcisel-
ném rozkladu vSechny spole¢né prvocinitele rozklada ¢isel a, b s nejmensim
mocnitelem, ktery se v téchto rozkladech vyskytuje.

Vétu 3 vyuzijeme pii feSeni nasledujiciho prikladu.

Priklad 1

Zapiste zlomek 31968

a3 v zakladnim tvaru.

Reseni. Oznacme a = 31668 a b = 44 370. Podle véty 2 plati:
a=31668=22-3-7-13-29ab=44370=2-3%-5-17-29.
Déle podle véty 3 dostaneme (31668,44370) =2-3-29 = 174.
Vratime-li se k zadani prikladu, tedy k prevodu zlomku na zakladni

tvar, dostavame:
31668 174-182 182

44370~ 174-255  255°
Vzhledem k tomu, Ze plati (¢-a,c-b) = ¢-(a,b), ¢ # 0, mizeme nejvétsi
spolec¢ny délitel ¢isel z prikladu 1 najit také takto:

(31668,44370) = 2- (15834,22185) = 2- 3 - (5278, 7395) =
=2.3.29.(185,255) = 174 - (185, 255)
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Protoze ¢isla 182 a 255 jsou ¢isla nesoudélnd, tj. (182,255) = 1, je
nejvétsi spole¢ny délitel cisel 31668 a 44370 roven cislu 174, tj. plati
(31668,44370) = 174 - (182,255) = 174 -1 = 174.

Vypocet nejvétsiho spoleéného délitele dvou celych ¢isel pomoci vyse
uvedenych zptsobt je predevsim u velkych ¢isel pomérné zdlouhavy a ca-
sové narocny. Pouziva se proto jen pro c¢isla s malou absolutni hodnotou
nebo v pripadé, Ze vime, Ze nékteré z danych ¢isel je prvocislo. Mnohem

wevs

vvvvvv

goritmd teorie Cisel.

Eukleidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsitho spole¢ného délitele dvou
celych ¢isel najdeme v VII. knize Zdkladdu (str. 104, [4]):

Jsou-li dana dvé cisla nestejnd a odcitd-li se stridavé vidy mensi od
vétstho, kdyZ zbyvagict predchdzejictho nikdy nedoméruje, dokud nezbude
jednotka, pocdtecni ¢isla budou navzdajem kmennd.<*)

Priklad 2

Urcete nejvétsi spolecny délitel ¢isel 31 668 a 44 370.
Reseni:

Pouzijeme-li vyse uvedeny postup, tj. budeme od vétsiho ¢isla odecitat
¢islo mensi, dostaneme tento vysledek:

44370 — 31668 = 12702,
31668 — 12702 = 18 966,
18966 — 12702 = 6 264,
12702 — 6264 = 6438,
6438 — 6264 = 174,
6264 — 174 = 6092,

348 — 174 = 174,
174 — 174 = 0.
*) Bukleidés z Alexandrie (asi 340 — asi 278 pf. n. 1.) — Fecky matematik, ktery kolem
roku 300 pf. n. l. shrnul vétSinu tehdejSich matematickych znalosti v knize Zdklady

(Fecky Stoicheia, latinsky Elementa).
**) 'V [4] &isla kmenng piedstavuji &isla nesoudglna.
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Nejvétsim spolecnym délitelem cislem 31668 a 44 370 je cislo 174.
Eukleidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsitho spole¢ného délitele dvou
prirozenych ¢isel a, b je ¢asto pouzivan ve tvaru postupného déleni.

Véta 4 (Eukleidav algoritmus)

Necht a, b jsou prirozend cisla, a > b. PoloZme ro = a a ry = b.
Oznacme ry, zbytek po déleni cisla riy1 Cislem riyo, . 1 = 1 - qx +
+7pt2, 0<rpr1 <1 aqy €N, pro k=0,1,2,.... Po konecném poctu
kroki dostaneme 1o = 0, tj. ' = rp+1 - qr, o plati, Ze re1 = (a,b).
Cishim qo, q1, G2, - -. , qn Yikdme netiplné podily (viz véta 1).

Pokud bychom provedli diikaz této véty, dostali bychom postup, jak
najit nejvétsi spolecny délitel dvou prirozenych cisel:

To =71 Qo + T2, 0<ry <ry,
rL=r2-q +713, 0<r3 <re,
Te =73 Q2 + T4, 0<ry <rz,

Th—2 =Th—1 Qr—2 + 7%, 0<rp <rp_q,

Th—1 =Tk Qk—1 + Tht1, 0 < rppr <7,

Tk = Tk+1 " dk-

Pozndmka. Pomoci Eukleidova algoritmu najdeme nejvétsi spolecny délitel
dvou prirozenych ¢isel. Algoritmus mizeme ale také pouzit pro nalezeni
nejvétsiho spolecného délitele dvou nenulovych celych ¢isel a, b. Protoze
pro dvé celd ¢isla a, b, z nichz aspon jedno je rtzné od 0, plati (a,b) =
= (a,—b) = (—a,b) = (—a, —b), sta¢i vzit v pripadé, ze by nékteré z téchto
Cisel bylo zdporné, pro vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele absolutni
hodnotu tohoto ¢isla.

Eukleidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsitho spolecného délitele dvou
prirozenych cisel nyni vyuzijeme pii kraceni zlomku, ktery ma v citateli
i jmenovateli velkd ¢isla. Nasim tkolem bude prevést zlomek 2325200 pq
zlomek v zdkladnim tvaru.

Priklad 3

Zapiste zlomek 2346260

3382456

v zakladnim tvaru.
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Reseni:
Nejprve najdeme nejvétsi spolecny délitel Citatele a jmenovatele tohoto

zlomku
9346 260 = 3382456 - 2 + 2 581 348,

3382456 = 2581348 - 1 + 801108,

2581348 = 8011083 + 178024,
801108 = 178024 -4+ 89012,
178024 =89012-2 + 0.

(2 . © 9346260 _ 89012-105 _ 105
Dostdvame (9 346 260, 3 382 456), tj. plati 3550526 = Sooroas = 55

2. Retézové zlomky

Eukleidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsitho spole¢ného délitele dvou
prirozenych ¢isel mé tzkou souvislost s prevodem racionélniho ¢isla na
retézovy zlomek.

Retézovy zlomek si pfiblizime pomoci nésledujiciho pifkladu:

Méjme cislo %, které mizeme napsat takto:
105 29 1
- =2 + — = 2 + —
38 38 %

Cislo 33 zapiSeme v nasledujicim tvaru:

B XL
20 20 2

Pokracujeme v tomto postupu dale a dostaneme:

29 2 1
o34+ =34+ =
9 "t9T° "3
Posledni Gprava:
2—4+1
2 2

. ) ¥ . v vr 105
Pokud nyni s vyuzitim piedchozich vypocti ,sloZzime* zlomek 3¢, dosta-
neme:

105 1 1 1 1
39 ]‘+E 1+§%- 1+ﬁ_3+
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Zlomek 1
2+

1 + ;1
StoT

je prikladem jednoduchého Tetézového zlomku.
Jak spoc¢itdme hodnotu fetézového zlomku? Hodnotu, tj. racionalni
Cislo, které odpovida danému retézovému zlomku, mizeme spocitat stejné,

jako bychom pocitali hodnotu slozeného zlomku.

Napriklad:
1 1 1 1
3+ — =3+ — =3+ — =3+ T =
2+T— 2"‘?— 2+F2 2+ 5
1+ 3 3 s
1 1 ) 44
+2—|—% +% +13 13

Pri vyjadieni racionalniho cisla % slozenym zlomkem jsme se dostali
k fetézovému zlomku. Uvedme si proto jeho definici.

Definice 1
Jednoduchym konecnym retézovym zlomkem nazyvame zlomek typu

(1)

’

a=q+——5—
Nt o AL

kde @0 € Z; q1,92,--.,9, € N a zapisujeme ho ve tvaru a = [qo,q1,
Q2:---:Qn]-
Napriklad:
105 1
— =24+ —— =1(2;1;3;4;2
38 + 1+ 5 11 [ [ At G A ]
+ooT

at+d

Existuji také i jednoduché nekonec¢né tetézové zlomky

Definice 2
Jednoduchym nekonecnym retézovym zlomkem nazgvame zlomek typu
(2)

a=q+ —7,
1+ q2+-.-

nl

,dn € N a zapisujeme ho ve tvaru o = [qo, q1, g2,
199

kde qo € Z; q1, 2, - - -
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Prikladem nekonec¢ného jednoduchého retézového zlomku je zajimavy

zlomek
1

1
I+

[1;1,1,1,1,1,1,...] = 1+

1+2\/57 které je znamo jako zlaty Tez

Tento retézovy zlomek je roven ¢islu
(vice viz [5]).

Mnozina vSech realnych cisel je tvorena ¢isly raciondlnimi a iraciondl-
nimi. Nésledujici véta ndm 1iké, ze kazdému redlnému ¢islu odpovida jisty
fetézovy zlomek.

Véta 5

Kazdému redlnému cislu o odpovidd pravé jeden jednoduchy retézovy
zlomek, ktery ma za hodnotu toto cislo. Tento Tetézovy zlomek je konecny,
je-li ¢islo a raciondlni; nekonecny, je-li ¢islo iraciondlni.

Vratme se jesté k ¢islam gqo, q1 ..., z (1), popt. (2). Tato ¢isla jsou
nedplnymi podily podle véty 4 (Eukleidiv algoritmus).

Zavér
Na zévér tohoto clanku se jesté kratce pozastavime u tzv. sbliZenych
zlomku. Tyto zlomky jsou pro teorii fetézovych zlomkd klicovym pojmem.

Definice 3
Sblizené zlomky pro fetézovy zlomek (1), resp. (2), jsou zlomky tvaru:
%, (0 <k <n) a plati pro né

PO Pl 1 P2 1 P3

=qo; = =Qot+—; ~ =qo+——73 =~ =qo+ ——7—;
Qo Q1 Q2 @+ Qs Q1+q2iL
a3

Pro citatele a ymenovatele sblizengch zlomki plati rekurentni vztahy

P, =q,-Py_1+ P>,
Qr = qr - Qr—1 + Qr—2,

pro k > 2, s pocatecnimi podminkami Py = qo, Qo =1, P = qo - q1 + 1,
Q1 =q-
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Priklad 4

. o o i i 9346260 , - %
Pojem sbliZzenych zlomk si objasnime na zlomku 5355525 z prikladu 3.

Resent:

Netplné podily, které jsme ziskali v prikladu 3 pouzitim Eukleidova
algoritmu, jsouqo =2, q1=1,¢2=3,q3 = 47 qs = 2.

Podle definice 3 sestavime tabulku sblizenych zlomki pro fetézovy zlo-
mek [2;1,3,4,2].

k 0 1 2 3 4
qk 2 1 3 4 2
Py 2 3 11 47 105
Qu 1 1 4 17 38

7 vyse uvedené tabulky mtizeme vypocitat vSechny sblizené zlomky pro
dany fetézovy zlomek:
Py _o. Py _3 P 11 Py 47 Py 105
Qo T Q2 47 Q3 117 Q4 38
Zajimavé je, ze posledni sblizeny zlomek, tj. zlomek %, je roven zlomku
%, ktery pfedstavgje zékladni tvar zlomku %. Pokud bychom chtéli
zapsat zlomek 2345250 ve tvaru fetézového zlomku, dostaneme stejné vy-
jadfeni jako pro zlomek 1%
Sblizené zlomky fetézového zlomku maji celou fadu zajimavych vlast-
nosti, ale ty jiz nejsou obsahem tohoto ¢lanku.
L Retézové zlomky jsou ¢dsti ,ztracené matematiky’, t€ matematiky, kterd
je nyni povaZovana za prilis obtiznou pro stredni skoly a prilis jednoduchou
pro Skoly vysoké. “ ([1], str. 108)
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Prehlad niektorych typickych chyb
a nedostatkov ziakov 2. stupna

7S v matematickej ¢innosti

VLADIMIR STRECKO

Presovské univerzita v PreSove, SLOVENSKO

Prispevok prinédsa prehfad niektorych typickych chyb ziakov 2. stupna
ZS v matematickej ¢innosti. V zavere ¢lanku st uvedené vysledky ana-
lyzy pisomnych prac z matematiky realizovanych vo vsetkych ro¢nikoch 2.
stupiia ZS. Prispevok je uréeny najmi za¢inajicim ucitefom matematiky.

Prieskum typickych chyb ziakov 2. stupiia na ZS v matematickej ¢in-
nosti sme uskutocnili v roku 2007 prostrednictvom testu pre ziakov a na-
slednom spracovani a vyhodnoteni ziskanych tdajov. Vzorku prieskumu
tvorilo 455 ziakov zo §kol: ZS Mirka Nespora v Presove, ZS sv. Mikulésa
v Prefove a ZS KapuSany. Skiimania sa zGcastnili ziaci 5. — 9. ro¢nika.
Z toho poctu 81 ziakov 5. ro¢nika, 99 ziakov 6. ro¢nika, 86 ziakov 7. ro¢nika,
95 ziakov 8. roc¢nika a 94 ziakov 9. ro¢nika. Jednotlivé testy boli zvolené pre
kazdy z danych ro¢nikov. Pre objektivnejsie vysledky sme v testoch zvolili
skupinu A a skupinu B, ktoré sa od seba li§ili miniméalne. Test obsahoval
tri priklady z oblasti algebry a tedrie ¢isel, ktoré boli lahsieho charakteru,
zamerané na potvrdenie typickych chyb ziakov.

Podmienkou tspesného rieSenia kazdej matematickej tlohy je skutoc-
nost, aby Ziak mal osvojené nevyhnutné zakladné poznatky z matematiky,
t.j. matematicky aparat. Ziak sa v matematickej ¢innosti oby¢ajne doptsta
piatich typov chyb odhliadnuc od chyb z nepozornosti. Jedna sa o tieto
typy chyb:

1. Ziak nepochopi zadanie matematickej tlohy, t.j. nevie vykonat jej ana-
lyzu, CiZe nie je schopny volne reprodukovat zadanie tlohy,

2. ziak si neuvedomuje podstatu Glohy, nevie na zdklade akych veli¢in
a postupov sa ma dopracovat k vysledku, tiez vynechava urcita dolezita
informéaciu formulovanu v ulohe,
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3. ziak nevie najst myslienku rieSenia ulohy a zvoli na jej rieSenie iny —
nespravny postup,

4. nespravne uskutocnenie planu rieSenia, pricom ziak urobi chybu v nume-
rickych vypoctoch, porusuje platnost matematickych viet a nespravne
dosadzuje,

5. ziak neskontroluje vysledok rieSenia tlohy ako aj kazdy svoj krok v po-
stupe rieSenia, nie je schopny komentovat a sformulovat svoj mySlien-
kovy postup a odovodnit svoje tvrdenia, t.j. typicka je neschopnost Ziaka
odpovedat na otazku ,preco?¢.

Odstranovanie typickych chyb ziakov spociva v prevencii, dokladnom
zvladnuti matematického aparatu ziakmi, v uvadzani kontraprikladov a ex-
perimentov vo vyucovani matematiky ucitelmi a ziakmi. To, ¢o ziak v §kole
pochopi, musi sa doma naucit a mnohé poznatky aj nacvicit, aby nado-
budol isti zru¢nost v pocitani. Ovladat umenie matematizovat redlne si-
tudcie je proces pomaly, no osvojitelny. Logické a matematické myslenie
ako aj zvladnutie matematickych metéd sa odvija o.. aj od priméarnej
(vniatornej) motivacie Ziakov, ale aj od trpezlivého a taktného pristupu
ucitela matematiky k ziakom, ¢o v praxi casto chyba.

Niektoré typické chyby ziakov 2. stupiia ZS v matematickej ¢innosti
uvadzame prehladne vo vybranych tematickych celkoch prostrednictvom
postrehov, resp. konstatovani z pozorovania matematicko-pedagogického
procesu. Typické chyby ziakov 5. ro¢nika ZS sa prejavuji v tematickom
celku Opakovanie a prehlbenie uciva matematiky z 1. — 4. rocnika ZS
v tychto smeroch:

Nespravny pristup k porovnavaniu prirodzenych ¢isel. Napr. O O O >
> oooo (3 > 4). Prejavuje sa tu nespravny transfer z redlneho Zivota
vzniknuty chybnym pristupom k porovnavaniu.

Zaokrahlovanie postupne po jednotlivych rddoch. Napr. ¢islo 24 458 je
treba zaokrahlit na tisicky. Nespravny postup spociva v postupnom zao-
krahlovani. 24 458 = 24460, 24 460 = 24 500, 24 500 = 25000 — dostavame
chybny vysledok.

Zafixovanie si niektorych spojov s¢itania chybne. Napr. 9 +9 = 17,
7+6=14.

Nespravny zapis sc¢itancov pod seba, nepochopenie Ciselnej ststavy.

Odc¢itanie ¢isel roznych radov, od¢itanie dvojcifernych ¢isel s prechodom
cez desiatku.
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Nepochopenie podstaty nasobenia, nezvlddnutie zapisu pisomného né-
sobenia, chybaji znalosti malej nasobilky. Nepochopenie podstaty delenia.

Problém s ¢islami, v ktorych sa na niektorych radoch vyskytuja nuly.
Napr. 301 - 6 ndsobi ako 31 -6 — chybne. MoZnost ndpravy spociva v pest-
ovani odhadu, urceni priblizného vysledku.

Problém so slovnymi Glohami s viacerymi operaciami.

Nepresnost rysovania. Ziak ¢asto narysuje kruznicu a az potom nadhodne
urdi stred danej kruznice.

V tematickom celku Desatinné cisla, operdcie s desatinngmi cislami sa
prejavuju typické chyby najmé:

Nespravne podpisovanie desatinnych ¢isel pri s¢itani a od¢itani.

Problém s ¢islami, v ktorych sa vyskytuje 0. Ziaci si ¢asto zjednodusia
tlohu ako napr. ¢islo 3 216,07 je to isté ako ¢islo 3 216,7 — chybne; 0,2-0,3 =
= 0,6 — chybne.

Naésobenie a delenie ¢isel desiatimi, stomi, tisicmi v savislosti so zvic-
Sovanim a zmengovanim. Tu je pre ziakov velmi ddlezity tréning odhadu
vysledku.

.....

Suje, ak ndsobime mensim ako 1, vysledok sa zmensuje.

Uc¢ivo 6. ro¢nika mo6zeme prezentovat vyskytom tychto typickych chyb.
V tematickom celku Cel€ ¢isla, operdcie s celymi ¢islami moZzno spomenat
tieto chyby:

Slabé orientacia na ¢iselnej osi. Je dobré ucit ziakov, aby pracovali s ob-
rdzkom — naznakom na ¢iselnej osi.

Typicky priklad, ktory sposobuje ziakom terminologické problémy:
,Urcite nadmorska vysku od hladiny svetového ocednu: najvyssie polo-
zené miesto na Zemi ma vysku 8 848 m nad jeho hladinou, najnizsie 11
034 m pod jeho hladinou. Zapis obidva tdaje pomocou kladnych a zapor-

nych ¢isel.“ V beznej komunikacii hovorime o hibke a pouZivame pritom
kladné cisla.

Problém so sc¢itanim a odc¢itanim kladného a zaporného cisla, resp.
oboch zapornych ¢isel. Neuvedomenie si, ze sticet dvoch navzajom opac-
nych ¢isel sa rovnd nule.

Zabudanie na znamienkové pravidla, najmi pri suc¢ine dvoch zapornych
Cisel.

Ziakom niekedy unika fakt, ze nulou nedelime.
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Uloha typu: ,,V izbe je 20 °C, vonku je — 10 °C. Aky je rozdiel teplot?«
Tato tlohu ziaci Casto riesia vypoctom: 20 °C — 10 °C = 10 °C, ¢o je
nespravne.

Tematicky celok Rowvnobeznost. Rovnobeznik, lichobeznik sa vyznacuje
tymito chybami:

Povrchné osvojenie si vlastnosti uhlov — sthlasné, vrcholové, susedné
a striedavé. Nedostatocné osvojenie si vlastnosti rovnobeznika.

Problém s popisanim konstrukcie prace, mylenie si geometrickych sym-
bolov. Mozno vhodnou cestou je nechat Zziakov napisat postup konstrukcie
slovami, aby bolo jasné, v ¢om mé dany ziak problém. Ziak nerozumie
samotnej podstate konstrukcénej tlohy.

Nespravne pouzitie vzorca a pri rieSeni tlloh na vypocet obsahov a ob-
vodov utvarov.

Uloha typu: ,Zostroj lichobeznik, ktorj mé strany dlhé 6 cm, 5 cm,
4 cm, 3 cm.“ Podstata konstrukcie je v tom, ze lichobeznik rozdelime
na rovnobeznik a trojuholnik. Pre Zziakov je objavenie a pochopenie tejto
myslienky pomerne narocné.

Problém s riesenim zlozitejSich slovnych tloh na vypocet obsahov a ob-
vodov, kde je potrebnd predstavivost Ziakov.

V ucive 7. ro¢nika uvedieme nasledujice tematické celky s prehladom
chyb ziakov. V tematickom celku Racionalne cisla, operdcie s raciondlnyms
¢islami mozno konStatovaft tieto chyby:

Casté numerické chyby pri s¢itavani a odéitavani zlomkov. Ziaci pri s¢i-
tavani zlomkov scitavaju Citatela s Citatelmi a menovatela s menovatelmi,
¢o je nespravne.

Problém urcovania spolo¢ného menovatela pri sc¢itavani a odcitavani
zlomkov.

Casté chyby v znamienkach. Je dolezité ucit ziakov pred samotnym po-
¢itanim uréit znamienko vysledku (ak je pocet zdpornych ¢initelov neparne
¢islo, vysledok bude zdporny) a vyznadit si ju napisanim znamienka pred
budici vysledok.

Nespravny zapis tloh. Napr. Ziaci % z dlzky cesty nenapisu ako %:U, ak
 je neznama (cesta), ale iba ako 2.

Tematicky celok Vyraz a jeho tiprava je reprezentovany aj takymito
chybami:
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Tazkosti s chapanim premennej, neschopnost zapisat slovné vyjadrenia
ako vyrazy s premennou. Napr. ¢islo o 13 mensie ako ¢islo b.

Problém s urcenim jednoclena a viacClena pri vyrazoch typu: 6a;
ok — %; —8,3t : 3. Pre ziakov je vhodné zakrizkovat jednotlivé Cleny vyrazu
a potom ich podla poctu €lenov vyrazy pomenovat.

Casté chyby pri séitavani a odéitavani vyrazov. Napr.: 4z + 4 = 8z,
dqa—H=a

Numerické chyby vo vypoctoch.

Nerespektovanie znamienkovych pravidiel. Pri od¢itani vyrazov plati
znamienkové pravidlo, ze ak je pred zatvorkou znamienko minus, vSetky
znamienka v zatvorke sa menia na opacné. Ziaci zviésa zmenia prvé zna-
mienko, druhé uz nie.

Napr. (52 +3) — (4z 4+ 2) =52+ 3 — 4z + 2 = . + 5 — chybny vysledok.

Nerespektovanie pravidla, Ze nasobit, delitf vyraz ¢islom znamend vy-
nasobif, vydelit tymto ¢islom kazdy ¢len vyrazu. Ziaci vaéinou vyné-
sobia, vydelia len prvy c¢len vyrazu, na ostatné ¢leny zabudaji. Napr.
7(z +y) —3="Tx+y— 3 (chybne).

Neuvedomenie si, Ze tretinu z vyrazu pocitame ako sGcin tretiny a toho
vyrazu.

Problém alebo Casté zabidanie vynat najvicsieho spolocného delitela
pred zatvorku.

Tematicky celok Linedrne rovnice obsahuje o.i. aj takéto chyby Ziakov:

Nespravna Gprava rovnic, nespravne osamostatnenie neznimej. Ziaci
Casto riesia na zaklade chybnej Gpravy. Napr.

120 =3 /:3
z =4 (chybne).

Casté chyby v znamienkach, chybné odstraiiovanie zétvoriek, zlomkov.
Napr. 2244 _ 321 — 22 'V tejto tlohe maja Zaci problém urdit spo-
lo¢ného menovatela ¢isel 3, 5, 2, aby mohli odstranit zlomok. Taktiez si
neuvedomujii vyznam znamienka minus pred druhym zlomkom, resp. ze
nasobit vyraz ¢islom znamend vynéasobit tymto ¢islom kazdy ¢len vyrazu.

Numerické chyby vo vypoctoch, neoverenie vysledku skaskou sprav-
nosti.

Jednym z najvicsich problémov, ktory ziakom casto brani Gspesne vy-
rie§it slovni dlohu, je pochopenie textu.
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Tazkosti so zapisom slovnych tiloh pomocou premennej. Uloha typu:
»2Myslim si ¢islo. Jeho Stvornasobok zmensim o 8 a vysledok vydelim 3.
Dostanem 100. Ktoré &islo si myslim?“ Ziaci majt problém matematizovat
text slovnej tlohy. Je to jeden z krokov, kde Ziaci pri rieSeni slovnych tloh
zlyhavaju.

Chybaji odpovede v slovnych tlohach alebo neodpovedaji na dana
otazku. Problém zapisania zvysku pri niektorych slovnych tlohéch.

V uéive O percentdch sa pomerne Casto vyskytuja tieto chyby:

Nedostato¢né zruc¢nosti pri vzadjomnom vztahu zlomok — desatinné ¢islo
— percento.

Neuvedomenie si rozdielu medzi pojmami ,zlacnenim o“ a ,zlacnenim
na“, ,zdrazenim o a ,zdrazenim na“, o kolko percent® a ,na kolko per-
cent“.

Chybné zépisy s percentami pomocou trojélenky. Ziaci nie vzdy pod
seba piSu Ciselné tdaje a pod seba tdaje s percentami.

Neuvedomenie si, ze v percentovom pocte je len priama tmernost. Zia-
kov velmi Casto pletie priama a nepriama tmernost.

Nedodrziavanie textu slovnej Glohy. Napr.: ,Z 1800 vyrobenych ziaro-
viek bolo 5 % chybnych. Kolko vyrobenych Ziaroviek bolo bezchybnych.*
Casta chyba je, ze ziaci po¢itaji pocet chybnych namiesto poétu bezchyb-
nych Zziaroviek. Tato chybu mozno pripisat nepozornému ¢itaniu, je castd
najmé pri zdporne formulovanych otazkach. Uspesnost riesenia by bola
zrejme vyssia, ak by slovo bezchybnych bolo v texte podc¢iarknuté.

Napr.: ,,V kine bolo 560 Tudi. 35 % z nich malo okuliare. Z toho po¢tu
25 % boli zeny. Kolko muZov v kine malo okuliare?*

Uloha nie je naro¢nd, ale Ziaci sa v nej zamotaji a obvykle urcia zlé
¢islo ako vysledok.

Dolezité je ucit ich postupne zapisovat postup rieSenia a ku kazdému
Cislu napisat, ¢o znamena.

Ziaci si ¢asto myslia, ze ak A mé o 30 % viac ako B, tak B ma o 30 %
menej ako A.
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V 8. ro¢niku sa typické chyby vyskytuji zvlast v nasledovnych tema-
tickych celkoch. V tematickom celku Mocniny a odmocniny mozno badat
tieto chyby:

Nespravne osvojovanie si pravidiel pri umocneni a odmocneni ¢isel; taz-
kosti pri scitavani a od¢itavani, ndsobeni a deleni mocnin, chyby v znami-
enkach.

Napr. (%)2 = % — nespravne, ziaci si neuvedomuji vyznam zatvorky
a zabudaji umocnit aj menovatela.

Zabudanie na fakt, ze a® = 1, a # 0.

Chyby z nepozornosti. Napr. 32 —52 = 27—25 = 2. Naj¢astejSou chybou
je 33 — 5% = 9 — 25 = —16, teda ziaci namiesto tretej mocniny pocitajt
druht.

Inou chybou je 52 = 10, V25 -9 =5-3 = 2, 5> — 5% = 5372 = 5,
53 + 5% = 10°.

V tematickom celku Pytagorova veta sa stretavame s tymito chybami:

Nespravne oznacenie prepony a odvesien v trojuholniku, z ¢oho vyplyva
neadekvatne pouzitie Pytagorovej vety, resp. nespravne dosadenie a vyja-
drenie nezndmej zo vztahu.

Tazkosti s pouzitim Pytagorovej vety, ak strany v trojuholniku st ozna-
¢ené inac¢ ako obvyklym spdsobom a, b, c.

NedorieSenie tGlohy, ponechévanie vysledku v tvare ¢? = 49.

Neuvedomenie si, ze vyska rovnostranného trojuholnika rozdeluje tro-
juholnik na dva zhodné pravouhlé trojuholniky.

Uloha typu: ,Je izba dost vysoké na to, aby sa dala postavit k stene
skrina?“

260 cm

SKRINA ggl

254 cm

Na tato otazku ziaci zvycajne odpovedaju ,,ano“. Tvrdia, ze ak vyska
izby je 260 cm a skrina ma iba 254 cm, potom sa d4 skrina postavit. Nebera
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do tvahy Sirku skrine. Spravne rieSenie spociva vo vyuziti Pytagorovej
vety. Po dorieSeni zistime, Ze skrifia sa ned4 postavit, pretoze uhlopriecka
jej bocnej steny je vicsia ako vyska izby.

Neschopnost prist na sposob rieSenia tloh, ktoré vyzaduju viacero kro-
kov. Napr. zistit dlzku telesovej uhlopriecky kvéadra, ak st dané rozmery
podstavy a jeho vyska.

V tematickom celku Uprava celistvjch algebraickyjch vijrazov mozno
uviest tieto chyby:

Numerické chyby vo vypoctoch.

Chybné sc¢itavanie a od¢itavanie vyrazov. Neuvedomenie si, ze vyrazy
sCitavane, resp. od¢itame tak, ze s¢itame, resp. od¢itame koeficienty pri
¢lenoch s rovnakou premennou. TaktieZ, Ze sCitavat a odéitavat mdZeme
iba tie mocniny, ktoré maji rovnaky zaklad a rovnaky exponent. Napr.
62° — 22* = 4z (nesprévne).

Nerespektovanie znamienkovych pravidiel, ak je pred zatvorkou zna-
mienko minus, vSetky znamienka v zatvorke sa menia na opac¢né. Napr.
—(ab—17b) — (3ab—12)+2b= —ab—17b—3ab—12+2b = —4ab— 150 — 12
(nespravne).

Chybné néasobenie, resp. delenie vyrazov. Neuvedomenie si, ze mocniny
tej istej premennej nasobime resp. delime tak, ze zaklad opiSseme a ex-
ponenty s¢itame resp. od¢itame. Napr. z'2y5 : 23y® = 2%y? (nespravne).
Neuvedomenie si, ze mnohoclen nasobime jednoclenom tak, ze kazdy clen
mnohoc¢lena vynasobime jedno¢lenom. Napr. 3z - (x +y) — 5y - (v —y) =
322 + y — bzy — y (nespravne).

Tazkosti s vynimanim najvicsieho delitela zo vietkych ¢lenov vyrazu;
neuvedomenie si, ze ak sa kazdy c¢len daného mnohoclena vydeli ¢islom
(—1), zmenia sa vSetky znamienka mnohoclena, napr. (z? — ) : (—x) =
=—x+1l=1-=x

Nesprévne pouzitie vzorcov. Napr. (3v + 3u)2 = 10?4+ 9u? (nesprévne).
Pre pochopenie je dolezité odvodit si niektoré vzorce na umocnenie sactu,
rozdielu a na rozdiel mocnin. Pri odvodzovani mozno pouzit aj geometrick
interpretaciu.

Tematicky celok Riesente linedrnych rovnic a nerovnic prinasa so sebou
aj takéto chyby:

Nespravne odstranenie zatvoriek, ¢i zlomkov. Ak je pred zatvorkou zna-
mienko minus, vSetky znamienka v zatvorke sa menia na opa¢né. Ak rov-
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nicu nasobime ¢islom réznym od nuly, ndsobime tymto ¢islom kazdy c¢len
rovnice, na co ziaci zabudaju.
Nasobenie nerovnice zadpornym ¢islom bez zmeny znaku nerovnice.
Napr.
7x + 10 > 12z — 55,

—5r > —69,
x > 13. (nespravne, lebo Zziaci
zabudli zmenit znak nerovnosti.)

Numerické chyby vo vypoctoch, neoverenie vysledku skiiskou sprav-
nosti. Ziaci maji problém znizornit si ¢iselnti os a overit si spravnost
rieSenia dosadenim niekolkych hodnot do povodnej nerovnice.

Problém vyjadrit nezndmu zo vzorca. Ziaci maji fazkosti s operaciami
S premennou.

Tazkosti so zapisom slovnych tloh, resp. problém zostavit spravnu rov-
nicu. Problém ,matematizovat“ text slovnej Glohy. UZito¢né je situdciu si
znazornit.

Chybaja odpovede v slovnych tlohéch, casto aj je, ale neodpovedd na
otazku.

Znacné problémy ziakom sposobuja slovné tlohy o pohybe a o spolo¢ne;j
préci.

Napokon, typické chyby ziakov v 9. ro¢niku prezentujeme len na tema-
tickom celku Uprava algebrickijch vijrazov. Ide o tieto chyby:

Chyby pri s¢itavani a od¢itavani vyrazov. Ak je pred zatvorkou znami-
enko minus, v8etky znamienka v zatvorke sa zmenia na opacné.

Napr. z? + 22 — (=22 — y) = 2 + 2z + 2> — y (nesprdvne).

Chyby pri sa¢ine mocnin tej istej premennej. Napr. 5z2 - 72 = 3525
(nespravne).

Tazkosti s ipravou vyrazu na sucin; tazkosti s ndjdenim najmensieho
spolo¢ného nasobku vsetkych Clenov vyrazu.

Chyby z nepozornosti. Dochddza k zadmene druhej mocniny dvojclena
s druhou mocninou stcinu: (a - b)? = a? - b2, (a + b)? # a® + b°.

Chybaja podmienky, kedy mé lomeny vyraz s premennou v menovateli
zmysel.

Ziaci kratia lomeny vyraz zo saétu, resp. rozdielu skor, nez upravia
Citatela aj menovatela na sucin.
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2z —(z—1) leb 2o+ N
—1) @+ %

Napr.
Ziaci ¢asto pisu, ze 22 +1 = (z + 1) - (x — 1) (nespravne).
V dalom texte uvedieme znenie a vysledky testov realizovanych vo
vietkych ro¢nikoch 2. stupiia ZS v rdmci prieskumu.

(Pokracovdni)

Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feSeni loh 149 a 150, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lonského (17.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 149

Necht ABCD je ¢tyistén, jehoz hrany pifi vrcholu D jsou navzijem

vy

jeho stény ABC'. Dokazte, ze bod T lezi na piimce DS.
Erich Windischbacher (Graz)

Reseni:

Dopliime ¢tytstén ABCD na kviddr AEBDFGHC (viz obr.). Kulova
plocha jemu opsand md stied v pruseciku S télesovych thlopticek GD
a C'E, prochazi body A, B, C, D, proto je S stfedem kulové plochy opsané
ctytsténu ABCD. Oznacme I prisecik sténovych thlopticek AB a DE.
Body S a I pili ahlopficky, na nichz lezi. Dale si v§imnémé, ze body C, D,
I, E, G a S lez v jedné roviné, usecky GD a C1I jsou proto riznobézné,
oznacme T jejich prisecik.
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Usecky CTI a DS jsou téznicemi trojthelniku CDE, proto jeho t&zisté
T déli tsecku CI v poméru 2:1. Usecka CT je ale rovnéz téznice trojithel-
niku ABC, bod T je tedy jeho téZistém. Vidime, Zze body D, T (tézisté
stény ABC ¢tytsténu ABCD) a S (stfed kulové plochy opsané ¢tyfsténu

ABCD) lezi na jedné p¥imce DG, coz jsme chtéli dokazat.

Spravné feSeni zaslali Josef Kristan z Plzné, Simona Domesovd a Lucie
Mohelnikovd, obé z GMK v Bilovci, Jana Faltynkovd z CMG v Prostéjoveé,

David Klaska a Hana Sormovd, oba z G v Brné, t¥. Kpt. Jaroge, Jan Ma-
téjka z G v Ceskych Budgjovicich, Jirovcova, Van Nhan Nguyen a Martin
Viyska, oba z G v Praze 6, Nad Aleji, Josef Ondrej G v Roznové p. R.,

Josef Tkadlec a Tomds Zeman, oba z GJK v Praze 6.

Uloha 150

Necht Z a R znaci po fadé mnoZinu vSech celych a redlnych ¢isel. Na-
jdéte vSechny funkce f : Z — R takové, Ze pro vSechna celd Cisla x, y
=3f(«).

plati
fBx—y)f(y) =
Pavel Caldbek

Regeni:
Uvazujme dva pripady:
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a) Predpokladejme, ze existuje celé ¢islo yo takové, Ze f(yo) = 0. Dosa-
zenim yg za y ve daném vztahu dostavame

3f(z) = (3 —yo) f(yo) = f(3z —yo) - 0 =0,
tedy f(x) = 0 pro v8echna celd ¢isla x. Zkouskou snadno ovéiime, ze nulova
funkce fo(z) = 0 pro vSechna celd ¢isla z je feSenim dané funkciondlni
rovnice.
b) Funkce f je rtznd od nuly pro vSechna celd ¢isla z. Dosazenim z za
y do daného vztahu dostavame

f(22)f(x) = 3f(x)
pro vSechna celd ¢isla z. Vzhledem k tomu, ze f(z) # 0 plati f(2z) = 3,
tedy pro vSechna suda celd ¢isla s je f(s) = 3. Nyni necht z a y jsou v dané
rovnici libovolné lich4 ¢isla, potom 3z — y je sudé ¢islo a plati

3f(x) = fBx —y)f(y) = 3f(y).
Proto pro v8echna licha ¢isla « a y plati f(x) = f(y). V rovnici polozme
z = 0, potom pro vSechna lich4 ¢isla y plati

fO=y)f(y) =3f(0)=9.
Je-li ¢islo y liché, je také —y liché éislo, proto f(y) = f(—y) a plati
f(=y)f(y) =9. Tedy f(y) € {-3,3}. Zkouskou snadno ovéfime, ze funkce
fi(x) = 3 pro v8echna cela ¢isla = a funkce

3 xsudé
fa(@) = {—3 x liché
vyhovuji dané funkcionalni rovnici.

Existuji pravé tii funkce, které vyhovuji zadanému vztahu, jsou to
funkce fy, f1 a fo.

Spravné feSeni zaslali Josef Ktistan z Plzné, Jana Faltynkovd z CMG
v Prostéjove, Jaromir Kala, David Klaska a Jiri Marek, v§ichni z G v Brnég,
tf. Kpt. Jaroe, Jan Matéjka z G v Ceskych Bud&jovicich, Jirovcova, Radek
Marcina z GChD v Praze 5, Zborovské, Van Nhan Nguyen a Martin Vyska,
oba z G v Praze 6, Nad Aleji, Jitka Novotnd z GMK v Bilovci, Josef Ondrej
G v Roznové p. R., Alezander Sldvik z G v Brné-Reckovicich, Josef Tkadlec
a Tomds Zeman, oba z GJK v Praze 6 a Jan Varhara z GLJ v HoleSové,

Netplné fedeni zaslala Hana Sormovd oba z G v Brnég, t¥. Kpt. Jarose.
Pavel Calabek
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