MATEMATIKA

Rovnice s neznamou pod odmocninou

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Jestlize se studenty na stfedni Skole probirdme rovnice s nezndmou pod
odmocninou, mohou mit problémy s pochopenim nékterych jevi, které
jsou u téchto rovnic pro né nové. V podstaté jde o tyto okruhy problémi:

a) M4 se zjiStovat defini¢ni obor rovnice a k ¢emu se vyuzije?

b) Jak to, Ze nékdy pfibude jakysi ,falesny kofen“ rovnice?

c) Jak spréavné provadét zkousku?

Ucitel se studenty zpravidla projde a vysvétli razné pripady, propocita
uvodni piiklady a pak se prejde k vytvoreni vhodného algoritmu stan-
dardni metody (viz [4]). Idealni je, kdyZ studenti pouziti tohoto algoritmu
bezpecné zvladnou, a to s porozuménim, tj. dovedou rozpoznat, kdy je
vyhodnéjsi pouzit k vyfeseni rovnice nebo urcitého kroku algoritmu jiny
postup. Proto je zapotfebi, aby studenti, alespon ti v matematice po-
krocilejsi, poznali rizné vnéjsi souvislosti, které jim umozni nadhled nad
konkrétnimi problémy. O nékterych téchto souvislostech zde kratce pojed-
name.

1. Dusledkové upravy

Uvazujme rovnici (r) s definiénim oborem D(r). Ekvivalen¢ni Gpravy
rovnice (k ob&ma strandm rovnice pri¢itdme tentyz vyraz s defini¢nim
oborem D D D(r), obé strany rovnice ndsobime tymz nenulovym vyrazem
s defini¢nim oborem D D D(r)) transformuji postupné pivodni rovnici (r)
v rovnice (r1), (r2), ..., (r,) a provaddime je tak, abychom obor pravdivosti
(rp) jiz dovedli uréit. Rovnice (r,) byva ve 8kolnich tlohach zpravidla
kvadratickd nebo pfimo tvaru napt. x = 3. Pfitom plati

)& () e () e (),
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takze obor pravdivosti (mnoZzina vSech feSeni) rovnice (r) je tyz jako u vy-
sledné rovnice (ry,).

Dusledkové dpravy rovnice (obé strany rovnice ndsobime tymz vyrazem
s defini¢nim oborem D D D(r), rovnici umocnime) pii FeSeni rovnice riizné
stfiddme s Gpravami ekvivalen¢nimi a plati

(r) = (r1) = (r2) = -+ = (rp)-

KaZdy kofen rovnice (r) je tak kofenem i vysledné rovnice (r,,), ale ob-
racené to platit nemusi. Napf. rovnice x = 1 mé obor pravdivosti {1}, ale
rovnice 22 = 1, kterou dostaneme jejim umocnénim, mé obor pravdivosti
{1;1}, pfibyl sem ,falesny*“ kofen —1. Je tedy zfejmé, Ze pii feSeni rov-
nic s pouzitim dusledkovych Gprav se pripadnych téchto falesnych korenti
musime zbavit.

2. Defini¢ni obor rovnice a mnozina pripustnych hodnot

Rovnice s neznamou pod odmocninou se zpravidla probiraji po rovnicich
s neznamou ve jmenovateli. Oba typy rovnic maji spolecné to, ze pii jejich
feSeni provadime dusledkové Gpravy a mohou tak pristupovat ,faleSnd“
feSeni, ze tedy ne vSechna cisla, kterda pfi reSeni rovnice ,vypocteme®,
jsou feSenim dané rovnice. Proto vzdy jesté musime néjakym zplsobem
zjistovat, zda a kterd vypoctend ¢isla jsou pro danou rovnici (r) skuteéné
feSenim.

Mame na vybér dvé alternativy:

(I) Zjistit, které hodnoty neznamé jsou pripustné, tj. vyloudit nepii-
pustné hodnoty; pfitom pripustnymi hodnotami neznamé rozumime
ty hodnoty, za nichz jsou vSechny operace potifebné k feSeni rov-
nice ekvivalenéni (k obéma strandm pricist tentyz vyraz, obé strany
rovnice ndsobit tymz nenulovym vyrazem, umocnit rovnici, jejiz obé
strany jsou nezaporné), tj. fesit rovnici na mnoziné P v8ech piipust-
nych hodnot.

(IT) Provést zkousku, kterou potvrdime nebo vyloucime, ze dané zkouSené
¢islo je resenim.

U rovnic s nezndmou ve jmenovateli voli ucebnice i ucitelé zpravidla

prvni moZnost a po zapsani rovnice (spravné) poZaduji, aby studenti na

pocatku teSeni zapsali podminku ,¢emu se nesmi rovnat x“, napr. pro

rovnici
z+5 2_w+2+1
Tz —2 T -2
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je touto podminkou nerovnost x # 2. Mnozina P piipustnych hodnot je
zde P = (—00;2) U (2;4+00) a je vlastné definiénim oborem dané rovnice.
V mnoziné P jsou tedy vSechny operace provadéné pii obvyklém reseni této
rovnice ekvivalen¢ni, tj. vSechny rovnice, které dostavame postupem reseni
jsou navzajem ekvivalentni a maji tedy stejnd feSeni (kofeny). P¥ipadné
zkouska je jiz jen ovéfenim, Ze jsme se pri feSeni nespletli.

Nebylo by vsak viibec chybou, kdybychom na poc¢atku procesu reseni
nezapisovali ,,podminky“, ale na jeho konci provedli zkousku jako soucast
feseni, tj. dosazenim vypoctenych ¢isel x; do levé strany a pravé strany pi-
vodni rovnice se presvéd¢ili, zda L(x;) = P(x;). Pokud by ndm pfi zkousce
vySel nékde jmenovatel roven nule, prosté by to znamenalo, Ze dané zkou-
Sené ¢islo x; neni feSenim dané rovnice. Vyjimkou by byl jen ptfipad, kdy by
nam vyslo ,feSenim rovnice je kazdé cislo®, protoze zde by zkouska, zda
skutecné kazdé cislo je feSenim dané rovnice, prakticky znamenala zjis-
tovani mnoziny P pripustnych hodnot jako mnoziny vSech feSeni. Takze
stejné jako v prvnim pripadé by napf. rovnice

r
r+1 =x+1

(1)

vedla k zavéru, ze feSenim rovnice je kazdé ¢islo s vyjimkou ¢isla —1.

U rovnic s nezndmou pod odmocninou voli ucebnice a ucitelé zpravidla
standardné druhou moznost, tj. neurcuji mnozinu P pripustnych hodnot,
ale na konci feseni provadéji zkousku jako povinnou soucast feSeni.

Urcovani mnoziny P prinasi totiz nékdy drobné komplikace; diivodem je
zejména to, ze u téchto rovnic zpravidla nesta¢i za mnozinu vSech pfipust-
nych hodnot vzit defini¢ni obor rovnice. Od prvkt mnoziny P piipustnych
hodnot musime rovnéz pozadovat, aby kazdé umocnéni rovnice bylo ekvi-
valen¢ni Gpravou, tj. aby pred umocnénim byly obé strany rovnice neza-
porné. Jsou-li tedy na mnoziné P vSechny provadéné Gpravy ekvivalencni,
pak vSechny kofeny nalezené v mnoziné P jsou platné a zkouska uz neni
povinnou soucasti reseni.

I kdyz chceme rovnice s nezndmou pod odmocninou resit standardni
metodou, byva nékdy stanoveni mnoziny P pripustnych hodnot docela
uzite¢né. Napf. u rovnice

V5 =5z =+3zx—-11

z ufebnice [1] zapiSeme-li podminky (5 — 5z > 0) A (3z — 11 > 0), tj.

(x < 1) A(z > &), vidime, ze mnozinou P (je to zde piimo defini¢ni
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obor rovnice) je mnozina prazdné, P = §J. Takze bez jakéhokoli feSeni mi-
zeme ihned ucinit zavér rovnice nema reseni. Pfitom pii dodrZeni bézného
postupu feseni by studenti rovnici umocnili, vypocetli by, ze © = 2, a pro-
vadeli by zkousku, pfi niz by zjistili, ze L = /=5, P = v/—5, takze by jesté
navic mohli upadnout v pochybnost, jestli pfece jen neni L = P a ¢islo 2
kotenem ptivodni rovnice.

Podivejme se nyni na rovnici

Ver—2=8—-u. (2)

Defini¢énim oborem této rovnice je interval (2; +00). Pro stanoveni mnoziny
P vsak mame jesté jednu podminku, a to, aby i prava strana rovnice byla
nezdpornd, tj. 8 — z > 0. MnozZina P je tedy interval P = (2;8). Jestlize
nyni rovnici (2) umocnime, je to v mnoziné P ekvivalen¢n{ Gprava. Resime

r—2=(8 -z,
z —2=64— 16z + 22,
z? — 17z + 66 = 0.

ReSenim ziskané kvadratické rovnice dostaneme dva jeji kofeny: 6 a 11.
Zjistime, ze 6 € P, 11 ¢ P, takZe rovnice (2) mé jeden kofen 6.
VyteSme jeSté rovnici

V2r —1++vz—1=5. (3)

Defini¢ni obor rovnice dostaneme z podminek (22 —1>0) A (z —1 > 0),
tj. D(r) = (1;400). Obé strany rovnice jsou nezaporné, miZzeme umocnit:

20 —1+42y/2z-1)(z—-1)+2—-1=25
a po upravé mame
2v/(2z —1)(x — 1) = 27 — 3.

Podminka 27 —3x > 0, tj. < 9 spolu s defini¢nim oborem D(r) ndm déava
P = (1;9). Vidime tedy, ze mnozinu P nelze vzdy zjistit hned ne pocatku
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ze zadané rovnice, ale zde jsme ji dostali az po prvnim umocnéni. Rovnici
znovu umocnime:

4(22% — 3z + 1) = 729 — 162z + 92,
x? — 1502 4 725 = 0.

ReSenim této rovnice dostaneme dva kofeny 145 a 5. Pfitom 145 ¢ P,
5 € P, takze dand rovnice ma jediny kofen 5.

Pozndmka. Ale pozor: Kdybyste chtéli rovnici (3) umocnit ve tvaru
ve—1=5—-—+v2x -1,

pak byste touto metodou nemuseli dostat (a zde nedostali) spravny vysle-
dek, protoze neni zajisténa nezapornost pravé strany.

3. Pro¢ a jak pribyvaji postranni (falesné) kofeny

Jestlize feSime néjakou rovnici (r) s nezndmou pod odmocninou stan-
dardni metodou, dostaneme ve Skolnich prikladech po umocnéni nebo po
dvojim umocnéni zpravidla kvadratickou rovnici (r’) a ten jeji kofen, ktery
neni kofenem vychozi rovnice, je jakysi postranni kofen rovnice (r) resp.
(r’). V nékterych pripadech je vznik postrannich kofend ziejmy. Napf. pii
feSeni rovnice (2) jsme po umocnéni dostali rovnici

r—2= (8- (2"
Jestlize bychom vsak fesili rovnici
Ve —2=(z—-_8). (2%),

dostali bychom po umocnéni tyz vysledek (2). Rovnice (2), (2*) tvori tedy
takovou dvojici rovnic, Ze (vzhledem k umocnéni jako dusledkové Gprave)
kazdy kofen rovnice (2) i kazdy kofen rovnice (2*) je kofenem rovnice (2°).
A protoze rovnice (2) je pro nas hlavni (tu jsme chtéli fesit), nabizi se pro
rovnici (2%) oznaceni postranni rovnice. Jeji kofeny mohou byt postrannimi
kofeny rovnice (2). V naSem pfipadé existuje postranni kofen 11 a ten je
kofenem postranni rovnice (2*).

Postranni kofeny mohou a nemuseji existovat. Napf. pii feseni rovnice

V=g (4)
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dostavame po umocnéni
T =1z’ 4"
se dvéma koteny 0, 1, které jsou kofeny také vychozi rovnice (4), zatimco

postranni rovnice
Vi=—a (47)

ma pouze koten 0, takZe rovnice (4) nemd postranni kofeny.
Uvazujme nyni slozitéjsi pripad. Resme rovnici

V2r —5++vVr+1=+x+6. (5)
Po umocnéni méme postupné
20 -5+ 2y/(2z -5)(x+1)+x+1=x+6,
2z —5)(x+1)=5—=. (5")
Po opétném umocnéni mame

2¢° — 3z —5 =25 — 10z + 27,

z? +7x — 30 =0,
s kofeny 3 a —10. Zkouskou zjistime, Ze kofenem rovnice (5) je pouze ¢islo
3, takze Cislo —10 je postrannim kofenem; kofenem rovnice (5°) jsou jiz

obé cisla 3 i —10, tedy postranni kofen ,vznikl“ pii prvnim umocnéni,
tj. pfi pfechodu od rovnice (5) k rovnici (5’). Hledejme postranni rovnici.

Rovuice (5) je typu
VA+VB=VC,
kde A, B, C jsou nezdporné vyrazy, a jeji 2. mocnina je
A+2vAB+ B =C. (6)

Rovnice typu

VA-V-B=V_C,

kde A, B, C jsou nekladné vyrazy, ma druhou mocninu
—A—-2vVAB - B = —-C,
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ktera je (po vynasobeni ¢islem —1) formalné shodna s rovnici (6). Z tohoto
poznatku plyne, Ze rovnice

V=22 -5)~/~(z-1) = V/~(z +6) (5%)

je postranni rovnici pii FeSeni rovnice (5) a skuteéné se lze zkouskou pire-
svéd¢éit, Ze ¢islo 11 je jejim kofenem. Po umocnéni obé rovnice (5), (5%)
pfejdou v rovnici (5).

4, Zkouska pri FeSeni rovnice s neznamou pod odmocninou
Zkouska pfi standardnim feSeni rovnic s nezndmou pod odmocninou
muze nékdy privodit nec¢ekané problémy. Ukazme si to na feSeni rovnice

Ve+3++vV2xr—-1=4. (7)

Po umocnéni mame

z+3+2y/(x+3)(2xr—-1)+22z—1=16,

2v/22% + 52 — 3 =14 — 3z (7")

Po druhém umocnéni mame
4(22% + 5z — 3) = 196 — 84z + 927,

z? — 104z + 208 = 0.

Kofeny této rovnice jsou z; = 52 + 8v/39, zy = 52 — 8/39.

Zkouska pro kofen x; je jednoduché. Lehce zjistime, ze x; + 3 > 100,
2z — 1> 100, takze L(z1) > 10 + 10, zatimco P =4, tedy L(z1) # P; o1
tedy neni kofenem rovnice (7).

Zkouska pro koren x, zada zjistit, jak je to s hodnotou

L(z,) = \/55 —-8v39 + \/103 — 16+/39. (8)

Na kalkulacce vypocteme

55 — 8v/39 = 2,244 998, 103 — 16v/39 = 1,755 002,
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takze
L(z2) = 2,244 998 + 1,755 002 = 4,000 000.

Muzeme byt spokojeni? Ne, 4,000 000 je ¢islo zaokrouhlené, které je snad
rovno Ctyfem, ale mozné, ze ne. Vezméme si na pomoc presnéjsi kalkulacku.
Dostaneme

55 — 8v/39 = 2,244 997 998 39841,

/103 — 16v/39 = 1,755 002 001 601 65,

odkud L(z2) = 4,000 000 000 000 06. I kdyz si mizeme byt prakticky jisti,
ze vysledek je 4, matematicky dikaz to neni. Je tedy tfeba najit jinou
metodu.

V ucebnici [2] je v historické pozndmce uveden vzorec, ktery arabsti
matematikové znali jiz pred 1000 lety (viz téz [3]); pro a® > b plati

m:\/aﬂgmi\/a—ém‘ o)

Ukazeme si, ze tento vzorec umoznuje fadné provedeni zkousky feseni nasi
rovnice (7).

Ve vyrazu /55 — 8v/39 je a = 55, b = 64-39 = 2496, tedy a® = 3025 >
> 2496, a® — b = 529, Va2 — b = 23, takze podle (9) je

55+ 23 55 —23
\/55_s¢3—:¢ . _¢ 2 30— VTG = VB4,

Ve vyrazu V103 —16v/39 je a = 103, b = 256 - 39 = 9984, tedy
a? = 10609 > 9984, a? — b = 625, Va2 — b = 25, takze podle (9) je

1 2 103 —2
\/103—16\/3_:\/03; 5—\/032 5:\/6_4—\/3_:8—@.

Z t&chto vysledkl a z (8) dostavame

L(z2) = V39 —4+8-V39=4=P.
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Pripomenme znovu, ze zkousku lze nahradit zjisténim, ze x5 je prvkem
munoziny P pfipustnych hodnot: Ze zadani (7) uré¢ime defini¢ni obor pod-
minkou x > %, kterou pak doplnime jesté podminkou 14 — 3x > 0 z rov-
nice (7’), takZze mnoZina pfipustnych hodnot P = (%, %) Plati 25 =
= 52 — 839 = 2,04. Zaokrouhleni neovliviiuje skute¢nost, ze zo € P,
takZe x5 je kofenem rovnice (7).

Na zavér si jesté uvedme rovnici

2\/x? — b5z + 6,25 = 5 — 2.
Defini¢nim oborem dané rovnice je R. Standardni feSenim dostaneme

4(x? — 5z + 6,25) = 25 — 20z + 42,
0z + 0z + 0 = 0.

ReSenim této rovnice je kazdé ¢islo, takze pro zjisténi feseni dané rovnice
je treba zjistit mnozinu P pripustnych hodnot. Podminka pro nezapornost
pravé strany je 5 — 2z > 0, takze P = (—oc; %) Mnozinou vsech feseni
dané rovnice je tedy mnozina P.

Vidime, ze pfi vyluCovani postrannich kofenti se mohou uplatnit obé
alternativy (I), (II).
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Matematika v skole a trocha
konstruktivizmu

DUSAN JEDINAK
Trnavské univerzita v Trnave, SLOVENSKO

Uvod

Vyucovaci predmet matematika uz v zdkladnej skole a potom vo vicsej
miere v strednej Skole nevyhnutne vyzaduje ucenie sa s porozumenim, aby
si §tudujuci vytvarali svoje vlastné chapanie matematickych javov a stvis-
losti. Ak je ucenie sa proces konStruovania poznatkovych Struktar, tak
vyucovanie Skolskej matematiky vyzaduje pravidelné vytvaranie takych
situécii, v ktorych student uskutocnuje svoj vlastny intelektualny vykon
(porozumenie je vzdy subjektivne konstruované). Volne povedané: uciaci
sa Clovek ma v primeranej miere hlbSie porozumiet zakladnym abstrakt-
nym matematickym pojmom a sivislostiam medzi nimi. Pretoze matema-
tika je myslienkova Struktira popisand systémom axiém, definicii a viet aj
so svojimi dokazmi, tak pri vyucovani a uceni sa Skolskej matematiky je
zv143t dolezité a nevyhnutné postupné ziskanie vhladu do celej problema-
tiky (motivécie, separované modely, univerzalne modely, abstraktné vedo-
mosti a ich $trukturalizdcia). Bez hlbgieho vnatorného zaujmu a vyrazne
kladného volového postoja, osobitych myslienkovych foriem a pomerne
Specifickych postupov usudzovania i argumentdacie, abstraktnej predsta-
vivosti a systematickej pojmovej vystavby nemozno uspiet ani v budovani
elementarnych zakladov matematickej kulttry.

Pit dloh

Po viacroénych skiisenostiach z didaktickej pripravy buddacich ucitelov
matematiky pre ZS odportéam vietkym ucitefom matematiky, aby so svo-
jimi ziakmi a Studentmi vysktsSali hore spominany pristup aj na dolu uve-
denych skolskych matematickych tlohach z oblasti uplatnenia zdkladnych
vedomosti z elementarnej teodrie Cisiel, ktoré uvadzam aj s jednoduchymi
naznakmi ich rieSenia. Iné pristupy a dalSie moZné rieSenia prenechdavam
vam a vasim ziakom.
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To vedel uz Euklides

Uz od cias antickych Grékov sa za dokonalé ¢isla povazuju tie prirod-
zené Cisla, ktorych stcet vSetkych ich delitelov sa rovna dvojnasobku da-
ného ¢isla. To sa da definovat aj takto: Prirodzené ¢islo n je dokonalé,
prave vtedy ak sa rovnd saétu v8etkych svojich vlastnych (t.j. mensich
ako n) delitefov. Napriklad: Cislo 6 (= 1 + 2 + 3) je dokonalé &islo; aj
28 (=1+4+2+4+ 74 14) a 496 (preverte si to) st dokonalé ¢isla. Euklides
(asi 365 — 290 pred n. 1.) ) v IX. knihe svojich Zakladoch v ¢asti XXXVI
dokézal tvrdenie: Ak si postupne od jednotky dané ¢isla v pomere 1 : 2,
aZ sa ich sucet stane prvocislom a ak sa tento siucet vyndsobi poslednym
z tychto cisel, tak takto vzniknuté c¢islo bude dokonalé. Naznacme si to na
priklade:

(14+24448+16)-16 =496 (= 1+ 2+ 4+ 8+ 16 + 31 + 62 + 124 + 248)

~ v

31 jé prvotislo

je dokonalé.

Teraz dokdzeme nasledujticu vetu:

Veta
Ak st p aj (2P — 1) prvocisla, tak 2771 . (2P — 1) je dokonalé ¢islo.
Dokaz. Nech p je prvocislo. Ak je (2P — 1) tiez prvoéislo, tak delitelia ¢isla
2p—L.(2P—1) st ¢isla 1,2,4,8,...,2P7L, (2P71), 2.(2P~1), 4.(2P—1), 8-(2P~1),
.., 2P 2L (2r L,
Ak urcime sacet tychto vSetkych delitelov dostaneme

(L1+244+8+ ... 27+ (1+2+4+8+ ... +27 %) (2" 1) =

~~ ~~

(2 1) (2t -1)

= (2P = 1)+ (20 L= 1)-(27—1) = [14+(27 1= 1)]-(2—1) = 27127 1),
teda je splnend definicia dokonalého c¢isla.

Euklides poznal tieto $tyri dokonalé ¢isla: 6, 28, 496, 8128. Dalsie doko-
nalé ¢islo (33 350 336) objavil asi J. Miiller-Regiomontanus (1436 — 1476).
Leonhard Euler (1707 — 1783) urcil dalsie tri dokonalé éisla a dokézal, Ze
kazdé parne dokonalé ¢islo md tvar ako uviedol Euklides 2P~1 - (2P — 1),
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kde p aj (2P — 1) st prvocisla. Ani dodnes nevieme, ¢i existuje neparne
dokonalé ¢islo, ani ¢i je dokonalych ¢isel kone¢ny alebo nekonec¢ny pocet.

Dvadsat cifier

Uloha 1

.....

.....

prave 20 cifier a ziadne tri z nich nie st rovnaké. Ak nie st ziadne tri cifry
Cisla p™ rovnaké, tak cislo pn obsahuje kazdu z cifier 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
prave dvakrat. To znamend, Ze ciferny sacet ¢isla p™ je 2(0+ 1+ 2 + 3+
+4+454+6+7+8+9)=090. Z toho vyplyva, Ze p" je delitelné 3. Ale to je
spor, pretoze ¢islo p je prvocislo vicsie ako 3 a teda nie je delitelné tromi.
Teda ani p™ nie je delitelné tromi. Preto, ak p” ma prave 20 cifier (p je

.....

musia byt rovnaké.

Predstava o deliteInosti

Uloha 2
Kolko je Sestcifernych prirodzenych ¢isiel, ktoré nie st delitelné ani jed-
nym z Cisiel 42, 637

Riesenie. Pre ¢isla od 0 do 999999 plati: pocet Cisiel delitelnych
42 (999999 : 42 = 23809,5) je 23809; poclet Cisiel delitelnych
63 (999999 : 63 = 15873) je 15873; pocet Cisiel delitelnych oboma ¢is-
lami 42 i 63 (t.j. ich najmensim spoloénym nasobkom 126) je (999999 :
: 126 = 7936,5) 7936.

Pre ¢isla od 0 do 99 999 (teda najviac pétciferné) plati

pocet ¢isiel delitelnych 42 (99999 : 42 = 2380,92...) je 2380,

pocet ¢isiel delitelnych 63 (99999 : 63 = 1587,28...) je 1587,

pocet Cisiel delitelnych oboma ¢islami 42 1 63 (99999 : 126 = 793,64 . ..)
je 793.

Pre ¢isla od 100000 aZ po 999999 (teda Sestcifernych), ktorych je 900 000,
plati

pocet cisiel delitelnych 42 je 23809 — 2803 = 21429,

pocet Cisiel delitelnych 63 je 15873 — 1587 = 14 286;
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pocet Cisiel delitelnych 42 i 63 je 7936 — 793 = 7143 (tie st vlastne
pocitané dvakrat, aj
medzi delitelné 42 aj medzi delitelné 63; pozri obr. 1.

900 060

21429

71428

Obr. 1

7 uvedenej predstavy vyplyva, Ze pocet tych prirodzenych Sestcifernych
Cisel, ktoré nie su delitelné ani jednym z Cisiel 42, 63, je

900000 — 21429 — 14286 + 7143 = 871 428.

Uvazovat a zapisovat

Uloha 3
N4jdite trojciferné prirodzené ¢islo, ktoré po vydeleni tromi za sebou
idacimi jednocifernymi ¢islami dava sacet zvyskov 21.

Riesenie. Nech hladané cislo je m, tri za sebou iduce cisla p, p + 1,
p + 2. Podla zadania tlohy mé platit: m = k-p+ 21, kde z; < p; m =
= r-(p+1)+22, kde 23 < p+1; m = s-(p+2)+23, kde z3 < p+2; stiasne 21+
+29+23 = 21 a teda (s¢itanim predchadzajtcich nerovnic) 21 < 3-p+3, t.j.
7T<p+1latymb < p, tedap € {7,8,9}. Ale (p+ 2) musi byt jednociferné
prirodzené ¢islo, tak p = 7. To znamend, ze p+1 =8 ap+2 = 9. Vztahu
z1+22+23 = 21 pri splneni pozadovanych podmienok vyhovuje iba 6+7+8.
Pre hladané ¢islo m teda plati

(m=k-T+6)A(m=r-84+7)A(m=s5-9+28),
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a teda aj
m+1=k-T+T)A(m+1=r-84+8)A(m+1=5-9+9),

£..
m+1=k -Y)A(m+1=r"-8)A(m+1=5"-9).

To ale znamena, ze m + 1 je spolo¢ny nasobok ¢isel 7,8,9. My ale hladame
takové trojciferné ¢islo. Sktsime najmensi spoloény nasobok a (7,8,9) =
= 504. Teda m = 504 — 1 = 503. Najblizsi dalsi prislu$ny nasobok uz nie
je trojciferny.

HFadané trojciferné ¢islo s pozadovanymi vlastnostami je len ¢islo 503.

Nikdy sa to nestane (neexistencia)

Uloha 4
Dokazte, Ze neexistuje prirodzené ¢islo n, pre ktoré by n? +n + 1 bolo
druhou mocninou niektorého prirodzeného ¢isla.

Riesenie. Nech také n, p prirodzené existuju. Potom by muselo platit
n?+n+1=p? asacasne aj p > n, teda n + 1 = p?> — n2. To znameni, Ze

n+l=(p-—n) (p+n).

Teraz moZeme uvazovat napriklad takto:

a)akp=1,takn+1=(1-n)(1+n),tedal—n=1,tj. a=0,to
ale nevyhovuje (0 nie je prirodzené &islo).

b) akp>1,takn+p>n+1,apreto (p —n)(p+n) >n+1 (vieme,
Ze p n), teda neplati n + 1 = (p — n)(p + n).

7 toho je vidiet, Ze zvoleny predpoklad existencie prirodzenych c¢isiel
s pozadovanou vlastnostou vedie vzdy k sporu. Neexistuja také p, n pri-
rodzené tak, aby platilo

n?+n+1=7p.

Zaver

Znamy didaktik a vysokoskolsky profesor Gyirgy Polya (1887 — 1985)
hovorieval: Ucenie zacina cinnostou a jednanim, postupuje k slovam
a predstavam a malo by koncit Ziadanymi algoritmami rozumového uva-
Zovania. Ucitelom matematiky navrhol: Ucte Ziakov rozmystat. Studentom
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naznacil a mnohych aj presved¢il: Kra-
sa matematiky je v tom, nachddzal
pravdu bez tazkosti. Naozaj rad a velmi
Casto citujem jeho pedagogicky odkaz:
Matematika je veda, ktord ddava naglep-
siu prilezitost pozorovat proces mysle-
nia a ma tu prednost, Ze pri jej pes-
tovani nadobidame cvik v metéde ro-
zumového uvaZovania, ktora moze byt
potom pouzivand na stiudium ktorého-
kolvek predmetu. Vyrazne som si med-
zi ucitelské zakony zapisal: Vyucova-
nie nie je veda; to je umenie. Ak by
vyucovanie bola veda, tak bude obsaho-
vat najlepsi sposob vyucovania a kazdy
clovek by sa musel ucit’ tym sposobom.
Vyucovanie nie je veda, je tam vela mozZnosti pre osobné rozdiely ...
Mozno aj takto dospejeme k tomu, aby sa vo vyuCovani matematiky na
nasich skolach uplatiovala aspon trocha didaktického kongtruktivizmu.

Gyirgy Polya

Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 147 a 148, jejichz zadéani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lofiského (17.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 147
Reste kvadratickou rovnici

> — (2p+3q)z+pg° =0

s neznamou z a s celoéiselnymi parametry p (p # 0) a g, jejiz kofeny jsou
tvaru § a ¢, kde c¢ je celé cislo. Zjistéte vSechny mozné ciselné hodnoty
kofent.

Stanislav Travnicek
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Reseni:
Podle vztaht mezi kofeny a Kkoeficinety kvadratické rovnice plati

C . C
2p+3¢=—+c a pi°=-—c,
P p
coz po upraveé dava
cp+1)=p2p+3¢) a & =(p° (1)

Pokud ¢ = pq, potom dosazenim do prvni rovnice (1) dostavame po
upravé
r-2)(¢-2) =4
Vsechny rozklady ¢isla 4 na soucin dvou celych ¢isel probereme v tabulce
(podle podminek tlohy p — 2 # —2):

p—2| -4 -1 1 2 4
g—2| -1 -4 4 2 1
pl —2 1 3 4 6
q 1 -2 6 4 3
c=pq| -2 -2 18 16 18
ﬁ =q 1 -2 6 4 3
Obdobné, pokud ¢ = —pq, potom dosazenim do prvni rovnice (1) do-

stdvame po Upravé
(p+4)(¢+2) =8

Vsechny rozklady ¢isla 8 na soucin dvou celych ¢isel probereme v tabulce
(podle podminek tlohy p + 4 # 4):

p+4| -8 -4 2 -1 1 2 8
g+2| -1 -2 -4 -8 8§ 4 1
p| -12 -8 -6 -5 -3 -2 4
1
1
1

q| -3 -4 -6 -10 6 2 -
c=—pg| —36 -32 -36 -50 18 4
£=—q 3 4 6 10 -6 -2

Dané kvadratickd rovnice mé pro hodnoty parametri p, ¢ ze tietiho
a ¢tvrtého radku predchozich tabulek kofeny, které jsou zapsdny na odpo-
vidajicim patém a Sestém Fadku (celkem 12 moZnosti).
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Spravné teseni zaslali Anton Hndth z Moravan a Viadimir Pavel z Blo-
vic.

Uloha 148

Ozna¢me K, L, M a N stfedy stran AB, BC, CD a DA konvexniho
¢tytfiahelniku ABCD. Dokaite, ze z Usecek KL, KM a KN lze sestrojit
trojihelnik a vyjadiete jeho obsah pomoci obsahu ¢tyithelniku ABCD.

Jaroslav Svrcek
Reseni:

Stfedni pricky KL a M N trojuhelniki ABC a ACD jsou rovnobézné
se (spole¢nou) stranou AC, proto jsou rovnobézné i navzijem. Podobné
ukdzeme, ze KN || LM. Tedy KLMN je rovnobéznik (tzv. Varignoniv
rovnobé&znik). Z obréazku je patrné, Ze trojuhelnik K M N mé strany délek
|[MN| = |KL|, |KM| a |KN|, coz dokazuje, ze z tsetek KL, KM a KN
1ze sestrojit trojahelnik.

B

Obsahy trojuhelnikit AKN, BKL, CLM, DM N jsou rovny jedné ¢tvr-
tiné obsaht trojuhelnika ADB, BAC,CBD, DAC. Proto je soucet obsahti
trojuhelnikt AKN, BKL, CLM, DM N roven poloviné obsahu ¢tyithel-
niku ABCD, tedy i obsah rovnobézniku K LM N je roven poloviné obsahu
¢tyfihelniku ABC'D. Obsah trojihelniku KM N je roven poloviné obsahu
rovnobézniku K LM N, tedy jedné ¢tvrtiné obsahu ¢tyithelniku ABCD.

Spravné teseni zaslali Anton Hndth z Moravan a Viadimir Pavel z Blo-
vic.

Pavel Calabek
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