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Rovnice s nezn�mou pod odmocninou

STANISLAV TR�VN��EK
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Jestli�e se studenty na st�edn� �kole prob�r�me rovnice s nezn�mou pod
odmocninou� mohou m�t probl�my s pochopen�m n�kter�ch jev	� kter�
jsou u t�chto rovnic pro n� nov�
 V podstat� jde o tyto okruhy probl�m	�

a� M� se zji�
ovat de�ni�n� obor rovnice a k �emu se vyu�ije�
b� Jak to� �e n�kdy p�ibude jak�si �fale�n� ko�en� rovnice�
c� Jak spr�vn� prov�d�t zkou�ku�

U�itel se studenty zpravidla projde a vysv�tl� r	zn� p��pady� propo��t�
�vodn� p��klady a pak se p�ejde k vytvo�en� vhodn�ho algoritmu stan�
dardn� metody �viz ����
 Ide�ln� je� kdy� studenti pou�it� tohoto algoritmu
bezpe�n� zvl�dnou� a to s porozum�n�m� tj
 dovedou rozpoznat� kdy je
v�hodn�j�� pou��t k vy�e�en� rovnice nebo ur�it�ho kroku algoritmu jin�
postup
 Proto je zapot�eb�� aby studenti� alespo� ti v matematice po�
kro�ilej��� poznali r	zn� vn�j�� souvislosti� kter� jim umo�n� nadhled nad
konkr�tn�mi probl�my
 O n�kter�ch t�chto souvislostech zde kr�tce pojed�
n�me


�� D�sledkov� �pravy
Uva�ujme rovnici �r� s de�ni�n�m oborem D�r�
 Ekvivalen�n� �pravy

rovnice �k ob�ma stran�m rovnice p�i��t�me tent�� v�raz s de�ni�n�m
oborem D � D�r�� ob� strany rovnice n�sob�me t�m� nenulov�m v�razem
s de�ni�n�m oborem D � D�r�� transformuj� postupn� p	vodn� rovnici �r�
v rovnice �r��� �r��� � � � � �rn� a prov�d�me je tak� abychom obor pravdivosti
�rn� ji� dovedli ur�it
 Rovnice �rn� b�v� ve �koln�ch �loh�ch zpravidla
kvadratick� nebo p��mo tvaru nap�
 x � �
 P�itom plat�

�r�� �r��� �r��� � � � � �rn��
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tak�e obor pravdivosti �mno�ina v�ech �e�en�� rovnice �r� je t�� jako u v��
sledn� rovnice �rn�


D�sledkov� �pravy rovnice �ob� strany rovnice n�sob�me t�m� v�razem
s de�ni�n�m oborem D � D�r�� rovnici umocn�me� p�i �e�en� rovnice r	zn�
st��d�me s �pravami ekvivalen�n�mi a plat�

�r�� �r��� �r��� � � � � �rn��

Ka�d� ko�en rovnice �r� je tak ko�enem i v�sledn� rovnice �rn�� ale ob�
r�cen� to platit nemus�
 Nap�
 rovnice x � � m� obor pravdivosti f�g� ale
rovnice x� � �� kterou dostaneme jej�m umocn�n�m� m� obor pravdivosti
f�� �g� p�ibyl sem �fale�n�� ko�en ��
 Je tedy z�ejm�� �e p�i �e�en� rov�
nic s pou�it�m d	sledkov�ch �prav se p��padn�ch t�chto fale�n�ch ko�en	
mus�me zbavit


�� De�ni�n� obor rovnice a mno	ina p
�pustn�ch hodnot
Rovnice s nezn�mou pod odmocninou se zpravidla prob�raj� po rovnic�ch

s nezn�mou ve jmenovateli
 Oba typy rovnic maj� spole�n� to� �e p�i jejich
�e�en� prov�d�me d	sledkov� �pravy a mohou tak p�istupovat �fale�n��
�e�en�� �e tedy ne v�echna ��sla� kter� p�i �e�en� rovnice �vypo�teme��
jsou �e�en�m dan� rovnice
 Proto v�dy je�t� mus�me n�jak�m zp	sobem
zji�
ovat� zda a kter� vypo�ten� ��sla jsou pro danou rovnici �r� skute�n�
�e�en�m

M�me na v�b�r dv� alternativy�

�I� Zjistit� kter� hodnoty nezn�m� jsou p��pustn�� tj
 vylou�it nep���
pustn� hodnoty� p�itom p��pustn�mi hodnotami nezn�m� rozum�me
ty hodnoty� za nich� jsou v�echny operace pot�ebn� k �e�en� rov�
nice ekvivalen�n� �k ob�ma stran�m p�i��st tent�� v�raz� ob� strany
rovnice n�sobit t�m� nenulov�m v�razem� umocnit rovnici� jej�� ob�
strany jsou nez�porn��� tj
 �e�it rovnici na mno�in� P v�ech p��pust�
n�ch hodnot


�II� Prov�st zkou�ku� kterou potvrd�me nebo vylou��me� �e dan� zkou�en�
��slo je �e�en�m


U rovnic s nezn�mou ve jmenovateli vol� u�ebnice i u�itel� zpravidla
prvn� mo�nost a po zaps�n� rovnice �spr�vn�� po�aduj�� aby studenti na
po��tku �e�en� zapsali podm�nku ��emu se nesm� rovnat x�� nap�
 pro
rovnici

x �
x� ! � ! �

x !
x� !  �
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je touto podm�nkou nerovnost x �� !
 Mno�ina P p��pustn�ch hodnot je
zde P � ���� !� � �!� �� a je vlastn� de�ni�n�m oborem dan� rovnice

V mno�in� P jsou tedy v�echny operace prov�d�n� p�i obvykl�m �e�en� t�to
rovnice ekvivalen�n�� tj
 v�echny rovnice� kter� dost�v�me postupem �e�en�
jsou navz�jem ekvivalentn� a maj� tedy stejn� �e�en� �ko�eny�
 P��padn�
zkou�ka je ji� jen ov��en�m� �e jsme se p�i �e�en� nespletli

Nebylo by v�ak v	bec chybou� kdybychom na po��tku procesu �e�en�

nezapisovali �podm�nky�� ale na jeho konci provedli zkou�ku jako sou��st
�e�en�� tj
 dosazen�m vypo�ten�ch ��sel xi do lev� strany a prav� strany p	�
vodn� rovnice se p�esv�d�ili� zda L�xi� � P�xi�
 Pokud by n�m p�i zkou�ce
vy�el n�kde jmenovatel roven nule� prost� by to znamenalo� �e dan� zkou�
�en� ��slo xi nen� �e�en�m dan� rovnice
 V�jimkou by byl jen p��pad� kdy by
n�m vy�lo ��e�en�m rovnice je ka�d� ��slo�� proto�e zde by zkou�ka� zda
skute�n� ka�d� ��slo je �e�en�m dan� rovnice� prakticky znamenala zji��

ov�n� mno�iny P p��pustn�ch hodnot jako mno�iny v�ech �e�en�
 Tak�e
stejn� jako v prvn�m p��pad� by nap�
 rovnice

x

x �
�

x

x �
���

vedla k z�v�ru� �e �e�en�m rovnice je ka�d� ��slo s v�jimkou ��sla ��

U rovnic s nezn�mou pod odmocninou vol� u�ebnice a u�itel� zpravidla

standardn� druhou mo�nost� tj
 neur�uj� mno�inu P p��pustn�ch hodnot�
ale na konci �e�en� prov�d�j� zkou�ku jako povinnou sou��st �e�en�

Ur�ov�ni mno�iny P p�in��� toti� n�kdy drobn� komplikace� d	vodem je

zejm�na to� �e u t�chto rovnic zpravidla nesta�� za mno�inu v�ech p��pust�
n�ch hodnot vz�t de�ni�n� obor rovnice
 Od prvk	 mno�iny P p��pustn�ch
hodnot mus�me rovn�� po�adovat� aby ka�d� umocn�n� rovnice bylo ekvi�
valen�n� �pravou� tj
 aby p�ed umocn�n�m byly ob� strany rovnice nez��
porn�
 Jsou�li tedy na mno�in� P v�echny prov�d�n� �pravy ekvivalen�n��
pak v�echny ko�eny nalezen� v mno�in� P jsou platn� a zkou�ka u� nen�
povinnou sou��st� �e�en�

I kdy� chceme rovnice s nezn�mou pod odmocninou �e�it standardn�

metodou� b�v� n�kdy stanoven� mno�iny P p��pustn�ch hodnot docela
u�ite�n�
 Nap�
 u rovnice

p
�� �x � p

�x� ��
z u�ebnice ��� zap��eme�li podm�nky �� � �x � "� 	 ��x � �� � "�� tj

�x 
 �� 	 �x � ��

�
�� vid�me� �e mno�inou P �je to zde p��mo de�ni�n�
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obor rovnice� je mno�ina pr�zdn�� P � �"
 Tak�e bez jak�hokoli �e�en� m	�
�eme ihned u�init z�v�r rovnice nem� �e�en�
 P�itom p�i dodr�en� b��n�ho
postupu �e�en� by studenti rovnici umocnili� vypo�etli by� �e x � !� a pro�
v�d�li by zkou�ku� p�i n�� by zjistili� �e L �

p��� P � p��� tak�e by je�t�
nav�c mohli upadnout v pochybnost� jestli p�ece jen nen� L � P a ��slo !
ko�enem p	vodn� rovnice

Pod�vejme se nyn� na rovnici

p
x� ! � $� x� �!�

De�ni�n�m oborem t�to rovnice je interval h!� ��
 Pro stanoven� mno�iny
P v�ak m�me je�t� jednu podm�nku� a to� aby i prav� strana rovnice byla
nez�porn�� tj
 $ � x � "
 Mno�ina P je tedy interval P � h!� $i
 Jestli�e
nyn� rovnici �!� umocn�me� je to v mno�in� P ekvivalen�n� �prava
 %e��me

x� ! � �$� x���

x� ! � ��� ��x x��

x� � �#x �� � "�

%e�en�m z�skan� kvadratick� rovnice dostaneme dva jej� ko�eny� � a ��

Zjist�me� �e � � P � �� �� P � tak�e rovnice �!� m� jeden ko�en �

Vy�e�me je�t� rovnici

p
!x� �  px� � � �� ���

De�ni�n� obor rovnice dostaneme z podm�nek �!x� � � "� 	 �x� � � "��
tj
 D�r� � h�� ��
 Ob� strany rovnice jsou nez�porn�� m	�eme umocnit�

!x� �  !
p
�!x� ���x� ��  x� � � !�

a po �prav� m�me

!
p
�!x� ���x� �� � !#� �x�

Podm�nka !#��x � "� tj
 x 
 & spolu s de�ni�n�m oborem D�r� n�m d�v�
P � h�� &i
 Vid�me tedy� �e mno�inu P nelze v�dy zjistit hned ne po��tku
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ze zadan� rovnice� ale zde jsme ji dostali a� po prvn�m umocn�n�
 Rovnici
znovu umocn�me�

��!x� � �x �� � #!&� ��!x &x��
x� � ��"x #!� � "�

%e�en�m t�to rovnice dostaneme dva ko�eny ��� a �
 P�itom ��� �� P �
� � P � tak�e dan� rovnice m� jedin� ko�en �


Pozn�mka� Ale pozor� Kdybyste cht�li rovnici ��� umocnit ve tvaru

p
x� � � ��p

!x� ��

pak byste touto metodou nemuseli dostat �a zde nedostali� spr�vn� v�sle�
dek� proto�e nen� zaji�t�na nez�pornost prav� strany


�� Pro� a jak p
ib�vaj� postrann� 
fale�n�� ko
eny
Jestli�e �e��me n�jakou rovnici �r� s nezn�mou pod odmocninou stan�

dardn� metodou� dostaneme ve �koln�ch p��kladech po umocn�n� nebo po
dvoj�m umocn�n� zpravidla kvadratickou rovnici �r'� a ten jej� ko�en� kter�
nen� ko�enem v�choz� rovnice� je jak�si postrann� ko�en rovnice �r� resp

�r'�
 V n�kter�ch p��padech je vznik postrann�ch ko�en	 z�ejm�
 Nap�
 p�i
�e�en� rovnice �!� jsme po umocn�n� dostali rovnici

x� ! � �$� x��� �!��

Jestli�e bychom v�ak �e�ili rovnici

p
x� ! � �x � $�� �!���

dostali bychom po umocn�n� t�� v�sledek �!�
 Rovnice �!�� �!(� tvo�� tedy
takovou dvojici rovnic� �e �vzhledem k umocn�n� jako d	sledkov� �prav��
ka�d� ko�en rovnice �!� i ka�d� ko�en rovnice �!(� je ko�enem rovnice �!'�

A proto�e rovnice �!� je pro n�s hlavn� �tu jsme cht�li �e�it�� nab�z� se pro
rovnici �!(� ozna�en� postrann� rovnice
 Jej� ko�enymohou b�t postrann�mi
ko�eny rovnice �!�
 V na�em p��pad� existuje postrann� ko�en �� a ten je
ko�enem postrann� rovnice �!(�

Postrann� ko�eny mohou a nemusej� existovat
 Nap�
 p�i �e�en� rovnice

p
x � x ���
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dost�v�me po umocn�n�
x � x� ����

se dv�ma ko�eny "� �� kter� jsou ko�eny tak� v�choz� rovnice ���� zat�mco
postrann� rovnice p

x � �x ����

m� pouze ko�en "� tak�e rovnice ��� nem� postrann� ko�eny

Uva�ujme nyn� slo�it�j�� p��pad
 %e�me rovnici

p
!x� �  px � � p

x �� ���

Po umocn�n� m�me postupn�

!x� �  !
p
�!x� ���x ��  x � � x ��p
�!x� ���x �� � �� x� ����

Po op�tn�m umocn�n� m�me

!x� � �x� � � !�� �"x x��

x�  #x� �" � "�

s ko�eny � a ��"
 Zkou�kou zjist�me� �e ko�enem rovnice ��� je pouze ��slo
�� tak�e ��slo ��" je postrann�m ko�enem� ko�enem rovnice ��'� jsou ji�
ob� ��sla � i ��"� tedy postrann� ko�en �vznikl� p�i prvn�m umocn�n��
tj
 p�i p�echodu od rovnice ��� k rovnici ��'�
 Hledejme postrann� rovnici

Rovnice ��� je typu p

A 
p
B �

p
C�

kde A� B� C jsou nez�porn� v�razy� a jej� !
 mocnina je

A !
p
AB  B � C� ���

Rovnice typu p
�A�p�B � p�C�

kde A� B� C jsou nekladn� v�razy� m� druhou mocninu

�A� !
p
AB �B � �C�
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kter� je �po vyn�soben� ��slem ��� form�ln� shodn� s rovnic� ���
 Z tohoto
poznatku plyne� �e rovnicep

��!x� ���
p
��x� �� �

p
��x �� ����

je postrann� rovnic� p�i �e�en� rovnice ��� a skute�n� se lze zkou�kou p�e�
sv�d�it� �e ��slo �� je jej�m ko�enem
 Po umocn�n� ob� rovnice ���� ��(�
p�ejdou v rovnici ���


�� Zkou�ka p
i 
e�en� rovnice s nezn�mou pod odmocninou
Zkou�ka p�i standardn�m �e�en� rovnic s nezn�mou pod odmocninou

m	�e n�kdy p�ivodit ne�ekan� probl�my
 Uka�me si to na �e�en� rovnice

p
x �  

p
!x� � � �� �#�

Po umocn�n� m�me

x �  !
p
�x ���!x� ��  !x� � � ���

!
p
!x�  �x� � � ��� �x �#��

Po druh�m umocn�n� m�me

��!x�  �x� �� � �&�� $�x &x��

x� � �"�x !"$ � "�
Ko�eny t�to rovnice jsou x� � �!  $

p
�&� x� � �!� $

p
�&


Zkou�ka pro ko�en x� je jednoduch�
 Lehce zjist�me� �e x�  � � �""�
!x� � � � �""� tak�e L�x�� � �" �"� zat�mco P � �� tedy L�x�� �� P� x�
tedy nen� ko�enem rovnice �#�

Zkou�ka pro ko�en x� ��d� zjistit� jak je to s hodnotou

L�x�� �

q
��� $

p
�&  

q
�"�� ��

p
�&� �$�

Na kalkula�ce vypo�temeq
��� $

p
�& � !�!�� &&$�

q
�"�� ��

p
�& � ��#�� ""!�
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tak�e
L�x�� � !�!�� &&$ ��#�� ""! � ��""" """�

M	�eme b�t spokojeni� Ne� ��""" """ je ��slo zaokrouhlen�� kter� je snad
rovno �ty�em� ale mo�n�� �e ne
 Vezm�me si na pomoc p�esn�j�� kalkula�ku

Dostaneme q

��� $
p
�& � !�!�� &&# &&$ �&$ ���q

�"�� ��
p
�& � ��#�� ""! ""� �"� ���

odkud L�x�� � ��""" """ """ """ "�
 I kdy� si m	�eme b�t prakticky jisti�
�e v�sledek je �� matematick� d	kaz to nen�
 Je tedy t�eba naj�t jinou
metodu

V u�ebnici �!� je v historick� pozn�mce uveden vzorec� kter� arab�t�

matematikov� znali ji� p�ed �""" lety �viz t�� ����� pro a� � b plat�

q
a�

p
b �

s
a 

p
a� � b

!
�
s
a�p

a� � b

!
� �&�

Uk��eme si� �e tento vzorec umo��uje ��dn� proveden� zkou�ky �e�en� na��
rovnice �#�


Ve v�razu
p
��� $p�& je a � ��� b � �� ��& � ! �&�� tedy a� � �"!� �

� ! �&�� a� � b � �!&�
p
a� � b � !�� tak�e podle �&� je

q
��� $

p
�& �

r
��  !�

!
�
r
��� !�
!

�
p
�&�

p
�� �

p
�&� ��

Ve v�razu
p
�"�� ��p�& je a � �"�� b � !�� � �& � & &$�� tedy

a� � �" �"& � & &$�� a� � b � �!��
p
a� � b � !�� tak�e podle �&� je

q
�"�� ��

p
�& �

r
�"�  !�

!
�
r
�"�� !�

!
�
p
���

p
�& � $�

p
�&�

Z t�chto v�sledk	 a z �$� dost�v�me

L�x�� �
p
�&� �  $�

p
�& � � � P�
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P�ipome�me znovu� �e zkou�ku lze nahradit zji�t�n�m� �e x� je prvkem
mno�iny P p��pustn�ch hodnot� Ze zad�n� �#� ur��me de�ni�n� obor pod�
m�nkou x � �

�
� kterou pak dopln�me je�t� podm�nkou ��� �x � " z rov�

nice �#'�� tak�e mno�ina p��pustn�ch hodnot P � h �
�
� ��
�
i
 Plat� x� �

� �! � $p�& �
� !�"�
 Zaokrouhlen� neovliv�uje skute�nost� �e x� � P �

tak�e x� je ko�enem rovnice �#�

Na z�v�r si je�t� uve)me rovnici

!
p
x� � �x ��!� � �� !x�

De�ni�n�m oborem dan� rovnice je R
 Standardn� �e�en�m dostaneme

��x� � �x ��!�� � !�� !"x �x��
"x�  "x " � "�

%e�en�m t�to rovnice je ka�d� ��slo� tak�e pro zji�t�n� �e�en� dan� rovnice
je t�eba zjistit mno�inu P p��pustn�ch hodnot
 Podm�nka pro nez�pornost
prav� strany je � � !x � "� tak�e P � ���� �

�
i
 Mno�inou v�ech �e�en�

dan� rovnice je tedy mno�ina P 

Vid�me� �e p�i vylu�ov�n� postrann�ch ko�en	 se mohou uplatnit ob�

alternativy �I�� �II�


L i t e r a t u r a

��� Matematika pro gymn�zia �Rovnice a nerovnice	
 Prometheus� Praha ����

��� Matematika pro gymn�zia �Funkce	
 Prometheus� Praha ����

�
� Tr�vn��ek� S�� O jist�ch slo�en�ch iracionalit�ch
 MFI r
 �� ��������	� �
 �� s
 ����

��� Tr�vn��ek� S�� K technologii vyu�ov�n� matematice �O algoritmech	
 MFI �

��������	� �
 �� str
 ��� � ���
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Matematika v �kole a trocha

kon�truktivizmu

DU�AN JEDIN�K

Trnavsk� univerzita v Trnave� SLOVENSKO

�vod
Vyu�ovac� predmet matematika u� v z�kladnej �kole a potom vo v*��ej

miere v strednej �kole nevyhnutne vy�aduje u�enie sa s porozumen�m� aby
si �tuduj�ci vytv�rali svoje vlastn� ch�panie matematick�ch javov a s�vis�
lost�
 Ak je u�enie sa proces kon�truovania poznatkov�ch �trukt�r� tak
vyu�ovanie �kolskej matematiky vy�aduje pravideln� vytv�ranie tak�ch
situ�ci�� v ktor�ch �tudent uskuto��uje svoj vlastn� intelektu�lny v�kon
�porozumenie je v�dy subjekt�vne kon�truovan��
 Vol'ne povedan�� u�iaci
sa �lovek m� v primeranej miere hlb�ie porozumie
 z�kladn�m abstrakt�
n�m matematick�m pojmom a s�vislostiam medzi nimi
 Preto�e matema�
tika je my�lienkov� �trukt�ra pop�san� syst�mom axi+m� de�n�ci� a viet aj
so svojimi d,kazmi� tak pri vyu�ovan� a u�en� sa �kolskej matematiky je
zvl��
 d,le�it� a nevyhnutn� postupn� z�skanie vhl'adu do celej problema�
tiky �motiv�cie� separovan� modely� univerz�lne modely� abstraktn� vedo�
mosti a ich �trukturaliz�cia�
 Bez hlb�ieho vn�torn�ho z�ujmu a v�razne
kladn�ho v,l'ov�ho postoja� osobit�ch my�lienkov�ch foriem a pomerne
�peci�ck�ch postupov usudzovania i argument�cie� abstraktnej predsta�
vivosti a systematickej pojmovej v�stavby nemo�no uspie
 ani v budovan�
element�rnych z�kladov matematickej kult�ry


P�� �loh
Po viacro�n�ch sk�senostiach z didaktickej pr�pravy bud�cich u�itel'ov

matematiky pre Z- odpor��am v�etk�m u�itel'om matematiky� aby so svo�
jimi �iakmi a �tudentmi vysk��ali hore spom�nan� pr�stup aj na dolu uve�
den�ch �kolsk�ch matematick�ch �loh�ch z oblasti uplatnenia z�kladn�ch
vedomost� z element�rnej te+rie ��siel� ktor� uv�dzam aj s jednoduch�mi
n�znakmi ich rie�enia
 In� pr�stupy a )al�ie mo�n� rie�enia prenech�vam
v�m a va�im �iakom
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To vedel u	 Euklides
U� od �ias antick�ch Gr�kov sa za dokonal� ��sla pova�uj� tie prirod�

zen� ��sla� ktor�ch s��et v�etk�ch ich delitel'ov sa rovn� dvojn�sobku da�
n�ho ��sla
 To sa d� de�nova
 aj takto� Prirodzen� ��slo n je dokonal��
pr�ve vtedy ak sa rovn� s��tu v�etk�ch svojich vlastn�ch �t
j
 men��ch
ako n� delitel'ov
 Napr�klad� .�slo � �� �  !  �� je dokonal� ��slo� aj
!$ �� � ! � # ��� a �&� �preverte si to� s� dokonal� ��sla
 Euklides
�asi ��� / !&" pred n
 l
� � v IX
 knihe svojich Z�kladoch v �asti XXXVI
dok�zal tvrdenie� Ak s� postupne od jednotky dan� ��sla v pomere � � !�
a	 sa ich s��et stane prvo��slom a ak sa tento s��et vyn�sob� posledn�m
z t�chto ��sel� tak takto vzniknut� ��slo bude dokonal�� Nazna�me si to na
pr�klade�

��  !  �  $  ���� �z � ��� � �&� �� � ! � $ �� �� �! �!� !�$�

� je prvo��slo

je dokonal�


Teraz dok��eme nasleduj�cu vetu�

Veta
Ak s� p aj �!p � �� prvo��sla� tak !p�� � �!p � �� je dokonal� ��slo


D
kaz� Nech p je prvo��slo
 Ak je �!p� �� tie� prvo��slo� tak delitelia ��sla
!p����!p��� s� ��sla �� !� �� $� � � � � !p��� �!p���� !��!p���� ���!p���� $��!p����
� � � � !p�� � �!p���

Ak ur��me s��et t�chto v�etk�ch delitel'ov dostaneme

��  !  �  $  � � �  !p���� �z � ��  !  �  $  � � �  !p���� �z � ��!p��� �

��p � �	 ��p�� � �	

� �!p��� �!p�������!p��� � �� �!p��������!p��� � !p�� ��!p����
teda je splnen� de�n�cia dokonal�ho ��sla


Euklides poznal tieto �tyri dokonal� ��sla� �� !$� �&�� $�!$
 0al�ie doko�
nal� ��slo ��� ��" ���� objavil asi J� M�ller�Regiomontanus ����� / ��#��

Leonhard Euler ��#"# / �#$�� ur�il )al�ie tri dokonal� ��sla a dok�zal� �e
ka�d� p�rne dokonal� ��slo m� tvar ako uviedol Euklides !p�� � �!p � ���
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kde p aj �!p � �� s� prvo��sla
 Ani dodnes nevieme� �i existuje nep�rne
dokonal� ��slo� ani �i je dokonal�ch ��sel kone�n� alebo nekone�n� po�et


Dvadsa� ci�er

�loha �
Nech p je l'ubovol'n� prvo��slo v*��ie ako �
 Dok��te� �e ak ��slo pn m�

pr�ve !" ci�er� potom niektor� tri z nich s� rovnak�


Rie
enie� Predpokladajme� �e ��slo pn �p je prvo��slo v*��ie ako �� m�
pr�ve !" ci�er a �iadne tri z nich nie s� rovnak�
 Ak nie s� �iadne tri cifry
��sla pn rovnak�� tak ��slo pn obsahuje ka�d� z ci�er "� �� !� �� �� �� �� #� $� &
pr�ve dvakr�t
 To znamen�� �e cifern� s��et ��sla pn je !�"  �  !  � 
 � � � # $ &� � &"� Z toho vypl�va� �e pn je delitel'n� �
 Ale to je
spor� preto�e ��slo p je prvo��slo v*��ie ako � a teda nie je delitel'n� tromi

Teda ani pn nie je delitel'n� tromi
 Preto� ak pn m� pr�ve !" ci�er �p je
prvo��slo v*��ie ako ��� tak niektor� tri z t�chto dvadsiatich ci�er ��sla pn

musia by
 rovnak�


Predstava o delitel�nosti

�loha �
Kol'ko je �es
cifern�ch prirodzen�ch ��siel� ktor� nie s� delitel'n� ani jed�

n�m z ��siel �!� ���

Rie
enie� Pre ��sla od " do &&&&&& plat�� po�et ��siel delitel'n�ch
�! �&&& &&& � �! � !� $"&��� je !� $"&� po�et ��siel delitel'n�ch
�� �&&& &&& � �� � �� $#�� je �� $#�� po�et ��siel delitel'n�ch oboma ��s�
lami �! i �� �t
j
 ich najmen��m spolo�n�m n�sobkom �!�� je �&&& &&& �
� �!� � # &����� # &��


Pre ��sla od " do && &&& �teda najviac p*
cifern�� plat�
po�et ��siel delitel'n�ch �! �&& &&& � �! � ! �$"�&! � � � � je ! �$"�
po�et ��siel delitel'n�ch �� �&& &&& � �� � � �$#�!$ � � � � je � �$#�
po�et ��siel delitel'n�ch oboma ��slami �! i �� �&& &&& � �!� � #&���� � � � �

je #&�


Pre ��sla od �"" """ a� po &&&&&& �teda �es
cifern�ch�� ktor�ch je &"""""�
plat�
po�et ��siel delitel'n�ch �! je !� $"&� ! $"� � !� �!&�
po�et ��siel delitel'n�ch �� je �� $#�� � �$# � �� !$��

#� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



po�et ��siel delitel'n�ch �! i �� je # &�� � #&� � # ��� �tie s� vlastne
po��tan� dvakr�t� aj
medzi delitel'n� �! aj medzi delitel'n� ��� pozri obr
 �


����
����

Obr
 �

Z uvedenej predstavy vypl�va� �e po�et t�ch prirodzen�ch �es
cifern�ch
��sel� ktor� nie s� delitel'n� ani jedn�m z ��siel �!� ��� je

&"" """� !� �!&� �� !$� # ��� � $#� �!$�

Uva	ova� a zapisova�

�loha �
N�jdite trojcifern� prirodzen� ��slo� ktor� po vydelen� tromi za sebou

id�cimi jednocifern�mi ��slami d�va s��et zvy�kov !�


Rie
enie� Nech hl'adan� ��slo je m� tri za sebou id�ce ��sla p� p  ��
p  !
 Podl'a zadania �lohy m� plati
� m � k � p  z�� kde z� � p� m �
� r��p �� z�� kde z� � p ��m � s��p !� z�� kde z� � p !� s��asne z� 
 z� z� � !� a teda �s��tan�m predch�dzaj�cich nerovn�c� !� � ��p �� t
j

# � p � a t�m � � p� teda p � f#� $� &g
 Ale �p !� mus� by
 jednocifern�
prirodzen� ��slo� tak p � #
 To znamen�� �e p � � $ a p ! � &
 Vz
ahu
z� z� z� � !� pri splnen� po�adovan�ch podmienok vyhovuje iba � # $

Pre hl'adan� ��slo m teda plat�

�m � k � #  �� 	 �m � r � $  #� 	 �m � s � &  $��
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a teda aj

�m � � k � #  #� 	 �m � � r � $  $� 	 �m � � s � &  &��

t
j

�m � � k� � #� 	 �m � � r� � $� 	 �m � � s� � &��

To ale znamen�� �e m � je spolo�n� n�sobok ��sel #� $� &
 My ale hl'ad�me
takov� trojcifern� ��slo
 Sk�sime najmen�� spolo�n� n�sobok a �#� $� &� �
� �"�
 Teda m � �"�� � � �"�
 Najbli��� )al�� pr�slu�n� n�sobok u� nie
je trojcifern�

Hl'adan� trojcifern� ��slo s po�adovan�mi vlastnos
ami je len ��slo �"�


Nikdy sa to nestane 
neexistencia�

�loha �
Dok��te� �e neexistuje prirodzen� ��slo n� pre ktor� by n�  n � bolo

druhou mocninou niektor�ho prirodzen�ho ��sla


Rie
enie� Nech tak� n� p prirodzen� existuj�
 Potom by muselo plati

n�  n � � p� a s��asne aj p � n� teda n � � p� � n�� To znamen�� �e

n � � �p� n� � �p n��

Teraz m,�eme uva�ova
 napr�klad takto�
a� ak p � �� tak n � � �� � n���  n�� teda � � n � �� t
j
 a � "� to

ale nevyhovuje �" nie je prirodzen� ��slo�

b� ak p � �� tak n p � n �� a preto �p� n��p n� � n � �vieme�

�e p n�� teda neplat� n � � �p� n��p n�

Z toho je vidie
� �e zvolen� predpoklad existencie prirodzen�ch ��siel

s po�adovanou vlastnos
ou vedie v�dy k sporu
 Neexistuj� tak� p� n pri�
rodzen� tak� aby platilo

n�  n � � p��

Z�ver
Zn�my didaktik a vysoko�kolsk� profesor Gy�rgy P�lya ��$$# / �&$��

hovorieval� U�enie za��na �innos�ou a jednan�m� postupuje k slov�m
a predstav�m a malo by kon�i� 	iadan�mi algoritmami rozumov�ho uva�
	ovania� U�itel�om matematiky navrhol� U�te 	iakov rozm�
l�a�
 -tudentom
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Gy�rgy P�lya

nazna�il a mnoh�ch aj presved�il�Kr��
sa matematiky je v tom� nach�dza�
pravdu bez �a	kost�� Naozaj r�d a vel'mi
�asto citujem jeho pedagogick� odkaz�
Matematika je veda� ktor� d�va najlep�

iu pr�le	itos� pozorova� proces mysle�
nia a m� t� prednos�� 	e pri jej pes�
tovan� nadob�dame cvik v met�de ro�
zumov�ho uva	ovania� ktor� m
	e by�
potom pou	�van� na 
t�dium ktor�ho�
kol�vek predmetu� V�razne som si med�
zi u�itel'sk� z�kony zap�sal� Vyu�ova�
nie nie je veda� to je umenie� Ak by
vyu�ovanie bola veda� tak bude obsaho�
va� najlep
� sp
sob vyu�ovania a ka	d�
�lovek by sa musel u�i� t�m sp
sobom�
Vyu�ovanie nie je veda� je tam vel�a mo	nost� pre osobn� rozdiely � � �

Mo�no aj takto dospejeme k tomu� aby sa vo vyu�ovan� matematiky na
na�ich �kol�ch uplat�ovala aspo� trocha didaktick�ho kon�truktivizmu


Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��# a ��$� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v sedm�m
��sle lo�sk�ho ��#
� ro�n�ku na�eho �asopisu


�loha ���
%e�te kvadratickou rovnici

x� � �!p �q�x pq� � "

s nezn�mou x a s celo��seln�mi parametry p �p �� "� a q� jej�� ko�eny jsou
tvaru c

p
a c� kde c je cel� ��slo
 Zjist�te v�echny mo�n� ��seln� hodnoty

ko�en	

Stanislav Tr�vn��ek
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�e
en��
Podle vztah	 mezi ko�eny a koe�cinety kvadratick� rovnice plat�

!p �q �
c

p
 c a pq� �

c

p
c�

co� po �prav� d�v�

c�p �� � p�!p �q� a c� � �pq��� ���

Pokud c � pq� potom dosazen�m do prvn� rovnice ��� dost�v�me po
�prav�

�p� !��q � !� � ��
V�echny rozklady ��sla � na sou�in dvou cel�ch ��sel probereme v tabulce
�podle podm�nek �lohy p� ! �� �!��

p� ! �� �� � ! �
q � ! �� �� � ! �

p �! � � � �
q � �! � � �

c � pq �! �! �$ �� �$
c
p
� q � �! � � �

Obdobn�� pokud c � �pq� potom dosazen�m do prvn� rovnice ��� do�
st�v�me po �prav�

�p ���q  !� � $�

V�echny rozklady ��sla $ na sou�in dvou cel�ch ��sel probereme v tabulce
�podle podm�nek �lohy p � �� ���

p � �$ �� �! �� � ! $
q  ! �� �! �� �$ $ � �

p ��! �$ �� �� �� �! �
q �� �� �� ��" � ! ��

c � �pq ��� ��! ��� ��" �$ � �
c
p
� �q � � � �" �� �! �

Dan� kvadratick� rovnice m� pro hodnoty parametr	 p� q ze t�et�ho
a �tvrt�ho ��dku p�edchoz�ch tabulek ko�eny� kter� jsou zaps�ny na odpo�
v�daj�c�m p�t�m a �est�m ��dku �celkem �! mo�nost��
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Spr�vn� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan a Vladim�r Pavel z Blo�
vic


�loha ���
Ozna�me K� L� M a N st�edy stran AB� BC� CD a DA konvexn�ho

�ty��heln�ku ABCD
 Doka�te� �e z �se�ek KL� KM a KN lze sestrojit
troj�heln�k a vyj�d�ete jeho obsah pomoc� obsahu �ty��heln�ku ABCD


Jaroslav �vr�ek

�e
en��
St�edn� p���ky KL a MN troj�heln�k	 ABC a ACD jsou rovnob��n�

se �spole�nou� stranou AC� proto jsou rovnob��n� i navz�jem
 Podobn�
uk��eme� �e KN k LM 
 Tedy KLMN je rovnob��n�k �tzv
 Varignon�v
rovnob��n�k�
 Z obr�zku je patrn�� �e troj�heln�k KMN m� strany d�lek
jMN j � jKLj� jKM j a jKN j� co� dokazuje� �e z �se�ek KL� KM a KN

lze sestrojit troj�heln�k


���
������

Obsahy troj�heln�k	 AKN � BKL� CLM � DMN jsou rovny jedn� �tvr�
tin� obsah	 troj�heln�k	ADB� BAC� CBD�DAC
 Proto je sou�et obsah	
troj�heln�k	 AKN � BKL� CLM � DMN roven polovin� obsahu �ty��hel�
n�ku ABCD� tedy i obsah rovnob��n�kuKLMN je roven polovin� obsahu
�ty��heln�ku ABCD
 Obsah troj�heln�ku KMN je roven polovin� obsahu
rovnob��n�ku KLMN � tedy jedn� �tvrtin� obsahu �ty��heln�ku ABCD


Spr�vn� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan a Vladim�r Pavel z Blo�
vic


Pavel Cal�bek
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