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Tento �l�nek voln� navazuje na p��sp�vek ���� v n�m	 se na
i �ten��i
mohli sezn�mit s tematikou invariant� a poloinvariant�� V 
vodu p�ipo�
me�me de�nice obou t�chto pojm��

De�nice �
Invariantem rozum�me vlastnost nebo m��itelnou veli�inu� kter� se p�i

jist� transformaci� resp� p�i opakov�n� ur�it�ho postupu� nem�n��

De�nice �
Poloinvariantem rozum�me m��itelnou veli�inu� kter� se p�i jist� trans�

formaci� resp� p�i opakov�n� ur�it�ho postupu� nezv�t�uje� resp� nezmen�
�uje�

Uve�me nov� pojem gradovan�ho �et�zce matematick�ch 
loh� kter�
byl zaveden v pr�ci ����

De�nice �
Nech� n je p�irozen� ��slo �n � ���Gradovan�m �et�zcem matematick�ch

�loh rozum�me uspo��danou n�tici �P�� P�� � � � � Pn� 
loh� kde Pj �j � ��
tematicky navazuje na v
echny 
lohy Pi pro � � i � j� a p�itom �e
en� 
lo�
hy Pj vy	aduje objeven� a zvl�dnut� nov�ch poznatk� �nepou	it�ch v Pi��
P�irozen� ��slo n naz�v�me stupn�m gradovan�ho �et�zce matematick�ch

loh�
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Pro ilustraci uve�me nejprve n�kolik p��klad� invariant� a poloinvari�
ant��

� P�i��t�me�li k dan	mu lich	mu ��slu sud� ��sla
 dostaneme v�dy v��
sledn� sou�et
 kter� je lich	 ��slo�

�Parita v�sledku z�st�v� v	dy stejn�� tato vlastnost je tedy invari�
antem��

� M�n�me�li n�kolik bankovek ni��� hodnoty za odpov�daj�c� bankovky
s hodnotou vy���
 p�i�em� v�sledn� ��stka z
st�v� stejn�
 je k tomuto
vyj�d�en� pot�eba st�le men��ho po�tu bankovek�

�Po�et bankovek je tedy poloinvariantem� Nav�c je tento po�et vyj�d�
�en p�irozen�m ��slem� je tedy logick�� 	e po ur�it�m po�tu transakc�
mus�me doj�t do situace� kdy nelze ve vym��ov�n� pokra�ovat� a to
bez ohledu na to� jak� bankovky jsme na po��tku m�li��

� Zv�t��me�li o stejn	 kladn	 ��slo jmenovatel i �itatel dan	ho zlomku
v�t��ho ne� �
 dostaneme op�t zlomek
 jeho� hodnota je v�t�� ne� ��

�Tato vlastnost �b�t v�t
� ne	 �� je tedy invariantem� �Pochopiteln�
je invariantem tak� rozd�l �itatele a jmenovatele dan�ho zlomku��
P�i opakov�n� dan� operace dostaneme zlomky� jejich	 hodnota se
postupn� zmen
uje� Hodnota zlomku je v tomto ohledu proto po�
loinvariantem� D�sledkem zm�n�n�ho invariantu a poloinvariatu je
samoz�ejm� fakt� 	e dan� posloupnost zlomk� m� limitu �posloup�
nost je klesaj�c� a zdola omezen����

Nyn� uk�	eme� jak�m zp�sobem lze vyu	�t invariant� a poloinvariant�
p�i �e
en� n�kter�ch n�ro�n�j
�ch 
loh 
kolsk� matematiky� V prvn� ��sti
bude prezentov�n gradovan� �et�zec t�� autorov�ch 
loh� z nich	 posledn�
dv� 
lohy byly vyu	ity v kategorii A ��� ro�n�ku matematick� olympi�dy�

P��klad �

V ka	d�m vrcholu pravideln�ho dvan�cti
heln�ku le	� jedna mince� Vy�
bereme dv� mince a p�em�st�me ka	dou z nich do sousedn�ho vrcholu tak�
	e jedna se posune ve sm�ru a druh� proti sm�ru chodu hodinov�ch ru�i�
�ek� Rozhodn�te� zda je mo	no t�mto zp�sobem v
echny mince postupn�
p�esunout do jedin�ho vrcholu dvan�cti
heln�ku�

�e�en�� Ozna�me vrcholy dan�ho dvan�cti
heln�ku po �ad� ��sly � a	 ���
P�em�st�me�li dv� mince na sousedn� pole� potom se sou�et ��sel �pod
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ob�ma mincemi� nezm�n� �nenastane�li p�esun jedn� mince mezi vrcholy
s ��sly � a ��� nebo se dan� sou�et zv�t
� �i zmen
� pr�v� o ��� Pokud by
bylo mo	no p�em�stit v
echny mince na jedinou hrom�dku� byl by celkov�
sou�et ��sel pod v
emi mincemi n�sobkem dvan�cti� Jejich sou�et

� � � � � � � � � � ��  ��

v
ak n�sobkem dvan�cti nen�� p�i d�len� dvan�cti d�v� zbytek �� Zbytek
p�i d�len� �� je tedy invariantem� Dan� mince nelze proto p�em�stit do
jedin�ho vrcholu�

P��klad � ���� ro�n�k MO� A�I���

V ka	d�m vrcholu pravideln�ho � !!��
heln�ku le	� jedna mince� Vybe�
reme dv� mince a p�em�st�me ka	dou z nich do sousedn�ho vrcholu tak�
	e jedna se posune ve sm�ru a druh� proti sm�ru chodu hodinov�ch ru�i�
�ek� Rozhodn�te� zda je mo	no t�mto zp�sobem v
echny mince postupn�
p�esunout"
a� na � hrom�dek po ��� minci�
b� na ��� hrom�dek po � minc�ch�

�e�en�� O��slujme vrcholy dan�ho mnoho
heln�ku po �ad� ��sly �� �� � � � �
� !!�� P�i�a�me ka	d� minci ��slo vrcholu� v n�m	 se �aktu�ln�� nach�z��
V
imn�me si� jak se zm�n� sou�et S v
ech � !!� ��sel p�i�azen�ch jednot�
liv�m minc�m� kdy	 povolen�m zp�sobem p�esuneme libovolnou dvojici
minc�� Nenastane�li p�esun mince mezi vrcholy s ��sly � a � !!�� hodnota
sou�tu S se z�ejm� nezm�n�� nebo� jedn� z p�esouvan�ch minc� se p�i�a�
zen� ��slo o � zv�t
�� druh� p�esouvan� minci se p�i�azen� ��slo o � zmen
�
���sla p�i�azen� ostatn�m minc�m� je	 z�staly na m�st�� se nezm�n���
Pokud v
ak p�esun mezi vrcholy s ��sly � a � !!� nastane �a nejde�li

p�itom o pouhou v�m�nu dvou minc� mezi vrcholy � a � !!��� sou�et S se
zm�n� na hodnotu S � � !!�� nebo� ��sla p�i�azen� p�esouvan�m minc�m
se bu� ob� zv�t
�� nebo ob� zmen
�� a to v obou p��padech o hodnoty �
a � !!�� Po libovoln�m po�tu p�esun� dvojic minc� se hodnota S z po���
te�n� hodnoty S�  �� �� �����!!� zm�n� na hodnotu S  S� � �!!�k�
kde k je vhodn� cel� ��slo� Snadno ur��me hodnotu S�  �!!# � � !!$�
a� M�me�li z�skat � hrom�dek po ��� minci� mus� b�t v�sledn� sou�et S

n�sobkem ���� To je v
ak spln�no v	dy� nebo� S  �����k�# �� !!$�� Sta��
proto nal�zt aspo� � postup� jak mince dle dan�ch podm�nek p�em�stit�
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Budeme�li mince z dvojic vrchol� � a � !!�� � a � !!�� atd� p�esouvat v	dy
v opa�n�m sm�ru� snadno vytvo��me � hrom�dek o ��� minci nap�� ve
vrcholech � !!�� � !!�� � !!�� � � � � � !!��
b� Uk�	eme� 	e z�skat ��� hrom�dek po � minc�ch nelze� Kdybychom

p�ipustili� 	e po ur�it�m po�tu p�esun� dvojic minc� vznikne ��� hrom�dek
po � minc�ch� musel by sou�et S b�t n�sobkem �� %�slo � !!�k n�sobkem
osmi je� ��slo � !!# � � !!$ nikoliv� T�m je tvrzen� o neexistenci p�eskupen�
dan�ho po�tu minc� dok�z�no�

P��klad � ���� ro�n�k MO� A�III���

V ka	d�m z vrchol� pravideln�ho n�
heln�ku A�A� � � � An le	� ur�it� po�
�et minc�" ve vrcholu Ak je to pr�v� k minc�� � � k � n� Vybereme dv�
mince a p�em�st�me ka	dou z nich do sousedn�ho vrcholu tak� 	e jedna se
posune ve sm�ru a druh� proti sm�ru chodu hodinov�ch ru�i�ek� Rozhod�
n�te� pro kter� n lze po kone�n�m po�tu takov�ch p�em�st�n� doc�lit toho�
	e pro libovoln� k� � � k � n� bude ve vrcholu Ak le	et n� �� k minc��

�e�en�� Uk�	eme� 	e to lze prov�st pro n  �k � � nebo pro n  �k � ��
Uva	ujme sou�in aktu�ln�ho po�tu minc� ve vrcholu a indexu dan�ho vr�
cholu� Ozna�me S sou�et v
ech t�chto sou�in�� Na za��tku je to

S  � � � � � � � � � � � � n � n  n�n� ����n� ��
�

�

na konci

S�  � � n� ��n� �� � � � � � n � �  n�n� ���n� ��
�

�

Nenastane�li p�esun mince mezi vrcholy s ��sly � a n� hodnota sou�tu S
se nezm�n�� nebo� jedna z p�esouvan�ch minc� hodnotu S o � zv�
�� druh�
z minc� hodnotu S o � sn�	�� Pokud v
ak p�esun mezi vrcholy s ��sly � a n
nastane �a nejde�li p�itom o pouhou v�m�nu dvou minc� mezi vrcholy �
a n�� sou�et S se zm�n� na hodnotu S � n� nebo� ob� p�esouvan� mince
hodnotu S bu� zv�t
�� nebo zmen
�� a to v obou p��padech o hodnoty �
a n � �� Rozd�l kone�n�ho a po��te�n�ho stavu S � S� tedy mus� b�t
n�sobkem n� Tento rozd�l

S � S�  
�n� ��n�n� ��

�

je n�sobkem n pouze tehdy� je�li n� � nebo n� � n�sobkem ��
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Sou�asn� je v
ak t�eba uk�zat� 	e v takov�m p��pad� toto p�eskupen� lze
prov�st� Jednou z mo	nost� je nap�� n�sleduj�c� postup� P�esuneme n � �
minc� z vrcholu n na vrchol � �o � pole� p�es rozhran��� n�� minc� z vrcholu
n� � na vrchol � �o � pole� p�es rozhran�� atd� Celkem provedeme

�n� �� � � � �n� �� � � � � � � � � � �n� ��  

 n �
�
� � � � � � � � �n� ��

�
�
�
�� � �� � � � � � �n� ���

�
 

 n � �n� ��� � n�n� ���n� ��
�

 n � �n� ����n� #�
�

tah�� V obou p��padech� tj� pro n  �k � � i pro n  �k � � nab�v�
zlomek �

�
�n� ����n� #� celo��seln�ch hodnot� celkov� po�et tah� je tedy

n�sobkem n� V
echny tyto tahy v
ak lze kompenzovat pohybem libovoln�
mince v opa�n�m sm�ru o p��slu
n� po�et cel�ch kol�

Didaktick� koment�� k uveden�mu �et	zci 
loh

� Prvn� z trojice 
loh byla motiva�n�� kdy z�kladem �e
en� bylo nale�
zen� dan�ho invariantu�

� Druh� 
loha u	 vy	aduje �krom� �e
en� obdobn�ho probl�mu v jedn�
z ��st�� tak� nalezen� vhodn�ho zp�sobu p�em�s�ov�n� minc�� a to ve
druh� ��sti�

� T�et�� z�v�re�n� 
loha vy	aduje od student� ji	 abstraktn� my
len�
a logicky spr�vn� podlo	en� zd�vodn�n�� 	e dan� p�em�st�n� je pro
zji
t�n� hodnoty mo	n��

Ve druh� ��sti uk�	eme �e
en� n�kolika dal
�ch n�ro�n�j
�ch 
loh vyu�
	�vaj�c�ch principu invariant� a poloinvariant��

P��klad �

Na ka	d�m poli 
achovnice �� � je polo	en �ern� 	eton� jen v prvn�m
��dku jsou st��dav� �pravideln�� um�st�ny b�l� a �ern� 	etony� M�me mo	�
nost zvolit si libovolnou vodorovnou� svislou nebo 
ikmou �adu �tj� �adu
rovnob�	nou s n�kterou z dan�ch diagon�l� a zm�nit barvu v
ech 	eton�
v dan� �ad� na opa�nou� Rozhodn�te� zda m�	eme po kone�n�m po�tu
takov�ch operac� doc�lit toho� 	e"
a� v
echna pole po obvodu 
achovnice budou pokryta 	etony stejn�
barvy �pole uvnit� mohou b�t pokryta libovoln���
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b� v
echna b�l� pole 
achovnice budou pokryta 	etony b�l� barvy
a v
echna �ern� pole 
achovnice budou pokryta 	etony �ern� barvy�

�e�en�� Uk�	eme� 	e takov� situace nastat nem�	e� Uva	ujme v
echna pole
na obvodu 
achovnice vyjma rohov�ch pol�� �Viz obr�zek��

���
������

A� zvol�me �adu libovoln�� v	dy tato �ada bude obsahovat sud� po�et
z t�chto uva	ovan�ch pol�� a to �� � nebo !� P�i ka	d�m takov�m p�e�
barven� pol� z�stane zachov�na parita po�tu b�l�ch i �ern�ch pol� v t�to
oblasti� Na po��tku je v
ak na t�chto pol�ch um�st�no �� �ern�ch 	eton�
a � 	etony b�l�� V ka	d�m kroku tedy z�st�v� po�et 	eton� dan� barvy
vyj�d�en lich�m ��slem� Nelze tak dostat �# 	eton� stejn� barvy� jak by
bylo zapot�eb� u pokryt� obvodu jednotnou barvou�
Nelze proto ani doc�lit situace� kdy by 	etony na 
achovnici pravideln�

m�nily svou barvu� i v tomto p��pad� by na uva	ovan�ch pol�ch musel b�t
sud� po�et b�l�ch a �ern�ch pol�� co	 v
ak nelze�

P��klad �

Na ka	d�m poli tabulky � !!$� � !!$ je zaps�no n�jak� cel� ��slo� p�i�
�em	 sou�et v
ech ��sel v tabulce je � !!$� V ka	d�m kroku m�	eme zm�nit
znam�nka u ka	d�ho z ��sel v libovoln� �ad� �i sloupci� Rozhodn�te� zda
m�	eme po kone�n�m po�tu takov�ch operac� z�skat situaci� kdy v 	�dn�m
��dku ani sloupci nen� z�porn� sou�et�

�e�en�� Je�li sou�et v ka	d�m ��dku i sloupci nez�porn�� je 
loha vy�e
ena�
V opa�n�m p��pad� vybereme �adu �i sloupec� kde je sou�et ��sel z�porn��
Po zm�n� znam�nek bude tento sou�et kladn� a d�ky tomu se sou�et ��sel
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v cel� tabulce zv�
�� Vzhledem k tomu� 	e tento sou�et nem�	e neust�le na�
r�stat �je limitov�n sou�tem absolutn�ch hodnot ��sel z p�vodn� tabulky��
mus�me proto po kone�n�m po�tu krok� z�skat tabulku s nez�porn�mi
sou�ty v ka	d�m ��dku i sloupci�

P��klad 


Ve t��d� m� ka	d� z 	�k� nejv�
e � nep��tele �vztah nep��telstv� je
symetrick�� je�li A nep��telem B� je i B nep��telem A�� Rozhodn�te� zda
lze rozd�lit v
echny 	�ky t�to t��dy do dvou skupin tak� 	e v ka	d� skupin�
nebude m�t nikdo z nich v�ce ne	 jednoho nep��tele�

�e�en�� Rozd�lme 	�ky libovoln� na dv� skupiny� Jestli	e ani v jedn� sku�
pin� nen� nikdo spole�n� se dv�ma a v�ce nep��teli� jsme hotovi� V opa�n�m
p��pad� vybereme takov�ho 	�ka� kter� je ve skupin� s v�ce ne	 jedn�m ne�
p��telem a p�em�st�me ho do skupiny druh�� Budeme�li tento postup opa�
kovat� doc�l�me po kone�n�m krok� rozd�len�� kter� ji	 odpov�d� dan�m
podm�nk�m�
Stanovme nejprve po�et nep��telsk�ch dvojic v jednotliv�ch skupin�ch�

P�em�st�me�li 	�ka z prvn� skupiny do druh�� poklesne po�et nep��telsk�ch
dvojic v t�to skupin� minim�ln� o �� Naopak ve druh� skupin� vznikne
maxim�ln� jedna nep��telsk� dvojice nav�c� Celkov� se proto po�et nep���
telsk�ch dvojic zmen
��
Vzhledem k tomu� 	e tento po�et nem�	e klesat do nekone�na� mus�me

po kone�n�m po�tu krok� doc�lit uspo��d�n�� kdy v 	�dn� skupin� nen�
	�k s v�ce ne	 jedn�m nep��telem�

Pozn�mka �� Rozd�len� 	�k� do dvou skupin nen� samoz�ejm� jednozna��
n�� takov�ch rozd�len� m�	e b�t v�ce� Ve v
ech p��padech jsou ale pod�
m�nky zad�n� v	dy spln�ny�

Pozn�mka �� Danou 
lohu je mo	no vy�e
it i logickou 
vahou o p�id�lo�
v�n� 	�k� do dvou skupin� Libovoln� vybereme po jednom 	�ku do ka	d�
skupiny� Ka	d�ho dal
�ho 	�ka p�i�ad�me v	dy do t� skupiny� kde nejsou
dva jeho nep��tel� �takov� skupina v	dy existuje� proto	e po�et nep��tel
je nejv�
e t�i�� Opakov�n�m tohoto postupu dostaneme rozd�len�� kter�
odpov�d� podm�nk�m ze zad�n��
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P��klad �

V rovin� je d�no celkem �!!� bod�� Doka	te� 	e existuje � !!# disjunkt�
n�ch 
se�ek� kter� maj� krajn� body v t�chto dan�ch bodech�

�e�en�� Spoj�me�li libovoln�m zp�sobem dan� body do dvojic� lze vypo�
��tat dan� sou�et velikost� takov�ch 
se�ek� Jestli	e spolu 
se�ky nemaj�
	�dn� spole�n� bod� jsme hotovi� V opa�n�m p��pad� vyberme takov� dv�

se�ky� kter� maj� spole�n� pr�se��k� Nech� jsou to 
se�ky KL a MN �
Nahra�me tuto dvojici 
se�ek jinou dvojic�� a to KM a LN � Proto	e dan�
body jsou vrcholy konvexn�ho �ty�
heln�ku KMLN � bude dle troj
hel�
n�kov� nerovnosti sou�et d�lek 
se�ek KM a LN men
� ne	 sou�et d�lek

se�ek KL a MN � Sou�et d�lek v
ech � !!# 
se�ek se tedy zmen
��
Proto	e existuje jen kone�n� po�et mo	nost�� jak body na po��tku po�

spojovat� existuje tak� jen kone�n� po�et mo	nost� pro dan� sou�et d�lek
v
ech t�chto � !!# 
se�ek� V ur�it� f�zi proto mus�me po kone�n�m po�tu
krok� doj�t k situaci� kdy jsou v
echny 
se�ky disjunktn��

P��klad �

Ve t��d�� kde jsou jen studentky s blond nebo s �ern�mi vlasy� m� ka	d�
d�vka lich� po�et kamar�dek� Prvn� den se rozhodne prvn� d�vka� 	e p�i�
zp�sob� barvu sv�ch vlas� v�t
in� sv�ch kamar�dek� tj� maj��li p�evahu
�ernovlas� kamar�dky� rozhodne se pro �ernou barvu barvu vlas�� v opa��
n�m p��pad� zvol� blond vlasy� Druh� den se ke stejn�mu kroku rozhodne
druh� d�vka� atd� �Pot�� co danou volbu provede i posledn� d�vka� po�
kra�uje op�t d�vka prvn��� Doka	te� 	e po jist� dob� si u	 	�dn� z d�vek
nebude sv� vlasy p�ebarvovat na opa�nou barvu�

�e�en�� Uva	ujme v
echny dvojice kamar�dek� kter� maj� opa�nou barvu
vlas�� Po�et takov�ch dvojic ozna�me S� Pokud se rozhodne d�vka pro
zm�nu barvy sv�ch vlas�� znamen� to� 	e m�la p�vodn� v�ce kamar�dek
s jinou barvou vlas� ne	 kamar�dek se stejnou barvou vlas�� Po obarven�
se tedy po�et S dvojic kamar�dek s r�znou barvou vlas� mus� nutn� sn�	it�
Vzhledem k tomu� 	e je tento po�et vyj�d�en nez�porn�m cel�m ��slem�
nem�	e se zmen
ovat do nekone�na� Proto po ur�it� dob� mus� dos�hnout
sv� minim�ln� hodnoty a 	�dn� z d�vek si u	 nebude p�ebarvovat sv� vlasy�

P��klad �

Jsou d�ny ��seln� posloupnosti �an� a �bn�� kter� vyhovuj� n�sleduj�c�m
p�edpis�m"
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an��  
an � bn

�
� bn��  

�anbn
an � bn

pro v
echna p�irozen� n� kde a�  �!!$ a b�  �� Doka	te� 	e ob� po�
sloupnosti maj� tut�	 limitu� a ur�ete ji�

�e�en�� K vy�e
en� 
lohy n�m poslou	� nalezen� vhodn�ho invariantu a po�
loinvariantu� Snadno se vid�� 	e sou�in odpov�daj�c�ch �len� obou posloup�
nost� z�st�v� konstantn�� plat� tedy

an��bn��  anbn  � � �  a�b�  �!!$�

Ze zad�n� je patrn�� 	e v
echny �leny obou posloupnost� jsou kladn� re�
�ln� ��sla� Zkoum�me�li rozd�l odpov�daj�c�ch �len� t�chto posloupnost��
dostaneme po 
prav�ch

an�� � bn��  
an � bn

�
� �anbn
an � bn

 
�an � bn�� � #anbn

��an � bn�
 
�an � bn��

��an � bn�
�

Tento rozd�l je tedy st�le nez�porn�� tj� pro v
echna p�irozen� n plat�
nerovnost an � bn� �Dan� vztah vyjad�uje nerovnost mezi aritmetick�m
a harmonick�m pr�m�rem pro dvojici kladn�ch re�ln�ch ��sel an a bn��
Pro v
echna p�irozen� ��sla n tak� plat�

an��  
an � bn

�
� an � an

�
 an�

bn��  
�anbn
an � bn

 
�

�

bn
� �

an

� �
�

bn
� �

bn

 bn�

Posloupnost �an� je tedy nerostouc� a sou�asn� zdola omezen� �ka	dou
z hodnot bi� nap�� b�� a posloupnost �bn� je neklesaj�c� a sou�asn� shora
omezen� �ka	dou z hodnot ai� nap�� a��� Ob� posloupnosti proto maj�
vlastn� �kone�n�� limity a a b�
Pro v
echna kladn� re�ln� ��sla an a bn plat�

�an � bn�
�an � bn�

� ��
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tud�	

an�� � bn��  
�an � bn��

��an � bn�
 
�an � bn�
�an � bn�

� �an � bn�
�

�
�an � bn�

�
�

tj�

an�� � bn�� �
�a� � b��
�n

 
�!!�
�n

�

V�raz na prav� stran� posledn�ho vztahu se s rostouc�m n bl�	� k nule� proto
se tak� rozd�l an���bn�� bl�	� k nule� tj� pro limity a� b obou posloupnost�
plat� a  b� Tuto �spole�nou� limitu snadno ur��me ze vztahu

ab  a�b�  �!!$�

tj�
a  b  

p
� !!$�

K procvi�en� uveden� problematiky uv�d�me na z�v�r dva p��klady�
kter� jsou ur�eny �ten���m�

P��klad �� �O nev�rn�m n�mo�n�kovi�

N�mo�n�k Max m� v ka	d�m p��stavu � 	enu� Pot�� co u	 byl dlouho
na jednom m�st�� opustil Marii a jedno pond�l� se vydal na sv� b�rce do
p��stavu� kter� byl od v�choz�ho p��stavu nejv�ce vzd�len�� Po 
estidenn�
plavb� zakotvil v c�lov�m p��stavu a celou ned�li pak str�vil u jin� 	eny�
V pond�l� r�no op�t vyplul na mo�e a zam��il znovu do aktu�ln� nejvzd�le�
n�j
�ho p��stavu� Na mo�i str�vil op�t 
est dn� a celou ned�li str�vil s dal
�
	enou� atd� Marie se tr�p� samotou� Pora�te Marii� jak dlouho m� na Maxe
�ekat�

Pozn�mka� &�dn� dva p��stavy nejsou od sebe stejn� vzd�len� �v	dy exis�
tuje jen jedin� p��stav� kter� je nejvzd�len�j
���

�Uka	te� 	e posloupnost vzd�lenost� je neklesaj�c�� p�esn�ji rostouc� a od
jist�ho �lenu konstantn�� Max se bu� navr�t� za dva t�dny� nebo se nikdy
nevr�t���

P��klad �� �Pro policejn� akademii�

Zlod�jka M�na ka	d�ho dne ve�er� t�sn� p�ed zav�rac� dobou� p�epadne
ve m�st� po
tu a v noci se p�esune do nejbli	
�ho sousedn�ho m�sta� v n�m	
se nach�z� po
ta� N�sleduj�c� den �op�t p�ed zav�rac� dobou� sv�j �in zo�
pakuje v dan�m m�st� a op�t se p�esouv� do aktu�ln� nejbli	
�ho m�sta�
atd�
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V pond�l� ��� �ervna � !!$ byla ji	 podruh� za posledn� dobu vyloupena
po
ta ve m�st� M� V obou p��padech byla identi�kov�na jako pachatelka
p�epaden� M�na� Policie dle hesla �t�ikr�t a dost� se proto rozhodla danou
po
tu ve m�st� M hl�dat� Kdy byla M�na zat�ena'

Pozn�mka� &�dn� dv� m�sta nejsou od sebe stejn� vzd�len� �v	dy existuje
jen jedin� m�sto� kter� je nejbli	
���

�Uka	te� 	e posloupnost vzd�lenost� je nerostouc�� p�esn�ji klesaj�c� a od
jist�ho �lenu konstantn�� M�na se ve m�st� M objevila u	 podruh�� posledn�
dv� vzd�lenosti jsou tedy stejn� a M�na bude v m�st� M op�t za dva dny��

L i t e r a t u r a

��� Engel� A�� Problem�Solving Strategies� Springer�Verlag� New York� Inc� �		
�
��� Horensk�� R�� Invarianty a poloinvarianty ve �kolsk
 matematice� MFI� ro�� ���

������
� �� �� str� ���
�� Olomouc�
��� Kanel�Belov� A� J� � Kovald�i� A� K�� Kak re�ajut nestandartnyje zada�i �rusky��

MCMNO� Moskva �		��
��� Kurliand�ik� L� D� � Fomin� D� V�� Etjudy o poluinvariante �rusky�� KVANT� �	
	�

�� �� str� ����
� Moskva�
��� Makrides� G� a kol�� Objevov�n�� motivace a podpora matematick�ch talent� na

evropsk�ch �kol�ch� MATH�EU Projekt� �����
��� �vr�ek� J�� Tvorba a vyu�it� gradovan�ch �et�zc� matematick�ch �loh� Vydavatelstv�

UP� Olomouc ���
�

��	 ro
n�k Matematick� olympi�dy

lohy I	 kola

KATEGORIE Z$

Z����
Dostal jsem zad�na dv� p�irozen� ��sla� Pot� jsem je ob� zaokrouhlil na

des�tky� Kter� ��sla jsem m�l zad�na� pokud v�te� 	e"
� pod�l zaokrouhlen�ch ��sel je stejn� jako pod�l ��sel p�vodn�ch�
� sou�in zaokrouhlen�ch ��sel je o �$� v�t
� ne	 sou�in p�vodn�ch ��sel�
� sou�et zaokrouhlen�ch ��sel je o � v�t
� ne	 sou�et p�vodn�ch ��sel�

L� �im
nek
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Z����
Pat a Mat byli na v�let�� Vy
li r�no po osm� hodin�� kdy velk� a mal�

ru�i�ka na Patov�ch hodink�ch le	ely v opa�n�ch polop��mk�ch� V opa��
n�ch polop��mk�ch byly ru�i�ky Patov�ch hodinek� i kdy	 se oba p��tel�
p�ed polednem vr�tili� Mat dobu v�letu m��il na stopk�ch� Ur�ete i vy
s p�esnost� na sekundy� jak dlouho trvala cesta� P�edpokl�dejte� 	e Patovy
hodinky a Matovy stopky 
ly p�esn��

M� Volfov�

Z����
Na obr�zku je krychle o hran� � cm tvo�en� osmi krychli�kami s hra�

nou � cm� Osm st�n krychli�ek je obarveno �ern�� ostatn� jsou b�l�� P�itom
z nich lze slo	it krychli� jej�	 povrch je b�l�� Kolika zp�soby mohou b�t
krychli�ky obarveny' P�edpokl�dejte� 	e stejn� obarven� krychli�ky nedo�
k�	eme odli
it� mohou se tedy zam�nit�

K� Pazourek

����
Z����
Adam a Eva dostali ko
�k� ve kter�m bylo �� jablek� Prvn� den sn�dla

Eva t�i �tvrtiny toho� co sn�dl Adam� Druh� den sn�dla Eva dv� t�etiny
toho� co sn�dl t�	 den Adam� Druh�ho dne ve�er byl ko
�k pr�zdn�� Kolik
jablek sn�dla z ko
�ku Eva' �Adam i Eva jablka jed� cel� a ned�l� se o n���

L� Hozov�

Z����
(idi� p�ev�	� ml�ko v cistern� tvaru v�lce� Pr�m�r podstavy je ��! cm�

d�lka cisterny je #m� Kolik hl ml�ka je v cistern�� jestli	e je napln�na do
t�� �tvrtin pr�m�ru'

M� Krej�ov�
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���
Z���

V lichob�	n�ku ABCD se z�kladnami AB a CD d�lky � cm a # cm jsou

body S a T st�edy stran AD a BC� viz obr�zek� Bod X je pr�se��k 
se�ek
AC a ST � bod Y je pr�se��k 
se�ky AB a p��mkyDX � Obsah �ty�
heln�ku
AY CD je �� cm�� Vypo�t�te obsah lichob�	n�ku ABCD�

M� Dillingerov�

����
����

KATEGORIE Z�

Z����
Napi
te ��slo �� jako sou�et n�kolika po sob� bezprost�edn� jdouc�ch

p�irozen�ch ��sel� Najd�te aspo� �ty�i �e
en��
M� Volfov�

Z����
T�i kamar�dky se se
ly na chalup� a vyrazily na houby� Na
ly celkem

�� h�ib�� Po n�vratu si ud�laly sma	enici� rozd�lily ji na �ty�i stejn� porce
a pozvaly na ni kamar�da Pepu� L�ba dala na sma	enici 
est ze sv�ch h�ib��
Maru
ka osm a )�rka p�t� Ka	d� pak zbyl stejn� po�et h�ib�� Pepa jim
daroval bonboni�ru� kde bylo �� bonb*n�� a �ekl� 	e se maj� spravedliv�
rozd�lit podle toho� jak p�isp�ly na jeho j�dlo�
�� Kolik h�ib� na
la ka	d�'
�� Jak se m�ly podle Pepy pod�lit'

M� Volfov�
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Z����
Sedadla v divadeln�m s�lu jsou rozd�lena do t�� kategori� podle jejich

vzd�lenosti od jevi
t�� �I� m�sta� jsou nejbl�	e jevi
ti� tvo�� dv� p�tiny
kapacity s�lu a prod�vaj� se za ��! K�� �II� m�sta� tvo�� dal
� dv� p��
tiny s�lu a prod�vaj� se za �!! K�� Zb�vaj�c� �III� m�sta� se prod�vaj� za
��! K�� P�ed zah�jen�m p�edprodeje na slavnostn� premi�ru bylo rozd�no
��! vstupenek zdarma zvan�m host�m� Vstupenky byly rozd�v�ny po�
stupn� od p�edn�ch m�st s�lu dozadu� V
echny ostatn� vstupenky pak byly
prod�ny� Kdyby se v
ak voln� vstupenky rozd�valy postupn� od zadn�ch
m�st dop�edu� byla by tr	ba o #��! K� v�t
�� Kolik m�st bylo v s�lu'

L� �im
nek

Z����
Dostali jsme krychli� kter� m�la d�lku hrany vyj�d�enou v centimetrech

cel�m ��slem� V
echny jej� st�ny jsme obarvili na �erveno a pot� jsme ji
roz�ezali beze zbytku na krychli�ky o hran� � cm�
� Luk�
 tvrd�� 	e krychli�ek se dv�ma obarven�mi st�nami je desetkr�t
v�ce ne	 t�ch se t�emi obarven�mi st�nami�

� Martina ��k�� 	e krychli�ek se dv�ma obarven�mi st�nami je patn�ctkr�t
v�ce ne	 t�ch se t�emi obarven�mi st�nami�
Pravdu m� v
ak pouze jeden + kdo' A kolik m��ila hrana p�vodn�

krychle'
L� �im
nek

Z����
Ze �tverce o stran� � cm od��zneme od ka	d�ho vrcholu shodn� rovno�

ramenn� pravo
hl� troj
heln�ky tak� aby se obsah �tverce zmen
il o ��,�
Jakou velikost maj� odv�sny'

M� Krej�ov�

Z���

Ve dvou m�stnostech vzd�l�vac�ho centra se konaly p�edn�
ky� Pr��

m�rn� v�k osmi lid� p��tomn�ch v prvn� m�stnosti byl �! let� pr�m�rn�
v�k dvan�cti lid� ve druh� m�stnosti byl #� let� V pr�b�hu p�edn�
ky ode�

el jeden 
�astn�k a t�m se pr�m�rn� v�k v
ech osob v obou m�stnostech
zv�
il o jeden rok� Kolik let bylo 
�astn�kovi� kter� ode
el'

L� Hozov�
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KATEGORIE Z�

Z����
Do prodejny v�na se v noci vloupal kocour� Vysko�il na polici� na n�	

byly v dlouh� �ad� vyrovn�ny lahve s v�nem + prvn� t�etina lahv� zkraje
st�la po ��! K�� n�sleduj�c� t�etina lahv� st�la po ��! K� a posledn� t�etina
po �!! K�� Nejprve kocour shodil na zem lahev za ��! K�� kter� st�la

pln� na za��tku �ady� a pak postupoval d�le a shazoval bez vynech�n�
jednu lahev za druhou� Ne	 ho to p�estalo bavit� srazil �� lahv� a ty se
v
echny rozbily� R�no majitel zalitoval� 	e kocour neza�al se sv�m ��d�n�m
na druh�m okraji police� I kdyby toti	 rozbil stejn� po�et lahv�� byla by

koda o ��! K� men
�� Kolik lahv� bylo p�vodn� na polici'

L� �im
nek

Z����
Na tabuli jsou napsan� t�i p�irozen� ��sla a� b� c� pro kter� plat�"

� nejv�t
� spole�n� d�litel ��sel a� b je ���
� nejv�t
� spole�n� d�litel ��sel b� c je ��
� sou�in ��sel b� c je ��!!�
� nejmen
� spole�n� n�sobek ��sel a� b je ���!�
Kter� to jsou ��sla'

L� �im
nek

Z����
Ve �ty�
heln�kuKLMN zn�me vyzna�en� 
hly a v�me� 	e plat� jKN j  

 jLM j� Jak� je velikost 
hlu KNM'

��
��

L� Hozov�
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Z����
Krychle byla slo	ena z �# krychli�ek o hran� � cm� Pak bylo n�kolik

krychli�ek z viditeln� strany odebr�no� viz obr�zek�

��
��

�� Jak� je objem a jak� povrch z�skan�ho t�lesa'
�� T�leso bylo po cel�m povrchu nat�eno �erven�� pak rozebr�no na p��
vodn� krychli�ky� Kolik z nich m�lo �� kolik �� #� �� �� � �i 	�dnou st�nu
�ervenou'

M� Volfov�

Z����
Na ��seln� ose jsou zn�zorn�na ��sla ��x a �#x� Zn�zorni na t�to ose

nulu a ��slo x�

����

M� Petrov�

Z���

Dopl�te m�sto hv�zdi�ek ��slice tak� aby sou�et v�sledk� n�sleduj�c�ch

dvou p��klad� byl ��#�"

� � � �
� � # �
# � ! �

� � $ �
�� � � #
� � � �

-loha m� v�ce �e
en�� ur�ete alespo� dv��
M� Dillingerov�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e
en� 
loh ��� a ���� jejich	 zad�n� byla zve�ejn�na v p�t�m
��sle tohoto ����� ro�n�ku na
eho �asopisu�

�loha ���
Ma�enka se pod�vala na Pepovy zn�mky z matematiky� Zjistila� 	e

kdyby se mu nezapo��taly dv� nejlep
� zn�mky� zhor
il by se jeho pr��
m�r zn�mek o !��� Aby se mu pr�m�r naopak zlep
il o !��� nesm�la by
mu zapo��tat osm nejhor
�ch zn�mek� Jak� by m�l Pepa pr�m�r zn�mek�
kdyby mu nezapo��tala jednu nejlep
� a t�i nejhor
� zn�mky'

Radek Horensk�

�e�en�"
Ozna�me n �n � �� po�et v
ech Pepov�ch zn�mek z matematiky�

s jejich sou�et� p sou�et dvou nejlep
�ch Pepov�ch zn�mek a q sou�et
osmi jeho nejhor
�ch zn�mek� Jeliko	 se jedn� o zn�mky kvali�ka�n� stup�
nice� jsou v
echna tato ��sla p�irozen� a plat� � � p � �!� � � q � #!�
n � s � �n� Skute�nost� 	e p�i nezapo��t�n� dvou nejlep
�ch zn�mek se
pr�m�r Pepov�ch zn�mek zhor
� o !��� lze zapsat

s

n
�
�
�
 

s� p

n� � �

Tuto rovnici uprav�me na tvar

n�n� ��  #�s� p�� �p�n� ��� ���

Odtud vid�me� 	e n je sud� ��slo �tedy n � �!�� Jeliko	 s a p jsou sou�ty
n�kolika zn�mek� plat� s � p � �n � ���� Odhadneme shora levou stranu
ve vztahu ��� a dostaneme n�n � �� � �!�n � �� � #�n � ��� Odtud ji	
plyne� 	e n � ��� tedy n � f�!� ��� �#� ��g� Ozna�me nav�c u sou�et zn��
mek� kter� Pepovi z�stanou� pokud nebudeme uva	ovat jeho dv� nejlep
�
a osm nejhor
�ch zn�mek� Proto	e n � �! a uva	ujeme zn�mky� plat�
! � �n � �!� � u � ��n � �!�� D�le m�me s  p � u � q a vztah ���
p�ep�
eme do tvaru

n�n� ��  #�q � u�� �p�n� ��� ���
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Skute�nost� 	e p�i nezapo��t�n� osmi nejhor
�ch zn�mek se Pep�v pr��
m�r zlep
� o !��� zap�
eme

p� u� q

n
� �
�
 
p� u

n� � �

Tuto rovnici uprav�me na tvar

n�n� ��  �q�n� ��� ���p� u�� ���

Pokud n  �!� potom u  !� rovnice ��� a ��� p�ep�
eme do tvaru
�!  #q � ��p a �!  #q � ��p� Vid�me� 	e soustava t�chto rovnic nem�
�e
en�� Tedy n � f��� �#� ��g� Nyn� pro tyto hodnoty n vy�e
�me soustavu
rovnic ��� a ��� vzhledem k nezn�m�m p a q� V�sledky zap�
eme do ta�
bulky�

n �� �# ��

p u� � u� ��
�

u� �#
�

q #u� �! �u� � #u

�

Pokud n  ��� je � � u � �!� Vzhledem k tomu� 	e p � � plat� nutn�
u  �!� p  �� q  �!� Ale u je sou�et dvou zn�mek� z nich	 ka	d�
nen� hor
� ne	 ka	d� z � Pepov�ch nejhor
�ch zn�mek� proto #u � q� co	
nenastane� Nalezen� �e
en� tedy nevyhovuje podm�nk�m zad�n�� Pokud
n  �#� potom # � u � �!� Vzhledem k tomu� 	e p � � plat� nutn� u  �$�
p  �� q  ��� Ale u je sou�et �ty� zn�mek� z nich	 ka	d� nen� hor
� ne	
ka	d� z � Pepov�ch nejhor
�ch zn�mek� proto �u � q� co	 nenastane� Tedy
i v tomto p��pad� nalezen� �e
en� nevyhovuje podm�nk�m zad�n�� Pokud
n  ��� potom � � u � �!� Vzhledem k tomu� 	e p � � plat� nutn� u  �!�
p  �� q  #!� Ale u je sou�et 
esti zn�mek� proto ka	d� z t�chto zn�mek
je �� q je sou�et osmi nejhor
�ch Pepov�ch zn�mek� proto ka	d� z nich je
� a p je sou�et dvou nejlep
�ch Pepov�ch zn�mek� ka	d� z nich je �� Pepa
tedy dostal z matematiky dv� jedni�ky a �trn�ct p�tek�

Z�v�r" Kdy	 Ma�enka nezapo��t� Pepovi jednu nejlep
� a t�i nejhor
�
zn�mky� bude pr�m�r zb�vaj�c�ch z�mek roven ��

��
 ��

�
�

Spr�vn� �e
en� zaslal Anton Hn�th z Moravan a Vladim�r Pavel z Blovic�
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Do transportn�ho kontejneru� jeho	 dno m� rozm�ry $�$ a kter� m�
v�
ku � �v
echny 
daje jsou v dm�� je t�eba naskl�dat kazety n�kolika
typ�" A . dno ���� v�
ka �� cena �!! K�/ks� B . dno ��#� v�
ka ��
cena �!!! K�/ks� C . dno ���� v�
ka �� cena ��!! K�/ks� S . dno ����
v�
ka �� cena �!! K�/ks� Pr�zdn� prostor lze vyplnit reklamn�mi kazetami�
kostkami R o rozm�rech ������ cena �! K�/ks� Z kazet A� B� C �po
jedn� od ka	d�ho z t�chto t�� druh�� lze nav�c po doru�en� kontejneru do
prodejny sestavit d�rkov� komplet K v cen� �$$! K�� Kazety maj� b�t
v bedn� ulo	eny tak� aby"

. od ka	d�ho z druh� A� B� C� S� R byl posl�n alespo� jeden kus�

. v
echny kazety byly do kontejneru ulo	eny dnem dol��

. p�i prodeji obsahu kontejneru se dos�hlo co nejv�t
� tr	by�

Nakreslete pl�n ulo	en� kazet do jednotliv�ch vrstev� uve�te v�slednou
tr	bu a doka	te� 	e je nejvy

� mo	n��

Stanislav Tr�vn��ek

�e�en�"
Nejprve najdeme pro jednotliv� kazety tr	bu za �dm� a zap�
eme je do

tabulky�

Kazeta A B C S R K

Tr�ba za � dm� ��� �
�
K� ��� K� ��� �

�
K� ��� K� �� K� ��� K�

Z tohoto p�ehledu plyne� 	e nejv�t
� tr	bu p�inese komplet K� proto je
t�eba volit takov� ulo	en� kazet� abychom dostali co nejv�ce trojic ABC�
Objem p�epravn�ho kontejneru je �#�dm�� objem kazet kompletu K je
�� dm�� Do kontejneru tedy vejde nejv�
e �� trojic kazet ABC a zbydou
je
t� nevypln�n� #dm�� Podle podm�nek do nich mus�me ulo	it je
t� ale�
spo� jednu kazetu S o objemu �dm� a jednu kazetu R o objemu �dm��
Zb�vaj�c� objem � dm� zapln�me jednou kazetou R� Je vid�t� 	e p�i ka	d�m
jin�m rozm�st�n� kazet bychom museli rozebrat alespo� jeden komplet K�
��m	 bychom utrp�li v�t
� ztr�tu ne	 je mo	n� zisk z nahrazen� kazety R
jin�mi kazetami� Pokud se n�m tedy poda�� ulo	it do kontejner� �� trojic
ABC� jedna kazeta S a dv� kazety R� bude tr	n� cena takov�ho kontejneru
nejvy

� mo	n�� Na n�sleduj�c�ch obr�zc�ch je p��klad takov�ho ulo	en� ka�
zet do jednotliv�ch vrstev�
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P�itom kazeta S le	� v obou horn�ch vrstv�ch kontejneru� Abychom

z p�epravn�ho kontejneru z�skali co nejv�t
� tr	bu� ulo	�me do n�j kazety

�� ��A��B��C��#� ��A��B��C���� ��A��B��C�R� �

�
S�  

 ��A� ��B � ��C � �R� S�

Celkem za n� utr	�me

�� � � $$!� � � �! � �!!  �# !�!K��

Spr�vn� �e
en� zaslal Anton Hn�th z Moravan�

Ne
pln� �e
en� zaslali Franti�ek J�chim z Volyn� a Vladim�r Pavel z Blo�
vic�

Pavel Cal�bek

Upozor�ujeme �ten��e na tradi�n� ro�enku matematick�ch sout�	�

�
� ro�n�k matematick� olympi�dy na st�edn�ch �kol�ch�

Publikace m� ��� stran a obsahuje �e
en� v
ech 
loh matematick� olym�
pi�dy v kategori�ch A� B� C a P z ��� ro�n�ku sout�	e� zad�n� v
ech

loh pou	it�ch v kategori�ch Z$�Z�� d�le podrobn� informace o v
ech
navazuj�c�ch mezin�rodn�ch sout�	� �#�� IMO� �� St�edoevropskou MO�
�$� IOI a �#� St�edoevropskou olympi�du v informatice��
Cena ro�enky je ���� K� v�etn� DPH a je mo	no zakoupit� pop�� ob�

jednat si ji na dob�rku na adrese" Prodejna u�ebnic a skript Univerzity
Palack�ho� Biskupsk� n�m� �� ��� �� Olomouc�
V t�	e prodejn� lze zakoupit tak� v�tisky star
�ch ro�n�k� MO �#�� ro��

n�k MO a d�le tak� #$� . ��� ro�n�k MO��
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