MATEMATIKA

Vyuziti invariantt a poloinvarianti
v gradovanych retézcich tloh

RADEK HORENSKY

Gymnézium, Sternberk

Tento ¢lanek volné navazuje na prispévek [2], v némz se nasi ¢tendri
mohli seznamit s tematikou invariantti a poloinvarianti. V Gvodu pfipo-
menme definice obou téchto pojmi.

Definice 1
Invariantem rozumime vlastnost nebo méfitelnou veli¢inu, kterd se pri
jisté transformaci, resp. pii opakovani urc¢itého postupu, nemeéni.

Definice 2

Poloinvariantem rozumime méritelnou veli¢inu, kterd se pfi jisté trans-
formaci, resp. pri opakovani urcitého postupu, nezvétsuje, resp. nezmen-
Suge.

Uvedme nové pojem gradovaného fetézce matematickych tloh, ktery
byl zaveden v praci [6].

Definice 3
Necht n je pfirozené ¢islo (n > 1). Gradovangm retézcem matematickych
iloh rozumime uspotfadanou n-tici (P, P, ..., P,) tloh, kde P; (j > 2)

tematicky navazuje na vSechny tlohy P; pro 1 <14 < j, a pfitom feSeni tlo-
hy P; vyzaduje objeveni a zvlddnuti novych poznatkid (nepouzitych v F;).
Ptirozené ¢islo n nazyvame stupném gradovaného fetézce matematickych
uloh.
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Pro ilustraci uvedme nejprve nékolik prikladd invariantd a poloinvari-
antd.

o Pricitame-li k danému lichému cislu sudd cisla, dostaneme vidy vy-
sledny soucet, ktery je liché cislo.
[Parita vysledku ztistava vzdy stejnd, tato vlastnost je tedy invari-
antem.]

o Ménime-li nekolik bankovek niZsi hodnoty za odpovidagici bankovky

s hodnotou vyssi, pricemz vyslednd castka zustdva stejna, je k tomuto
vyjddreni potieba stale mensiho poctu bankovek.
[Pocet bankovek je tedy poloinvariantem. Navic je tento pocet vyjad-
fen pfirozenym cislem, je tedy logické, ze po urcitém poctu transakci
musime dojit do situace, kdy nelze ve vyménovani pokracovat, a to
bez ohledu na to, jaké bankovky jsme na poc¢atku méli.]

o Juvétsime-li o stejné kladné cislo jmenovatel i citatel daného zlomku
vétstho neZ 1, dostaneme opét zlomek, jehoZ hodnota je vétsi neZ 1.

[Tato vlastnost (byt vétsi nez 1) je tedy invariantem. (Pochopitelné
je invariantem také rozdil Citatele a jmenovatele daného zlomku.)
Pri opakovéani dané operace dostaneme zlomky, jejichz hodnota se
postupné zmensuje. Hodnota zlomku je v tomto ohledu proto po-
loinvariantem. Dusledkem zminéného invariantu a poloinvariatu je
samoziejmé fakt, Ze dand posloupnost zlomkd m4 limitu (posloup-
nost je klesajici a zdola omezend).]

Nyni ukazeme, jakym zptsobem lze vyuzit invariantl a poloinvariantt
bude prezentovan gradovany retézec tii autorovych tloh, z nichz posledni
dvé ulohy byly vyuzity v kategorii A 58. ro¢niku matematické olympiady.

Priklad 1

V kazdém vrcholu pravidelného dvandactithelniku lezi jedna mince. Vy-
bereme dvé mince a piremistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak,
ze jedna se posune ve sméru a druhd proti sméru chodu hodinovych ruci-
¢ek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zpisobem vSechny mince postupné
presunout do jediného vrcholu dvanactitthelniku.

Reseni. Ozna¢me vrcholy daného dvandctithelniku po fadé ¢isly 1 az 12.
Premistime-li dvé mince na sousedni pole, potom se soucet Cisel ,pod
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obéma mincemi* nezméni (nenastane-li pfesun jedné mince mezi vrcholy
s ¢isly 1 a 12) nebo se dany soucet zvétsi ¢i zmensi pravé o 12. Pokud by
bylo mozno pfemistit vSechny mince na jedinou hromadku, byl by celkovy
soucet Cisel pod vSemi mincemi nasobkem dvandcti. Jejich soucet

1+2+3+...+12=78

vsak nasobkem dvandcti neni, pfi déleni dvanacti dava zbytek 6. Zbytek
pii déleni 12 je tedy invariantem. Dané mince nelze proto premistit do
jediného vrcholu.

Piiklad 2 (58. ro¢nik MO, A-I-6)

V kazdém vrcholu pravidelného 2 008-thelniku lezi jedna mince. Vybe-
reme dvé mince a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak,
ze jedna se posune ve sméru a druhd proti sméru chodu hodinovych ruci-
cek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zpisobem vSechny mince postupné
pifesunout:

a) na 8 hromédek po 251 minci,
b) na 251 hromadek po 8 mincich.

Reseni. O¢islujme vrcholy daného mnohothelniku po fadé ¢isly 1, 2, ...,
2008. Priradme kazdé minci ¢islo vrcholu, v némz se (aktudlné) nachdzi.
Vsimnéme si, jak se zméni soucet S vech 2008 ¢isel pritazenych jednot-
livym mincim, kdyz povolenym zptisobem piresuneme libovolnou dvojici
minci. Nenastane-li pfesun mince mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008, hodnota
souCtu S se ziejmé nezméni, nebot jedné z presouvanych minci se pfifa-
zené Cislo o 1 zvétsi, druhé presouvané minci se prifazené ¢islo o 1 zmensi
(¢isla prifazend ostatnim mincim, jez zistaly na misté, se nezméni).

Pokud vsak pfesun mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008 nastane (a nejde-li
pfitom o pouhou vyménu dvou minci mezi vrcholy 1 a 2008), soudet S se
zméni na hodnotu S + 2008, nebot ¢isla pfifazend presouvanym mincim
se bud obé zvétsi, nebo obé zmensi, a to v obou piipadech o hodnoty 1
a 2007. Po libovolném poctu presunt dvojic minci se hodnota S z poca-
tecni hodnoty Sy =1+ 2+ ... + 2008 zméni na hodnotu S = Sy + 2 008k,
kde k je vhodné celé ¢islo. Snadno urc¢ime hodnotu Sy = 1004 - 2009.

a) Mame-li ziskat 8 hromédek po 251 minci, musi byt vysledny soucet S
nasobkem 251. To je vSak splnéno vzdy, nebot S = 251(8k+4-2009). Staci
proto nalézt aspon 1 postup, jak mince dle danych podminek premistit.
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Budeme-li mince z dvojic vrchold 1 a 2008, 2 a 2007, atd. pfesouvat vzdy
v opacném smeéru, snadno vytvoiime 8 hromédek o 251 minci napf. ve
vrcholech 1001, 1002, 1003, ..., 1008.

b) Ukédzeme, Ze ziskat 251 hroméddek po 8 mincich nelze. Kdybychom
pripustili, Zze po ur¢itém poctu presuni dvojic minci vznikne 251 hroméadek
po 8 mincich, musel by sou¢et S byt nidsobkem 8. Cislo 2008k nasobkem
osmi je, ¢islo 1004 - 2009 nikoliv. Tim je tvrzeni o neexistenci preskupeni
daného poc¢tu minci dokazano.

Ptiklad 3 (58. ro¢nik MO, A-III-5)

V kazdém z vrchold pravidelného n-thelniku A; A, ... A,, lezi urcity po-
Cet minci: ve vrcholu Ay, je to pravé k minci, 1 < k < n. Vybereme dvé
mince a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se
posune ve sméru a druhd proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek. Rozhod-
néte, pro kterd n lze po konec¢ném poctu takovych premisténi docilit toho,
ze pro libovolné k, 1 < k < n, bude ve vrcholu Ay lezet n + 1 — k minci.

Reseni. Ukazeme, 7e to lze provést pro n = 6k + 1 nebo pro n =6k — 1.

Uvazujme soucin aktudlniho poc¢tu minci ve vrcholu a indexu daného vr-

cholu. Oznac¢me S soucet vSech téchto soucinii. Na zacatku je to
n(n+1)(2n + 1)

S=1-142-24+ ... +n-n= 6 ,

na konci

S'=1-n+2n-1)+ ... +n-1zw.
Nenastane-li pfesun mince mezi vrcholy s ¢isly 1 a n, hodnota sou¢tu S
se nezméni, nebot jedna z presouvanych minci hodnotu S o 1 zvysi, druhé
z minci hodnotu S o 1 snizi. Pokud v8ak pfesun mezi vrcholy s ¢isly 1 an
nastane (a nejde-li pfitom o pouhou vyménu dvou minci mezi vrcholy 1
a n), soufet S se zméni na hodnotu S + n, nebot obé presouvané mince
hodnotu S bud zvétsi, nebo zmensi, a to v obou pfipadech o hodnoty 1
a n — 1. Rozdil kone¢ného a pocatecniho stavu S — S’ tedy musi byt
nasobkem n. Tento rozdil

(n—1n(n+1)
6

je nasobkem n pouze tehdy, je-li n — 1 nebo n + 1 nasobkem 6.

S—-5'=
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Soucasné je vSak tieba ukazat, ze v takovém pifipadé toto preskupeni lze
provést. Jednou z moznosti je napt. nasledujici postup. Pfesuneme n — 1
minci z vrcholu n na vrchol 1 (o 1 pole, ptes rozhrani), n—3 minci z vrcholu
n — 1 na vrchol 2 (o 3 pole, pfes rozhrani) atd. Celkem provedeme

m=1)-1+(n—-3)-3 2-(n—-2)=
:n-(1+3+.. n—2)) (12—0—32 (n—2))
PR (B R n_(n—l)é )

tahti. V obou piipadech, tj. pro n = 6k + 1 i pro n = 6k — 1 nabyva
zlomek %(n —1)(5n — 4) celo¢iselnych hodnot, celkovy pocet taht je tedy
nasobkem n. VSechny tyto tahy vSak lze kompenzovat pohybem libovolné
mince v opa¢ném sméru o piislusny pocet celych kol.

Didakticky komentar k uvedenému retézci aloh

e Prvni z trojice tloh byla motivacni, kdy zdkladem feseni bylo nale-
zeni daného invariantu.

e Druhd tloha uz vyzaduje (kromé feSeni obdobného problému v jedné
z Casti) také nalezeni vhodného zptusobu pfemistovani minci, a to ve
druhé casti.

o Treti, zadvérecnd tloha vyzaduje od studentil jiz abstraktni mysleni
a logicky spravné podlozené zdivodnéni, ze dané premisténi je pro
zjisténé hodnoty mozné.

Ve druhé c¢asti ukdzeme feSeni nékolika dalsich naro¢néjsich dloh vyu-
zivajicich principu invariant a poloinvariantu.

Priklad 4

Na kazdém poli Sachovnice 8 x 8 je polozen Cerny Zeton, jen v prvnim
fadku jsou stiidavé (pravidelné) umistény bilé a ¢erné zetony. Mame moz-
nost zvolit si libovolnou vodorovnou, svislou nebo Sikmou fadu (tj. fadu
rovnobéznou s nékterou z danych diagondl) a zménit barvu vsech Zetont
v dané radé na opacnou. Rozhodnéte, zda mizeme po kone¢ném poctu
takovych operaci docilit toho, ze:

a) v8echna pole po obvodu Sachovnice budou pokryta Zetony stejné

barvy (pole uvnitf mohou byt pokryta libovolng).
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b) vSechna bild pole Sachovnice budou pokryta Zetony bilé barvy
a v8echna cernd pole Sachovnice budou pokryta Zetony cerné barvy.

Reseni. Uk4dzeme, 7e takovd situace nastat nemiize. Uvazujme viechna pole
na obvodu Sachovnice vyjma rohovych poli. (Viz obrazek.)

Af zvolime tadu libovolné, vzdy tato fada bude obsahovat sudy pocet
z téchto uvazovanych poli, a to 6, 2 nebo 0. Pii kazdém takovém pre-
barveni poli zlistane zachovana parita poctu bilych i ¢ernych poli v této
oblasti. Na pocatku je vSak na téchto polich umisténo 21 ¢ernych Zetont
a 3 zetony bilé. V kazdém kroku tedy ziistava pocet Zetond dané barvy
vyjadien lichym ¢islem. Nelze tak dostat 24 zetond stejné barvy, jak by
bylo zapotiebi u pokryti obvodu jednotnou barvou.

Nelze proto ani docilit situace, kdy by Zetony na Sachovnici pravidelné
meénily svou barvu, i v tomto piipadé by na uvazovanych polich musel byt
sudy pocet bilych a ¢ernych poli, coz viak nelze.

Priklad 5

Na kazdém poli tabulky 2009 x 2009 je zapsano néjaké celé ¢islo, pri-
¢emz soucet vSech ¢isel v tabulce je 2009. V kazdém kroku mizeme zménit
znaménka u kazdého z cCisel v libovolné rfadé ¢i sloupci. Rozhodnéte, zda
miizeme po kone¢ném poctu takovych operaci ziskat situaci, kdy v zadném
radku ani sloupci neni zaporny soucet.

Reseni. Je-li soucet v kazdém fadku i sloupci nezaporny, je tiloha vytesena.
V opacéném pripadé vybereme fadu ¢i sloupec, kde je soucet ¢isel zadporny.

Po zméné znamének bude tento soucet kladny a diky tomu se soucet Cisel
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v celé tabulce zvysi. Vzhledem k tomu, Ze tento soucet nemiize neustéle na-
ristat (je limitovan sou¢tem absolutnich hodnot ¢isel z pivodni tabulky),
musime proto po konecném poctu krokid ziskat tabulku s nezdpornymi
soucty v kazdém radku i sloupci.

Priklad 6

Ve tfidé ma kazdy z zakd nejvyse 3 nepfatele (vztah nepratelstvi je
symetricky, je-li A nepfitelem B, je i B nepfitelem A). Rozhodnéte, zda
1ze rozdélit vSechny zaky této tridy do dvou skupin tak, Ze v kazdé skupiné
nebude mit nikdo z nich vice nez jednoho nepfitele.

Reseni. Rozdélme zaky libovolné na dvé skupiny. Jestlize ani v jedné sku-
piné neni nikdo spolecné se dvéma a vice neptateli, jsme hotovi. V opa¢ném
pripadé vybereme takového zaka, ktery je ve skupiné s vice nez jednim ne-
pritelem a premistime ho do skupiny druhé. Budeme-li tento postup opa-
kovat, docilime po kone¢ném krokt rozdéleni, které jiz odpovidd danym
podminkam.

Stanovme nejprve pocet nepiatelskych dvojic v jednotlivych skupinéch.
Premistime-li zdka z prvni skupiny do druhé, poklesne pocet neptratelskych
dvojic v této skupiné minimélné o 2. Naopak ve druhé skupiné vznikne
maximalné jedna neptatelskd dvojice navic. Celkové se proto pocet nepta-
telskych dvojic zmensi.

Vzhledem k tomu, ze tento pocet nemize klesat do nekone¢na, musime
po kone¢ném poctu krokt docilit usporddani, kdy v zadné skupiné neni
zék s vice nez jednim neptitelem.

Pozndmka 1. Rozdéleni zakt do dvou skupin neni samoziejmé jednoznac-
né, takovych rozdéleni mtize byt vice. Ve vSech piipadech jsou ale pod-
minky zadani vzdy splnény.

Pozndmka 2. Danou tlohu je mozno vytesit i logickou Gvahou o pridélo-
véani zakt do dvou skupin. Libovolné vybereme po jednom zdku do kazdé
skupiny. Kazdého dalsiho zaka priradime vzdy do té skupiny, kde nejsou
dva jeho nepiételé (takova skupina vZdy existuje, protoZe pocet nepiatel
je nejvyse tfi). Opakovanim tohoto postupu dostaneme rozdéleni, které
odpovida podminkdm ze zadani.
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Priklad 7

V roviné je dédno celkem 2 008 bodl. Dokazte, ze existuje 1004 disjunkt-
nich tsecek, které maji krajni body v téchto danych bodech.

Reseni. Spojime-li libovolnym zptsobem dané body do dvojic, lze vypo-
¢itat dany soucet velikosti takovych tsecek. Jestlize spolu Gsecky nemaji
zadny spolecny bod, jsme hotovi. V opa¢ném pripadé vyberme takové dvé
usecky, které maji spolecny prisecik. Necht jsou to tseCky KL a MN.
Nahradme tuto dvojici Gseéek jinou dvojici, a to KM a LN. ProtoZe dané
body jsou vrcholy konvexniho ¢tyfahelniku KM LN, bude dle trojahel-
nikové nerovnosti soucet délek tGsecek KM a LN mensi nez soucet délek
useCek KL a M N. Soucet délek vSech 1004 tsecek se tedy zmensi.

Protoze existuje jen kone¢ny pocet moznosti, jak body na pocatku po-
spojovat, existuje také jen konecny pocet moznosti pro dany soucet délek
v8ech téchto 1004 Gsecek. V urcité fazi proto musime po kone¢ném poctu
krokt dojit k situaci, kdy jsou vSechny tsecky disjunktni.

Priklad 8

Ve ttidé, kde jsou jen studentky s blond nebo s ¢ernymi vlasy, ma kazda
divka lichy pocet kamaradek. Prvni den se rozhodne prvni divka, Ze pri-
zpusobi barvu svych vlast vétsiné svych kamaradek, tj. maji-li pfevahu
¢ernovlasé kamaradky, rozhodne se pro ¢ernou barvu barvu vlast, v opac-
ném pripadé zvoli blond vlasy. Druhy den se ke stejnému kroku rozhodne
druhd divka, atd. (Poté, co danou volbu provede i posledni divka, po-
kracuje opét divka prvni.) DokaZte, Ze po jisté dobé si uz zadnd z divek
nebude své vlasy ptrebarvovat na opac¢nou barvu.

Reseni. Uvazujme vsechny dvojice kamaradek, které maji opacnou barvu
vlast. Pocet takovych dvojic ozna¢me S. Pokud se rozhodne divka pro
zménu barvy svych vlast, znamena to, ze méla pivodné vice kamaradek
s jinou barvou vlasti nez kamaradek se stejnou barvou vlast. Po obarveni
se tedy pocet S dvojic kamaradek s riznou barvou vlast musi nutné snizit.
Vzhledem k tomu, Ze je tento pocet vyjadien nezdpornym celym cislem,
nemiize se zmensovat do nekonec¢na. Proto po urcité dobé musi dosdhnout
své minimalni hodnoty a zadn4 z divek si uz nebude prebarvovat své vlasy.

Priiklad 9
Jsou dény ¢iselné posloupnosti (a,) a (by,), které vyhovuji nasledujicim
predpistim:
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Ay, + bn 2anbn

a = 7, = —
n+1 2 n+1 ap + bn
pro vSechna prirozend n, kde a; = 2009 a by = 1. Dokazte, Ze obé po-
sloupnosti maji tutéz limitu, a urcete ji.

Reseni. K vyieseni tilohy ndm poslouzi nalezeni vhodného invariantu a po-
loinvariantu. Snadno se vidi, ze souc¢in odpovidajicich ¢lend obou posloup-
nosti zstava konstantni, plati tedy

an+1bn+1 = anbn = ... = a1b1 = 2009.

Ze zadani je patrné, ze vSechny cCleny obou posloupnosti jsou kladna re-
alné cisla. Zkouméame-li rozdil odpovidajicich ¢lent téchto posloupnosti,
dostaneme po Gpravach

" b _Gntby 2apbn (an +by)? —4dapb,  (an — byp)?
whL T e T Ty an+by 200 +b)  2(an+by)

Tento rozdil je tedy stale nezdporny, tj. pro vSechna prirozend n plati

nerovnost a,, > b,. (Dany vztah vyjadfuje nerovnost mezi aritmetickym

a harmonickym priamérem pro dvojici kladnych redlnych ¢&isel a,, a b,,.)
Pro vSechna prirozena ¢isla n také plati

an +b, _ an+a,

Ap4+1 = D) >~ D) = Qp,

) 2ab. 2 2
n+1_a”+b”_i+i_ﬁ+i

= by.

Posloupnost (a,) je tedy nerostouci a soucasné zdola omezend (kazdou
z hodnot b;, napt. by) a posloupnost (b,,) je neklesajici a soucasné shora
omezend (kazdou z hodnot a;, napf. a;). Obé posloupnosti proto maji
vlastni (kone¢né) limity a a b.

Pro v8echna kladna realné cisla a,, a b, plati

(an — bn)

<1,
(an + by)
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tudiz
(an — bn)2 (an —bn) (an —by) (an —bn)

N = .
On+1 — Ont1 2an +bn)  (@n +bn) 5 < 5 )

tj-
(a1 - bl) _ 2008

2n 2n
Vyraz na pravé strané posledniho vztahu se s rostoucim n blizi k nule, proto
se také rozdil a,41 — bp41 blizi k nule, tj. pro limity a, b obou posloupnosti
plati a = b. Tuto (spoletnou) limitu snadno uréime ze vztahu

ab = a1by = 2009,

anJrl - bn+1 <

tj.

a="b=+v2009.

K procviceni uvedené problematiky uvadime na zdvér dva priklady,
které jsou urceny Ctenditm.

Piiklad 10 (O nevérném ndmoinikovi)

Namornik Max ma v kazdém pristavu 1 Zenu. Poté, co uz byl dlouho
na jednom misté, opustil Marii a jedno pondéli se vydal na své barce do
pristavu, ktery byl od vychoziho pristavu nejvice vzdaleny. Po Sestidenni
plavbé zakotvil v cilovém piistavu a celou nedéli pak stravil u jiné zeny.
V pondéli rdno opét vyplul na more a zamifil znovu do aktualné nejvzdale-
néjsiho pristavu. Na moii stravil opét Sest dni a celou nedéli stravil s dalsi
zenou, atd. Marie se trapi samotou. Poradte Marii, jak dlouho mé& na Maxe
cekat.

Pozndmka: Z4dné dva piistavy nejsou od sebe stejné vzdalené (vidy exis-
tuje jen jediny pristav, ktery je nejvzdalenégjsi).

[Ukazte, ze posloupnost vzdalenosti je neklesajici, presnéji rostouci a od
jistého ¢lenu konstantni. Max se bud navrati za dva tydny, nebo se nikdy
nevrati.]

Ptiklad 11 (Pro policejni akademii)

Zlodéjka Mina kazdého dne vecer, tésné pred zaviraci dobou, pirepadne
ve mésté postu a v noci se presune do nejblizsiho sousedniho mésta, v némz
se nachdzi poSta. Nasledujici den (opét pied zaviraci dobou) sviij ¢in zo-
pakuje v daném mésté a opét se presouva do aktualné nejblizsitho mésta,
atd.
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V pondéli 15. cervna 2009 byla jiz podruhé za posledni dobu vyloupena
posta ve mésté M. V obou pfipadech byla identifikovana jako pachatelka
prepadeni Mina. Policie dle hesla ,trikrat a dost* se proto rozhodla danou
postu ve mésté M hlidat. Kdy byla Mina zatc¢ena?

Pozndmka: Z4dna dvé mésta nejsou od sebe stejné vzdalend (vzdy existuje
jen jediné mésto, které je nejblizsi).

[Ukazte, ze posloupnost vzdalenosti je nerostouci, presnéji klesajici a od
jistého ¢lenu konstantni. Mina se ve mésté M objevila uz podruhé, posledni
dvé vzdalenosti jsou tedy stejné a Mina bude v mésté M opét za dva dny.]
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59. rocnik Matematické olympiady
Ulohy I kola

KATEGORIE Z9

7Z-9-1
Dostal jsem zadana dveé prirozena cisla. Poté jsem je obé zaokrouhlil na
desitky. Ktera cisla jsem mél zadana, pokud vite, Ze:
e podil zaokrouhlenych ¢isel je stejny jako podil ¢isel piivodnich,
e soucin zaokrouhlenych ¢isel je o 295 vétsi nez soucin pivodnich ¢isel,
e soucet zaokrouhlenych ¢isel je o 6 vétsi nez soucet pivodnich cisel.
L. Siminek

Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009 387



Z-9-2
Pat a Mat byli na vyleté. Vysli rdno po osmé hodiné, kdy velkd a mala
rucicka na Patovych hodinkach lezely v opac¢nych polopfimkéch. V opac-
nych polopifimkach byly rucicky Patovych hodinek, i kdyZz se oba pratelé
pfed polednem vratili. Mat dobu vyletu méfil na stopkach. Urcete i vy
s presnosti na sekundy, jak dlouho trvala cesta. Predpokladejte, Ze Patovy
hodinky a Matovy stopky Sly presné.
M. Volfovd

Z-9-3
Na obrazku je krychle o hrané 2cm tvorend osmi krychlickami s hra-
nou 1 cm. Osm stén krychlicek je obarveno ¢erné, ostatni jsou bilé. Pfitom
z nich lze slozit krychli, jejiz povrch je bily. Kolika zptsoby mohou byt
krychlicky obarveny? Predpokladejte, ze stejné obarvené krychlicky nedo-
kézeme odlisit, mohou se tedy zaménit.
K. Pazourek

7-9-4
Adam a Eva dostali kosik, ve kterém bylo 31 jablek. Prvni den snédla
Eva tfi ¢tvrtiny toho, co snédl Adam. Druhy den snédla Eva dvé tietiny
toho, co snédl tyz den Adam. Druhého dne vecer byl kosik prazdny. Kolik
jablek snédla z kosiku Eva? (Adam i Eva jablka jedi celd a nedéli se o né.)
L. Hozova

Z-9-5
Ridi¢ pievazi mléko v cisterné tvaru valce. Priimér podstavy je 180 cm,
délka cisterny je 4m. Kolik hl mléka je v cisterné, jestlize je naplnéna do
tr1 ¢tvrtin praméru?
M. Krejéova
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Z-9-6

V lichobézniku ABCD se zakladnami AB a C'D délky 7cm a 4 cm jsou
body S a T stfedy stran AD a BC, viz obrazek. Bod X je prusecik tsecek
AC a ST,bod Y je prisecik secky AB a primky DX . Obsah ¢tyftahelniku
AY CD je 12cm?. Vypoététe obsah lichobézniku ABCD.

M. Dillingerova
D C

KATEGORIE 78

7-8-1
Napiste ¢islo 75 jako soucet nékolika po sobé bezprostiedné jdoucich
prirozenych cisel. Najdéte aspon ¢tyfi feSeni.
M. Volfovd

7—8-2

T¥i kamaradky se sesSly na chalupé a vyrazily na houby. Nasly celkem
55 hiibd. Po navratu si udélaly smazenici, rozdélily ji na ¢tyfi stejné porce
a pozvaly na ni kamarada Pepu. Liba dala na smazenici Sest ze svych hiib1,
Marusgka osm a Sarka pét. Kazdé pak zbyl stejny pocet hiibii. Pepa jim
daroval bonboniéru, kde bylo 38 bonbéni, a trekl, ze se maji spravedlivé
rozdélit podle toho, jak prispély na jeho jidlo.

1. Kolik htibi nasla kazda?

2. Jak se mély podle Pepy podélit?

M. Volfovd
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Z-8-3
Sedadla v divadelnim salu jsou rozdélena do tii kategorii podle jejich
vzdalenosti od jevisté. ,I. mista“ jsou nejblize jevisti, tvori dvé pétiny
kapacity salu a prodavaji se za 220 K¢. ,II. mista“ tvori dalsi dvé pé-
tiny sdlu a prodavaji se za 200 K¢. Zbyvajici ,III. mista® se prodavaji za
180 K¢. Pred zahajenim predprodeje na slavnostni premiéru bylo rozdano
150 vstupenek zdarma zvanym hostiim. Vstupenky byly rozdavany po-
stupné od prednich mist salu dozadu. VSechny ostatni vstupenky pak byly
prodany. Kdyby se v8ak volné vstupenky rozdavaly postupné od zadnich
mist dopredu, byla by trzba o 4320 K¢ vétsi. Kolik mist bylo v salu?
L. Simiinek

7-8-4
Dostali jsme krychli, kterd méla délku hrany vyjadienou v centimetrech
celym cislem. VSechny jeji stény jsme obarvili na cerveno a poté jsme ji
roziezali beze zbytku na krychlicky o hrané 1cm.
e Lukas tvrdi, ze krychlicek se dvéma obarvenymi sténami je desetkrat
vice nez téch se tfemi obarvenymi sténami.
e Martina rikd, ze krychlic¢ek se dvéma obarvenymi sténami je patnactkrat
vice nez téch se tfemi obarvenymi sténami.

Pravdu mé v8ak pouze jeden — kdo? A kolik méfila hrana ptvodni
krychle?
L. Siminek
Z-8-5

Ze ctverce o strané 6 cm odiizneme od kazdého vrcholu shodné rovno-
ramenné pravouhlé trojuhelniky tak, aby se obsah ¢tverce zmensil o 32 %.
Jakou velikost maji odvésny?

M. Krejéova

Z-8-6
Ve dvou mistnostech vzdélavaciho centra se konaly prednésky. Pri-
mérny vek osmi lidi pfitomnych v prvni mistnosti byl 20 let, pramérny
vék dvanacti lidi ve druhé mistnosti byl 45 let. V pribéhu prednasky ode-
Sel jeden Ucastnik a tim se primérny vek vSech osob v obou mistnostech
zvysil o jeden rok. Kolik let bylo tc¢astnikovi, ktery odesel?
L. Hozova
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KATEGORIE Z7

7Z-7-1
Do prodejny vina se v noci vloupal kocour. Vysko¢il na polici, na niz
byly v dlouhé fadé vyrovnany lahve s vinem — prvni tfetina lahvi zkraje
stala po 160 K¢, nésledujici tfetina lahvi stala po 130 K¢ a posledni tretina
po 100 K¢. Nejprve kocour shodil na zem lahev za 160 K¢, ktera stala
uplné na zacatku rady, a pak postupoval dale a shazoval bez vynechani
jednu lahev za druhou. Nez ho to prestalo bavit, srazil 25 lahvi a ty se
vSechny rozbily. Rdno majitel zalitoval, ze kocour nezacal se svym radénim
na druhém okraji police. I kdyby totiz rozbil stejny pocet lahvi, byla by
skoda o 660 K¢ mensi. Kolik lahvi bylo pivodné na polici?
L. Simaiinek

7Z-7-2

Na tabuli jsou napsand tfi prirozena ¢isla a, b, ¢, pro kterd plati:
nejvetsi spolecny délitel cisel a, b je 15,

nejvétsi spolecny délitel cisel b, ¢ je 6,

soucin ¢isel b, ¢ je 1800,

nejmensi spolecny nasobek cisel a, b je 3150.

Ktera to jsou cisla?

L. Siminek
7Z-7-3

Ve ¢tytahelniku K LM N zndme vyznadené thly a vime, ze plati | K N| =
= |LM]|. Jaka je velikost ahlu KNM?

M
v /\

L. Hozova
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Z-7-4
Krychle byla slozena z 64 krychlicek o hrané 2cm. Pak bylo nékolik
krychlicek z viditelné strany odebrano, viz obrazek.

1. Jaky je objem a jaky povrch ziskaného télesa?

2. Téleso bylo po celém povrchu natfeno cervené, pak rozebrano na pu-
vodni krychlicky. Kolik z nich mélo 6, kolik 5, 4, 3, 2, 1 ¢i zadnou sténu
¢ervenou?

M. Volfova

7Z-7-5
Na ciselné ose jsou znazornéna Cisla 12z a —4z. Znazorni na této ose
nulu a cislo z.

M. Petrova

Z-7-6
Dopliite misto hvézdicek cislice tak, aby soucet vysledkd nasledujicich
dvou ptikladd byl 5842:

*2x%7 2% 9%
3x4dx — %254
4 %0 * * D% %

Uloha maé vice FeSeni, urcete alespoin dveé.
M. Dillingerovd
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 155 a 156, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
¢isle tohoto (18.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 155

Marenka se podivala na Pepovy znamky z matematiky. Zjistila, ze
kdyby se mu nezapocitaly dvé nejlepsi zndmky, zhorsil by se jeho pri-
mér znamek o 0,5. Aby se mu pramér naopak zlepsil o 0,5, nesméla by
mu zapocitat osm nejhorsich znamek. Jaky by mél Pepa primér znamek,
kdyby mu nezapocitala jednu nejlepsi a tii nejhorsi znamky?

Radek Horensky

Reseni:

Ozna¢me n (n > 8) polet vSech Pepovych zndmek z matematiky,
s jejich soucet, p soucet dvou nejlepsich Pepovych zndmek a ¢ soucet
osmi jeho nejhorsich znamek. Jelikoz se jednd o znamky kvalifikacni stup-
nice, jsou vSechna tato ¢isla pfirozend a plati 2 < p < 10, 8 < ¢ < 40,
n < s < 5n. Skutecnost, ze pfi nezapocitani dvou nejlepSich znamek se
pramér Pepovych zndmek zhorsi o 0,5, lze zapsat

s 1 s—p
n 2 n-2

Tuto rovnici upravime na tvar
n(n —2) =4(s —p) — 2p(n — 2). (1)

Odtud vidime, Ze n je sudé ¢éislo (tedy n > 10). JelikoZz s a p jsou soucty
nékolika zndmek, plati s — p < (n — 2)5. Odhadneme shora levou stranu
ve vztahu (1) a dostaneme n(n —2) < 20(n — 2) — 4(n — 2). Odtud jiz
plyne, ze n < 16, tedy n € {10,12,14,16}. Oznacme navic u soucet zna-
mek, které Pepovi zlistanou, pokud nebudeme uvazovat jeho dvé nejlepsi
a osm nejhorSich zndmek. Protoze n > 10 a uvazujeme znamky, plati
0 < (n—10) < u < 5(n— 10). Dale mame s = p+ u + g a vztah (1)
prepiseme do tvaru

n(n —2) =4(q + u) — 2p(n — 2). (2)
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Skutecnost, ze pri nezapoc¢itani osmi nejhorsich zndmek se Peptv pri-
mér zlepsi o 0,5, zapiSeme

ptutqg 1 _p+u
n 2 n-—8
Tuto rovnici upravime na tvar
n(n —8) = 2q(n — 8) — 16(p + u). (3)

Pokud n = 10, potom u = 0, rovnice (2) a (3) pfepiSeme do tvaru
80 = 4q — 16p a 20 = 4g — 16p. Vidime, Ze soustava téchto rovnic nema
feSeni. Tedy n € {12,14,16}. Nyni pro tyto hodnoty n vyfesime soustavu
rovnic (2) a (3) vzhledem k nezndmym p a q. Vysledky zapiSeme do ta-
bulky.

n 12 14 16
g u—15 |u—24

o 2 3

4u

q [4u—10 |2u—3 3

Pokud n = 12, je 2 < u < 10. Vzhledem k tomu, ze p > 2 plati nutné
u = 10, p = 2, ¢ = 30. Ale u je soucet dvou znamek, z nichz kazda
neni horsi nez kazda z 8 Pepovych nejhorsich znamek, proto 4u < ¢, coz
nenastane. Nalezené feseni tedy nevyhovuje podminkam zadani. Pokud
n = 14, potom 4 < u < 20. Vzhledem k tomu, ze p > 2 plati nutné u = 19,
p = 2, ¢ = 35. Ale u je soucet ¢ty znadmek, z nichz kazda neni horsi nez
kazdé z 8 Pepovych nejhorsich zndmek, proto 2u < g, coz nenastane. Tedy
i v tomto pripadé nalezené reSeni nevyhovuje podminkam zadani. Pokud
n = 16, potom 6 < u < 30. Vzhledem k tomu, Ze p > 2 plati nutné u = 30,
p =2, g = 40. Ale u je soucet Sesti zndmek, proto kazda z téchto znamek
je 95, q je soucet osmi nejhorsich Pepovych zndmek, proto kazda z nich je
5 a p je soucet dvou nejlepsich Pepovych zndmek, kazda z nich je 1. Pepa
tedy dostal z matematiky dvé jednicky a ¢trnact pétek.

Zdver: Kdyz Marenka nezapocita Pepovi jednu nejlepsi a tii nejhorsi
znamky, bude pramér zbyvajicich zamek roven % = 13—4.
Spravné reSeni zaslal Anton Hndth z Moravan a Viadimir Pavel z Blovic.
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Uloha 156

Do transportniho kontejneru, jehoz dno ma rozméry 9x9 a ktery ma
vysku 8 (v8echny udaje jsou v dm), je t¥eba nasklddat kazety nékolika
typi: A — dno 2x3, vyska 1, cena 700 K¢&/ks, B — dno 2x4, vyska 1,
cena 1000 Ké/ks, C — dno 3x3, vyska 1, cena 1100 K¢&/ks, S — dno 1x1,
vyska 2, cena 200 K¢&/ks. Prazdny prostor lze vyplnit reklamnimi kazetami,
kostkami R o rozmérech 1x1x1, cena 50 K¢/ks. Z kazet A, B, C (po
jedné od kazdého z téchto tii druhti) lze navic po doruceni kontejneru do
prodejny sestavit darkovy komplet K v cené 2990 K¢. Kazety maji byt
v bedné ulozeny tak, aby:

— od kazdého z druht A, B, C, S, R byl poslan alespon jeden kus,
— v8echny kazety byly do kontejneru ulozeny dnem dolf,
— pri prodeji obsahu kontejneru se dosahlo co nejvétsi trzby.

Nakreslete plan uloZeni kazet do jednotlivych vrstev, uvedte vyslednou
trzbu a dokazte, Ze je nejvyssi mozna.
Stanislav Trdvnicek
Reseni:

Nejprve najdeme pro jednotlivé kazety trzbu za 1dm? a zapiSeme je do
tabulky.

Kazeta | A | B | ¢ | s | R | K
Trzba za 1dm® [ 1162 K& | 125 K& [ 1222 K¢ | 100 K& | 50 K& [ 130 K¢

Z tohoto prehledu plyne, Ze nejvétsi trzbu prinese komplet K, proto je
tfeba volit takové ulozeni kazet, abychom dostali co nejvice trojic ABC.
Objem prepravniho kontejneru je 648 dm?, objem kazet kompletu K je
23 dm?. Do kontejneru tedy vejde nejvyse 28 trojic kazet ABC a zbydou
jesté nevyplnéné 4 dm?. Podle podminek do nich musime uloZit je§té ale-
spoil jednu kazetu S o objemu 2dm? a jednu kazetu R o objemu 1dm?.
Zbyvajici objem 1 dm? zaplnime jednou kazetou R. Je vidét, Ze pii kazdém
jiném rozmisténi kazet bychom museli rozebrat alespon jeden komplet K,
¢imz bychom utrpéli vétsi ztratu nez je mozny zisk z nahrazeni kazety R
jinymi kazetami. Pokud se ndm tedy podaii ulozit do kontejnert 28 trojic
ABC, jedna kazeta S a dvé kazety R, bude trzni cena takového kontejneru
nejvyssi moznd. Na nésledujicich obrazcich je priklad takového ulozeni ka-
zet do jednotlivych vrstev.
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Spodni dvé vrstvy Stiedni ¢tyfi vrstvy Horni dvé vrstvy

c C c C |AlA]A ClplBlB
c A A o A A ¢ 9R s
c |B|B|B c |B|B|B c | Blala

Pritom kazeta S lezi v obou hornich vrstvach kontejneru. Abychom
z piepravniho kontejneru ziskali co nejvétsi trzbu, ulozime do néj kazety

2x (2A+3B+50)+4x (5A+3B+3C)+2x (2A+5B+3C+R+1S5) =
=284+28B+28C + 2R+ S.

Celkem za né utrzime
28 -2990 + 2 - 50 + 200 = 84 020 K¢.

Spravné reseni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Netplné teseni zaslali Frantisek Jachim z Volyné a Vladimir Pavel z Blo-
vic.

Pavel Caldbek

Upozoriiujeme ¢tenaie na tradi¢ni rocenku matematickych soutézi
56. ro¢nik matematické olympiady na stfednich skolach.

Publikace ma 186 stran a obsahuje feseni vSech Gloh matematické olym-
piady v kategoriich A, B, C a P z 56. ro¢niku soutéze, zadani vSech
uloh pouzitych v kategoriich 7Z9-Z5, dale podrobné informace o vSech
navazujicich mezindrodnich soutézi (48. IMO, 1. St¥edoevropskou MO,
19. IOT a 14. Stfedoevropskou olympiddu v informatice).

Cena rocenky je 85,- K¢ véetné DPH a je mozno zakoupit, popt. ob-
jednat si ji na dobirku na adrese: Prodejna ucebnic a skript Univerzity
Palackého, Biskupské nam. 1, 771 11 Olomouc.

V téze prodejné lze zakoupit také vytisky starsich roénika MO (42. ro¢-
nik MO a dale také 49. — 55. ro¢nik MO).
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