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�� O matematice

V�znamn� britsk� matematik Ian Stewart napsal v popul�rn� knize
Odsud a� do nekone�na� V matematice nejsou d�le�it� v�po�ty� ale n��
pady � � � Je p	inejmen
�m p�t r�zn�ch pramen� matematick�ch n�pad�

Jsou to po�ty� tvary� uspo	�d�n�� pohyby a n�hody
 Nejz�kladn�j
� a nej�
d�le�it�j
� jsou po�ty
 P�vodn� musel koncept ��sla vzniknout z po��t�n��
majetku� dan�� nep	�tel
 M�	en� d�lek a vah vedla ke zlomk�m a re�ln�m
��sl�m
 Velk�m d�lem matematick� imaginace je stvo	en� imagin�rn�ch ���
sel
 Tvar neboli forma d�v� geometrii � � � Probl�my� jak uspo	�dat objekty
podle r�zn�ch pravidel� vedou ke kombinatorice� ��sti modern� algebry� te�
orii ��sel a kone�n� matematice� z�kladu v�t
iny informatiky
 Pohyby � � �
inspirovaly diferenci�ln� a integr�ln� po�et
 Mnoh� z hlavn�ch oblast� ma�
tematick�ho v�zkumu se zab�vaj� v�vojem syst�m� v �ase
 Nov�j
� p	�m�s�
je n�hodnost
 Hnac� silou matematiky jsou probl�my
 D�le�it�m zdrojem
matematick� inspirace jsou p	�klady ����� s� �	
�

Inteligentn� laik se p�i kontaktu s matematikou obvykle st�etne se t�emi
�nep��jemn�mi
 skute�nostmi� zvl��tn�m jazykem� pojmovou vyt��benost�
a logickou strukturou discipl�ny� Pojmy zahrnuj� pouze to� co je explicitn�
formulov�no v de�nic�ch� jedin� v�znamn� souvislosti jsou souvislosti logic�
k�ho charakteru� Je to prav� opak b��n�ho �ivota� kde nic nen� de�nov�no
a vztahy a souvislosti se odv�j� od v�eho mo�n�ho� m�lokdy v�ak od lo�
giky� Setk�n� dosp�l�ho laika s ��st� �hotov�
 matematick� discipl�ny b�v�
z��dkakdy �sp��n�� K matematice je nutno v�st d�t� od �tl�ho ml�d�� a to
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pokud mo�no p�irozen�� tedy nikoliv p�edkl�d�n�m ��sti hotov� matema�
tick� discipl�ny� ale postupnou jej� konstrukc��
Po celo�ivotn�ch zku�enostech se mi jev� ��eln� zd�raznit t�chto P�T P

matematick�ho vzd�l�v�n�� kter� by m�lo m�t p�edev��m charakter �e�en�
probl�m��

P�� Pamatovat si
P	� Po��tat
P�� P�em��let
P�� Porozum�t
P�� Pou��t

Role pam�ti ve vzd�l�v�n� b�v� mnoh�mi �modern�mi
 autory zleh�o�
v�na� Pam�� v�ak je pro �sp��n� matematick� vzd�l�v�n� d�le�it�� �kola
by m�la jej� kultivaci v�novat n�le�itou pozornost� Na�e �kola vy�aduje�
a jsem p�esv�d�en� �e bude vy�adovat i v budoucnosti� nap�� pam�tn� zna�
losti v�sledk� s��t�n� a n�soben� p�irozen�ch ��sel do ��� znalost p�semn�ch
algoritm� z�kladn�ch po�etn�ch operac�� znalost nemnoha de�nic aritme�
tick�ch a geometrick�ch pojm� a algoritm� a n�kolika vzorc� a v�t� Pro�
zast�v�m toto stanovisko v dob�� kdy v�echno lze spolehliv� a rychle na�
l�zt v dostupn�ch zdroj�ch a mnoh� lze jednodu�e odvodit� Souhlas�m se
Zde�kem Kratochv�lem ��	�� s� ���
� �e �lov�k je do ur�it� m�ry ur�en t�m�
co m� ve sv� pam�ti
 Pam�� je dispozic� na
� mysli� zakl�d� mo�nosti 	e�i
i zp�sob vn�m�n�� Pam�� hraje z�kladn� �lohu p�i orientaci v nejr�zn�j�
��ch situac�ch� v porozum�n� souvislostem� v �e�en� �loh� ve schopnostech
za�ehnout n�hled� Zvl�
t� men
�m d�tem je pam�� tou silou� kter� buduje
rostouc� schopnost mysli ��	�� s� ���� ���
� Pam�� je uschov�n� pochopen�
a posouzen� v�ci pro budouc� pou�it� ����� s� ��
� Fantazie� intuice i logika
pracuj� se zapamatovateln�mi �daji ����� s� ���
�  e�en� probl�m� a �loh
nen� bez zprost�edkuj�c� role pam�ti mo�n�� na vhodn�ch �loh�ch a hr�ch
�nap�� na h�e v �achy
 m��eme pam�� tr�novat�

Podce!ov�n� po��t�n� v na�� �kole je bohu�el skute�nost�� P�itom um�n�
n�sobit otev�ralo �lov�ku v prvn�ch stolet�ch druh�ho tis�cilet� dve	e k nej�
vy

�m �	ad�m ����� s� 	��
 a metodick� p��ru�ka z konce �"� stolet� zd��
raz!uje� Nejprost�j
� slu�ebn� d�ve�ka tak jako nejvy

� �	edn�k �nan�n��
chud� n�denn�k tak jako bohat� kupec musej� um�ti po��tati� necht��li upad�
nouti v �ivot� do rukou lichevnictva� 
ejd�	stva a ��ti v mrzk� z�vislosti na
jin�ch
 �kole jest pak vyu�ovati pro �ivot� proto mus� p�liti toho� aby ��k�m
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jej�m dostalo se on� m�ry po�t�	sk� zru�nosti� kter� vyhled�v� ob�ansk�
spole�nos� na tom� kdo v n� �ije ��#�� s� ���
�
Oded�vna se ov�em proti p�stov�n� po�etn�ch dovednost� n�kter� osob�

nosti stav�ly� Tak nap�� F
 M
 Pelcl se ve sv�ch pam�tech trpce vysm�v�
zaveden� matematiky v terezi�nsk�ch �kol�ch� jako kdyby m�ly v
ecky d�ti
nastoupit jako ��etn� u er�ru �citov�no podle ���� s� �"
�
V obdob� tzv� modernizace vyu�ov�n� matematice� kter� se soust�edilo

sp��e na struktur�ln� pohled na matematiku ne� na jej� aplikace� odsou�
dil Jan Vy
�n vyu�ovac� c�l ��ci maj� um�t poznat v denn�m �ivot� situace
po�t�	sk�ho charakteru a maj� je um�t 	e
it spolehliv� a samostatn� spr�v�
n�m po�t�	sk�m postupem takto� Tato slova zn�j� v �
 polovin� ��
 stolet�
opravdu sm�
n� a jsou trapn�m anachronismem ��$�� s� �	
� Hlavn�m pro�
bl�mem tehdej�� reformy nebyla podle m�ho n�zoru orientace na mno�iny
a logiku� ale odklon od kalkulativn� a aplika�n� str�nky vzd�l�v�n�� �V��
deck�
 charakter �koln� matematiky znamenal jistou v�lu�nost matema�
tick�ho vzd�l�v�n� a nem��eme se divit� �e skute�nost� kdy ��k prvn� t��dy
m�l p�edev��m zn�t� �e 	 % � & �% 	� tedy komutativitu s��t�n�� a pak a�
	 % � & �� mohla st��� nadchnout ve�ejnost ' odbornou i laickou�
Tato stanoviska sv�d�� o jist� odtr�enosti �koly od reality �ivota� Po�

��t�n� je nejen ot�zkou zisku �Po��t� co mu to� co mu to vynese�
� ale
i ot�zkou p�e�it� a technick�ho pokroku�

�iv� bytost �i ta nejskromn�j
�� nap	
 bakterie� komputuje� to znamen�
�e nejenom �po��t�� kalkuluje�� ale prov�d� tak� operace� kter� jsou pod�
	�zeny jist� logice a jist�m pravidl�m� takov�m� kter� sm�	uj� k zachov�n�
�ivota organismu ��"�� s� ���
�
Podle Petra Vop�nky je matematika metodou p	edpov�d�n� pomoc� for�

m�ln�ch kalkul� ������ s� ���
� P	i tom form�ln�m kalkulem rozum�me hru se
znaky prov�d�nou podle n�jak�ch pevn� stanoven�ch pravidel ���	�� s� ��
�
Probl�my �koln�ch numerick�ch v�po�t� jsou dnes teoreticky vy�e�eny

pou��v�n�m kalkula�ek� jejich systematick� �zapojen�
 do matematick�ho
vzd�l�v�n� v�ak nen� na v�ech �kol�ch na n�le�it� �rovni�
V�imn�me si posledn�ch t�� P�
Bylo by iluz� domn�vat se� �e zvon�n�m na hodinu matematiky se p�e�

m�n� t��da na �sbor myslitel�
� P�edm�t s�m neznamen� automaticky kul�
tivaci my�len�� Snad sk�t� matematika v�ce p��le�itost� k rozv�jen� my��
len� ne� n�kter� jin� p�edm�ty� ale jedn� se pouze o p��le�itost� kterou
bychom m�li vyu��t� Matematika ch�pan� jako syst�m form�ln�ch dedukc��
jako syst�m de�nic� v�t a d�kaz� nebo na element�rn� �rovni jako syst�m
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vzorc� nen� nejv�hodn�j��m z�kladem pro p��stup ke �kolsk� matematice�
nebo� je i p��le�itost� k form�ln�mu �zvl�d�n�
 matematick�ch poznatk��
De�nice� v�ty a d�kazy se lze nau�it� ani� bychom jim porozum�li� tento
soubor v�domost� lze reprodukovat u zkou�ek� Dobr� pam�� rozv�jen� tr��
ninkem se zd� b�t posta�uj�c� k osvojen� si minima matematiky� Takov�to
matematika my�len� nerozv�j�� ale sp��e utlumuje� proto�e my�len� kompli�
kuje pohled na strukturu vyt��benou n�kdy i mnohogenera�n�m v�vojem
n�zor� na �e�en� ur�it�ho probl�mu� Ne tedy studium ��sti hotov� mate�
matiky� ale pozn�v�n� cest k matematice� je z�kladn� p��le�itost� k rozv�jen�
my�len�� Je tedy ��eln� vych�zet p�i vyu�ov�n� z ot�zek a probl�m�� do�
ch�zet k domn�nk�m a pokus�m probl�my �e�it� pozn�vat apar�t� kter�
k tomu pot�ebujeme� v�etn� utv��en� a vymezov�n� pojm� a cest k zd��
vod!ov�n� tvrzen�� Posledn� t�i body m�ho p�esv�d�en� o charakteru ma�
tematick�ho vzd�l�v�n� tedy spolu �zce souvisej��

Pohled na �koln� matematiku zprost�edkovan� �P nen� jedin� mo�n��
Na matematiku se m��eme d�vat z hlediska struktur�ln�ho a z hlediska
technologick�ho� Technologick� str�nka matematiky spo��v� ve zvl�dnut�
souboru dovednost�� kter� vedou k v�sledk�m p�i aplikac�ch matematiky�
Zde m�m na mysli i okruh nematematick�ch dovednost�� jako je nap�� �ten�
a psan�� ale p�edev��m prov�d�n� po�etn�ch nebo gra�ck�ch operac�� tedy
pr�ce podle algoritm�� v�etn� pr�ce s v�po�etn� technikou� Petr Vop�nka
naz�v� tuto str�nku matematiky operabilitou a nezahrnuje ji� na rozd�l ode
mne� do vzd�l�v�n� ������ s� 	#
� Operabilita vy�aduje informace a n�cvik
obratn�ho zach�zen� s nimi� nevy�aduje nutn� porozum�n�� Kdopak dnes
rozum� principu fungov�n� kalkula�ky�

Rozv�jen� operability ve vzd�l�v�n� je nutn�� je to v�ak druh� p(l �koln�
pr�ce� kter� by m�la b�t orientov�na na porozum�n� princip�m a ch�p�n�
struktury poznatk�� Existuj� u�itel�� kte�� by byli ochotni redukovat ma�
tematiku na technologii v�po�t�� matematiku ch�pou jako po�ty� Tento
p��stup m��e b�t pro nezku�en� u�itele l�kav�� nebo� v�klad m� charakter
instrukce� student se bu) nau�� nebo nenau�� p��slu�n� postupy a u�i�
tel m��e jednodu�e a �spravedliv�
 klasi�kovat� P�i takov�mto p��stupu
ov�em unik� to podstatn�� toti� porozum�n� souvislostem� bez n�ho� nen�
mo�n� ani hlub�� proniknut� do matematiky� ani jej� netrivi�ln� aplikace�
Je samoz�ejm�� �e operabilita hraje jinou roli nap�� na prvn�m stupni z��
kladn� �koly ne� na �kole st�edn� a jinou roli na �kole pr�myslov� a jinou
na gymn�ziu�
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Proto�e matematika vznikala historicky z pot�eb praxe lidsk� spole��
nosti� hr�la jej� technologick� str�nka v d�jin�ch v�znamnou roli� kterou
m��eme sledovat na problematice kalkul�� T�m se budeme v�novat v dal��
kapitole�

	� O kalkulech
Probl�m p�echodu od po��t�n� v�c� �obl�zk�� kuli�ek� te�ek� ��rek� � � � 


k po��t�n� s ��sly je probl�m dvoj�ho k(dov�n� kvantity� probl�m cesty
od jej�ho k(dov�n� vizu�ln�ho a taktiln�ho ke k(dov�n� symbolick�mu�
Hloubku t�chto souvislost� si m��eme p�ibl��it pohledem do historie� A�ko�
liv n�znaky ��seln�ch symbol� se za��naj� objevovat od �� tis�cilet� p�� n� l��
teprve v sedm�m stolet� na�eho letopo�tu stanuli indi�t� matematikov� po�
prv� v d�jin�ch lidstva v �divu nad tajemnou moc� znak� prop�j�enou jim
vhodn�mi kalkulacemi s nimi ���	�� s� ��
� Mnohokr�t opakovan� setk�n�
se situacemi jako na obr� � vedou k �pravidl�m
 	 % � & �� 	 � � & #� � � �

��
Obr� �

Znalosti z�kladn�ch spoj� s��t�n� a n�soben� spolu s pozn�n�m des�tkov�
soustavy a z�konitostem typu asociativity� komutativity a distributivity
umo�nily po��tat s libovoln� velk�mi ��sly� Tento n�kolik tis�c let trvaj�c�
v�voj zvl�dne v sou�asn� dob� norm�ln� d�t� b�hem z�kladn� �koly� n�kdy
bohu�el pon�kud form�ln�� Kulturn� prost�ed�� v n�m� se d�t� v p�ed�kol�
n�m v�ku vyv�j�� mu ov�em vcelku spr�vn� zprost�edkuje ch�p�n� v�znamu
mal�ch p�irozen�ch ��sel� p��slu�n�ch symbol� i po�etn�ch operac��
Je ot�zka� zda algoritmy numerick�ho po��t�n� v des�tkov� soustav��

kter� v sou�asn� dob� nahrazuje v�po�etn� technika� se nestanou mrtvou
v�tv� stromu lidsk�ho pozn�n�� a v d�sledku toho odum�ou� Osobn� si
mysl�m� �e tomu tak nebude� nebo� tyto postupy umo�!uj� �lov�ku hlub��
pochopen� kvantitativn� str�nky jev�� nicm�n� americk� spisovatel Isaac
Asimov zpracoval beletristicky v�jev z budoucnosti� kdy lidstvo zcela �za�
pomn�lo
 i malou n�sobilku a v�echny algoritmy numerick�ho po��t�n��
Dovol�m si zde uv�st kr�tkou citaci z vy�et�ov�n� objevitele algoritmu n��
soben� Aubeho p�ed komis� Pentagonu �����
�
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�Aube� Kolik je dev�tkr�t sedm��
Aub na okam�ik zav�hal
 V jeho bled�ch o��ch zableskl n�znak strachu


��edes�t t	i�� odpov�d�l

Kongresman Brant nadzvedl obo��
 �Je to spr�vn���
�Zkontrolujte si to s�m� pane kongresmane
�
Kongresman vyt�hl kapesn� po��ta�ku� dvakr�t �ukl do zoubkovan� hrany

a pohl�dl na v�sledek
 Okam�ik se na po��ta�ku ve sv� dlani d�val a pak ji
op�t zastr�il
 �Tak to m� b�t to nad�n�� kter� jste n�m p	i
el uk�zat
 On
je eskamot�r��

�N�co v�c ne� to� pane kongresmane
 Aub si zapamatoval n�kolik m�lo
operac� a s jejich pomoc� po��t� na pap�	e
�

�Pap�rov� po��ta��� divil se nev�	�cn� gener�l
 �pln� ho to zm�tlo

�Ne� pane gener�le�� vysv�tloval trp�liv� Shuman
 ���dn� pap�rov� po�

��ta�
 Prost� list pap�ru
 Byl byste tak laskav pane gener�le� a 	ekl n�jak�
��slo��

�Sedmn�ct�� 	ekl gener�l

�A vy� pane kongresmane
�
�Dvacet t	i
�
�D�kuji
 Aube� vyn�sob ta dv� ��sla a uka� p�n�m� jak to d�l�

�
Aub po chv�li ti
e prohl�sil �V�sledek je t	i sta devades�t jedna
�
Kongresman Brant vyt�hl svou po��ta�ku podruh� a dloubl do n�


�U v
ech v
ude� je to tak
 Jak to uh�dl��
�Neuh�dl to� pane kongresmane�� odporoval Shuman
 �On ten v�sledek

vypo��tal
 Vypo��tal ho na tomto listu pap�ru
�
�Blbost�� vyjel netrp�liv� gener�l
 �Po��ta� je jedna v�c a n�jak� zna�ka

na pap�	e druh�
�

Historka se n�m m��e jevit sm��n�� ale m� generace se u�ila algoritmy
v�po�tu druh� a t�et� odmocniny a tak� jsme je zapomn�li� Uka�me na p���
kladech n�kolika algoritm� n�soben� p�irozen�ch ��sel� �e tato zapomenut�
tematika m��e b�t zaj�mav��
V�sledek

�	� � $#" & 	$� �#� ��


z�sk�me pomoc� kalkula�ky t�m�� okam�it�� K jeho ur�en� bez jak�chkoliv
pom�cek posta�� zn�t pouze malou n�sobilku� vhled do struktury des�tkov�
soustavy a z�kladn� aritmetick� z�konitosti� V�po�et m��eme p�ehledn�
uspo��dat do tabulky�
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 � ��� ��� ��� �� ��� 
 ��� ��� ���

� � �� �
 ��� � ��� ��� �� ���

� � ��� �
� �� � ���

	 ��� ��� �� �
� � �
� �
� ���

Numerickou spr�vnost v�po�tu lze kontrolovat sou�ty d�l��ch v�sledk�
v ��dc�ch nebo sloupc�ch�
Obvykl� algoritmus n�soben� je pouh�m �ekonomick�m
 uspo��d�n�m

v�po�t� z tabulky �obr� 	
� Z historie je zn�m p�ehledn� zp�sob z�pisu
algoritmu n�soben� podle obr� �� Tento tzv� �achovnicov� zp�sob n�soben��
kter� uv�d� nap�� K	i
�an z Prachatic� je typick� pro konec ��� stolet��

�
��
��

Obr� � Obr� �

N�kter� algoritmy n�soben� p�ev�d�ly n�soben� na s��t�n�� Jeden dosti
kuriozn� vyu��v� vzorce

cos� � cos� &
�
	
�cos��% �
� cos��� �

�

Maj��li b�t �initel� hodnotami funkce kosinus� mus�me je upravit d�len�m
vhodnou mocninou ��sla ��� Pro n�� sou�in postupujeme n�sleduj�c�m zp��
sobem�

�	� � ���� & ���	� & cos ���"�� 	�� ��

$#" � ���� & ��$#" & cos 	"�#�� ��" $��
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cos ���"�� 	�� �� � cos 	"� #�� ��" $�� &

&
�
	
�cos ������� ��� ��% cos ���	�� $�� #"�
 &

&
�
	
�����$� ��# �#�% ����� ��	 �#�
 &

&
�
	
� ���#$ �	# & ��	$� �#�

Po vyn�soben� tohoto v�sledku ��slem ��� dostaneme 	$� �#��
Dokladem� �e se v�po�ty nazna�en�m zp�sobem skute�n� prov�d�ly�

jsou patn�ctim�stn� tabulky goniometrick�ch funkc� z r� �#���

N�soben� p�ev�d� na s��t�n�� jak zn�mo� i logaritmov�n�� P�ipome!me si
tyto v�po�ty� kter� byly je�t� p�ed n�kolika des�tkami let sou��st� �kolsk�
matematiky� dnes jsou ji� sp��e historickou kuriozitou�
Dekadick� logaritmus ��sla x je exponent� na kter� mus�me pov��it ��slo

��� abychom dostali x�
��logx & x� �	


Proto�e p�i n�soben� mocnin s t�m� z�kladem se exponenty s��taj�

am � an & am�n�

plat� podle de�nice �	
�

a & ��log a� b & ��log b� ab & ��log ab�

ab & ��log a � ��log b & ��log a�log b & ��log ab�

V na�em konkr�tn�m p��padu pak m�me podle tabulek hodnot logaritmick�
funkce log �	� � log $#" & log �	�% log $#" & 	���� ��� ���%	�"�� �"� �# &
& ����� �#� �	"� Odlogaritmov�n�m pak dostaneme v�sledek ��
�
Logaritmick� tabulky byly konstruov�ny �adou autor� od �#� stolet�

a byly patrn� �nejmocn�j��m
 prost�edkem v�po�etn� techniky �p�edcom�
puterov�ho
 v�ku�

Roku ��"	 byly vyd�ny tabulky druh�ch mocnin p�irozen�ch ��sel od �
do ��� ���� pomoc� nich� bylo mo�no ur�ovat sou�iny p�irozen�ch ��sel na
z�klad� identity

ab &
�
�

�
�a% b
� � �a� b
�

�
�
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�	� � $#" & �
�

�
� �"#� � � �	�

�
& �

� �� ��� ��#� 	"� �#�
 & 	$� �#��

Posledn� t�i postupy� kter� jsme uvedli� se obe�ly bez n�sobilky� Egyptsk�
zp�sob n�soben� asi z druh�ho tis�cilet� p�� n� l� vyu��v� pouze n�sobilky
dvou� Uka�me si tento algoritmus na na�em p��kladu�
Do lev�ho sloupce p��eme ty mocniny ��sla 	� kter� nep�es�hnou men�

��ho �initele �v na�em p��pad� ��slo �	�
� do prav�ho sloupce pak po �ad�
dvojn�sobky druh�ho �initele ���sla $#"
� V lev�m sloupci vybereme ty
mocniny ��sla 	� jejich� sou�et je �	� a ozna��me je �nap�� *
� Sou�et n��
sobk� ��sla $#" na ozna�en�ch ��dc�ch je roven sou�inu �	� � $#"�

� * 
��
	 * � 
�

� * � �
�
$ # "�	
�# �� "��
�	 	� $�$
#� * �� ���
�	$ ��� 	�	
	�# * 			 ���

�	� 	$� �#�

Zd�vodn�n� tohoto algoritmu je z�ejm�� Sou�et ozna�en�ch ��sel v lev�m
sloupci p�edstavuje z�pis ��sla �	� v dvojkov� soustav�

��	�
��& ���� ��� ���
� &

& ��	� % ��	� % ��	� % ��	� % ��	� % ��	� % ��	� % ��	� % ��		 &

& � % 	 % � % #� % 	�#

a popsan� algoritmus znamen� v�po�et

�� % 	 % � % #� % 	�#
 � $#" & �	� � $#"�

Sta�� Egyp�an� tak �objevili
 z praktick�ch d�vod� numerick�ho po��t�n�
ideu dvojkov� soustavy�
Ve v�ech p��padech jsme simulovali po��t�n� s tabulkami kalkula�kou�
I na t�chto �odum�el�ch
 oblastech matematiky� na algoritmech nu�

merick�ho po��t�n�� lze demonstrovat vynal�zavost lidsk�ho ducha� kter�
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se ov�em pln� projevuje na konstrukc�ch nov�ch oblast� kalkulac�� P�ipo�
me!me tuto problematiku pohledem Petra Vop�nky


Algebraick� kalkul operuj�c� se znaky ozna�uj�c�mi prom�nn� pro ��sla
�netoliko ji� jen p	irozen��� v n�m� jsou aritmetick� operace pouze nazna�
�ov�ny k tomu ��elu zvolen�mi znaky� byl postupn� zdokonalov�n a na�
konec dotvo	en v Evrop�
 D�lo se to od druh� poloviny dvan�ct�ho stolet�
do konce stolet� 
estn�ct�ho
 Jakkoliv tedy aritmetick� kalkul je n�dher�
n�m v�tvorem Ind�� algebraick� kalkul je v�plodem z�padoevropsk� �ino�
rod� tvo	ivosti ���	�� s� ��
�

Descartovou z�sluhou se matematika kalkulac� do�kala sv�ho t	et�ho tri�
umf�ln�ho �sp�chu � � � t�m� �e byla pou�ita na geometrick� sv�t ���	�� s� �#
�

Newton a Leibniz objevuj� in�nitezim�ln� kalkul� pomoc� n�ho� lze �e�it
�adu �loh d��ve ne�e�iteln�ch �nap�� v�po�ty d�lky k�ivky� obsahu obrazc�
a objem� t�les
�

V�echny zm�n�n� kalkuly jsou p�edm�tem st�edo�kolsk� v�uky� spolu
nap�� s v�po�ty trigonometrick�mi �i pravd�podobnostn�mi�
Speci�ck�m kalkulem je i r�sov�n�� Charakteristika geometrie jako me�

tody p	edpov�d�n� pomoc� r�sov�n� ������ s� ��"
 je patrn� zcela opr�vn�n�
pro deskriptivn� geometrii a snad i pro ��st technick� praxe� Dnes se ov�em
i ke konstrukc�m vyu��v� v�po�etn� technika�

�� Kalkuly a �e�en� �loh
Ilustrujme nyn� u�it� kalkul� na p��kladech n�kolika �loh �kolsk� ma�

tematiky� U ka�d� �lohy uvedeme �e�en� kalkulativn� a �e�en�� kter� se
o ��dn� speci�ck� kalkul neop�r��

P��klad �
K�l je zara�en �

� sv� d�lky do dna rybn�ka� jeho �
� je ve vod� a �	� cm

nad vodou
 Jak� je celkov� d�lka k�lu�
Po�etn� �e�en� �lohy spo��v� na vyj�d�en� textu �lohy rovnic� a jej�m

�e�en�� Ozna��me�li nezn�mou d�lku k�lu x� pak plat�

�
�
x%

�
�
x% �	� & x�

Odtud vypo��t�me x & 	$$�
+lohu m��eme ov�em �e�it i �sudkem� Proto�e ve vod� a v zemi je

celkem �
� %

�
� &

�
�� d�lky k�lu� je nad vodou

�
�� d�lky� co� je �	� cm�

Proto�e �
�� d�lky je

���
� cm & 	� cm� je d�lka k�lu �	 � 	� cm & 	$$ cm�
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P��klad 	
Doka�te� Jestli�e dva obd�ln�ky maj� sob� rovn� obsahy a sob� rovn�

obvody� pak jsou shodn�

Ze �ty� mn� zn�m�ch �e�en� t�to �lohy uve)me dv��
Ozna�me x� y d�lky stran jednoho obd�ln�ku� u� v druh�ho�
Podm�nky �lohy m��eme zapsat ve tvaru

xy & uv� ��


x% y & u% v� ��


Uve)me nejd��ve kalkulativn� �e�en� �lohy� Ozna�me S obsah ka�d�ho
z obd�ln�k�� o jejich obvod�
Rutinn�m v�po�tem� kter� zde nebudeme uv�d�t� dojdeme k z�v�ru� �e

soustava
xy & S x% y &

o

	
��


s nezn�m�mi x� y a parametry S� o m� dv� sob� rovn� �e�en�� K t�mu�
z�v�ru dosp�jeme� zn�zorn�me�li funkce

y &
S

x
y & �x%

o

	

v kart�zsk� soustav� sou�adnic podle obr� ��

���
������

Obr� �
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Uka�me� �e �lohu m��eme �e�it p��mo� prostou �vahou� kter� se ov�em
op�r� o vhodn� n�pad�
Um�st�me obd�ln�ky spl!uj�c� podm�nky �lohy do polohy podle obr� �

a ozna�me Q pr�se��k p��mek BC� GF a R pr�se��k p��mek EF � DC�

����
����
�	
�
�
��

Obr� 


Rovnost ��
 znamen� rovnost pom�r�

y

v
&
u

x
�

kter� m��eme interpretovat jako hodnoty funkce tg� a body A� Q� R le��
tedy v p��mce� Proto�e rovnost ��
 je ekvivalentn� s rovnost�

y � u & v � x�

je � & ��� a plat� p�itom u & x a v & y�

P��klad �
Sestrojte kru�nice k� m� n se st	edy ve vrcholech A� B� C dan�ho troj�

�heln�ku tak� aby ka�d� dv� z nich m�ly vn�j
� dotyk
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Jsou�li a� b� c d�lky stran troj�heln�ku ABC� pak v ozna�en� podle obr�
# plat�

r� % r� & c�

r� % r� & a�

r� % r� & b�

 e�en�m t�to soustavy dostaneme nap�� r� & �
� �c � a % b
� Sestroj�me�

li kru�nici k�A, r�
� m��eme sestrojit i zb�vaj�c� kru�nice m�B, jBT j
�
n�C, jCEj
�

����
����
�	
��
��

Obr� �

Uve)me d�le p��m� geometrick� �e�en� na�� �lohy�
Jsou�li T � D� E po �ad� body dotyku hledan�ch kru�nic� jsou troj�hel�

n�ky EAT � BTD� DCE rovnoramenn� a v osov�ch soum�rnostech podle
os o�� o�� o� vnit�n�ch �hl� troj�heln�ku ABC p�ejde bod E postupn�
do bod� T � D� E� Spole�n� bod O t�chto os je st�ed kru�nice vepsan�
troj�heln�ku ABC� Konstrukce je patrn� z obr� ��
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���

Obr� �

P��klad �

Na ramenech AC� BC rovnoramenn�ho troj�heln�ku ABC sestrojte
body X� Y tak� aby �se�ky AX� XY � Y B byly shodn�


P�edpokl�dejme� �e body X � Y jsou sestrojeny �obr� $
� Ze soum�rnosti
rovnoramenn�ho troj�heln�ku podle osy o vypl�v�� �e XY jjAB a troj�hel�
n�ky ABC� XY C jsou podobn�� Ozna�me d�lku z�kladnyAB p�smenem z�
d�lku ramen AC� BC p�smenem r a d�lku �se�ek AX � XY � Y B p�smenem
x� Z podobnosti jmenovan�ch troj�heln�k� plyne

x

r � x
&
z

r
�

Tuto rovnost uprav�me na tvar

x�r % z
 & zr�

kter� m��eme interpretovat jako rovnost obsah� dvou obd�ln�k� MNPQ

a MKLH � +se�ku d�lky x pak m��eme sestrojit podle obr� "�
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Obr� 


�����
����	

Obr� �

P��m� geometrick� �e�en� �lohy je jednodu��� ne� �e�en� po�etn�, op�r�
se o vhodn� pohled na situaci� Jsou�li X � Y hledan� body� je troj�heln�k
AXY rovnoramenn� a m� u z�kladny shodn� �hly � �obr� $
� Proto�e je
XY jjAB� m� rovn�� �hel YAB velikost �� Bod Y je tedy pr�se��k osy o
�hlu CAB s ramenem CB�

P��klad �
AB� CD jsou k sob� kolm� pr�m�ry kru�nice k�S, r
�m� n jsou kru�nice

s pr�m�ry AS a BS
 Sestrojte v
echny kru�nice� kter� se sou�asn� dot�kaj�
kru�nic k� m� n

V�imn�me si �e�en� �lohy v polorovin� ABC� St�ed X hledan� kru�nice

x le�� na p��mceMT � kde T je bod dotyku kru�nic m a x� a na p��mce CS
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�obr� ��
� Z pravo�hl�ho troj�heln�ku MSX m��eme vypo��tat polom�r
� kru�nice x pomoc� Pythagorovy v�ty� Z rovnice

�r
	
% �

��
&
�r
	

��
% �r � �
�

ur��me � & �
�r�

���
���
���
	
�
�
�

Obr� ��

Kalkulativn� �e�en� �lohy je tedy velmi jednoduch�� +lohu m��eme �e�
�it pomoc� osov� soum�rnosti nebo pomoc� stejnolehlosti� Konstruktivn�
jednoduch� je �e�en�� kter� se op�r� o kruhovou inverzi� P�ipome!me je�
V kruhov� inverzi s ��d�c� kru�nic� k je tato kru�nice samodru�n� a obrazy
kru�nic m� n jsou p��mky m�� n� kolm� k p��mce AB� Obrazem hledan�
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kru�nice x je kru�nice x�� kter� se dot�k� p��mek m�� n� a proch�z� bo�
dem C� Vzor bodu dotyku T � kru�nice x� a p��mky m� je bod dotyku T
kru�nic x� m�

P��klad �
Jsou d�ny �tverce PLAH� LMBA� MNCB podle obr
 ��
 Doka�te� �e

pro �hly �� �� � plat�
�% � % � & "���

Z �ady mo�nost�� jak �lohu �e�it� p�ipome!me kalkulativn� �e�en� olym�
pionika B	etislava Nov�ka� pozd�j��ho profesora Matematicko ' fyzik�ln�
fakulty UK v Praze�

������
Obr� ��

Vrcholy shodn�ch �tverc� m��eme pova�ovat za obrazy komplexn�ch
��sel a & �%i� b & 	%i� c & �%i �obr� �	
� Proto�e ��slo d & abc & �� i� je
�% �% � & "��� nebo� p�i n�soben� komplexn�ch ��sel se jejich amplitudy
s��taj��

���
���

Obr� ��

Zcela element�rn� �e�en� �lohy je vid�t z obr� ���
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Obr� ��

P��klad 

Vy
et	ete mno�inu v
ech bod� roviny� z nich� je vid�t �se�ka AB pod

dan�m �hlem �

Vy�et�ujme analyticky mno�inu v�ech bod� X �x� y� roviny� z nich� je

vid�t �se�ku AB �A��a� ��� B�a� �� pod �hlem �� tj� mno�inu bod� X � pro
n�� plat� j�
 AXBj & � �obr� ��
�

���
���

Obr� ��

Proto�e s libovoln�m bodem X jedn� poloroviny s hranic� AB n�le��
hledan� mno�in� i bod X � s n�m soum�rn� sdru�en� podle osy AB� sta��
vy�et�ovat mno�inu v jedn� z t�chto polorovin�
Proto�e pro libovoln� bod �horn� poloroviny
 je � vn�j�� �hel v troj��

heln�ku ABC� plat� � & �% � neboli � & � � ��
Podle zn�m�ho vzorce plat�

tg � & tg�� � �
 &
tg � � tg�
� % tg� tg�

�$ Matematika � fyzika � informatika �� ���������



a pro tg�� tg � dostaneme v ozna�en� podle obr� ��

tg � &
y

x� a
� tg� &

y

x% a
�

Mno�ina bod� X �x� y�� pro n�� j�
 AXBj & � tedy vyhovuje rovnici

tg � &
y

x�a
� y

x�a

� % y

x�a
� y

x�a

�

kterou m��eme upravit na tvar

x� % y� � 	ay cotg � & a�� �#


co� je rovnice kru�nice se st�edem na ose y� kter� proch�z� body A� B�
Hledan� mno�in� bod� X n�le�� pr�nik k� oblouku kru�nice �#
 a horn�
poloroviny� V cel� rovin� pak dost�v�me v�sledek jako sjednocen� kru�ni�
cov�ch oblouk� k� � k�� �obr� ��
 mimo body A� B�

���
���
���
	
�

Obr� �
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Obr�cen� ov�em mus�me uk�zat� �e ka�d� bod mno�iny k� � k�� m�
po�adovanou vlastnost�
M�me�li se obej�t bez kalkulu analytick� geometrie a trigonometrie�

m��eme se ov�em op��t o v�tu� �e obvodov� �hel p��slu�ej�c� na kru�nici
k oblouku AB je roven polovin� p��slu�n�ho �hlu st�edov�ho� co� je dob�e
zn�m� z planimetrie �obr� ��
�
V dal��m �l�nku budeme ilustrovat roli kalkul� p��klady z historie ma�

tematiky�

L i t e r a t u r a
��� Stewart� I�� Odsud a� do nekone�na� Doko��n� Praha �����
��� Kratochv�l� Z�� V�chova� z�ejmost� v�dom�� Hermann a synov�� Praha ���
�
��� Komensk�� J� A�� Didaktika analytick�� Samcovo knihkupectv�� Praha �����
��� Selye� Z�� K z�had�m v�dy� Orbis� Praha ���
�
�
� Guedj� D�� Papou�k�v teor�m� Ikar� Praha �����
��� Kehr� C� � Kr�ek� F�� Praxe ve �kole obecn�� K� Winkler� Brno �

��
��� Sokol� J�� Je �kola v krizi� In� Hled�n� u�itele� Pedagogick� fakulta� Praha �����
�
� Vy��n� J�� Rozj�m�n� o mno�in�ch� ��� � � zahrani�n�ch zaj�mavost�� �� �
� �����
��� Morin� E�� V�da a sv�dom�� Atlantis� Brno ���
�
���� Vop	nka� P�� Pozn�mky o sou�asn� matematice� Filoso�ck� �asopis� �� 
� �����
���� Vop	nka� P�� Matematika a vzd�l�v�n�� In� O �kole a vzd�l�v�n�� Matfyzpress� Praha

�����
���� Vop	nka� P�� Meditace o z�kladech v�dy� Pr�h� Praha �����
���� Asimov� I�� Pocit s�ly� Stvo�itel� nov�ch sv�t�� Albatros� Praha ��
��

P��sp�vek byl vypracov�n v r�mci �e�en� grantu GA�R �����
������

��� ro�n�k matematick� olympi�dy
�lohy I� kola

KATEGORIE Z#

Z��I��
Na obr�zku je �tvercov� s��� jej�� �tverce maj� stranu d�lky � cm� V s�ti

je zakreslen obrazec vybarven� �ed�� Libor m� nar�sovat p��mku� kter� je
rovnob��n� s p��mkouMO a rozd�luje �ed� obrazec na dv� ��sti o stejn�m
obsahu�
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���
������

V jak� vzd�lenosti od p��mky MO povede Libor tuto rovnob��ku�
Libor �im�nek

Z��I�	
Do pr�zdn�ch pol� vepi� ��sla 	� �� #� $� �	� �� a 	� tak� aby t�i ��sla

zapsan� na jedn� �se�ce d�vala v�dy stejn� sou�in� Napi� sv�j postup�

����
����

Libor �im�nek

Z��I��
B�banka vyd�v� bankomatov� karty se �ty�m�stn�m PIN k(dem� kter�

neobsahuje ��slici �� Pan Skler(za se b�l� �e zapomene PIN k(d sv� karty�
proto si ho napsal p��mo na ni� av�ak ��msk�mi ��slicemi IIIVIIIXIV� aby
to p��padn� zlod�j nem�l tak jednoduch�� Sv�j n�pad prozradil nejlep��mu
p��teli� panu Odkoukalovi� kter� byl tak� klientem B�banky� Ten z�hy se
sv�m PIN k(dem ud�lal tot�� a na kartu si napsal IVIIIVI� Ke sv�mu
velk�mu p�ekvapen� v�ak z ��msk�ho z�pisu neum�l sv�j PIN k(d ur�it
p�esn��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� 	�



a
 Jak� PIN k(d m� karta pana Skler(zy�
b
 Jak� PIN k(d m��e m�t karta pana Odkoukala�

Sv�tlana Bedn�	ov�

Z��I��

Na�rtni v�echny mo�n� tvarov� r�zn� �ty��heln�ky� kter� maj� vrcholy
ve vrcholech dan�ho pravideln�ho �esti�heln�ka� Ur�i� jak� by byly jejich
obsahy� kdyby �esti�heln�k m�l obsah ��# cm��

Marta Volfov�

Z��I��

Pan� Ku�erov� byla na sedmidenn� dovolen� a K��a j� po celou tuto
dobu ven�ila psa a krmila kr�l�ky� Dostala za to velk� dort a ��� K��
Po dal�� dovolen�� tentokr�t �ty�denn�� dostala K��a za ven�en� a krmen�
podle stejn�ch pravidel stejn� dort a ��� K�� Jakou cenu m�l dort�

Marta Volfov�

Z��I��

��
����

Na ka�dou st�nu hrac� kostky jsme napsali jin� prvo��slo men�� ne� 	�
tak� aby sou�ty dvou ��sel na protilehl�ch st�n�ch byly v�dy stejn�� Kostku
jsme polo�ili na prvn� pol��ko pl�nu na obr�zku nejmen��m ��slem dol��
Potom jsme kostku p�evraceli nazna�en�m sm�rem po pl�nu� P�i ka�d�m
dotyku kostky s pl�nem jsme na odpov�daj�c� pol��ko napsali ��slo� kter�m
se ho kostka dotkla�
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Kter�m ��slem se kostka dotkla zbarven�ho pol��ka� jestli�e sou�et v�ech
napsan�ch ��sel byl nejmen�� mo�n��
�Pl�n je tvo�en �tverci� kter� jsou stejn� velk� jako st�ny kostky�


Monika Dillingerov�

KATEGORIE Z�

Z��I��
U�itelka Kadrno�kov� kupovala v pokladn� zoologick� zahrady vstu�

penky pro sv� ��ky a pro sebe� Vstupenka pro dosp�l�ho byla dra��� ne�
pro �kol�ka� av�ak ne v�ce ne� dvakr�t� U�itelka Kadrno�kov� zaplatila cel�
kem ""� K�� U�itel Hn�zdo m�l s sebou o t�i ��ky v�ce ne� jeho kolegyn��
a tak za sv� ��ky a za sebe zaplatil � �	� K��
a
 Kolik ��k� m�l s sebou u�itel Hn�zdo�
b
 Kolik st�la vstupenka pro dosp�l�ho�

Libor �im�nek

Z��I�	
Franti�ek Nud�lek se zab�val t�m� �e psal po sob� jdouc� p�irozen� ��sla�

Za�al takto� �	���#�$"���� � � � Po �ase ho to p�estalo bavit� dokon�il pr�v�
rozepsan� ��slo a kriticky se pod�val na sv�j v�tvor� Zjistil� �e v posloup�
nosti ��slic� kter� napsal� se vyskytuje p�t jedni�ek bezprost�edn� za sebou�
a
 Kolik nejm�n� po sob� jdouc�ch p�irozen�ch ��sel musel Franti�ek
napsat�

b
 Kolik nejm�n� ��slic musel Franti�ek napsat�
Sv�tlana Bedn�	ov�

Z��I��
Nejvy��� zn�m� sopka na Zemi je Mauna Kea na Havajsk�ch ostrovech�

Jej� v��ka od �pat� po vrchol je dokonce o ��$ metr� v�t��� ne� je nadmo��
sk� v��ka nejvy��� hory sv�ta� Mount Everestu� Nezved� se v�ak z pevniny�
ale ze dna Tich�ho oce�nu� z � ���metrov� hloubky� Kdyby mo�sk� hladina
v t�to oblasti klesla o �"� metr�� byla by pono�en� ��st Mauna Key p�esn�
stejn� vysok� jako ��st� kter� by vy�n�vala nad hladinu�
a
 Jakou nadmo�skou v��ku m� vrchol sopky�
b
 Kolik m��� Mauna Kea od �pat� po vrchol�
c
 Jakou nadmo�skou v��ku m� Mount Everest�
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�+daje o nadmo�sk�ch v��k�ch uv�d�n� v r�zn�ch zdroj�ch se mohou
li�it� co� je zp�sobeno nep�esnostmi m��en�� pohyby zemsk� k�ry� vrstvou
sn�hov� pokr�vky apod� P�i �e�en� �lohy proto vych�zej pouze z �daj�
v n� uveden�ch�


Sv�tlana Bedn�	ov�

Z��I��

��
����

Klasick� hrac� kostka se p�evracela nazna�
�en�m sm�rem po pl�nu na obr�zku� Na ka��
d�m pol��ku z�staly otisknut� te�ky ze st�ny�
kterou se kostka pl�nu dot�kala� Po�et v�ech
te�ek otisknut�ch na pl�nu byl 	��
Kolik te�ek bylo otisknuto na vybarven�m

pol��ku�
�Klasick� hrac� kostka m� na st�n�ch te�ky

v po�tu od � do # um�st�n� tak� �e na pro�
tilehl�ch st�n�ch je v�dy dohromady � te�ek�
Pl�n je tvo�en �tverci� kter� jsou stejn� velk�
jako st�ny kostky�


Monika Dillingerov�

Z��I��
Digit�ln� hodiny ukazuj� hodiny a minuty� jako nap��klad ������ Kolik

minut denn� sv�t� na t�chto hodin�ch alespo! jedna p�tka�
Marta Volfov�

Z��I��
Dan si ze �tvercov� s�t� vyst�ihl �tvar jako na obr�zku�

���
���
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Odst�ihni dva �tvere�ky s�t� tak� aby se v�sledn� �tvar nerozpadl a m�l
co nejv�t�� obvod� Najdi v�echna �e�en��

Monika Dillingerov�

Zaj�mav� matematick� �lohy

Otev�r�me ji� �#� ro�n�k na�� pravideln� �e�itelsk� rubriky �Zaj�mav�
matematick� �lohy
� V ka�d�m ro�n�ku bylo dosud publikov�no v�dy deset
�loh� V p�edchoz�ch ��slech na�eho �asopisu tak najdete ji� ��� zaj�mav�ch
�loh� Upozor!ujeme sou�asn� na�e �ten��e� �e kompletn� soubor prvn�ch
��� �loh t�to rubriky �v�etn� jejich �pln�ch �e�en�
 je mo�no nal�zt v publi�
kaci nakladatelstv� Prometheus �Sb�rka netradi�n�ch matematick�ch �loh

autor� J� -vr�ka a P� Cal�bka�
 e�en� prvn� dvojice �loh nov�ho ro�n�ku m��ete zaslat nejpozd�ji do

	�� ��� 	��$ na adresu� Redakce �asopisu MFI� t�� Svobody 	#� ��� �# Olo�
mouc� Jejich �e�en� lze zaslat elektronickou cestou �pouze v�ak v TEXovs�
k�ch verz�ch� p��p� v MS Wordu
 na emailovou adresu� m��upol
cz� Zaj��
mav� a origin�ln� �e�en� �loh r�di uve�ejn�me�

�loha ���
Doka�te� �e pro v�echna kladn� re�ln� ��sla a� b� c plat�

a�b�

c� % 	b�c
%

b�c�

a� % 	c�a
%

c�a�

b� % 	a�b
� ��

D�le zjist�te� kdy nast�v� rovnost�
Petr Ka�ovsk�

�loha ��	
Nech� B�� B�� B� jsou dotykov� body kru�nice vepsan� troj�heln�ku

A�A�A� po �ad� se stranami A�A�� A�A�� A�A�� Ozna�me d�le I�� I��
I� st�edy kru�nic vepsan�ch po �ad� troj�heln�k�m A�B�B�� A�B�B��
A�B�B�� Jsou�li �hly B�B�B� a I�I�I� shodn�� je troj�heln�k A�A�A�

rovnoramenn�� Doka�te
Jaroslav �vr�ek
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