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1. O matematice

Vyznamny britsky matematik Ian Stewart napsal v popularni knize
Odsud aZ do nekonecna: V matematice nejsou duleZité vypocty, ale nd-
pady ... Je pFinejmensim pét ruznych pramentd matematickych ndpadi.
Jsou to pocty, tvary, usporadani, pohyby a ndhody. Nejzakladnéjsi a nej-
dulezitéjsi jsou pocty. Puvodné musel koncept cisla vzniknout z pocitdni:
majetku, dani, neprdtel. Méreni délek a vah vedla ke zlomkim a redlngm
cislum. Velkym dilem matematické imaginace je stvofeni imagindrnich ¢i-
sel. Tvar neboli forma ddva geometrii ... Problémy, jak usporddat objekty
podle ruznych pravidel, vedou ke kombinatorice, ¢asti moderni algebry, te-
orii cisel a konecn€ matematice, zdkladu vétsiny informatiky. Pohyby . ..
inspirovaly diferencidlni a integrdlni pocet. Mnohé z hlavnich oblasti ma-
tematického vyzkumu se zabyvaji vgvojem systému v case. Novéjsi primesi
je nahodnost. Hnaci silou matematiky jsou problémy. DuleZitym zdrojem
matematické inspirace jsou piiklady ([1], s. 12).

Inteligentni laik se pii kontaktu s matematikou obvykle stfetne se tfemi
HShepiijemnymi® skutec¢nostmi: zvla$tnim jazykem, pojmovou vytiibenosti
a logickou strukturou discipliny. Pojmy zahrnuji pouze to, co je explicitné
formulovano v definicich, jediné vyznamné souvislosti jsou souvislosti logic-
kého charakteru. Je to pravy opak bézného zivota, kde nic neni definovano
a vztahy a souvislosti se odviji od vSeho mozného, malokdy vsak od lo-
giky. Setkdni dospélého laika s ¢asti ,hotové“ matematické discipliny byva
ziidkakdy Gspésné. K matematice je nutno vést dité od atlého mladi, a to
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pokud mozno prirozené, tedy nikoliv predkladanim ¢asti hotové matema-
tické discipliny, ale postupnou jeji konstrukci.

Po celozivotnich zkusenostech se mi jevi Gcelné zdiiraznit téchto PET P
matematického vzdélavani, které by mélo mit predevsim charakter reseni
problémi:

P1. Pamatovat si
P2. Poéitat

P3. Premyslet
P4. Porozumét
P5. Pouizit

Role paméti ve vzdélavani byva mnohymi ,modernimi“ autory zlehco-
vana. Pamét v8ak je pro Gspésné matematické vzdélavani dulezita, skola
by meéla jeji kultivaci vénovat nélezitou pozornost. Nase skola vyzaduje,
a jsem presvédcen, ze bude vyzadovat i v budoucnosti, napt. pamétni zna-
losti vysledki s¢itani a nasobeni prirozenych ¢isel do 10, znalost pisemnych
algoritmt zakladnich pocetnich operaci, znalost nemnoha definic aritme-
tickych a geometrickych pojmi a algoritmi a nékolika vzorci a vét. Proc
zastavam toto stanovisko v dobé, kdy vSechno lze spolehlivé a rychle na-
lézt v dostupnych zdrojich a mnohé lze jednoduse odvodit? Souhlasim se
Zdenikem Kratochvilem ([2], s. 144), Ze ¢lovék je do urcité miry urcen tim,
co md ve své€ pameéti. Pamét je dispozici nasi mysli, zakladda mozZnosti Teci
i zpusob vnimdni. Pamét hraje zdkladni tlohu pfi orientaci v nejriznéj-
sich situacich, v porozuméni souvislostem, v feseni Gloh, ve schopnostech
zaZehnout nahled. Zvldasté mensim détem je pamét tou silou, kterd buduge
rostouct schopnost mysli ([2], s. 144, 147). Pamét je uschovdni pochopené
a posouzené véci pro budouct pouZiti ([3], s. 53). Fantazie, intuice i logika
pracuji se zapamatovatelnymi tdagi ([4], s. 100). ReSeni problémi a tloh
neni bez zprostiedkujici role paméti mozné, na vhodnych tlohach a hrach
(napf. na hie v 8achy) mizeme pamét trénovat.

Podcenovani pocitani v nasi §kole je bohuzel skutec¢nosti. Pfitom wméni
nasobit oteviralo clovéku v prunich stoletich druhého tisicileti dvere k nej-
vySSim dradim ([5], s. 241) a metodickd piirucka z konce 19. stoleti zdi-
raznuje: Nejprostéjsi sluzebnd dévecka tak jako nejvyssi urednik financni,
chudy nddennik tak jako bohaty kupec museji uméti pocitati, nechti-li upad-
nouti v Zivoté do rukou lichevnictva, sejdirstva a Ziti v mrzké zavislosti na
jingjch. Skole jest pak vyucovati pro Fivot; proto musi piliti toho, aby Zdkim
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jejim dostalo se on€ miry poctarske zrucnosti, které vyhleddva obcanskd
spolecnost na tom, kdo v ni Zije ([6], s. 104).

Odedavna se ovSem proti péstovani pocetnich dovednosti nékteré osob-
nosti stavély. Tak napt. F. M. Pelcl se ve svych pamétech trpce vysmiva
zavedeni matematiky v terezianskych skolach, jako kdyby mély vsecky déti
nastoupit jako ticetni u erdru (citovano podle [7], s. 39).

V obdobi tzv. modernizace vyucovani matematice, které se soustredilo
spise na strukturalni pohled na matematiku nez na jeji aplikace, odsou-
dil Jan Vysin vyucovaci cil Zaci maji umét poznat v dennim Zivoté situace
poctdarskeého charakteru a magji je umet Tesit spolehlivé a samostatné sprav-
nym poctarskym postupem takto: Tato slova znéji v 2. poloviné 20. stoleti
opravdu smésné a jsou trapnym anachronismem ([8], s. 12). Hlavnim pro-
blémem tehdejsi reformy nebyla podle mého nazoru orientace na mnoziny
a logiku, ale odklon od kalkulativni a aplika¢ni stranky vzdélavani. ,Vé-
decky“ charakter skolni matematiky znamenal jistou vylucnost matema-
tického vzdélavani a nemutzeme se divit, ze skutec¢nost, kdy zak prvni tiidy
mél predevsim znat, ze 2+ 3 = 3 + 2, tedy komutativitu scitani, a pak az
2 + 3 = 5, mohla stézi nadchnout vefejnost — odbornou i laickou.

Tato stanoviska svédci o jisté odtrzenosti skoly od reality zZivota. Po-
¢itani je nejen otdzkou zisku (Poditd co mu to, co mu to vynese.), ale
i otazkou preziti a technického pokroku.

Zivd bytost (i ta nejskromnéjsi, napr. bakterie) komputuge, to znamend
Ze nejenom ,pocitd, kalkuluje“, ale provadi také operace, které jsou pod-
rizeny jisté logice a jistym pravidlum, takovym, které sméruji k zachovdni
Zivota organismu ([9], s. 101).

Podle Petra Vopénky je matematika metodou predpoviddni pomoct for-
mdlnich kalkuli ([10], s. 735). Pri tom formdlnim kalkulem rozumime hru se
znaky provdadénou podle néjakyjch pevné stanovenych pravidel ([12], s. 37).

Problémy skolnich numerickych vypocti jsou dnes teoreticky vyieseny
pouzivanim kalkulacek, jejich systematické ,zapojeni“ do matematického
vzdélavani vsak neni na vSech skoladch na nalezité Grovni.

Vsimnéme si poslednich tii P.

Bylo by iluzi domnivat se, Ze zvonénim na hodinu matematiky se pre-
méni t¥ida na ,,sbor mysliteli®. Pfedmét saim neznamend automaticky kul-
tivaci mysleni. Snad skytd matematika vice prilezitosti k rozvijeni mys-
leni nez nékteré jiné predméty, ale jednd se pouze o prilezitost, kterou
bychom méli vyuzit. Matematika chapana jako systém forméalnich dedukeci,
jako systém definic, vét a diikazt nebo na elementarni Grovni jako systém
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vzorcl neni nejvyhodnéjsim zakladem pro pristup ke skolské matematice,
nebot je i prilezitosti k formalnimu ,,zvladani“ matematickych poznatki.
Definice, véty a dikazy se lze naucit, aniz bychom jim porozuméli, tento
soubor védomosti 1ze reprodukovat u zkousek. Dobra pamét rozvijena tré-
ninkem se zda byt postacujici k osvojeni si minima matematiky. Takovato
matematika mysleni nerozviji, ale spise utlumuje, protoze mysleni kompli-
kuje pohled na strukturu vytfibenou nékdy i mnohogenerac¢nim vyvojem
nazord na reseni urcitého problému. Ne tedy studium c¢asti hotové mate-
matiky, ale poznavani cest k matematice, je zakladni piilezitosti k rozvijeni
my$leni. Je tedy Gcelné vychazet pti vyucCovani z otazek a problémi, do-
chizet k domnénkdm a pokusiim problémy fesit, poznavat aparat, ktery
k tomu potrebujeme, véetné utvareni a vymezovani pojmui a cest k zdi-
vodnovani tvrzeni. Posledni tii body mého presvédceni o charakteru ma-
tematického vzdélavani tedy spolu tzce souviseji.

Pohled na skolni matematiku zprostfedkovany 5P neni jediny mozny.
Na matematiku se mizeme divat z hlediska strukturalniho a z hlediska
technologického. Technologické stranka matematiky spociva ve zvladnuti
souboru dovednosti, které vedou k vysledkiim pri aplikacich matematiky.
Zde mém na mysli i okruh nematematickych dovednosti, jako je napt. ¢teni
a psani, ale predevs§im provadéni pocetnich nebo grafickych operaci, tedy
prace podle algoritmd, véetné prace s vypocetni technikou. Petr Vopénka
nazyva tuto stranku matematiky operabilitou a nezahrnuje ji, na rozdil ode
mune, do vzdélavani ([11], s. 26). Operabilita vyzaduje informace a nicvik
obratného zachazeni s nimi, nevyzaduje nutné porozuméni. Kdopak dnes
rozumi principu fungovani kalkulacky?

Rozvijeni operability ve vzdélavani je nutné, je to vSak druhy pol skolni
préce, kterd by méla byt orientoviana na porozumeéni principtim a chapani
struktury poznatkd. Existuji ucitelé, kteri by byli ochotni redukovat ma-
tematiku na technologii vypoctli, matematiku chipou jako pocty. Tento
pristup muze byt pro nezkusené ucitele lakavy, nebot vyklad ma charakter
instrukce, student se bud nauc¢i nebo nenauci piislusné postupy a udi-
tel mze jednoduse a ,spravedlivé“ klasifikovat. Pii takovémto pristupu
ovSem unika to podstatné, totiz porozuméni souvislostem, bez néhoz neni
mozné ani hlubsi proniknuti do matematiky, ani jeji netrividlni aplikace.
Je samoziejmé, ze operabilita hraje jinou roli napf. na prvnim stupni za-
kladni skoly nez na skole stfedni a jinou roli na skole primyslové a jinou
na gymnaziu.
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Protoze matematika vznikala historicky z potieb praxe lidské spolec-
nosti, hrala jeji technologické stranka v déjinach vyznamnou roli, kterou
miizeme sledovat na problematice kalkuli. Tém se budeme vénovat v dalsi
kapitole.

2. O kalkulech

Problém prechodu od pocitani véci (oblazku, kulicek, tecek, cérek, ... )
k pocitani s Cisly je problém dvojiho kddovani kvantity, problém cesty
od jejiho kédovani vizudlniho a taktilniho ke koédovani symbolickému.
Hloubku téchto souvislosti si mtzeme piiblizit pohledem do historie. Acko-
liv ndznaky ¢iselnych symboli se zacinaji objevovat od 4. tisicileti pt. n. 1.,
teprve v sedmém stoleti naseho letopoctu stanuli indicti matematikové po-
prvé€ v déjindch lidstva v udive nad tajemnou moci znakiu propujcenou jim
vhodnymi kalkulacemi s nimi ([12], s. 34). Mnohokrat opakovand setkani
se situacemi jako na obr. 1 vedou k ,pravidlim“ 2+3=5,2-3 =6, ...

A A
® 0000 [ 2 N J

Y oo o

Obr. 1

Znalosti zakladnich spoji s¢itani a nasobeni spolu s poznanim desitkové
soustavy a zakonitostem typu asociativity, komutativity a distributivity
umoznily pocitat s libovolné velkymi ¢isly. Tento nékolik tisic let trvajici
vyvoj zvladne v soucasné dobé normdlni dité béhem zakladni skoly, nékdy
bohuzel ponékud formalné. Kulturni prostredi, v némz se dité v predskol-
nim véku vyviji, mu ovSem vcelku spravné zprostiedkuje chdpani vyznamu
malych prirozenych ¢isel, prislusnych symbold i pocetnich operaci.

Je otazka, zda algoritmy numerického pocitdni v desitkové soustavé,
které v soucasné dobé nahrazuje vypocetni technika, se nestanou mrtvou
vétvi stromu lidského poznani, a v dasledku toho odumfiou. Osobné si
myslim, Ze tomu tak nebude, nebot tyto postupy umoznuji ¢lovéku hlubsi
pochopeni kvantitativni stranky jevli, nicméné americky spisovatel Isaac
Asimov zpracoval beletristicky vyjev z budoucnosti, kdy lidstvo zcela ,,za-
pomnélo“ i malou néasobilku a vSechny algoritmy numerického pocitani.
Dovolim si zde uvést kratkou citaci z vySetfovani objevitele algoritmu na-
sobeni Aubeho pred komisi Pentagonu ([13]).
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,2Aube! Kolik je devétkrat sedm?“

Aub na okamzik zavdhal. V jeho bledych ocich zableskl ndznak strachu.
LSedesdt i, “ odpovédel.

Kongresman Brant nadzvedl oboci. ,,Je to spravné?“

»Zkontrolujte si to sdm, pane kongresmane.“

Kongresman vytahl kapesni pocitacku, dvakrdt tukl do zoubkované hrany
a pohlédl na vysledek. OkamZik se na pocitacku ve své dlani dival a pak ji
opét zastrcil. ,Tak to md byt to naddni, které jste ndm prisel ukdzat. On
je eskamotér?“

»INeéco vic nez to, pane kongresmane. Aub si zapamatoval nékolik mdlo
operact a s jejich pomoci pocita na papire.“

,Papirovy pocitac?* divil se nevéricné generdl. Uplné ho to zmdtlo.

,Ne, pane generdle,“ vysvétloval trpélivé Shuman. ,Zddny papirovy po-
¢itac. Prost€ list papiru. Byl byste tak laskav pane generdle, a Tekl néjaké
cislo?“

,Oedmndct,“ Tekl generdl.

»A vy, pane kongresmane.

»Dvacet tri.“

,Dékuji. Aube, vyndsob ta dvé cisla a ukaZ panim, jak to délds.

Aub po chvili tisSe prohldsil , Vysledek je tFi sta devadesdt jedna.“

Kongresman Brant vytahl svou pocitacku podruhé a dloubl do ni.
,» U vSech vsude, je to tak. Jak to uhddl?“

,Neuhadl to, pane kongresmane,” odporoval Shuman. ,,On ten vysledek
vypocital. Vypocital ho na tomto listu papiru.“

»Blbost,“ vyjel netrpéliveé generdl. ,,Pocitac je jedna véc a néjaké znacka
na papire druhd.“

Historka se nam mtze jevit smésnd, ale ma generace se ucila algoritmy
vypoctu druhé a tfeti odmocniny a také jsme je zapomnéli. Ukazme na pii-
kladech nékolika algoritmt ndsobeni pfirozenych Cisel, ze tato zapomenuta
tematika muize byt zajimava.

Vysledek

327 - 869 = 284163 (1)

ziskame pomoci kalkulacky témér okamzité. K jeho urceni bez jakychkoliv
pomtcek postaci znat pouze malou nasobilku, vhled do struktury desitkové
soustavy a zadkladni aritmetické zakonitosti. Vypocet muzeme piehledné
usporadat do tabulky.
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3-100 2-10 7 b
8-100| 240 000 16 000 5600 261 600

6-10 18 000 1 200 420 19 620
2 700 180 63 2943
3| 260 700 17 380 6 083 | 284 163

©

Numerickou spravnost vypoctu lze kontrolovat soucty dil¢ich vysledki
v fadcich nebo sloupcich.

Obvykly algoritmus nasobeni je pouhym ,ekonomickym® usporadanim
vypottl z tabulky (obr. 2). Z historie je zndm piehledny zptisob zapisu
algoritmu nasobeni podle obr. 3. Tento tzv. Sachovnicovy zplisob ndsobeni,
ktery uvadi napt. Kristan z Prachatic, je typicky pro konec 15. stoleti.

8 6 9
2 1 2
2 3
4 8 7
IS ()“' . J [
1962 6 2 8
29%3 5 4 6
28%163 4 6 ) 3 7
1 6 3
Obr. 2 Obr. 3

Neékteré algoritmy nasobeni prevadély nasobeni na s¢itani. Jeden dosti
kuriozni vyuziva vzorce

(cos(ax + B) — cos(ax — B)).

DN | =

cosx-cosf =

Maji-li byt ¢initelé hodnotami funkce kosinus, musime je upravit délenim
vhodnou mocninou ¢isla 10. Pro nés soucin postupujeme nasledujicim zpi-

sobem.
327-107% = 0,327 = cos 70,913 211 5°

869 - 10 = 0,869 = c0s 29,657 359 81°
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€08 70,913 211 5° - cos 29, 657 359 81° =

(cos 100,570 571 3° + cos 41,255 851 69°) =

(—0,183446 463 + 0,751 772 463) =

| =N = DN =

=3 0,568 326 = 0,284 163

Po vynésobeni tohoto vysledku ¢islem 10® dostaneme 284 163.
Dokladem, Ze se vypocty naznaCenym zptisobem skutecné provadély,
jsou patnactimistné tabulky goniometrickych funkci z r. 1613.

Nésobeni prevadi na s¢itani, jak zndmo, i logaritmovani. Pfipomenme si
tyto vypocty, které byly jesté pied nékolika desitkami let soucasti skolské
matematiky, dnes jsou jiz spiSe historickou kuriozitou.

Dekadicky logaritmus ¢isla « je exponent, na ktery musime povysit ¢islo
10, abychom dostali z:

1087 = g, (2)

Protoze pii nasobeni mocnin s tymz zakladem se exponenty sc¢itaji

a™-a" =a™",

plati podle definice (2):
a=10"8% b=10"8" ab=10",
ab = 1010ga A 1010gb — 1010g a+logb _ 1010g ab‘

V nasem konkrétnim piipadu pak méme podle tabulek hodnot logaritmické
funkce log 327 - log 869 = log 327 +1og 869 = 2,514 547 753 + 2,930 19776 =
= 5,453 567 529. Odlogaritmovanim pak dostaneme vysledek (1).

Logaritmické tabulky byly konstruovany fadou autort od 16. stoleti
a byly patrné ,,nejmocnéjSim“ prostredkem vypocetni techniky ,,predcom-
puterového* véku.

Roku 1592 byly vydany tabulky druhych mocnin pfirozenych ¢isel od 1
do 100 000, pomoci nichz bylo mozno urcovat souciny prirozenych ¢isel na
zékladé identity

((a+b)*—(a—1b)?).

ab =

=] =
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327-869 = 1 (1196% — 5422) = 1 (1430416 — 293 764) = 284 163.

Posledni tii postupy, které jsme uvedli, se obesly bez nasobilky. Egyptsky
zpUsob nasobeni asi z druhého tisicileti pr. n. 1. vyuziva pouze nésobilky
dvou. Ukazme si tento algoritmus na nasem piikladu.

Do levého sloupce piseme ty mocniny ¢isla 2, které nepresahnou men-
§iho cinitele (v nasem piipadé ¢islo 327), do pravého sloupce pak po fadé
dvojnéasobky druhého ¢initele (Gisla 869). V levém sloupci vybereme ty
mocniny ¢isla 2, jejichz soucet je 327 a oznacime je (napft. *). Soudet na-
sobktl ¢isla 869 na oznacenych fadcich je roven soucinu 327 - 869.

1* 869
2 * 1738
4 %* 3 476
8 6 952
16 13 904
32 27 808
64 * 55 616
128 111 232
256 * 222 464
327 284 163

Zdtvodnéni tohoto algoritmu je zfejmé. Soucet oznacenych ¢isel v levém
sloupci predstavuje zapis ¢isla 327 v dvojkové soustaveé
(327)10=(111000101), =
=1-204+1-2' + 1224 0-2° +0-2* +0-2° +1-26 4 0-2" + 1-28 =
=1+2+4+4+64+ 256

a popsany algoritmus znamend vypocet
(1+2+44+ 64+ 256) - 869 = 327 - 869.

Staii Egyptané tak ,objevili“ z praktickych divodi numerického pocitani
ideu dvojkové soustavy.
Ve v8ech pripadech jsme simulovali pocitani s tabulkami kalkulackou.
I na téchto ,odumrelych® oblastech matematiky, na algoritmech nu-
merického pocitani, lze demonstrovat vynalézavost lidského ducha, ktery
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se ovSem plné projevuje na konstrukcich novych oblasti kalkulaci. Ptipo-
menme tuto problematiku pohledem Petra Vopénky.

Algebraicky kalkul operujici se znaky oznacujicimi proménné pro Cisla
(netoliko jiz jen prirozend), v némz jsou aritmetické operace pouze nazna-
covdny k tomu tucelu zvolenymi znaky, byl postupné zdokonalovdn a na-
konec dotvoren v Evropé. Ddlo se to od druhé poloviny dvandcteého stoleti
do konce stoleti sestndactého. Jakkoliv tedy aritmeticky kalkul je nddher-
nym vytvorem Indu, algebraicky kalkul je vyplodem zdpadoevropské cino-
rodé tvorivosti ([12], s. 35).

Descartovou zdsluhou se matematika kalkulaci dockala svého tretiho tri-
umfalniho dspéchu . .. tim, Ze byla pouZita na geometricky svét ([12], s. 36).

Newton a Leibniz objevuji infinitezimalni kalkul, pomoci néhoz lze fesit
fadu aloh dfive nefesitelnych (napf. vypocty délky kiivky, obsahu obrazcti
a objemu téles).

V8echny zminéné kalkuly jsou predmétem stiedoskolské vyuky, spolu
napf. s vypocty trigonometrickymi ¢i pravdépodobnostnimi.

Specifickym kalkulem je i rysovani. Charakteristika geometrie jako me-
tody piedpoviddni pomoct rysovani ([10], s. 749) je patrné zcela opravnénd
pro deskriptivni geometrii a snad i pro ¢ast technické praxe. Dnes se ovSem
i ke konstrukeim vyuziva vypocetni technika.

3. Kalkuly a reseni uloh

Tlustrujme nyni uziti kalkult na prikladech nékolika tloh Skolské ma-
tematiky. U kazdé ulohy uvedeme Teseni kalkulativni a feSeni, které se
o zadny specificky kalkul neopira.

Priklad 1

Kul je zaraZen % své délky do dna rybnika, jeho % je ve vodé a 120 cm
nad vodou. Jaka je celkovd délka kilu?

Pocetni feSeni tlohy spociva na vyjadreni textu tlohy rovnici a jejim
feSeni. Oznacime-li nezndmou délku kilu z, pak plati

1 1
§x+1x—|—120:$.

Odtud vypocitame x = 288.

Ulohu miizeme oviem fesit i tisudkem. Protoze ve vodé a v zemi je
celkem % + i = % Flélky kiilu, je nad vodou % délky, coz je 120 cm.
Protoze 15 délky je 2%cm = 24 cm, je délka killu 12- 24 cm = 288 cm.
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Priklad 2

Dokazte: JestliZe dva obdélniky maji sobé rovné obsahy a sobé rovné
obvody, pak jsou shodné.

Ze Ctyf mné znamych FeSeni této lohy uvedme dvé.

Oznacme z, y délky stran jednoho obdélniku, u, v druhého.

Podminky tlohy miizeme zapsat ve tvaru

zy = uv, (3)

rTH+y=u+uv. (4)

Uvedme nejdiive kalkulativni feSeni lohy. Ozna¢me S obsah kazdého
z obdélnik, o jejich obvod.
Rutinnim vypoctem, ktery zde nebudeme uvadét, dojdeme k zavéru, ze
soustava
o 5)
5 (

s neznamymi z,y a parametry S, o ma dvé sobé rovna reseni. K témuz
zavéru dospéjeme, znazornime-li funkce

zy =S TH+y=

S 0
- y=—T+ =
z

y= D)

v kartézské soustavé souradnic podle obr. 4.

Obr. 4
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Ukazme, ze tlohu mizeme fesit pfimo, prostou ivahou, kterd se ovsem
opira o vhodny néapad.

Umistéme obdélniky spliujici podminky Glohy do polohy podle obr. 5
a oznacme () prusecik pfimek BC, GF a R prusecik ptimek EF, DC'.

D C R
A
y
G o\l ¢ F
u
\ ¥
A X B E
P
<l v -
Obr. 5

Rovnost (3) znamend rovnost poméra

které mizeme interpretovat jako hodnoty funkce tg ¢ a body A, @, R lezi
tedy v pfimce. Protoze rovnost (4) je ekvivalentni s rovnosti

y—u =v —ua,

je o = 45° a plati pfitom u =z av =y.

Priklad 3

Sestrojte kruznice k, m, n se stiedy ve vrcholech A, B, C daného troj-
thelniku tak, aby kaZdé dvé z nich mely vnéjsi dotyk.
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Jsou-li a, b, ¢ délky stran trojihelniku ABC, pak v oznaceni podle obr.
6 plati

r1 +1re =c,
re + 13 = a,
7“1-|—’I“3:b.

ReSenim této soustavy dostaneme napf. r; = %(c — a + b). Sestrojime-

i kruznici k(A;r1), mizeme sestrojit i zbyvajici kruznice m(B;|BT]),
n(C; |CE)).

k

m

Obr. 6

Uvedme déle primé geometrické FeSeni nasi tlohy.

Jsou-li T', D, E po tfadé body dotyku hledanych kruznic, jsou trojihel-
niky FAT, BT D, DCFE rovnoramenné a v osovych soumérnostech podle
08 01, 02, 03 vnitinich Ghlid trojahelniku ABC piejde bod E postupné
do bodi T, D, E. Spolecny bod O téchto os je stfed kruznice vepsané
trojuhelniku ABC. Konstrukce je patrné z obr. 7.
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Priklad 4

Na ramenech AC, BC rovnoramenného trojihelniku ABC sestrojte
body X, Y tak, aby usecky AX, XY, Y B byly shodné.

Piedpoklddejme, Ze body X, Y jsou sestrojeny (obr. 8). Ze soumérnosti
rovnoramenného trojihelniku podle osy o vyplyva, ze XY||AB a trojthel-
niky ABC, XY C jsou podobné. Oznac¢me délku zdkladny AB pismenem z,
délku ramen AC', BC pismenem r a délku tsecek AX, XY, Y B pismenem
x. Z podobnosti jmenovanych trojihelnikd plyne

z
r—xz T
Tuto rovnost upravime na tvar

z(r +z) = zr,

ktery miZeme interpretovat jako rovnost obsaht dvou obdélnika M N P(Q
a MKLH. Usetku délky z pak mizeme sestrojit podle obr. 9.
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0] P
z< H L
¥
N
M K
7 z
Obr. 9

Piimé geometrické feseni ulohy je jednodussi nez feSeni pocetni; opira
se o vhodny pohled na situaci. Jsou-li X, Y hledané body, je trojahelnik
AXY rovnoramenny a mé u zakladny shodné ahly a (obr. 8). Protoze je
XY||AB, méa rovnéz Ghel YAB velikost a. Bod Y je tedy prusecik osy o
uhlu CAB s ramenem CB.

Priklad 5

AB, CD jsou k sobé kolmé pruméry kruznice k(S;r), m,n jsou kruznice
s pruméry AS a BS. Sestrojte vsechny kruznice, které se soucasné dotykaji
kruznic k, m, n.

Vsimnéme si feSeni tlohy v poloroviné ABC'. Stied X hledané kruZnice
x lezi na primce MT, kde T je bod dotyku kruznic m a z, a na piimce C'S
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(obr. 10). Z pravothlého trojahelniku M SX mutzeme vypoéitat polomér
o kruznice x pomoci Pythagorovy véty. Z rovnice

(5o = (&)=

ur¢ime o = %r.

m’ n
T
C
X
T
M N
A S B
m n
k
D
Obr. 10

Kalkulativni feeni tilohy je tedy velmi jednoduché. Ulohu mtizeme fe-
$it pomoci osové soumérnosti nebo pomoci stejnolehlosti. Konstruktivné
jednoduché je treseni, které se opird o kruhovou inverzi. Pfipomenme je.
V kruhové inverzi s fidici kruznici k je tato kruznice samodruznd a obrazy
kruznic m, n jsou pfimky m', n’ kolmé k pfimce AB. Obrazem hledané
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kruznice z je kruznice ', kterd se dotyka primek m', n’ a prochézi bo-
dem C'. Vzor bodu dotyku T kruznice z' a p¥imky m' je bod dotyku T
kruznic =, m.

Priklad 6
Jsou ddny ctverce PLAH, LM BA, MNCB podle obr. 11. Dokazte, Ze
pro uhly o, B, v plati
a+ B+ =90°

Z tady moznosti, jak tlohu resit, pripomenme kalkulativni feSeni olym-
pionika Bretislava Novdika, pozdéjsiho profesora Matematicko — fyzikalni
fakulty UK v Praze.

H A B C
& & 7
P L M N
Obr. 11

Vrcholy shodnych ¢tverci mizeme povazovat za obrazy komplexnich
¢isel a =141, b =2+1i, ¢ =3+1i (obr. 12). Protoze ¢islo d = abc = 101, je
a+ B+ v = 90°, nebot pii ndsobeni komplexnich ¢isel se jejich amplitudy
sCitaji.

}7
10i]
. a b c
1
[X /
7
P 1 2 3
Obr. 12

Zcela elementarni feseni ulohy je vidét z obr. 13.
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Obr. 13

Priklad 7

Vysetiete mnoZinu vSech bodu roviny, z nichZ je vidét usecka AB pod
danym tuhlem .

VySetfujme analyticky mnozinu vSech bodd X|[z,y] roviny, z nichz je
vidét tse¢ku AB (A[—a,0], Bla,0] pod Ghlem ~, tj. mnozinu bod X, pro
néz plati | L AX B| = v (obr. 14).

y X

|

|

/ ﬁl
X ! X

A P B i

|

|

[

5

Obr. 14

Protoze s libovolnym bodem X jedné poloroviny s hranici AB nélezi
hledané mnoziné i bod X' s nim soumérné sdruzeny podle osy AB, staci
vySetfovat mnozinu v jedné z téchto polorovin.

Protoze pro libovolny bod ,horni poloroviny* je 8 vnéjsi thel v troja-
helniku ABC| plati § = a + - neboli v = — a.

Podle zndmého vzorce plati

tg B —tga

tgy =tg(B—a) = T+igate
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a pro tga, tg f dostaneme v oznaceni podle obr. 14

Y Y
T—a T+a

Mnozina bodté X|[z,y], pro néz | X AX B| = v tedy vyhovuje rovnici

Y Y

r—a r+a

1+ 4. v

rz—a z+a

tgy =

kterou miizeme upravit na tvar

22 4+ y° — 2ay cotgy = a?,

(6)

coZ je rovnice kruZnice se stfedem na ose y, kterd prochézi body A, B.
Hledané mnoziné bodd X nélezi prinik k; oblouku kruznice (6) a horni
poloroviny. V celé roviné pak dostédvame vysledek jako sjednoceni kruzni-

covych obloukd k; U k] (obr. 15) mimo body A, B.

Y c

Obr. 15
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Obrécené ovsem musime ukdzat, ze kazdy bod mnoziny k; U k] ma
pozadovanou vlastnost.

Méame-li se obejit bez kalkulu analytické geometrie a trigonometrie,
muizeme se ovSem opfrit o vétu, ze obvodovy thel piislusejici na kruznici
k oblouku AB je roven poloviné piislusného thlu stiedového, coZ je dobie
zndmé z planimetrie (obr. 15).

V dalsim ¢lanku budeme ilustrovat roli kalkult piiklady z historie ma-
tematiky.
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58. rocnik matematické olympiady
Ulohy 1. kola

KATEGORIE 76

Z6-1-1

Na obrazku je ¢tvercova sit, jejiz ¢tverce maji stranu délky 1cm. V siti
je zakreslen obrazec vybarveny Sedé. Libor ma narysovat piimku, ktera je
rovnobéznd s primkou M O a rozdéluje Sedy obrazec na dvé ¢asti o stejném
obsahu.
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M o

V jaké vzdalenosti od pfimky MO povede Libor tuto rovnobézku?
Libor Siminek

Z6-1-2
Do prazdnych poli vepis cisla 2, 4, 6, 8, 12, 14 a 21 tak, aby tii ¢isla
zapsana na jedné tsecce davala vzdy stejny soucin. Napis sviij postup.

Libor Simainek

7Z6-1-3

B-banka vydava bankomatové karty se ¢tyfmistnym PIN kédem, ktery
neobsahuje ¢islici 0. Pan Skleréza se béal, ze zapomene PIN kéd své karty,
proto si ho napsal pfimo na ni, avSak fimskymi ¢islicemi IITVIIIXIV, aby
to pripadny zlodéj nemél tak jednoduché. Sviij nadpad prozradil nejlepsimu
pfiteli, panu Odkoukalovi, ktery byl také klientem B-banky. Ten zdhy se
svym PIN koédem udélal totéz a na kartu si napsal IVIIIVI. Ke svému
velkému prekvapeni v8ak z fimského zapisu neumél svij PIN kéd urcit
presné.
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a) Jaky PIN kéd mé karta pana Skler6zy?
b) Jaky PIN kéd miZe mit karta pana Odkoukala?
Svétlana Bedndrovd

76-1-4
Nacrtni v8echny mozné tvarové rizné ¢tyrthelniky, které maji vrcholy
ve vrcholech daného pravidelného Sestitithelnika. Urci, jaké by byly jejich
obsahy, kdyby Sestitthelnik mél obsah 156 cm?.
Marta Volfova

Z6-1-5
Pani Kucerova byla na sedmidenni dovolené a Kata ji po celou tuto
dobu vencila psa a krmila kraliky. Dostala za to velky dort a 700 K¢.
Po dalsi dovolené, tentokrat ¢tyrdenni, dostala Kata za venceni a krmeni
podle stejnych pravidel stejny dort a 340 K¢. Jakou cenu mél dort?
Marta Volfova

Z6-1-6

I

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali jiné prvocislo mensi nez 20
tak, aby soucty dvou ¢isel na protilehlych sténéch byly vzdy stejné. Kostku
jsme polozili na prvni policko pldnu na obrazku nejmensim cislem doli.
Potom jsme kostku pfrevraceli naznacenym smérem po planu. Pii kazdém
dotyku kostky s planem jsme na odpovidajici policko napsali ¢islo, kterym
se ho kostka dotkla.

22 Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009



Kterym cislem se kostka dotkla zbarveného policka, jestlize soucet vSech
napsanych ¢isel byl nejmensi mozny?
(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.)
Monika Dillingerovd

KATEGORIE Z5

75-1-1

Ucitelka Kadrnozkova kupovala v pokladné zoologické zahrady vstu-
penky pro své zaky a pro sebe. Vstupenka pro dospélého byla drazsi nez
pro Skoldka, av8ak ne vice nez dvakrat. Ucitelka Kadrnozkova zaplatila cel-
kem 994 K¢. Ucitel Hnizdo mél s sebou o tfi zaky vice nez jeho kolegyné,
a tak za své zaky a za sebe zaplatil 1120 K¢.

a) Kolik zaka mél s sebou uéitel Hnizdo?

b) Kolik stala vstupenka pro dospélého?

Libor Simiinek

7Z5-1-2
Frantisek Nudilek se zabyval tim, Ze psal po sobé jdouci prirozend cisla.
Zacal takto: 1234567891011 ... Po ¢ase ho to prestalo bavit, dokon¢il pravé
rozepsané cislo a kriticky se podival na svij vytvor. Zjistil, ze v posloup-
nosti ¢islic, které napsal, se vyskytuje pét jednicek bezprostiedné za sebou.
a) Kolik nejméné po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel musel Frantisek
napsat?
b) Kolik nejméné ¢islic musel Frantisek napsat?
Svétlana Bedndrovd

7Z5-1-3

Nejvyssi znama sopka na Zemi je Mauna Kea na Havajskych ostrovech.
Jeji vyska od upati po vrchol je dokonce o 358 metrti vétsi, nez je nadmor-
skd vyska nejvyssi hory svéta, Mount Everestu. Nezveda se v8ak z pevniny,
ale ze dna Tichého oceanu, z 5 000metrové hloubky. Kdyby motska hladina
v této oblasti klesla o 397 metri, byla by ponofend ¢ast Mauna Key presné
stejné vysokd jako ¢ast, kterd by vyc¢nivala nad hladinu.

a) Jakou nadmotskou vysku mé vrchol sopky?

b) Kolik méii Mauna Kea od tGpati po vrchol?

c¢) Jakou nadmoiskou vysku ma Mount Everest?
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(Udaje o nadmoiskych vygkach uvadéné v riznych zdrojich se mohou
lisit, coz je zptisobeno nepiresnostmi métreni, pohyby zemské kiiry, vrstvou
snéhové pokryvky apod. Pfi feSeni Glohy proto vychazej pouze z udaja
v ni uvedenych.)

Svétlana Bedndrovd

Z5-1-4

Klasicka hraci kostka se prevracela nazna-
D ¢enym smérem po planu na obrazku. Na kaz-

dém policku ztstaly otisknuté tecky ze stény,
kterou se kostka planu dotykala. Pocet vSech
tecek otisknutych na planu byl 23.

Kolik tecek bylo otisknuto na vybarveném
policku?

(Klasicka hraci kostka ma na sténach tecky
v poctu od 1 do 6 umisténé tak, ze na pro-
tilehlych sténach je vzdy dohromady 7 tecek.
Plan je tvoren ctverci, které jsou stejné velké
jako stény kostky.)

Monika Dillingerovd

Z5-1-5
Digitéalni hodiny ukazuji hodiny a minuty, jako naptiklad 14:37. Kolik
minut denné sviti na téchto hodinach alespon jedna pétka?
Marta Volfova

Z5-1-6
Dan si ze ¢tvercové sité vystiihl Gtvar jako na obrazku.

2cm
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Odstfihni dva ¢tverecky sité tak, aby se vysledny Gtvar nerozpadl a mél
co nejvétsi obvod. Najdi vSechna feSeni.
Monika Dillingerovd

Zajimavé matematické tlohy

Otevirame jiz 16. roc¢nik nasi pravidelné resitelské rubriky ,Zajimavé
matematické tlohy“. V kazdém ro¢niku bylo dosud publikovano vzdy deset
uloh. V predchozich ¢islech naseho casopisu tak najdete jiz 150 zajimavych
tloh. Upozoriiujeme soucasné nasSe ctendie, ze kompletni soubor prvnich
130 tloh této rubriky (véetné jejich aplnych feseni) je mozno nalézt v publi-
kaci nakladatelstvi Prometheus ,,Sbhirka netradi¢nich matematickych tloh*
autort J. Svrcka a P. Calabka.

Resgeni prvni dvojice tiloh nového roéniku miizete zaslat nejpozdéji do
20. 10. 2008 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, t¥. Svobody 26, 771 46 Olo-
mouc. Jejich feSeni lze zaslat elektronickou cestou (pouze v8ak v TEXovs-
kych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu: mfiQupol.cz. Zaji-
mava a originalni feseni tloh radi uverejnime.

Uloha 151
Dokazte, ze pro vSechna kladna redlné cisla a, b, ¢ plati
a2b? 22 a2 o1
ct + 2b3¢ + a* + 2c3a + bt +2a3b —
Dale zjistéte, kdy nastava rovnost.

Petr Kanovsky

Uloha 152
Necht Bj, By, Bs jsou dotykové body kruZnice vepsané trojihelniku
A1A2A3 po radé se stranami A2A3, A3A1, A1A2. Oznac¢me déle [1, [2,
I3 stfedy kruznic vepsanych po fadé trojihelnikim A, B3Bs, AsB;Bs,
AgBQBl. Jsou-li ﬁhly B2B1B3 a 11]2[3 ShOdHé7 je tI“OjflhelHik A1A2A3
rovnoramenny. Dokazte
Jaroslav Svrcek
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