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Algoritmus je p�esn� n�vod ne�
bo popis dostate�n� element�rn�ch
operac�� jak vy�e�it dan� typ �lohy	
Od algoritmu tedy po
adujeme je�
ho hromadnost� tj	 vstupn� data ne�
jsou reprezentov�na konkr�tn�mi
hodnotami� ale �daji se symbolic�
k�mi jm�ny� za n�
 lze dosazovat
r
zn� konkr�tn� data	 D�le se po�


aduje determinovanost a rezultativnost� v
dy mus� b�t jednozna�n� ur�
�eno� kter� krok algoritmu n�sleduje� stejn� vstupn� data mus� v�st ke
stejn�mu v�sledku� p�i�em
 n�kter� vlastnosti v�sledku dovedeme dop�edu
formulovat	 A na z�v�r uve�me kone�nost � po kone�n�m po�tu krok
 se
prov�d�n� instrukc� zastav�� p�i�em
 po
adovan� v�sledek mus� b�t po�
skytnut v rozumn�m �ase	 Za rozumn� �as lze pova
ovat �as� kdy n�m
v�sledek je�t� k n��emu bude	

V b�
n�m 
ivot� je takov�m p��kladem algoritmu recept na p��pravu
j�dla obsa
en� v kucha�sk� knize� nebo� jsou v n�m pops�ny jednotliv�
kroky� jak dan� j�dlo p�ipravit a samoz�ejm� je popsan� postup takov�� 
e
jsou spln�ny v�echny uveden� vlastnosti algoritmu	 Vedle vlastn�ho popisu
postupu je v�znamn�m rysem algoritmu jeho slo
itost	 Kdy
 vezmeme
p��klad receptu na p��pravu j�dla� bude z�le
et na tom� pro kolik osob j�dlo
budeme p�ipravovat	 ��m v�ce t�chto osob bude� t�m budeme pot�ebovat
nap�	 jednak v�t�� n�doby a lep�� vybaven� kuchyn� a jednak n�m bude
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i p��prava j�dla trvat d�le	 Budeme muset t�eba o�kr�bat v�ce brambor
nebo p�ipravit v�ce pl�tk
 masa	

Obdobn� v algoritmech� kter� pou
�v�me pro v�po�ty nebo pro pr�ci
s daty �t��d�n�� vyhled�v�n�� grafov� algoritmy a dal��� zpravidla plat�� 
e
��m v�ce �daj
 budeme zpracov�vat� t�m budeme pot�ebovat v�t�� roz�
sah pam�ti pro jejich ulo
en� a rovn�
 �as v�po�tu b�v� del��	 Z�vislost
velikosti pot�ebn� pam�ti na po�tu zpracov�van�ch �daj
 naz�v�me pa�
m�	ovou slo
itost� algoritmu a z�vislost doby v�po�tu na po�tu zpraco�
v�van�ch �daj
 naz�v�me �asovou slo
itost� algoritmu	 U algoritm
 pro
n�s b�v� v�ce d
le
it� zpravidla jejich �asov� slo
itost	 Pam��ov� slo
itost
m� p�irozen� tak� sv
j v�znam	 Nicm�n� p�i sou�asn�ch velikostech pa�
m�t� po��ta�
 neb�v� u v�t�iny algoritm
 omezuj�c�m faktorem a proto se
j� p�i b�
n�m pou
it� algoritm
 v�razn�ji nezab�v�me �jinak je tomu p�i
hromadn�m zpracov�n� dat�	

Vyjad�ovat �asovou slo
itost p��mo v �ase� kter� ud�v� dobu v�po�tu�
by bylo velmi obt�
n� a problematick�	 Nap��klad vezm�me zcela jedno�
duchou �lohu� kdy m�me vypo��tat sou�et n ��sel	 Z�ejm� bychom po�
stupovali tak� 
e bychom vzali prvn� ��slo a k n�mu postupn� p�i��tali
druh�� t�et� a
 n�t� ��slo	 Celkov� bychom ud�lali n � � operac� s��t�n�	
Pokud bychom to d�lali ru�n�� pak by celkov� �as byl n � � n�sobkem
�asu� kter� pot�ebujeme pro jedno s��t�n� �pokud nep�ihl�
�me k tomu�

e by s��t�n� bylo st�le obt�
n�j���	 Jestli
e to ale budeme prov�d�t po�
moc� programu� bude ur�en� �asu pot�ebn�ho pro p�i�ten� jednoho ��sla
obt�
n�	 Program toti
 v�t�inou p��eme v n�jak�m programovac�m jazyce
a jak dlouho v n�m bude trvat p�i�ten� jednoho ��sla p�i vlastn�m v�po�tu�
p��mo nev�me	 P�esn�ji �e�eno� je to zna�n� obt�
n� ur�it� nebo� program
je p�ed v�po�tem nejd��ve p�elo
en do jazyka procesoru� co
 znamen�� 
e
bychom museli �asovou slo
itost po��tat ze strojov�ch instrukc� p�elo
e�
n�ho programu	 N�� program pro se�ten� n ��sel bude patrn� obsahovat
cyklus� co
 reprezentuje n�kolik strojov�ch instrukc�� kter� zvy�uj� hod�
notu prom�nn� cyklu a kter� d�le zaji��uj�� aby se cyklus po se�ten� v�ech
��sel ukon�il	 S��tan� hodnoty budeme m�t patrn� ulo
eny v poli� co
 zna�
men�� 
e v programu budou strojov� instrukce pro v�po�et adresy prvku
pole� jeho
 hodnotu p�i��t�me	 Je z�ejm�� 
e ur�en� d�lky v�po�tu ze stro�
jov�ch instrukc� by bylo pom�rn� komplikovan� a to i u tak jednoduch�ho
algoritmu� jako je se�ten� n ��sel	 Nav�c doba v�po�tu bude tak� z�viset
na tom� jak v�konn� po��ta� pro v�po�et pou
ijeme	 Abychom tyto nep���
jemn� aspekty eliminovali� po��t�me �asovou slo
itost nikoliv v �asov�ch
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jednotk�ch� ale v po�tech z�kladn�ch operac�� na kter�ch je p��slu�n� algo�
ritmus zalo
en	 Stanoven� z�kladn�ch operac� je d�no povahou algoritmu	
Nap��klad u algoritm
 t��d�n�� kde srovn�v�me prvky a d�l�me jejich p�e�
suny� je z�kladn� operac� srovn�n� dvou prvk
 a dal�� z�kladn� operac� je
p�esun prvku	 V na�em p��kladu sou�tu ��sel je z�kladn� operac� s��t�n�	
�asov� slo
itost tohoto algoritmu je pak vyj�d�ena line�rn� funkc� n � ��
nebo� pr�v� tolik s��t�n� algoritmus provede	

Obecn� jsou �asov� slo
itosti vyj�d�eny matematick�mi funkcemi� je�
jich
 argumentem je zpravidla n po�et �daj
� kter� zpracov�v�me �z
�
sta�me jen u tohoto p��padu�	 Velmi �asto tyto funkce jsou p��mo poly�
nomy� z ostatn�ch funkc� se pom�rn� �asto vyskytuje logaritmick� funkce	
Nap��klad funkce �asov� slo
itosti mohou b�t

n�

�
� n� � �n log��n� �� atd	

�asov� slo
itost n�m sice neud�v� p��mo �as v�po�tu� ale d� se z n� od�
hadnout� jak dlouho ��dov� bude v�po�et pro dan� po�et �daj
 trvat
na b�
n�m po��ta�i �vte�iny� minuty� hodiny atd	�� resp	 jak se v�po�et
prodlou
�� zv�t���li se n	 To n�m sta�� k tomu� abychom posoudili� zda
dan� algoritmus je pro n�s pou
iteln�	 D�le je �asov� slo
itost d
le
it�
v p��pad�� kdy m�me pro danou �lohu v�ce algoritm
 a m�me se rozhod�
nout� kter� z nich pou
�t	 �asto m�me na jedn� stran� algoritmy� kter�
jsou jednoduch�� ale maj� v�t�� �asovou slo
itost� a na druh� stran� m�me
algoritmy s p��zniv�j�� �asovou slo
itosti� kter� jsou ale komplikovan�j���
��m
 jejich implementace� tj	 naprogramov�n� je obt�
n�j��	 V tomto p���
pad� n�m pro men�� po�ty �daj
 sta�� jednodu��� algoritmus a naopak
m�me�li hodn� �daj
� mus�me zvolit sice pracn�j��� ale na druh� stran�
rychlej�� algoritmus	

V�nujme se nyn� vlastn�mu vyj�d�en� �asov� slo
itosti	 Uva
ujme n�sle�
duj�c� t�i funkce�

n�

�
� n� �

n�

�
n�

Nech� prvn� z t�chto funkc� je �asovou slo
itost� T �n� n�jak�ho konkr�tn�ho
algoritmu	 Druhou jsme dostali zanedb�n�m jej�ho line�rn�ho a absolut�
n�ho �lenu a v t�et� jsme nav�c odstranili koe�cient u kvadratick�ho �lenu	
V�echny t�i funkce jsou kvadratick�m polynomem	 P�itom ta posledn� je
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z nich nejjednodu���	 Vzhledem k tomu� 
e u v�ech jde o polynom stejn�ho
��du� maj� v�echny obdobn� charakter r
stu funk�n� hodnoty p�i rostou�
c�m po�tu �daj
� tj	 p�i zvy�uj�c� se hodnot� argumentu n	 U
 jsme uvedli�

e �asovou slo
itost pou
�v�me nikoliv k p�esn�mu ur�en� doby v�po�tu�
ale jen k z�kladn�mu odhadu z�vislosti �asu zpracov�n� na �nap�	 po�tu
vstup
� n	 K tomu n�m m�sto prvn� funkce� kter� sice p�esn� vyjad�uje
slo
itost algoritmu� ale je pom�rn� komplikovan�� zcela vyhov� mnohem
jednodu��� posledn� funkce n�	 Pro tento ��el se pou
�v� oper�tor Theta�
kter� reprezentuje v�echny funkce� je
 maj� stejn� charakter slo
itosti� jako
m� funkce v n�m uveden�	 Tj	 m�sto abychom psali� 
e algoritmus m� �a�
sovou slo
itost

n�

�
� n� ��

nap��eme jen� 
e jeho �asov� slo
itost T �n� je

��n���

Skute�nost� 
e dv� funkce �asov� slo
itosti maj� obdobn� charakter� m
�

eme matematicky vyj�d�it tak� 
e existuj� ��sla � � a � b � �� takov��

e pro v�echna n od ur�it�ho n� po��naje plat�

� � a �
T �n�
f�n�

� b � ���

jinak

� � lim
n���

sup
T �n�
f�n�

� ���

co
 v mnoha p��padech prakticky znamen�� 
e pod�l T �n�
f�n� konverguje ke

kone�n� nenulov� hodnot� pro rostouc� argument n	 Je�li tedy �asov� slo�

itost algoritmu d�na funkc� T �n�� pak m

eme ��ci� 
e �asov� slo
itost
algoritmu je ��f�n��	

P�ejd�me nyn� k vlastn�mu �asov�mu odhadu	 �as pot�ebn� pro v��
po�et jedn� z�kladn� operace algoritmu bude z�viset na tom� jak je tato
operace komplikovan�	 V p�elo
en�m programu operace reprezentuje ur�
�it� po�et strojov�ch instrukc� a ��m je operace komplikovan�j��� t�m v�ce
strojov�ch instrukc� v p�elo
en�m programu zahrnuje a t�m tak� del�� bude
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doba jej�ho v�po�tu	 Uv�
�me�li� 
e taktovac� kmito�et dne�n�ch procesor

je v oblasti GHz� m

eme p�edpokl�dat� 
e se provede �� milion
 z�klad�
n�ch operac� algoritmu za vte�inu �zopakujme� 
e zde mluv�me o operac�ch
algoritmu� ne o strojov�ch instrukc�ch procesoru�	 Kdybychom pro jedno�
duchost p�edpokl�dali� 
e procesor provede miliardu strojov�ch instrukc�
za vte�inu� znamenalo by to� 
e na proveden� jedn� z�kladn� operace al�
goritmu m�me k dispozici ��� strojov�ch instrukc�	 Tento odhad je dosta�
te�n� konzervativn� �opatrn�� na to� aby re�ln� odpov�dal v�em b�
n�m
algoritm
m	 P�itom u mnoha algoritm
 se d� o�ek�vat� 
e po�et prove�
den�ch z�kladn�ch operac� za vte�inu bude vy���� ne
 uv�d� n�� odhad	
N�sleduj�c� tabulka tak ukazuje orienta�n� horn� odhady pot�ebn�ho �asu
pro r
zn� �asov� slo
itosti a r
zn� po�ty �daj
	 �asy jsou pro p�ehlednost
zaokrouhleny �tab	 ��	

Tab� �

Slo�itost Po�ty �daj�

	
 	

 	 


 	
 


 	

 


 	 


 




log��n� 
�
 �s 
�� �s 	 �s 	�
 �s 	�� �s � �s

n 	 �s 	
 �s 	

 �s 	 ms 	
 ms 	

 ms

n log��n� 
 �s �� �s 	 ms 	
 ms 	�� ms � s

n
� 	
 �s 	 ms 	

 ms 	
 s 	� min �� hod�

�n 	
� �s � � 	
�� 
 � 	
���

rok� rok�

Algoritmy� kter�m odpov�daj� prvn� �ty�i �asov� slo
itosti v tabulce�
�ad�me do t��dy algoritm
 s polynomickou �asovou slo
itost�	 T��da t�chto
algoritm
 zahrnuje v�echny algoritmy� jejich �asov� slo
itost je p��mo vy�
j�d�ena polynomem anebo pro jejich funkci �asov� slo
itosti existuje po�
lynom� kter� ji shora ohrani�uje	 Nap��klad pro funkci log��n� je t�mto
polynomem line�rn� polynom� nebo� plat�

log��n� � n pro n � ��  � � � �

�p�itom z�klad logaritmu nen� podstatn�� proto
e hodnoty logaritm
 o r
z�
n�ch z�kladech se li�� jen multiplikativn� konstantou�	 Algoritmy s poly�
nomickou �asovou slo
itost� ozna�ujeme jako algoritmy pracuj�c� v p�ija�
teln�m �ase� i kdy
 u
 u kvadratick�ho polynomu je pro v�t�� po�ty �daj

�as pot�ebn� pro v�po�et dosti citeln�	
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Posledn� slo
itost v tabulce je vyj�d�ena exponenci�ln� funkc� �op�t ne�
z�le
� na tom� jak� je z�klad� pokud je v�t�� ne
 jedna�	 Je z�ejm�� 
e
hodnota t�to funkce roste tak drasticky� 
e i pro pom�rn� mal� po�ty
�daj
 �nap�	 stovky� je pot�ebn� �as tak velk�� 
e je nemo
n� takov�mi
algoritmy prov�st v�po�et	 �ten�� zde m

e nam�tnout� 
e jsme tento z��
v�r u�inili na z�klad� na�eho odhadu �as
� kter� je zna�n� opatrn�� tedy
horn� odhad	 Nicm�n� je z�ejm�� 
e i p�i m�n� opatrn�m odhadu bychom
do�li ke stejn�mu z�v�ru	

Algoritmy� kter� maj� exponenci�ln� slo
itost� pat�� do t��dy algoritm

s nepolynomi�ln� �asovou slo
itost�	 Je to t��da algoritm
� u kter�ch funkci
jejich �asov� slo
itosti nelze shora ohrani�it 
�dn�m polynomem	 Plyne to
ze zn�m� limity

lim
n���

ax

xk
� ��

platn� pro a � �� a libovoln� p�irozen� ��slo k	 I kdy
 algoritmy t�to t��dy
lze obecn� pova
ovat za nerealizovateln� v p�ijateln�m �ase� neplat� to
v n�kter�ch zvl��tn�ch p��padech� kdy jsou v �loh�ch jen nep��li� rozs�hl�
data �nap�	 des�tky�	 U takov�ch �loh lze algoritmy s exponenci�ln� �aso�
vou slo
itost� pou
�t �a pou
�vaj� se�� i kdy
 se nejprve rad�ji v
dy sna
�me
o "lep��# algoritmus� tj	 s polynomickou �asovou slo
itost�	

Existuje �ada praktick�ch �loh� jejich �e�en� vede k algoritm
m t�to
t��dy	 Nap��klad sem pat�� n�kter� grafov� �lohy	 Nemo
nost tyto prak�
tick� �lohy �e�it algoritmy t�to t��dy se v praxi �e�� sestaven�m algoritm

s p�ijatelnou �polynomickou� �asovou slo
itost�� kter� danou �lohu ne�e��
p�esn�� ale jen p�ibli
n�� ��m
 zpravidla d�vaj� o n�co hor�� v�sledky� ne

by dal p�esn� algoritmus s nepolynomickou �asovou slo
itost�	 Tyto algo�
ritmy� kter� naz�v�me heuristick�� b�vaj� �asto zalo
eny na n�jak� intui�
tivn� my�lence	 Jak hor�� v�sledek d�vaj�� to se v mnoha p��padech ned�
p��mo odvodit	 Zji��uje se to statisticky	

P��kladem �lohy z t�to t��dy je nalezen� minim�ln� nez�visl� dominuj�c�
mno
iny uzl
 grafu	 Ta je podmno
inou uzl
 grafu s vlastnostmi�
� $�dn� dva jej� uzly nejsou sousedn� �nejsou spojeny hranou�	
� Ka
d� uzel grafu� kter� do n� nepat��� je sousedn� s n�kter�m uzlem
v n�	

� Je minim�ln� ve smyslu� 
e v grafu neexistuje podmno
ina uzl
� kter�
by spl�ovala p�edchoz� dv� podm�nky a obsahovala p�itom m�n� uzl
	
Algoritmus� kter� tuto �lohu �e��� sestavuje jednotliv� podmno
iny uzl


grafu a mezi nimi hled� podmno
inu� kter� m� vlastnosti nez�visl� domi�
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nuj�c� mno
iny a obsahuje p�itom nejmen�� po�et uzl
	 I kdy
 promy�len�m
postupem lze p�i tomto hled�n� �adu podmno
in uzl
� kter� zjevn� nespl�
�uj� podm�nky nez�visl� dominuj�c� mno
iny� vynechat� p�esto podstatnou
��st podmno
in uzl
 grafu mus� algoritmus proj�t	 A uv�
�me�li� 
e graf
s n uzly m�  n podmno
in uzl
� plyne z toho� 
e �asov� slo
itost algoritmu
je nepolynomi�ln�� nebo� po�et podmno
in exponenci�ln� roste s po�tem
uzl
	

Pro v�t�� grafy se d� pou
�t jen heuristick� algoritmus	 Ten minim�ln�
nez�vislou dominuj�c� mno
inu sestavuje postupn�m p�id�v�n�m uzl
 do
n�	 Po p�id�n� ka
d�ho uzlu do mno
iny n�sledn� z grafu odebere tento uzel
a v�echny jeho sousedy	 Uv�
�me�li� 
e ��m v�t�� je stupe� p�id�van�ho
uzlu� t�m v�ce uzl
 se n�sledn� odebere� je z�ejm�� 
e v ka
d�m kroku
budeme vyb�rat uzel� kter� m� ze v�ech st�vaj�c�ch uzl
 nejv�t�� stupe�	
Je�li takov�ch uzl
 v�ce� vybereme libovoln� z nich	 Jako p��klad vezm�me
graf na obr	 �	

��������
Obr� 	

V n�m nejv�t�� stupe� maj� uzly c a f 	 Zvol�me t�eba uzel c	 Ten
d�me do dominuj�c� mno
iny a odstran�me ho spolu s jeho sousedy z grafu
�obr	  �	

����
Obr� �

Nyn� zb�vaj� t�i uzly� kter� maj� stejn� stupe�	 Zvol�me z nich t�eba
uzel f 	 P�id�me ho do mno
iny a odstran�me tento uzel a jeho sousedy
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z grafu	 Po odstran�n� dost�v�me pr�zdn� graf� ��m
 je algoritmus ukon�
�en	 V�sledkem je nez�visl� dominuj�c� mno
ina se dv�ma uzly c a f 	
V tomto p��pad� heuristick� algoritmus viditeln� poskytl p�esn� v�sledek	

U algoritmu s��t�n� n ��sel� kter� jsme uvedli na za��tku� po�et prove�
den�ch operac� nez�vis� na hodnot�ch ��sel� jejich
 sou�et po��t�me	 Vez�
m�me nyn� p��klad algoritmu� kde tomu tak nen�	 M�me d�nu posloupnost
prvk
 �nap��klad ��sel�

a�� a� � � � � an

a m�me d�nu hodnotu x	 Na��m �kolem je naj�t v posloupnosti takov�
prvek ai� jeho
 hodnota je rovna x	 Budeme proch�zet posloupnost od za�
��tku� postupn� jednotliv� prvky v n� srovn�vat se zadanou hodnotou x� a

prvek s touto hodnotou najdeme anebo se dostaneme na konec posloup�
nosti a zjist�me� 
e takov� prvek v posloupnosti nen�	 Z�kladn� operac�
v tomto algoritmu je srovn�n�	 Po�et proveden�ch srovn�n� bude v rozmez�
od � do n	 Jedno srovn�n� n�m posta��� kdy
 hledan� hodnota bude hned
na za��tku posloupnosti	 Naopak n srovn�n� budeme pot�ebovat v p��pa�
dech� kdy hledan� hodnota bude v posloupnosti a
 posledn� anebo hledan�
hodnota v n� v
bec nebude	 U takov�ch algoritm
 m

eme uva
ovat t�i
�asov� slo
itost� �asovou slo
itost v nejhor��m p��pad�� �asovou slo
itost
v nejp��zniv�j��m p��pad� a �asovou slo
itost v pr
m�rn�m p��pad�	 U na�
�eho algoritmu tyto �asov� slo
itosti budou

Tab� �

nejhor�� n

nejp��zniv�j�� 	

pr�m�rn�
n� 	

�

Pr
m�rnou slo
itost zde vypo��t�me jako pr
m�r z po�tu srovn�n�� kdy
hledan� prvek se vyskytuje na prvn�m� druh�m a
 n�t�m m�st��

� �  � � � �� n

n
�

n�n� ��
 n

�
n� �
 

�

Je z�ejm�� 
e v pr
m�rn�m a nejhor��m p��pad� je �asov� slo
itost vyj�d�
�en� line�rn� funkc�	 M

eme ji tedy napsat ��n�	
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Uve�me je�t� komplexn�j�� p��klad' bude to odvozen� �asov� slo
itosti
zn�m�ho algoritmu bublinkov�ho t��d�n�� kter� je nejjednodu���m t��d�c�m
algoritmem	 T��d�n� prob�h� postupn�m proch�zen�m t��d�n� posloupnosti
a srovn�v�n�m v
dy dvou prvk
� kter� bezprost�edn� n�sleduj� za sebou	
Pokud jsou v nespr�vn�m po�ad� �prvek s v�t�� hodnotou je p�ed prvkem
s men�� hodnotou�� provede se jejich v�m�na	 Z�kladn� operac� je zde srov�
n�n�� dal�� prov�d�nou operac� je v�m�na	 V�m�n je ale nejv��e tolik� kolik
je srovn�n�� ��m
 n�m posta�� uva
ovat jen po�et proveden�ch srovn�n�	
P�i prvn�m pr
chodu proch�z�me celou t��d�nou posloupnost� v n�
 m�me
celkem n� � dvojic sousedn�ch prvk
� ��m
 provedeme n� � srovn�n�	 Na
konci pr
chodu se nejv�t�� prvek dostane na konec posloupnosti a je na
sv�m c�lov�m m�st�	 V dal��m pr
chodu posloupnost� n�m sta�� u
 proj�t
jen prvn�ch n�� prvk
� co
 reprezentuje n� srovn�n�	 T�mto pr
chodem
se op�t dostane nejv�t�� prvek z proch�zen� ��sti na sv� c�lov� m�sto	 Ve
t�et�m pr
chodu u
 budeme proch�zet jen n �  prvk
� co
 reprezentuje
n� � srovn�n�	 Kdy
 budeme t�mto zp
sobem pokra�ovat� dostaneme se
k posledn�mu pr
chodu� ve kter�m m�me u
 jen dva prvky a provedeme
� srovn�n�	 Se�ten�m po�t
 srovn�n� ve v�ech pr
chodech dostaneme

�n� �� � �n�  � � �n� �� � � � � � � �
n�n� ��

 
�

V�sledkem je kvadratick� funkce	 Nahl�dneme�li do na�� tabulky� zjist�me�

e bublinkov� t��d�n� n�m vyhovuje pro t��d�n� orienta�n� tis�c
 �daj
' z��
le
� ov�em na tom� o jakou jde aplikaci a jak� je hardware	 Poznamenejme
zde� 
e bublinkov� t��d�n� jsme zde zvolili jako p��klad pro jeho snadn�
popis� i kdy
 je obecn� zn�mo� 
e z jednoduch�ch metod t��d�n�� kter�
maj� kvadratickou slo
itost� je nejpomalej��	

Pro t��d�n� v�t��ch po�t
 �daj
 je ��eln� pou
�t t��d�c� algoritmus� kter�
m� lep�� �asovou slo
itost� ne
 je kvadratick�	 Takov�m je t��d�c� algorit�
mus s n�zvem Quicksort� jeho
 typick� �asov� slo
itost je ��n ln�n��	 Nen�
to p�itom jedin� t��d�c� algoritmus s touto slo
itost�	 �asovou slo
itost
��n ln�n�� m� i t��d�n� haldou	 T��d�n� haldou je ale komplikovan�j��� ��m

jeho implementace je pracn�j�� a nav�c �as t��d�n� b�v� p�ibli
n� dvakr�t
vy��� ne
 �as t��d�n� metodou Quicksort	

Na z�v�r dopl�me� 
e krom� popsan�ho oper�toru �� kter� vyjad�uje
tzv	 asymptotickou slo
itost� jsou zavedeny je�t� oper�tory ( a O� kter�
ozna�uj� doln� a horn� asymptotickou hranici slo
itosti	 Kdy
 se vr�t�me
k na�emu p��kladu� kde jsme odvodili� 
e �asov� slo
itost nalezen� ��sla
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v posloupnosti je v rozmez� od � do n� m

eme pomoc� t�chto oper�tor

napsat� 
e �asov� slo
itosti je (��� a O�n�	

V�znam pou
it� notace v�ak bohu
el nen� v literatu�e jednotn�	 Uve�me
si jeho z�kladn� de�nici� kter� ��k�� 
e �asov� slo
itost T �n� dan�ho algo�
ritmu je O�f�n��� pr�v� kdy
 existuj� kladn� konstanty c a n� takov�� 
e

�n � n� plat� T �n� � c � f�n��

nebo jinak� kdy


lim
n���

sup
T �n�

f�n�
� ���

Ale pravd�podobn� se s oper�torem O sp��e setk�me ve stejn�m v�znamu
asymptotick� slo
itosti� jako m� oper�tor �	

�Autorkou �vodn� ilustrace je Mgr� Jaroslava �erm�kov� ze Such�ch Lazc���

Informa�n� a komunika�n� technologie
ve skupinov� v�uce

DITA MARY�KOV�

Slovansk� gymn�zium� T�� Ji��ho z Pod�brad� Olomouc

V�voj a vyu
�v�n� informa�n� a komunika�n� technologie �IKT� ve sv�t�
i u n�s rychle postupuje	 Z�kladn� sou��st� IKT jsou po��ta�e� dnes ji
 snad
neexistuje odv�tv�� kde by se po��ta�e v n�jak� podob� nevyskytovaly'
pronikly tak� i do z�kladn�ch �kol	 Jedna v�c je v�ak m�t po��ta�e ve �kole
k dispozici� jinou v�c� je jejich vyu
it�	 Na mnoh�ch �kol�ch se setk�v�me
s 
�ky� kte�� maj� znalosti lep�� ne
 vyu�uj�c�� ale na druhou stranu i se 
�ky�
pro kter� jsou po��ta�e velkou nezn�mou	 Na��m �kolem je 
�ky s touto
technikou sezn�mit a nau�it je ji ��eln� vyu
�vat	 P�itom podle m�ho
n�zoru nesta�� 
�ky u�it pracovat s po��ta�i pouze v hodin�ch informatiky
a v�po�etn� techniky	 $�ci mus� vid�t aktivn� zapojen� IKT do v�uky a pro
z�sk�v�n� informac� i v dal��ch �koln�ch p�edm�tech	
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P�i v�uce matematiky jsou po��ta�e b�
n� pou
�v�ny zejm�na dv�ma
zp
soby�

a� Po��ta� jako demonstra�n� n�stroj	 U�itel si p�iprav� ��st hodiny na
po��ta�i a 
�k
m nap��klad zobraz� zad�n� slovn� �lohy na pl�tn� �p�es da�
tov� projektor' v t�to funkci pracuje po��ta� jen jako meotar�	 Sem pat��
i vyu
it� prezenta�n�ho programu PowerPoint� nap�	 lze uk�zat n�kter� slo�

it�j�� obr�zky� p�ehledn� tabulky� obr�zky z historie apod	� ani
 by ztr�cel
�as kolov�n�m t�chto materi�l
	 Ji
 toto vyu
it� m� pro hodiny matema�
tiky obrovsk� v�znam	 U�itel sice str�v� v�ce �asu p��pravou hodiny� ale
v hodin� samotn� m� voln�j�� ruce a m

e se tak v�ce v�novat 
�k
m	 Ji

jenom projit� t��dy a kontrola� 
e si 
�ci do se�itu zaznamen�vaj� spr�vn�
informace� je obrovsk�m plusem pro 
�ky	 V�t�inou pr�v� u slab��ch 
�k

je �asto probl�m v chybn�m opisov�n� a n�sledn� neporozum�n� dan� pro�
blematice	

Na vy��� �rovni je vyu
it� k uk�zk�m konstrukc� v Cabri geometrii� ne�
bo� d�ky mo
nosti pohybu m

e u�itel ukazovat m�n�c� se situace p�i roz�
d�ln�m zad�n� �lohy	 Vrcholem technick�ch mo
nost� sou�asnosti je pak
pou
�v�n� �a spr�vn� vyu
�v�n�� interaktivn�ch tabul� v hodin�ch mate�
matiky	

Nav�c jak�koli obohacen� hodiny zp
sob� zv�t�en� z�jmu 
�k
� kter� je
podporov�n jejich pocitem� 
e si hraj� a ne 
e se u��� a t�m se zvy�uje
i efektivita v�uky	

b� ��k pracuje s po��ta�em� V�t�inou sed� jeden 
�k u jednoho po���
ta�e a pln� podle vybran�ho programu ur�it� �kol	 Po zji�t�n� spr�vn�ho
v�sledku pak pokra�uje na dal�� �kol dokud nespln� v�echna zad�n�	 K dis�
pozici jsou v�ukov� CD� p��padn� n�kter� matematick� programy p��mo
na internetu	 N�kter� �koly si podobn� �koly zpracov�vaj� samy z�sluhou
aktivn�ch koleg
	

Krom� kladn�ch efekt
 z vyu
it� techniky jednou z uveden�ch mo
nost��
vid�m i negativn� str�nky v�ci	

P�i vyu
it� po��ta�e pouze u�itelem z
st�v� i nad�le zachov�na front�ln�
v�uka	 U�itel p�inese poznatky 
�k
m "na st��brn�m podnose# a oni to
�asto pova
uj� jen za "nudu# p�evle�enou do po��ta�e	 St�le maj� v hodin�
sed�t a poslouchat� a ke slovu se dostanou jen velmi m�lo	

Kdy
 sed� jeden 
�k u jednoho po��ta�e� "komunikuje# pouze se stro�
jem	 Hlasit� mluven� se op�t nep�ipou�t�	 Matematick� komunika�n� kom�
petence 
�k
 se nejenom nerozv�jej�� ale naopak je�t� v�ce upadaj�	 Dostat
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dnes z 
�k
 osm�ho ro�n�ku z�kladn� �koly celou srozumitelnou v�tu t��
kaj�c� se matematick�ho u�iva� je �asto nadlidsk� v�kon	 �P�itom o p�e�
st�vk�ch se mnoh�m z nich pusa nezastav�	� V jejich slovn�m vyjad�ov�n�
nevol� spr�vn� matematick� �ani �e�tin��sk�� term�ny a jsou na �t�ru i s lo�
gikou vyj�d�en�	

Jedn�m z c�l
 modern�ho �esk�ho �kolstv� je rozv�jet tak� mluven� pro�
jev	 A pr�v� z d
vodu rozvoje komunika�n�ch dovednost� a zatraktivn�n�
v�uky matematiky jsem zkusila v hodin�ch matematiky zapojit po��ta�e
do skupinov� v�uky	 Zopakujme si�

Skupinov� vyu�ov�n� je organiza�n� forma v�uky� v n�
 
�ci pracuj�
ve skupin�ch vytvo�en�ch podle r
zn�ch krit�ri�� nap�	 obt�
nosti �kolu�
charakteru �innosti� v�konu nebo u�ebn�ho tempa 
�k
	 Vytv��en� skupin
je uplat�ov�no p�edev��m p�i probl�mov� metod� ve v�uce a p�i t�mov�m
�e�en� u�ebn�ch �loh )%*	

Skupinov� pr�ce je hodnocena jako prost�edek� kter� podporuje mezi�
osobn� vztahy	 Jako prost�edek �e�en� probl�m
 vztahuj�c�ch se k pr�ci	 M�
v�ak v�znam i v rodinn�m a man
elsk�m 
ivot�	 Rodina sama je v ohro�

en�� odpov�dnost se p�esouv� na �kolu )&*	

Skupinov� v�uka je organiza�n� forma pr�ce zn�m� ji
 ve star�m +ecku	
Historie ukazuje jej� v�t�� �i men�� zp
soby zapojen� v cel�m sv�m pr
b�hu	
V n�kter�ch obdob�ch je v�ce uplat�ov�na v USA� p�ibli
n� od za��tku
 �	 stolet� se dost�v� v�ce ke slovu i v Evrop�	 Jej� podoby jsou r
zn�	
N�kte�� u�itel� vyu
�vaj� skupinovou v�uku v�jime�n�� jin� ji pou
�vaj�
�ast�ji	 V�ichni se v�ak shoduj� na tom� 
e zapojen�m jin�ch forem v�uky
pr�ci v hodin� dynamizuj� a 
�ky motivuj� k v�t�� aktivit�	

Nej�ast�ji se ve �koln�ch podm�nk�ch setk�v�me se skupinami vytvo�
�en�mi n�hodn� � spojen�m 
�k
 ze dvou lavic	 Snad si ze �koln�ch let
vzpomeneme na v�tu "oto�te se k sob�#	 Podle odborn�k
 se doporu�uje
velikost skupiny mezi � a
 � �leny	 Ve v�t��ch skupin�ch p�est�v� b�t aktu�
�ln� komunikace a p�edev��m ochabuje spolupr�ce mezi jednotliv�mi �leny	
V�ce vznikaj� men�� skupiny uvnit� jedn� v�t�� a to u
 nen� v souladu s pra�
vidly skupinov� formy pr�ce	 Men�� skupina je naopak dvojice nebo pr�ce
jednotlivce� ale to u
 se dost�v�me do jin� formy v�uky	 D�le se doporu�uje
nejv�ce % skupin v jedn� t��d�	 To je toti
 je�t� po�et� kter� stihne vyu�
�uj�c� v pr
b�hu pr�ce obej�t a zkontrolovat	 Spojen�m obou po
adavk

dohromady je pochopiteln�� 
e za teoreticky optim�ln� velikost t��dy pova�

ujeme � 
�k
� p�i�em
 t��du rozd�l�me na % skupin po � 
�c�ch �srovnej
)��*�	

�!� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



Spojen� obou metod jsem volila z n�kolika d
vod
�

a� Rozv�jen� komunika�n�ch dovednost�	 V dob�� kdy u jednoho po���
ta�e sed� a pracuje na stejn�m �kolu v�ce 
�k
� je pot�eba si pr�ci rozd�lit	
V�ichni nemohou sou�asn� sed�t u kl�vesnice a ka
d� ps�t sv� poznatky	
Proto si mus� dohodnout d�lbu pr�ce n�kte�� �lenov� skupiny pracuj� "na
pap��e#� jin� u po��ta�e a dal�� �len t�eba rad� a pom�h� odstranit chyby	
P�itom se navz�jem rad�	 V p��pad� nutnosti m

e n�kter� z �len
 nav�t��
vit extern� informa�n� zdroj a poznatky vyhledat nap�	 v knih�ch a u�eb�
nic�ch	 $�ci se mus� dohodnout� kdo bude m�t jak� �kol	 Mus� um�t zfor�
mulovat vlastn� my�lenky a tak� odpov�di na dodatkov� ot�zky	 Kdy
 se
n�kdo na n�co zept� a kolega mu nedok�
e odpov�d�t� je nucen hledat
jinou formulaci	 Je to proces neust�l�ho u�en� se � a nejen toho matema�
tick�ho	

b� Rozv�jen� soci�ln�ch kompetenc�	 Pr�ce ve skupin� obn��� tak� dal��
projevy spole�ensk�ho chov�n�	 Ka
d� �len by m�l um�t ustoupit za sv�ho
n�zoru� um�t p�ehodnotit vlastn� my�lenky a dok�zat d�t za pravdu kole�
govi	 $�ci se u�� reagovat na n�pady spolu
�k
� u�� se hledat argumenty
i protiargumenty	 V dob�� kdy mnoh� podniky zakl�daj� svou presti
 na
pr�ci t�m
 je pro 
�ky velk�m p��nosem� pokud se alespo� n�kter�m do�
vednostem dok�
� nau�it ji
 v dob� �koln�ho vzd�l�v�n�	

c� Je pot�eba m�n� po��ta�
� Pokud pou
�v�me pro ka
d�ho 
�ka sa�
mostatn� po��ta�� potom pot�ebujeme pro jednu gymnazi�ln� t��du asi � 
po��ta�
	 Jestli
e v�ak 
�ky poskl�d�me do skupin� sta�� n�m pouze %
po��ta�
	 Optim�ln� tedy je tedy m�t t��du vybavenou osmi po��ta�i �p�i�
praven�mi nap�	 v zadn� ��sti u�ebny�	 Lze samoz�ejm� vyu
�t ji
 hotov�
po��ta�ov� u�ebny� kde je dostatek po��ta�
 pro v�echny studenty jedn�
t��dy	 �ast�m probl�mem v�ak z
st�v� k��
en� hodin v�po�etn� techniky
s matematikou� a t�m nemo
nost se v dob� matematiky do u�ebny dostat	
Men�� po�et po��ta�
 ve t��d� je p��nosem asi i po ekonomick� str�nce	

Pojednejme tedy nyn� o skupinov� v�uce v hodin�ch matematiky	 Po�
prv� pr�ce za��n� rozd�len�m 
�k
 do pracovn�ch skupin	 Skupiny jsou tr�
val�� v�t�inou alespo� po dobu pololet�	 Ke spravedliv�mu rozd�len� 
�k

do skupin lze zvolit nap��klad sociometrickou techniku �viz )�*� ) *�	 V dal�
��m kroku se mus�me rozhodnout� v jak� f�zi u�iva techniku pou
ijeme	
Op�t z�vis� pouze na konkr�tn�m �lov�ku � u�iteli� jak� zp
sob vyu
ije	
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Skupinovou v�uku m

eme za�adit na za��tku kapitoly jako motiva�n�
faktor	 Lze ji vyu
�t pro vlastn� objevov�n� nov�ch poznatk
 �To se vyu
�v�
zejm�na v USA� kde je metoda tvo�iv�ho u�en� na mnohem vy��� �rovni
ne
 u n�s � bohu
el to ov�em p�in��� mnohem m�n� poznatk
 ne
 maj� na�i

�ci	� Osobn� nejrad�ji vyu
�v�m skupinov�ho vyu�ov�n� ve spojen� s IKT
pro upevn�n� a procvi�en� u�iva	 V n�kter�ch p��padech i "za odm�nu#
z dob�e vykonan� pr�ce	

V ka
d�m p��pad� je nutn� p�i skupinov�m vyu�ov�n� po��tat s pom�rn�
dlouh�m �asov�m �sekem pro pr�ci skupin	 �asto je to ot�zka cel� vyu�o�
vac� hodiny� nebo je�t� l�pe spojen�m dvou hodin do jednoho celku	 Ka
d�
hodina by m�la obsahovat �vod �zad�n� pr�ce� pravidla pro jej� �sp��n�
spln�n��� vlastn� pr�ci� prezentaci a hodnocen� pr�ce	 Nejkrat�� ��st� je
�vod� v�t�inou n�m na vysv�tlen� sta�� asi � minut	 Nejdel�� je prezentace
v�sledk
 jednotliv�ch skupin	 Zde pot�ebujeme alespo�  � minut� �asto
se to v�ak prot�hne	 V 
�dn�m p��pad� nelze vynechat hodnocen� pr�ce
a jej�ch v�sledk
� proto
e o�ek�van� hodnocen� b�v� �asto motivac� chuti
do pr�ce	 Je nutn� je�t� podotknout� 
e zpo��tku� ne
 si 
�ci na skupinov�
pr�ce zvyknou� se p�i skupinov� pr�ci stihne jen m�lo' 
�ci si v�t�inou stih�
nou pouze rozd�lit �koly	 Postupem doby se �asy zkracuj�� ale podm�nkou
jsou trval� skupiny	

P��klady proveden�ch skupinov�ch prac�

P��klad �� Kru	nice troj
heln�ku vepsan� a opsan��

Je to pr�ce z kategorie "vlastn� objevov�n� nov�ch poznatk
#	 Ji
 v �es�
t�m ro�n�ku se prob�raj� z�kladn� vlastnosti troj�heln�ku	 Kru
nice troj��
heln�ku vepsan� a opsan� je jednou z u�ebn�ch l�tek� kde se mi studovan�
technika osv�d�ila	 $�ci ji
 znali sv� skupiny i popis troj�heln�ku	 Um�li
sestrojit osy �se�ek� osy �hl
� t�
nice i v��ky v troj�heln�ku	 P�ed hodinou
dostali za �kol se p�ipravit na pr�ci ve skupin� �v�t�inou to znamen� jin�
zasedac� po��dek� �asto dopln�n� o p�esun lavic�	

Na za��tku hodiny dostali 
�ci �kol� � skupiny m�ly hledat st�ed a po�
lom�r kru
nice troj�heln�ku vepsan�� zb�vaj�c� skupiny hledaly st�ed a po�
lom�r kru
nice opsan�	 Krom� toho jsem vyu
ila po��ta� jako motivuj�c�
n�stroj	 Na prom�tac�m pl�tn� jsem uk�zala prost�ednictv�m Cabri geome�
trie spr�vn� sestrojenou kru
nici vepsanou a t�
 p��pad nespr�vn� polohy
kru
nice �pochopiteln� tajemstv� konstrukce bylo skryt�� � viz obr	 �a� �b	
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����	
Obr� 	a Kru�nice vepsan� � spr�vn� Obr� 	b Kru�nice vepsan� � �patn�

$�ci ve skupin�ch si �kol rozd�lili	 N�kte�� hledali spr�vnou konstrukci
a r�sovali na pap�r� jin� pou
�vali po��ta� s Cabri geometri� a n�kte�� slab��

�ci hledali pomoc v u�ebnici	 Nakonec se v�em poda�ilo �kol splnit	 Pro�
bl�m nastal pouze v p��pad� spu�t�n� kolmic na p��slu�n� strany a zji�t�n�
tak polom�ru kru
nice vepsan�	 Podobn� postupovaly skupiny hledaj�c�
konstrukci kru
nice opsan�	

P��klad �� Povrchy a objemy t�les

,est� i sedm� ro�n�k je v�nov�n hranol
m	 P�i probr�n� l�tky a vyps�n�
z�kladn�ch vzorc
 pro povrch a objem jednotliv�ch t�les jsem za�adila dv�
skupinov� pr�ce	 Bohu
el jsou ob� �asov� n�ro�n� a jedna vyu�ovac� ho�
dina je nedosta�uj�c�	 V n�kter�ch p��padech bylo mo
n� nechat p�ipravit
nebo dokon�it �lohy doma	

Pro prvn� pr�ci si 
�ci m�li don�st z domu slepen� �hranoly nebo� kv��
dry �libovoln�� ale rozm�ry si v ka
d� skupin� p�edem dohodli�	 V hodin�
pak z vlastn�ch kv�dr
 vytvo�ili jedno spole�n� t�leso �o c�li pr�ce byli
informov�ni p�ed v�robou sv�ch kv�dr
�	 Jejich �kolem bylo nar�sovat
obraz vytvo�en�ho t�lesa ve voln�m rovnob�
n�m prom�t�n� �ru�n� nebo
na po��ta�i� a vypo��tat jeho povrch a objem	 P��klady v�sledn� obr�zk

viz na obr	  	

Druh�m �kolem bylo vytvo�it tabulku� ve kter� jsou vyu
ity vzorce pro
povrch a objem t�les �obr	 ��	 Po spln�n� �kolu sta�ilo do bun�k excelu
s rozm�ry t�les napsat ��sla a "program# s�m vypo��tal p��slu�nou hodnotu
povrchu a objemu t�lesa	 Zde �lo v�ce o procvi�en� po��ta�
� ale i o pro�
cvi�en� p��slu�n�ch vzorc
	 Samotnou m� ov�em p�ekvapilo� 
e nejv�t��m
probl�mem je pr�v� znalost vzorc
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Obr� � T�lesa
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Obr� 
 Vzorce v Excelu

P��klad �� Rovinn� 
tvary 
 parket�	

Jin�m nem�n� zaj�mav�m �kolem bylo vytvo�it vzory parket	 Kdy

jsme se setkali na za��tku �koln�ho roku� bylo pot�eba si p�ipomenout
vlastnosti rovinn�ch obrazc
	 Krom� tradi�n�ho psan� a memorov�n� vlast�
nost�� p�ipomenut� vztah
 mezi stranami� �hly� �hlop���kami� zopakov�n�
si obvod
 a obsah
 obrazc
� jsem zvolila historick� prvek	 Na mnoha hra�
dech a z�mc�ch v �esk� republice se nach�zej� na podlaze nejr
zn�j�� vzory
parket	 Z�kladn� vlastnost� je pravidlo� 
e parkety beze zbytku pokr�vaj�
celou podlahovou plochu	 Nav�c mus� z
stat v rovin� �v 
�dn� m�stnosti
nejsou "boule#�	

Op�t se na�li jednotlivci� kte�� rad�ji ne
 s prav�tkem a kru
�tkem� pra�
covali pomoc� po��ta�e	 N�kter� v�sledky viz na obr	 � �v origin�le jsou
barevn��	 Pro skupiny brzy hotov� jsem m�la p�ipraven� dopl�uj�c� �kol�
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Kolik dla
dic od ka
d�ho typu by museli zajistit� kdyby p��slu�n�m vzorem
cht�li vyzdobit m�stnost obd�ln�kov�ho tvaru s rozm�ry  � m a �� m	 Tyto
v�po�ty u
 v�echny skupiny prov�d�ly pouze jednoduch�m v�po�tem "na
pap��e#	
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Obr� � Parkety

P��klad �� Matematick� domino

Bezesporu nejobl�ben�j�� sou��st� matematick� motivace se stalo ma�
tematick� domino	 Vych�z� z d�tsk� hry� kdy m�sto b�l�ch te�ek na hrac�
kostce m�me v lev�m poli zad�n� p��kladu na v�po�et obsahu zde zn��
zorn�n�ho obrazce a v prav�m poli jin� kostky jeho �e�en�	 Domino lze
p�i tro�e �asu a chuti vytvo�it t�m�� na jakoukoli u�ebn� l�tku	 �asto jej
vyu
�v�me jako "odm�nu# za aktivitu a motivaci k dal�� pr�ci	 Na dru�
hou stranu si 
�ci jinou formou procvi�� u�ivo� kter� za jin�ch okolnost�
pova
uj� za obt�
n� pro zapamatov�n� nebo nudn�	 Krom� toho p�i t�to
h�e si pam�� 
�k
 uchov� mnohem v�ce poznatk
	 Alespo� jeden p��klad
za v�echny jsou dominov� karty na obr	 �� vytvo�en� pomoc� po��ta�e	

� � � � � � � � � � % �  � � � �� � ! � & � �� � �

Nejv�t�� odm�nou pro m� bylo� kdy
 mi 
�ci donesli sv� vlastn� domina	
P�esv�d�ila jsem se� 
e "kdo si hraje� nezlob�# a nav�c se je�t� mnoh�mu
nau��	 Poprv� jsem se s dominem setkala v )�*� n�kter� dal�� poznatky viz
)�*	

Spolu s rozvojem IKT �kola st�le hled� mo
nosti jejich vyu
it�	 Spojen�
IKT se skupinovou v�ukou je jen jedna z mnoha cest	

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �!&



���
���
���
���

Obr� � Matematick� domino
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