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Algoritmus je presny navod ne-
bo popis dostatecné elementarnich
operaci, jak vyresit dany typ dlohy.
Od algoritmu tedy pozadujeme je-
ho hromadnost, tj. vstupni data ne-
jsou reprezentovana konkrétnimi
hodnotami, ale tdaji se symbolic-
kymi jmény, za néz lze dosazovat
raznd konkrétni data. Dale se po-
zaduje determinovanost a rezultativnost, vzdy musi byt jednoznacné ur-
Ceno, ktery krok algoritmu nasleduje, stejnd vstupni data musi vést ke
stejnému vysledku, pricemz nékteré vlastnosti vysledku dovedeme dopiedu
formulovat. A na zdvér uvedme koneénost — po koneéném poctu kroki se
provadéni instrukci zastavi, pficemz pozadovany vysledek musi byt po-
skytnut v rozumném case. Za rozumny cas lze povazovat cas, kdy nam
vysledek jesté k nécemu bude.

V bézném zivoté je takovym piikladem algoritmu recept na piipravu
jidla obsazeny v kuchaiské knize, nebot jsou v ném popsany jednotlivé
kroky, jak dané jidlo pfipravit a samoziejmeé je popsany postup takovy, ze
jsou splnény v8echny uvedené vlastnosti algoritmu. Vedle vlastniho popisu
postupu je vyznamnym rysem algoritmu jeho slozitost. Kdyz vezmeme
priklad receptu na pripravu jidla, bude zalezet na tom, pro kolik osob jidlo
budeme pfipravovat. Cim vice téchto osob bude, tim budeme pot¥ebovat
napf. jednak veétsi nadoby a lepsi vybaveni kuchyné a jednak nam bude
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© priprava jidla trvat déle. Budeme muset tieba oskrabat vice brambor
nebo pripravit vice platki masa.

Obdobné v algoritmech, které pouzivime pro vypocty nebo pro praci
s daty (t¥idéni, vyhledavani, grafové algoritmy a dalsi) zpravidla plati, Ze
¢im vice udaji budeme zpracovavat, tim budeme potiebovat vétsi roz-
sah paméti pro jejich ulozeni a rovnéz cas vypoctu byva delsi. Zavislost
velikosti potfebné paméti na poctu zpracovavanych idajti nazyvame pa-
métovou sloZitosti algoritmu a zavislost doby vypoctu na poctu zpraco-
vavanych Gdaji nazyvame casovou sloZitosti algoritmu. U algoritmi pro
nas byva vice dualezita zpravidla jejich ¢asova slozitost. Pamétova sloZitost
ma prirozené také svlij vyznam. Nicméné pii soucasnych velikostech pa-
méti pocitac nebyva u vétsiny algoritmi omezujicim faktorem a proto se
ji pfi béZném pouziti algoritmt vyraznéji nezabyvame (jinak je tomu pii
hromadném zpracovani dat).

Vyjadrovat casovou slozitost piimo v Case, ktery udava dobu vypoctu,
by bylo velmi obtizné a problematické. Napiiklad vezméme zcela jedno-
duchou lohu, kdy mame vypocitat soucet n ¢isel. Ziejmé bychom po-
stupovali tak, ze bychom vzali prvni ¢islo a k nému postupné pricitali
druhé, tieti az n-té ¢islo. Celkové bychom udélali n — 1 operaci s¢itani.
Pokud bychom to délali ru¢né, pak by celkovy ¢as byl n — 1 nasobkem
Casu, ktery potiebujeme pro jedno séitani (pokud nepfihlizime k tomu,
Ze by s¢itani bylo stale obtiZngjsi). Jestlize to ale budeme provadét po-
moci programu, bude urceni ¢asu potiebného pro pric¢teni jednoho ¢isla
obtizné. Program totiz vétsinou piSeme v néjakém programovacim jazyce
a jak dlouho v ném bude trvat pricteni jednoho ¢isla pfi vlastnim vypoctu,
pfimo nevime. Ptesnéji feceno, je to znacné obtizné urcit, nebot program
je pred vypoctem nejdiive pielozen do jazyka procesoru, coz znamend, ze
bychom museli ¢asovou slozitost pocitat ze strojovych instrukci preloze-
ného programu. N&S§ program pro secteni n cisel bude patrné obsahovat
cyklus, coz reprezentuje nékolik strojovych instrukci, které zvysuji hod-
notu proménné cyklu a které dale zajistuji, aby se cyklus po se¢teni viech
¢isel ukoncil. S¢itané hodnoty budeme mit patrné ulozeny v poli, coz zna-
mend, ze v programu budou strojové instrukce pro vypocet adresy prvku
pole, jehoz hodnotu pfic¢itame. Je ziejmé, ze urceni délky vypoctu ze stro-
jovych instrukci by bylo pomérné komplikované a to i u tak jednoduchého
algoritmu, jako je secteni n ¢isel. Navic doba vypoctu bude také zaviset
na tom, jak vykonny pocita¢ pro vypocet pouzijeme. Abychom tyto nepii-
jemné aspekty eliminovali, poc¢itdme ¢asovou slozitost nikoliv v casovych
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jednotkéch, ale v poc¢tech zdkladnich operaci, na kterych je pfislusny algo-
ritmus zaloZen. Stanoveni zakladnich operaci je ddno povahou algoritmu.
Naptiklad u algoritmi t¥idéni, kde srovnavame prvky a déldme jejich pre-
suny, je zakladni operaci srovnani dvou prvkd a dalsi zadkladni operaci je
presun prvku. V naSem piikladu souctu cisel je zdkladni operaci séitani.
Casova slozitost tohoto algoritmu je pak vyjadiena linedrni funkei n — 1,
nebot praveé tolik s¢itani algoritmus provede.

Obecné jsou Casové slozitosti vyjadieny matematickymi funkcemi, je-
jichz argumentem je zpravidla n pocet udaji, které zpracovavame (zi-
stalime jen u tohoto pfipadu). Velmi ¢asto tyto funkce jsou piimo poly-
nomy, z ostatnich funkci se pomérné ¢asto vyskytuje logaritmicka funkce.
Naptiklad funkce ¢asové slozitosti mohou byt

2

% —n+3 3nlog,(n —1) atd.

Casova slozitost nam sice neudava pifmo ¢as vypoctu, ale dé se z ni od-
hadnout, jak dlouho faddové bude vypocet pro dany pocet tdaji trvat
na b&ném pocitaci (vtefiny, minuty, hodiny atd.), resp. jak se vypocet
prodlouzi, zvétsi-li se n. To nam staci k tomu, abychom posoudili, zda
dany algoritmus je pro nds pouzitelny. Dale je ¢asovd slozitost dilezita
v pripadé, kdy médme pro danou tlohu vice algoritm® a mame se rozhod-
nout, ktery z nich pouzit. Casto mame na jedné strané algoritmy, které
jsou jednoduché, ale maji vétsi casovou slozitost, a na druhé strané mame
algoritmy s priznivéjsi ¢asovou slozitosti, které jsou ale komplikovanéjsi,
¢imz jejich implementace, tj. naprogramovani je obtiznéjsi. V tomto pri-
padé nam pro mensi pocty udaji staci jednodussi algoritmus a naopak
mame-li hodné 0dajd, musime zvolit sice pracnéjsi, ale na druhé strané
rychlejsi algoritmus.
Vénujme se nyni vlastnimu vyjadieni casové slozitosti. Uvazujme nésle-
dujici tii funkce:
n? n?
1 n+3 1 n
Necht prvni z téchto funkci je ¢asovou slozitosti T'(n) néjakého konkrétniho
algoritmu. Druhou jsme dostali zanedbanim jejitho linedrniho a absolut-
niho ¢lenu a v tieti jsme navic odstranili koeficient u kvadratického ¢lenu.
Vsechny tii funkce jsou kvadratickym polynomem. Pritom ta posledni je

2
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z nich nejjednodussi. Vzhledem k tomu, ze u vSech jde o polynom stejného
fadu, maji vSechny obdobny charakter rtstu funkéni hodnoty pfi rostou-
cim poctu udaji, tj. pfi zvysujici se hodnoté argumentu n. Uz jsme uvedli,
ze Casovou slozitost pouzivame nikoliv k presnému urceni doby vypoctu,
ale jen k zdkladnimu odhadu zavislosti ¢asu zpracovani na (napf. poctu
vstupti) n. K tomu ndm misto prvni funkce, kterd sice presné vyjadiuje
slozitost algoritmu, ale je pomérné komplikovand, zcela vyhovi mnohem
jednodussi posledni funkce n?. Pro tento ucel se pouzivé operator T heta,
ktery reprezentuje vSechny funkce, jez maji stejny charakter slozitosti, jako
ma funkce v ném uvedend. Tj. misto abychom psali, ze algoritmus mé ca-
sovou slozitost

2
%—n+3,

napiseme jen, Ze jeho Casova slozitost T'(n) je
O(n?).
Skutec¢nost, ze dvé funkce Casové slozitosti maji obdobny charakter, mu-

zeme matematicky vyjadrit tak, ze existuji ¢isla 0 < a < b < 400 takovi,
ze pro vSechna n od urcitého ny pocinaje plati

T(n)
0<a<—2<<b< +00,
= fn) ~
jinak
0< lim supM < 400,

n—-+o0o f(n)

coz v mnoha pripadech prakticky znamenad, ze podil %Z)) konverguje ke
konecné nenulové hodnoté pro rostouci argument n. Je-li tedy ¢asova slo-
Zitost algoritmu dana funkci T'(n), pak miZzeme Fici, ze Casova sloZitost
algoritmu je ©(f(n)).

Piejdéme nyni k vlastnimu ¢asovému odhadu. Cas potfebny pro vy-
pocet jedné zakladni operace algoritmu bude zaviset na tom, jak je tato
operace komplikovana. V pfelozeném programu operace reprezentuje ur-
City pocet strojovych instrukei a ¢im je operace komplikovanéjsi, tim vice
strojovych instrukci v prelozeném programu zahrnuje a tim také delsi bude
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doba jejiho vypoctu. Uvazime-li, Ze taktovaci kmitocet dnesnich procesorti
je v oblasti GHz, mizeme piedpokladat, ze se provede 10 miliona zaklad-
nich operaci algoritmu za vtefinu (zopakujme, Ze zde mluvime o operacich
algoritmu, ne o strojovych instrukcich procesoru). Kdybychom pro jedno-
duchost predpokladali, ze procesor provede miliardu strojovych instrukci
za vtefinu, znamenalo by to, Ze na provedeni jedné zakladni operace al-
goritmu mame k dispozici 100 strojovych instrukci. Tento odhad je dosta-
teéné konzervativni (opatrny) na to, aby redlné odpovidal viem b&Zznym
algoritmim. Pritom u mnoha algoritmt se da ocekavat, ze pocet prove-
denych zakladnich operaci za vtefinu bude vys$si, nez uvadi nas odhad.
Nasledujici tabulka tak ukazuje orienta¢ni horni odhady potfebného casu
pro riizné ¢asové slozitosti a riizné pocty udaji. Casy jsou pro prehlednost
zaokrouhleny (tab. 1).

Tab. 1
Slozitost | Pocty adaji
10 100 1 000 10 000 | 100 000 | 1 000 000
logo(n) 0.3 pus |0.7pus |1 ps 1.3 us [1.6 us |2 ps
n 1 us 10 us | 100 ps 1 ms 10 ms 100 ms

nlog,(n)| 3 us 67 us |1 ms 13 ms [166 ms [2s

n? 10pus |1ms |100ms |10s 17 min |28 hod.
2n 102 ps |4 - 10153 . 10286
roku roku

Algoritmy, kterym odpovidaji prvni ¢tyfi ¢asové slozitosti v tabulce,
fadime do tfidy algoritmi s polynomickou ¢asovou slozitosti. Tiida téchto
algoritmt zahrnuje vSechny algoritmy, jejich casova slozitost je primo vy-
jadrena polynomem anebo pro jejich funkci ¢asové slozitosti existuje po-
lynom, ktery ji shora ohrani¢uje. Napiiklad pro funkci log,(n) je timto
polynomem linedrni polynom, nebot plati

logo(n) <n pro n=12...

(pfitom zaklad logaritmu neni podstatny, protoze hodnoty logaritmt o riz-
nych zékladech se 1isi jen multiplikativni konstantou). Algoritmy s poly-
nomickou ¢asovou slozitosti oznacujeme jako algoritmy pracujici v pfija-
telném case, i kdyz uz u kvadratického polynomu je pro vétsi pocty adaja
Cas potiebny pro vypocet dosti citelny.

Matematika - fyzika - informatika 18 2008/2009 367



Posledni slozitost v tabulce je vyjaddiena exponencidlni funkci (opét ne-
zalezi na tom, jaky je zdklad, pokud je vétSi nez jedna). Je zfejmé, Ze
hodnota této funkce roste tak drasticky, ze i pro pomérné malé pocty
udaji (napf. stovky) je pot¥ebny Cas tak velky, Ze je nemozné takovymi
algoritmy provést vypocet. Ctenaf zde miize namitnout, Ze jsme tento zé-
vér ucinili na zékladé naseho odhadu casti, ktery je znacné opatrny, tedy
horni odhad. Nicméné je zfejmé, ze i pti méné opatrném odhadu bychom
dosli ke stejnému zavéru.

Algoritmy, které maji exponencidlni slozitost, patii do t¥idy algoritmut
s nepolynomidlni ¢asovou slozitosti. Je to tfida algoritmi, u kterych funkci
jejich casové slozitosti nelze shora ohranicit zadnym polynomem. Plyne to
ze zndmé limity .

lim — =+
n——+oco I

platné pro a > 1, a libovolné pfirozené ¢islo k. I kdyz algoritmy této tiidy

lze obecné povazovat za nerealizovatelné v piijatelném case, neplati to

v nékterych zvlastnich pfipadech, kdy jsou v Glohach jen neptilis rozsahla

data (napf. desitky). U takovych tloh lze algoritmy s exponenciélni ¢aso-

vou slozitosti pouzit (a pouzivaji se), i kdyZ se nejprve radéji vidy snazime

o ,lepsi“ algoritmus, tj. s polynomickou casovou slozitosti.

Existuje fada praktickych tloh, jejich rfeseni vede k algoritmim této
tridy. Napriklad sem patii nékteré grafové tlohy. Nemoznost tyto prak-
tické tlohy fesit algoritmy této tiidy se v praxi fesi sestavenim algoritmi
s plijatelnou (polynomickou) ¢asovou sloZitosti, které danou tlohu nefesi
presné, ale jen priblizné, ¢imz zpravidla davaji o néco horsi vysledky, nez
by dal pfesny algoritmus s nepolynomickou ¢asovou slozitosti. Tyto algo-
ritmy, které nazyvame heuristické, byvaji ¢asto zalozeny na néjaké intui-
tivni myslence. Jak horsi vysledek davaji, to se v mnoha piipadech neda
pfimo odvodit. Zjistuje se to statisticky.

Prikladem tlohy z této tfidy je nalezeni minimdlni nezévislé dominujici
mnoziny uzli grafu. Ta je podmnozinou uzld grafu s vlastnostmi:

e Z4dné dva jeji uzly nejsou sousedni (nejsou spojeny hranou).

o Kazdy uzel grafu, ktery do ni nepatii, je sousedni s nékterym uzlem
v ni.

e Je minimdlni ve smyslu, ze v grafu neexistuje podmnozina uzld, ktera
by spliovala predchozi dvé podminky a obsahovala pfitom méné uzld.
Algoritmus, ktery tuto tlohu fesi, sestavuje jednotlivé podmnoziny uzlt

grafu a mezi nimi hledd podmnozinu, kterd ma vlastnosti nezavislé domi-
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nujici mnoziny a obsahuje pritom nejmensi pocet uzlt. I kdyz promyslenym
postupem lze pii tomto hledani fadu podmnozin uzlt, které zjevné nespl-
nuji podminky nezavislé dominujici mnoziny, vynechat, presto podstatnou
¢ast podmnozin uzli grafu musi algoritmus projit. A uvazime-li, ze graf
s n uzly mé 2" podmnozin uzld, plyne z toho, ze ¢asova slozitost algoritmu
je nepolynomialni, nebot pocet podmnozin exponencialné roste s poctem
uzli.

Pro vétsi grafy se dd pouzit jen heuristicky algoritmus. Ten minimalni
nezévislou dominujici mnozinu sestavuje postupnym ptidédvanim uzlt do
ni. Po pridani kazdého uzlu do mnoziny nasledné z grafu odebere tento uzel
a vSechny jeho sousedy. Uvazime-li, ze ¢im vétsi je stupen pridavaného
uzlu, tim vice uzli se nasledné odebere, je ziejmé, ze v kazdém kroku
budeme vybirat uzel, ktery mé ze vSech stavajicich uzlt nejvétsi stupen.
Je-li takovych uzli vice, vybereme libovolny z nich. Jako priklad vezméme
graf na obr. 1.

Obr. 1

V ném nejvétsi stupen maji uzly ¢ a f. Zvolime tieba uzel c¢. Ten
dame do dominujici mnoziny a odstranime ho spolu s jeho sousedy z grafu
(obr. 2).

Obr. 2

Nyni zbyvaji tii uzly, které maji stejny stupei. Zvolime z nich treba
uzel f. Pfidame ho do mnoziny a odstranime tento uzel a jeho sousedy
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z grafu. Po odstranéni dostavame prazdny graf, ¢imz je algoritmus ukon-
Cen. Vysledkem je nezavisla dominujici mnozina se dvéma uzly ¢ a f.
V tomto pripadé heuristicky algoritmus viditelné poskytl pfesny vysledek.

U algoritmu séitani n ¢isel, ktery jsme uvedli na zacatku, pocet prove-
denych operaci nezdvisi na hodnotach ¢isel, jejichz soucet pocitame. Vez-
méme nyni piiklad algoritmu, kde tomu tak neni. Mdme danu posloupnost
prvkd (napiiklad ¢isel)

a,az...,0an

a mame danu hodnotu z. Nasim tkolem je najit v posloupnosti takovy
prvek a;, jehoz hodnota je rovna x. Budeme prochézet posloupnost od za-
catku, postupné jednotlivé prvky v ni srovnévat se zadanou hodnotou z, az
prvek s touto hodnotou najdeme anebo se dostaneme na konec posloup-
nosti a zjistime, ze takovy prvek v posloupnosti neni. Zakladni operaci
v tomto algoritmu je srovnani. Pocet provedenych srovnani bude v rozmezi
od 1 do n. Jedno srovnani nam postaci, kdyz hledana hodnota bude hned
na zactatku posloupnosti. Naopak n srovnani budeme potiebovat v pripa-
dech, kdy hledand hodnota bude v posloupnosti az posledni anebo hledané
hodnota v ni vlibec nebude. U takovych algoritmt miizeme uvazovat tii
casové slozitost: casovou slozitost v nejhorsim pripadé, c¢asovou slozitost
v nejpriznivéj§im pripadé a ¢asovou slozitost v primérném piipadé. U na-
Seho algoritmu tyto casové slozitosti budou

Tab. 2
nejhorsi n
nejpriznivéjsi 1

o a g n+1
prameérnd 2

Primérnou slozitost zde vypocitame jako primér z poctu srovnani, kdy
hledany prvek se vyskytuje na prvnim, druhém az n-tém misté:

n 2n 2

1+24---+n _ nn+1) n+l

Je ziejmé, ze v praimérném a nejhorsim pripadé je casova slozitost vyjad-
fend linedrni funkci. MZeme ji tedy napsat ©(n).
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veivs

Uvedme je$té komplexnéjsi piiklad; bude to odvozeni ¢asové sloZitosti
zndmého algoritmu bublinkového tfidéni, ktery je nejjednodussim tiidicim
algoritmem. Tridéni probihd postupnym prochézenim t¥idéné posloupnosti
a srovndvanim vzdy dvou prvki, které bezprostiedné nasleduji za sebou.
Pokud jsou v nespravném poradi (prvek s vétsi hodnotou je pred prvkem
s mensi hodnotou), provede se jejich vyména. Zakladni operaci je zde srov-
nani, dalsi provddénou operaci je vyména. Vymeén je ale nejvyse tolik, kolik
je srovnani, ¢imz nam postaci uvazovat jen pocet provedenych srovnani.
Pti prvnim prichodu prochazime celou tfidénou posloupnost, v niz mame
celkem n — 1 dvojic sousednich prvki, ¢imz provedeme n — 1 srovnani. Na
konci priichodu se nejvétsi prvek dostane na konec posloupnosti a je na
svém cilovém misté. V dalsim prichodu posloupnosti ndm staci uz projit
jen prvnich n—1 prvki, coz reprezentuje n — 2 srovnani. Timto prichodem
se opét dostane nejvétsi prvek z prochdzené casti na své cilové misto. Ve
tretim prichodu uz budeme prochézet jen n — 2 prvki, coz reprezentuje
n — 3 srovnani. Kdyz budeme timto zptisobem pokracovat, dostaneme se
k poslednimu prtchodu, ve kterém mame uz jen dva prvky a provedeme
1 srovnéni. Se¢tenim poctl srovnani ve vSech prichodech dostaneme

n(n—l)'

n-1)4+n-2)+n-3)+ ... +1= 5

Vysledkem je kvadratickd funkce. Nahlédneme-li do nasi tabulky, zjistime,
ze bublinkové tfidéni ndm vyhovuje pro tf¥idéni orientacné tisict adaji; za-
lezi ovSsem na tom, o jakou jde aplikaci a jaky je hardware. Poznamenejme
zde, 7ze bublinkové t¥idéni jsme zde zvolili jako pfiklad pro jeho snadny
popis, i kdyz je obecné znamo, ze z jednoduchych metod tiidéni, které
maji kvadratickou slozitost, je nejpomalejsi.

Pro tiidéni vétsich poctl tdajh je Gcelné pouzit tiidici algoritmus, ktery
ma lepsi ¢asovou slozitost, nez je kvadratickd. Takovym je tiidici algorit-
mus s ndzvem Quicksort, jehoz typicka casova sloZitost je ©(nln(n)). Neni
to pfitom jediny t¥idici algoritmus s touto slozitosti. Casovou sloZitost
©(nlIn(n)) ma i t¥idéni haldou. T¥idéni haldou je ale komplikovanéjsi, ¢imz
jeho implementace je pracnéjsi a navic cas tfidéni byva priblizné dvakrat
vyS§i nez Cas tfidéni metodou Quicksort.

Na zavér doplime, Ze kromé popsaného operatoru ©, ktery vyjadiuje
tzv. asymptotickou slozitost, jsou zavedeny jesté operatory 2 a O, které
oznacuji dolni a horni asymptotickou hranici slozitosti. Kdyz se vratime
k nasemu piikladu, kde jsme odvodili, ze Casova slozitost nalezeni ¢isla
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v posloupnosti je v rozmezi od 1 do n, mizeme pomoci téchto operatort
napsat, ze Casova slozitosti je (1) a O(n).

Vyznam pouziti notace vSak bohuzel neni v literature jednotny. Uvedme
si jeho zdkladni definici, kterd fika, Ze ¢asova slozitost T'(n) daného algo-
ritmu je O(f(n)), pravé kdyz existuji kladné konstanty ¢ a ng takové, ze

Vn >mng plati T(n) <c- f(n),

nebo jinak, kdyz
. T(n)
lim sup ——= < +o0.
n—-+o0o f(n)
Ale pravdépodobné se s operatorem O spise setkdame ve stejném vyznamu
asymptotické slozitosti, jako mé operator ©.

(Autorkou tvodni ilustrace je Mgr. Jaroslava Cermdkovd ze Suchych Lazcii.)

Informacni a komunikac¢ni technologie
ve skupinové vyuce

DITA MARYSKOVA

Slovanské gymndazium, T¥. Jifiho z Podébrad, Olomouc

Vyvoj a vyuzivani informaéni a komunika¢ni technologie (IKT) ve svété
iu nas rychle postupuje. Zakladni soucasti IKT jsou pocitace, dnes jiz snad
neexistuje odvétvi, kde by se pocitace v néjaké podobé nevyskytovaly;
pronikly také i do zakladnich skol. Jedna véc je vSak mit pocitace ve Skole
k dispozici, jinou véci je jejich vyuziti. Na mnohych skolach se setkavame
s zaky, kteri maji znalosti lepsi nez vyucujici, ale na druhou stranu i se zaky,
pro které jsou pocitace velkou neznamou. Nasim tkolem je zéky s touto
technikou seznamit a naucit je ji Gcelné vyuzivat. Pritom podle mého
néazoru nestaci zaky ucit pracovat s pocitaci pouze v hodinéch informatiky
a vypocetni techniky. Zaci musi vidét aktivni zapojeni IKT do vyuky a pro
ziskavani informaci i v dal8ich §kolnich predmétech.
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P1i vyuce matematiky jsou pocitace bézné pouziviny zejména dvéma
zpusoby:

a) Pocitac jako demonstracni ndastroj. Utitel si pfipravi ¢ast hodiny na
pocitaci a zaktm napiiklad zobrazi zadani slovni Glohy na plétné (pfes da-
tovy projektor; v této funkci pracuje poéita¢ jen jako meotar). Sem patii
i vyuziti prezentac¢niho programu PowerPoint, napt. 1ze ukazat nékteré slo-
zitéjsi obrazky, prehledné tabulky, obrazky z historie apod., aniz by ztracel
cas kolovanim téchto materidld. Jiz toto vyuziti mé pro hodiny matema-
tiky obrovsky vyznam. UCcitel sice stravi vice ¢asu pfipravou hodiny, ale
v hodiné samotné méa volnéjsi ruce a muze se tak vice vénovat zaktm. Jiz
jenom projiti tiidy a kontrola, zZe si zaci do seSitu zaznamendvaji spravné
informace, je obrovskym plusem pro ziky. Vétsinou pravé u slabsich zaka
je Casto problém v chybném opisovani a nasledné neporozuméni dané pro-
blematice.

Na vys$si arovni je vyuziti k ukazkadm konstrukci v Cabri geometrii, ne-
bot diky moznosti pohybu muze ucitel ukazovat ménici se situace pii roz-
dilném zadani Glohy. Vrcholem technickych moznosti souc¢asnosti je pak
pouzivani (a spravné vyuzivani) interaktivnich tabuli v hodindch mate-
matiky.

Navic jakékoli obohaceni hodiny zptsobi zvétseni zajmu zaki, ktery je
podporovan jejich pocitem, Ze si hraji a ne Ze se uci, a tim se zvySuje
i efektivita vyuky.

b) Zdk pracuje s pocitacem. Vétsinou sedi jeden Zak u jednoho poci-
tace a plni podle vybraného programu urcity tkol. Po zjisténi spravného
vysledku pak pokracuje na dalsi tkol dokud nesplni vSechna zadéani. K dis-
pozici jsou vyukovd CD, piipadné nékteré matematické programy piimo
na internetu. Nékteré skoly si podobné tkoly zpracovavaji samy zasluhou
aktivnich kolegt.

Krome kladnych efektt z vyuziti techniky jednou z uvedenych moznosti,
vidim i negativni stranky véci.

P1i vyuziti pocitace pouze ulitelem zistava i nadale zachovana frontalni
vyuka. Ucitel pfinese poznatky zdktm ,na stfibrném podnose“ a oni to
Casto povazuji jen za ,nudu® prevle¢enou do pocitace. Stale maji v hodiné
sedét a poslouchat, a ke slovu se dostanou jen velmi mélo.

Kdyz sedi jeden zak u jednoho pocitace, ,komunikuje“ pouze se stro-
jem. Hlasité mluveni se opét nepfipousti. Matematické komunikac¢ni kom-
petence zaki se nejenom nerozvijeji, ale naopak jesté vice upadaji. Dostat
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dnes z 74kt osmého roc¢niku zakladni Skoly celou srozumitelnou vétu ty-
kajici se matematického uéiva, je ¢asto nadlidsky vykon. (Pfitom o pfe-
stavkach se mnohym z nich pusa nezastavi.) V jejich slovnim vyjadfovani
nevoli spravné matematické (ani ¢estinarské) terminy a jsou na $tiru i s lo-
gikou vyjadreni.

Jednim z cilt moderniho ceského Skolstvi je rozvijet také mluveny pro-
jev. A pravé z duvodu rozvoje komunikacnich dovednosti a zatraktivnéni
vyuky matematiky jsem zkusila v hodindch matematiky zapojit pocitace
do skupinové vyuky. Zopakujme si:

Skupinové vyucéovani je organizac¢ni forma vyuky, v niz zaci pracuji
ve skupindch vytvorenych podle riznych kritérii, napt. obtiznosti tkolu,
charakteru ¢innosti, vykonu nebo ucebniho tempa zakt. Vytvareni skupin
je uplathovano predevsim pii problémové metodé ve vyuce a pii tymovém
feSeni ucebnich tloh [8].

Skupinova prace je hodnocena jako prostredek, ktery podporuje mezi-
osobni vztahy. Jako prostredek feseni problémt vztahujicich se k praci. M4
vSak vyznam i v rodinném a manzelském zivoté. Rodina sama je v ohro-
zeni, odpovédnost se presouva na skolu [9].

Skupinové vyuka je organiza¢ni forma prace zndma, jiz ve starém Recku.
Historie ukazuje jeji vétsi ¢i mensi zptsoby zapojeni v celém svém pribéhu.
V nékterych obdobich je vice uplatiovana v USA, pfiblizné od zacatku
20. stoleti se dostava vice ke slovu i v Evropé. Jeji podoby jsou rtizné.
Nékteri ucitelé vyuzivaji skupinovou vyuku vyjimecné, jini ji pouzivaji
Castéji. VSichni se v8ak shoduji na tom, ze zapojenim jinych forem vyuky
praci v hodiné dynamizuji a zaky motivuji k vétsi aktivité.

Nejcastéji se ve skolnich podminkach setkdvame se skupinami vytvo-
fenymi nadhodné — spojenim zakt ze dvou lavic. Snad si ze Skolnich let
vzpomeneme na vétu ,otocte se k sobé“. Podle odbornikid se doporucuje
velikost skupiny mezi 3 az 5 ¢leny. Ve vétsich skupindch prestava byt aktu-
alni komunikace a predevsim ochabuje spoluprice mezi jednotlivymi ¢leny.
Vice vznikaji mensi skupiny uvnitf jedné vétsi a to uz neni v souladu s pra-
vidly skupinové formy prace. Mensi skupina je naopak dvojice nebo prace
jednotlivce, ale to uz se dostavame do jiné formy vyuky. Déle se doporucuje
nejvice 8 skupin v jedné tiidé. To je totiz jesté pocet, ktery stihne vyu-
Cujici v pribéhu prace obejit a zkontrolovat. Spojenim obou pozadavki
dohromady je pochopitelné, Ze za teoreticky optimalni velikost t¥idy pova-
Zujeme 32 74k, pficemz t¥idu rozdélime na 8 skupin po 4 Zacich (srovnej

[10]).
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Spojeni obou metod jsem volila z nékolika divodii:

a) Rozvijeni komunikacnich dovednosti. V dobé, kdy u jednoho podéi-
tace sedi a pracuje na stejném tkolu vice zaki, je potieba si praci rozdélit.
Vsichni nemohou soucasné sedét u klavesnice a kazdy psat své poznatky.
Proto si musi dohodnout délbu prace nékteri ¢lenové skupiny pracuji ,na
papife“, jini u pocitace a dalsi ¢len tieba radi a pomahd odstranit chyby.
Pritom se navzajem radi. V pripadé nutnosti maze néktery z ¢lend navsti-
vit externi informacni zdroj a poznatky vyhledat napft. v knihdch a uceb-
nicich. Zaci se musi dohodnout, kdo bude mit jaky tikol. Musi umét zfor-
mulovat vlastni myslenky a také odpovédi na dodatkové otazky. Kdyz se
nékdo na néco zeptd a kolega mu nedokaze odpovédét, je nucen hledat
jinou formulaci. Je to proces neustalého uceni se — a nejen toho matema-
tického.

b) Rozvijeni socidlnich kompetenci. Prace ve skupiné obnési také dalsi
projevy spolecenského chovani. Kazdy ¢len by mél umét ustoupit za svého
nazoru, umeét piehodnotit vlastni myslenky a dokazat dat za pravdu kole-
govi. Zaci se uéi reagovat na napady spoluzaki, u¢i se hledat argumenty
i protiargumenty. V dobé, kdy mnohé podniky zaklddaji svou prestiz na
praci tymi je pro zéky velkym prinosem, pokud se alespon nékterym do-
vednostem dokdzi naucit jiz v dobé skolniho vzdélavani.

c) Je potieba méné pocitaci. Pokud pouzivime pro kazdého zéka sa-
mostatny pocitac, potom potiebujeme pro jednu gymnazidlni tiidu asi 32
pocitact. Jestlize vSak zadky poskldddme do skupin, sta¢i ndm pouze 8
pocita¢i. Optimalni tedy je tedy mit t¥idu vybavenou osmi poéitaci (pii-
pravenymi napft. v zadni ¢asti uCebny). Lze samoziejmé vyuzit jiz hotové
pocitacové ucebny, kde je dostatek pocitact pro vSechny studenty jedné
tiidy. Castym problémem v8ak zfistava kiizeni hodin vypocetni techniky
s matematikou, a tim nemoznost se v dobé matematiky do ucebny dostat.
Mensi pocet pocitaci ve t¥idé je piinosem asi i po ekonomické strance.

Pojednejme tedy nyni o skupinové vyuce v hodinidch matematiky. Po-
prvé prace zacina rozdélenim zakt do pracovnich skupin. Skupiny jsou tr-
valé, vétsinou alespon po dobu pololeti. Ke spravedlivému rozdéleni zaki
do skupin lze zvolit naptiklad sociometrickou techniku (viz [1], [2]). V dal-
$im kroku se musime rozhodnout, v jaké fazi uciva techniku pouzijeme.
Opét zavisi pouze na konkrétnim clovéku — uciteli, jaky zptisob vyuzije.
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Skupinovou vyuku mizeme zafadit na zacatku kapitoly jako motivacéni
faktor. Lze ji vyuzit pro vlastni objevovani novjch poznatki (To se vyuziva
zejména v USA, kde je metoda tvorivého uceni na mnohem vyssi trovni
nez u nas — bohuzel to ovsem prindsi mnohem méné poznatkd nez maji nasi
zaci.) Osobné nejradéji vyuZzivam skupinového vyucovéani ve spojeni s IKT
pro upevnéni a procviceni uciva. V nékterych pripadech i ,za odménu®
z dobfe vykonané prace.

V kazdém pripadeé je nutné pii skupinovém vyucovani pocitat s pomérné
dlouhym ¢asovym tisekem pro praci skupin. Casto je to otdzka celé vyuco-
vaci hodiny, nebo jesté 1épe spojenim dvou hodin do jednoho celku. Kazda
hodina by méla obsahovat tvod (zadani préace, pravidla pro jeji ispésné
splnéni), vlastni prdci, prezentaci a hodnoceni price. Nejkrat$i ¢asti je
uvod, vét§inou nam na vysvétleni staci asi 5 minut. Nejdelsi je prezentace
vysledkll jednotlivych skupin. Zde potifebujeme alesponn 20 minut, casto
se to vSak protdhne. V zaddném pripadé nelze vynechat hodnoceni prace
a jejich vysledkt, protoze ocekdvané hodnoceni byva casto motivaci chuti
do préace. Je nutné jesté podotknout, ze zpocatku, nez si zaci na skupinové
prace zvyknou, se pti skupinové praci stihne jen maélo; zaci si vétsinou stih-
nou pouze rozdélit tkoly. Postupem doby se casy zkracuji, ale podminkou
jsou trvalé skupiny.

Priklady provedenych skupinovych praci

Priklad 1. KruZnice trojuhelniku vepsané a opsané.

N1

Je to prace z kategorie ,vlastni objevovani novych poznatkd“. Jiz v Ses-
tém roc¢niku se probiraji zakladni vlastnosti trojuhelniku. Kruznice troja-
helniku vepsané a opsané je jednou z ucebnich latek, kde se mi studovana
technika osvédéila. Zaci jiz znali své skupiny i popis trojihelniku. Uméli
sestrojit osy tsecek, osy hli, téznice i vysky v trojihelniku. Pfed hodinou
dostali za kol se pfipravit na préci ve skupiné (vét$inou to znamena jiny
zasedaci poradek, ¢asto doplnény o piesun lavic).

Na zacatku hodiny dostali zaci ukol: 4 skupiny mély hledat stied a po-
lomér kruznice trojihelniku vepsané, zbyvajici skupiny hledaly stied a po-
lomér kruznice opsané. Kromé toho jsem vyuzila pocitac¢ jako motivujici
nastroj. Na promitacim platné jsem ukazala prostiednictvim Cabri geome-
trie spravné sestrojenou kruznici vepsanou a téz pripad nespravné polohy
kruZnice (pochopitelné tajemstvi konstrukce bylo skryté) — viz obr. 1a, 1b.
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Obr. la KruZnice vepsand — spravné Obr. 1b KruZnice vepsand — Spatné

Zéci ve skupindch si tikol rozdélili. Nékteii hledali spravnou konstrukei
a rysovali na papir, jini pouzivali poc¢itac¢ s Cabri geometrii a nékteri slabsi
zaci hledali pomoc v ucebnici. Nakonec se v§em podafrilo kol splnit. Pro-
blém nastal pouze v pripadé spusténi kolmic na ptislu$né strany a zjisténi
tak poloméru kruznice vepsané. Podobné postupovaly skupiny hledajici
konstrukci kruznice opsané.

Priklad 2. Povrchy a objemy téles

Sesty i sedmy roénik je vénovan hranoléim. P¥i probrani latky a vypsani
zékladnich vzorcd pro povrch a objem jednotlivych téles jsem zaradila dvé
skupinové prace. Bohuzel jsou obé ¢asové narocné a jedna vyucovaci ho-
dina je nedostacujici. V nékterych pripadech bylo mozné nechat pripravit
nebo dokoncit tlohy doma.

Pro prvni praci si zaci méli donést z domu slepené (hranoly nebo) kva-
dry (libovolné, ale rozméry si v kazdé skupiné pfedem dohodli). V hodiné
pak z vlastnich kvadra vytvofili jedno spoleéné téleso (o cili préce byli
informovéni pred vyrobou svych kvadri). Jejich tkolem bylo narysovat
obraz vytvoreného télesa ve volném rovnobézném promitani (ru¢né nebo
na pocitaci) a vypocitat jeho povrch a objem. Piiklady vysledny obrazkt
viz na obr. 2.

Druhym tkolem bylo vytvorit tabulku, ve které jsou vyuzity vzorce pro
povrch a objem téles (obr. 3). Po splnéni tkolu stacilo do bunék excelu
s rozméry téles napsat ¢isla a ,,program“ sdm vypocital prislusnou hodnotu
povrchu a objemu télesa. Zde Slo vice o procviceni pocitacd, ale i o pro-
cviceni prislusnych vzorcti. Samotnou mé ovSem piekvapilo, ze nejvétsim
problémem je pravé znalost vzorct.
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Obr. 2 Télesa

Télesa: |

rozmeéry v cm povrch v cm2 objem v cm3
krychle a= 40 96,00 64,000
kvadr a= 35b= 40c= 55 110,50 77,000
prav.trojboky hranol a= 20v= 42 31,35 7274
prav.ctytboky hranola= 123 v= 196 1266 90 2965264
valec r=| 30v= 54 158 34 152 681
koule r=| 28 98 52 91,952

Obr. 3 Vzorce v Excelu

Priklad 3. Rovinné utvary — parketaz

Jinym neméné zajimavym tkolem bylo vytvorit vzory parket. Kdyz
jsme se setkali na zacatku Skolniho roku, bylo potieba si pfipomenout
vlastnosti rovinnych obrazct. Kromé tradi¢niho psani a memorovani vlast-
nosti, pripomenuti vztahii mezi stranami, thly, thlopfickami, zopakovani
si obvodli a obsahti obrazcti, jsem zvolila historicky prvek. Na mnoha hra-
dech a zamcich v Ceské republice se nachézeji na podlaze nejriiznéjsi vzory
parket. Zakladni vlastnosti je pravidlo, ze parkety beze zbytku pokryvaji
celou podlahovou plochu. Navic musi zistat v roviné (v zadné mistnosti
nejsou ,boule“).

Opét se nasli jednotlivci, ktefi radéji nez s pravitkem a kruzitkem, pra-
covali pomoci poéitace. Nékteré vysledky viz na obr. 4 (v origindle jsou
barevné). Pro skupiny brzy hotové jsem méla ptipraveny dopliujici tkol:
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Kolik dlazdic od kazdého typu by museli zajistit, kdyby prisluSnym vzorem
chtéli vyzdobit mistnost obdélnikového tvaru s rozméry 20 m a 30 m. Tyto
vypocty uz vSechny skupiny provadély pouze jednoduchym vypoctem ,na
papire“.

Obr. 4 Parkety

Priklad 4. Matematické domino

Bezesporu nejoblibenéjsi soucasti matematické motivace se stalo ma-
tematické domino. Vychézi z détské hry, kdy misto bilych tecek na hraci
kostce mame v levém poli zadani piikladu na vypocet obsahu zde zné-
zornéného obrazce a v pravém poli jiné kostky jeho feSeni. Domino lze
pii trode ¢asu a chuti vytvofit téméi na jakoukoli ucebni latku. Casto jej
vyuzivame jako ,odménu“ za aktivitu a motivaci k dalsi praci. Na dru-
hou stranu si zaci jinou formou procvici ucivo, které za jinych okolnosti
povazuji za obtizné pro zapamatovani nebo nudné. Kromé toho pfi této
hie si pamét zadkt uchova mnohem vice poznatk. Alespon jeden priklad
za vsechny jsou dominové karty na obr. 5, vytvorené pomoci pocitace.

1-3-6-5-12-8-2-4-10-7-9-11-1

Nejvétsi odménou pro mé bylo, kdyz mi Zaci donesli sva vlastni domina.
Presvédcila jsem se, Ze ,kdo si hraje, nezlobi“ a navic se jesté mnohému
naudi. Poprvé jsem se s dominem setkala v [3], nékteré dalsi poznatky viz
[4]-

Spolu s rozvojem IKT 8kola stale hleda moznosti jejich vyuziti. Spojeni
IKT se skupinovou vyukou je jen jedna z mnoha cest.
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Obr. 5 Matematické domino
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