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Dvacéaté, dnes jiz minulé stoleti,
bylo stoletim vzniku pocitact. Poci-
tace byly vytvoreny v poloviné dva-
catého stoleti po vice nez stoleté
praci matematikl, kterad byla zaha-
jena pocatkem devatenactého stoleti
Charlesem Babbagem a vyvrcholila
pracemi zakladatelid teoretické in-
formatiky. Matematici Alan Turing,
John von Neumann a Lila Kari vy-
tvareli abstraktni modely pocitaci. Alonzo Church, Moses Schonfinkel,
Noam Chomsky, Emil Post a Stephen Cole Kleene jako prvni zacali pra-
covat s pojmy z oblasti formalni lingvistiky a teorie gramatik.

Vétsina lidskych vynalezl rozsifovala moznosti lidského téla, pocitace
rozsifuji moznosti lidského ducha. Pocitaci byla obohacena i matematika.
Pocitace staly u zrodu novych aplikovanych obort matematiky, jakymi
jsou numericka analyza, optimalizace, statistika, matematickéd ekonomie ¢i
finan¢ni matematika. S rostoucim vykonem pocitaci se rozsifovaly i moz-
nosti jejich vyuziti v matematice. Koncem Sedesatych a pocatkem sedm-
desatych let 20. stol. zacaly byt pocitace vyuzivany pro dokazovani mate-
matickych vét ([1],[2]). Cilem tohoto ¢lanku je predstavit nékteré vysledky
téchto snah a moznosti, které nam pocitace pii dokazovani nabizeji.

Problém ¢ty barev
Problém ¢ty barev patii mezi nejznaméjsi problémy devatenactého
a dvacatého stoleti. Tento problém byl po takika stoletém usili uzavien
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diky vypocetni technice. Plivodnim autorem problému ¢ty barev je Fran-
cis Guthrie. Problém se stal zndmym diky jeho bratrovi Fredericku Gu-
thriemu a predevsim De Morganovi. De Morgan, ktery feSeni problému ne-
nalezl, zaslal problém dal$im matematikim (napt¥. i Hamiltonovi), z nichz
nékteri vénovali pokustim o reSeni nékolik let.

Zadani problému je jednoduché: ,Lze libovolny rovinny obrazec rozdé-
leny na casti obarvit ctyfmi barvami tak, aby kazda z ¢asti byla obarvena
jednou z barev a aby se na zadné spole¢né hranici ¢asti nevyskytovaly dvé
stejné barvy?“

7 védct, ktefi se problémem c¢tyr barev aktivné zabyvali, je nejzna-
mé&jsi Alfred Bray Kempe, ktery v roce 1879 v Casopise Nature publikoval
konstruktivni dikaz, znamy jako metoda Kempeho fetézcti. OvSem v roce
1890 dokazal Percy John Heawood ve ¢lanku nazvaném ,Map colouring
theorem“, ze Kemptv dikaz je chybny.

Prestoze na problému pracovalo mnoho talentovanych matematiki, ne-
podarilo se az do roku 1976, tedy po celych 86 let, najit spravny a prede-
v§im kompletni dikaz.

V roce 1976 Appel a Haken za asistence Kocha spustili na pocitaci
vypocet, ktery zhruba po 1200 hodinach strojového casu uzaviel jednu
etapu matematiky. Program, ktery napsali, provéfil 1496 konfiguraci graft
s nejvyse 14 hranami, které jesté podle jejich teorie reducibility zbyvalo
provérit. Tento vypocet presahoval lidské moznosti a bez vyuziti vypocetni
techniky by nebyl mozny.

Problém ¢tyt barev se tak stal prvnim velkym matematickym problé-
mem, jehoz feSeni bylo dosazeno pomoci pocitace a nemohlo byt pfimo ové-
feno jinymi matematiky. Detaily dikazu byly publikovany ve dvou ¢lancich
v roce 1977. Kompletni dikaz a historii problému lze nalézt v [3] a [4].

Dopocet jako dokonceni diikazu

Pouziti pocitact pro feseni problému ¢tyf barev ma ryze technicky cha-
rakter. Ukolem poéitace, resp. pocitacového programu, je provést kontrolu
v kone¢ném poctu zbyvajicich pripadd. V pfipadé problému ¢tyt barev se
jednalo o 1496 moznosti, které zbyvalo provérit. V této podobé byl pocitac
pouzit i pro dikaz nékterych dalsich tvrzeni. Dalsi znamy pripad pouziti
pocitact pochézi z teorie samoopravujicich koda. Samoupravujici kody se
pouzivaji pro odstrafiovani chyb u pfenosu dat zatizeného Sumem (vice viz
napf. [5]). Pomoci téchto kodi lze nejen zjistit, zda v pfenosu dat doslo
k chybé v diasledku Sumu, ale i takovou chybu, pokud neni ptilis velka,
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odstranit. Jako ptiklad samoupravujiciho kédu lze uvést kéd Hamminguiv
(7,4), ktery ziskdme tak, Ze do matice napiSeme vSechna ¢isla od jedné do
sedmi ve dvojkové soustaveé:

1 01 0101
H=]10 110011
0 001111

Hammingiv kéd tvoii sedmimistné vektory tvorené nulami a jednic-
kami, které pii vynasobeni s takto ziskanou matici davaji pri pocitani
v modulérni aritmetice o zdkladu dva nulovy vektor (misto ¢isla bereme
jeho zbytek po déleni dvéma).

Hammingiv kéd dokaze opravovat jednu chybu. Postup pii detekci
a opravé chyb je navic velice jednoduchy. Sedmimistny vektor, ktery ob-
drzime z kandlu zatizeného chybou, vynasobime matici H. Pokud vyjde
nulovy vektor, jedna se primo o odeslané slovo. Pokud je vysledek nenu-
lovy, opravime obdrzeny vektor na misté, na kterém se vysledek nachazi
v matici H. Napf. vektor (1,1,1,1,0,0,1,1) davd po vyndsobeni s matici H
vektor (1,1,0) a ten se v matici H nachézi ve tfetim sloupci. Odesilané
slovo tedy bylo (1,1,0,1,0,0,1,1).
tor tvofeny nulami a jednickami je bud kédovym slovem nebo se od pravé
jednoho kédového slova nelisi na vice mistech, nez je pocet opravovanych
chyb. Koédy, které spliiuji tuto vlastnost, se nazyvaji perfektni. Matema-
tiky a informatiky pochopitelné zajimalo, kolik takovych kodu existuje.
Kromé Hammingovych kéda byl znamym perfektnim kdédem jesté kdd tri-
vidlni (mé pouze dvé kédova slova, tvorend bud samymi jedni¢kami, nebo
samymi nulami) a dva kédy Golayovy. Pomoci nejrizngjsich Gvah se po-
darilo ukazat, Ze nemohou existovat ,prilis velké“ perfektni kody. Posledni
krok v dikazu, Ze jiné neZz vySe zminéné perfektni kody neexistuji, vSak
nakonec udélaly opét pocitace, kdyz provérily nékolik tisic ,,malych® zby-
vajicich moznosti.

Algoritmy a algoritmické mysleni

V druhé poloviné dvacatého stoleti zacaly pocitace ovliviiovat nejriz-
néjsi oblasti lidské ¢innosti. Algoritmické pFistupy samoziejmé ovlivnily
i matematiku a didaktiku matematiky. Napiiklad to byl vyzkum auto-
matického dokazovani v geometrii, ktery provadél prof. Landa ([6]). Cilem
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jeho préace bylo formulovat urcity predpis, co a jak provadét, aby byla véta
dokazana, a vést tak zadky k dokazovani zédkladnich vét cilevédomeé a ticelné.
Ve stejné dobé, tedy v padesadtych letech minulého stoleti, probihal po-
dobné orientovany vyzkum i v USA ([7]). Vystupem z tohoto vyzkumu
vSak nemél byt navod pro zdka, jak postupovat pti dikazu, ale program
na dokazovani logickych a geometrickych vét pro samocinné pocitace.

Jako vhodné pole pro nasazeni pocitacd pii dikazech se nakonec uké-
zala logika, predevs$im predikatova logika prvniho fadu, které se budeme
v tomto ¢lanku déle vénovat. O moznostech vyuziti poc¢itact pro doka-
zovani vét v geometrii se mohli ¢tendfi toho Casopisu dozvédét z ¢lankh
[8],[9]-

V predikdtové logice prvniho tadu je dikaz posloupnost tvrzeni, které
dostavame postupné jedno z druhého pomoci pevné danych pravidel. Za-
kladni mys$lenkou automatického dokazovani je nechat pocita¢ aplikovat
odvozovaci pravidla na mnozinu vychozich tvrzeni a tak odvozovat stéle
nova a nova tvrzeni. Tento proces je deterministicky, a proto snadno po-
moci pocitacl realizovatelny. Naprosta vétsina takto ziskanych tvrzeni je
vSak prakticky neupotiebitelnd. Jednd se zpravidla o triviadlni dasledky vy-
chozich tvrzeni ziskané napt. pridanim dalSich proménnych. Nasim cilem
neni generovat vSechna tvrzeni, kterd se daji v pevné daném poctu krokt
ziskat z vychozich axiom, ale najit konkrétni cestu z vychozich tvrzeni do
pozadovaného tvrzeni ziskanou tak, ze v kazdém kroku pouzijeme jedno
konkrétni odvozovaci pravidlo na jedno nebo vice z jiz zndmych pravdivych
tvrzeni. Mizeme tedy nechat pocita¢ generovat pravdiva tvrzeni a zaroven
kontrolovat, zda ndmi pozadované tvrzeni jiz neni mezi dokdzanymi.

Tento postup by byl pii prochazeni vSech moznosti velmi pomaly. D1i-
kazy majici vice nez 10 krokd by se jiz pomalu stavaly nedosazitelnymi
v rozumném case. Proto jsou pii hledani dikazi pomoci pocitact vyuzi-
vany heuristické algoritmy. Tyto algoritmy se snazi pii dokazovani ,vo-
lit“ vhodné cesty k diikazu. Cinnost téchto algoritmi lze ovliviiovat po-
moci nejriznéjsich parametri. Napiiklad lze omezovat pocet proménnych,
které bude pocita¢ pouzivat, nebo uprednostnit nékterad odvozovaci pra-
vidla pfed jinymi. Nevyhodou heuristickych algoritmi je to, Zze u nich
neni zarucena stoprocentni tispésnost. Vypocet miize skoncit netispéchem
i v pripadé, ze diikkaz existuje a prochizenim vsech moznosti by jej bylo
mozné nalézt. Pres tento nedostatek se vSak heuristické algoritmy uka-
zuji jako velice efektivni, a v mnoha pfipadech ptinaseji velmi kvalitni
vysledky. Otazkou vSak bylo, zda pocitace mohou prtinést opravdu novy
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a origindlni vysledek v oblasti, na kterou se matematici delsi dobu sou-
stfedili. Odpovédi na tuto otdzku se stalo vyfeSseni Robbinsovy hypotézy
vyhradné pomoci pocitacové techniky.

Robbinsav axiom

Mezi nejznaméjsi problémy, dokazané prostiednictvi vypocetni tech-
niky, patii Robbinsova hypotéza tykajici se Booleovych algeber. Booleovy
algebry jsou algebraickym zobecnénim dvou znamych struktur.

Prvni z nich je mnozina vSech podmnozin dané mnoziny s operacemi
odpovidajicimi priniku, sjednoceni a dopliku do mnoziny S. Nejmensim
prvkem 0 v této struktufe je prazdnd mnozina a nejvétsim prvkem 1 je
celd mnozina.

Druhou je algebra vyrokt v dvouhodnotové logice je A = {nepravda,
pravda}, 0 = nepravda, 1 = pravda, s operacemi odpovidajicimi disjunkci,
konjunkci a negaci.

V roce 1933 E. V. Huntington definoval Booleovy algebry (viz [10] a [11])
jako strukturu, ve které je operace sc¢itani komutativni a asociativni a pro
operace s¢itan{ a negace je splnéno, Ze (=(—z + y) + —~(—-x + —y)) = = pro
vsechna z, y.

Kratce nato vyslovil H. Robbins domnénku, ze tfeti z axiomt v Hunting-
tonové definici maze byt nahrazen axiomem —(—z +y) + =(—-z + —y) = z.
Vznikly tak dvé definice algeber — Booleovské a Robbinsovy. Je pomérné
jednoduché ukazat, ze Booleovské algebry jsou Robbinsovy, opac¢nou impli-
kaci se Huntingtonovi ani Robbinsovi dokadzat nepodarilo. Touto otazkou
se pozdéji zabyvalo vice matematikl, kromeé jinych i Tarski se svymi zaky
(viz [12]).

Od pocatku osmdesatych let byly do pokust dokazat ekvivalenci obou
definic zapojeny i programy pro automatické dokazovani. Béhem prvnich
pokusti se TeSeni nalézt nepodafilo, bylo vSak dosazeno dil¢ich vysledkd,
které v roce 1996 prispély k vyfeSeni problému (napft. [13], [14]). Problém
byl nakonec vyfesen za pomoci programu EQP. Ten potvrdil, ze vSechny
Robbinsovy algebry jsou Booleovské. Tento vypocet byl posléze zopakovan
i dal8imi programy, které kromé samotné odpovédi vraceji diikaz tvrzeni ve
formé ovéfitelné nezavislymi programy (proof checking programs). Diikaz
byl publikovan v roce 1997 a vzbudil zajem jak mezi odbornou, tak mezi
laickou vefejnosti ([15],[16]).
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Komutant

Piiklad Robbinsova axiomu ukazuje, ze automatické diikazy mohou byt
mocnym nastrojem pii dokazovani matematickych tvrzeni. Automatické
dtiikazy maji i sva4 omezeni. Existuji napriklad jednoduchd tvrzeni, se kte-
rymi se seznamuji studenti jiz v zadkladnim kurzu algebry, kterd ¢ini poci-
tactim velké problémy. Jednim z téchto tvrzeni je véta, ze komutant grupy
G tvori jeji normalni podgrupu. Klasicky dikaz totiz neni formulovan po-
moci odvozovacich pravidel, ale vyuziva vlastnosti zobrazeni, se kterymi
lze v predikatové logice pracovat jen obtizné — konkrétné vhodného zobra-
zeni a tvrzeni, ze jadro zobrazeni tvoii normalni podgrupu. V tomto kon-
krétnim pripadé se sice nakonec podarilo uzitim pocitach sestavit dikaz
pomoci odvozovani z axiomi, tento diikaz je vSak vyrazné delsi a kompli-
kovanéjsi nez dikaz klasicky.

MV-algebry

Na zavér bych rad ukézal, jakym zptlisobem programy pro automatické
dokazovani funguji. Jako ukazku zvolim tvrzeni, ze basic algebra je MV-
algebrou, pravé tehdy, kdyz je BCC-algebrou. Jeho autory jsou I. Chajda
a R. Hala$ ([17]). Tvrzeni bylo prezentované na semindfi katedry mate-
matiky PF UP v Olomouci.

V této chvili neni dilezité, jaky je vyznam jednotlivych pojmd, a sou-
stfedime se pouze na technickou stranku celého problému. Kazdé z uvede-
nych algeber je strukturou s jednou bindrni a jednou unérni operaci, které
splhuji pevné dané podminky. Diikaz citovaného tvrzeni spocivd v odvo-
zeni, ze z jedné skupiny axiomu lze vyvodit jiné tvrzeni. Vzhledem k tomu,
ze vSechna tvrzeni lze vyjadrit v predikdtové logice prvniho radu, poku-
sil jsem se pro dikaz tvrzeni vyuzit programu Otter. Program Otter patii
mezi nejznameéjsi programy pro automatické dokazovani a je dostupny bez-
platné na siti internet. Informaci o programu Otter i dal$ich programech
a moznostech jejich vyuZzivani lze nalézt na adrese [18].

Program Otter pracuje v DOSovém rezimu a spousti se pomoci dav-
kového souboru. Pro béh programu v zakladnim rezimu jsou potieba dva
parametry — jméno vstupniho a jméno vystupniho souboru. Do vstupniho
souboru se zadavaji axiomy, které se maji dokézat. V nasem ptipadé jsou
to axiomy basic algebry:

X=X.
(x,n)=x.
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m(m(x))=x.

p(x,m(n))=m(n).

p(m(n),x)=m(n).
pm(p@m(x),y)),y=pm(pm(y),x)), x).
pm(p(m(p(x,¥y)),y)),y)=p(x,y).
pm(pm(p(m(p(x,y)),y)),2)),p(x,z ))=m(n).

Jeden z ekvivalentnich axiomt BCC-algebry:
p(m(p(x,y)),p(m(p(z,m(x))),p(z,y)))=m(n).

Vsechny operace se pisi v prefixové formé, ktera je pti zadavani dat do
pocitace bézné (napt. p(m(p(m(p(x,y)),y)),y)=p(x,y) je zapis tvrzeni
—(~(z®y)®y) Ry = r®y. Vice o jednotlivych formédch zapisu a divodech
jejich pouziti lze nalézt v [19], [20].

Do vstupniho souboru déle zaddvame negaci tvrzeni, které chceme do-
kazat. V nasem pripadé potiebujeme dokézat, ze z uvedenych axioma vy-
plyva asociativita:

p(p(a,b),c)!=p(a,p(b,c)).

Do vstupniho soboru je mozné zadat také dalsi parametry, které ovliv-
nuji pribéh vypoctu.

Po dokonceni vypoctu jsou vSechny informace o pribéhu vypoctu za-
psané ve vystupnim souboru. Ve vyse uvedeném piipadé trval vypocet 17
sekund, béhem nichz pocita¢ prosel cca 5000 vyrazt a nasel diikaz asoci-
ativity vyplyvajici z uvedenych axiomd skladdajici se z 16 krok:

Length of proof is 16. Level of proof is 6.
———————————————— PROOF ---————-———————-

1 [ p(p(a,b),c)!=p(a,p(b,c)).

4,3 [1 p(x,n)=x.

6,5 [1] m(m(x))=x.

8,7 [1 plx,m(n))=m(n).

9 [1 p(m(n),x)=m(n).

11 [1 pm(p(m(x),y)),y)=pm(p(m(y),x)),x).

14 [1 pm(p(m(p(m(p(x,y)),y)),2)),p(x,2))=m(n).
16 [1 p(m(p(x,y)),pm(p(z,m(x))),p(z,y)))=m(n).
18 [para_into,11.1.1.1.1.1,5.1.1]
pm(p(x,y)),y)=pm(pm(y),m(x))) ,m(x)).
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22,21 [para_into,11.1.1.1.1,9.1.1,demod,6,4,6,4] p(n,x)=x.
23 [para_into,11.1.1.1.1,7.1.1,demod,6,8,6,22]
m(n)=p(m(x),x).

32,31 [para_from,23.1.1,5.1.1.1] m(p(m(x),x))=n.

71 [para_into,14.1.1.2,11.1.1]
p(m(p(m(p(m(p(m(pm(x),y)),z)),2)),y)),
p(m(p(m(y),x)),x))=m(n).

104 [para_into,16.1.1.1.1,3.1.1,demod,4]

p(m(x) ,p(m(p(y,m(x))),y))=m(n).

125 [para_from,16.1.1,14.1.1.1.1,demod,6,6,22]
p(x,p(m(p(y,p(x,2))),p(y,2)))=m(n).

511 [para_from,71.1.1,18.1.1.1.1,demod,6,22,6,6,f1lip.1]
p(m(p(m(p(m(pm(x),y)),y)),
p(m(p(m(p(m(p(m(y),x)),z)),z)),x))),
p(m(p(m(p(m(p(m(y),x)),z)),2z)),x))=pm(pm(x),y)),y).
1003 [para_into,104.1.1.1,5.1.1,demod,6]
p(x,p(m(p(y,x)),y))=m(n).

1449,1448 [para_into,125.1.1.2.1.1,125.1.1,demod,6,22]
p(m(p(x,p(y,2))),p(y,p(x,2)))=m(n).

1687,1686 [para_from,1003.1.1,125.1.1.2.1.1,demod,6,22]
p(m(p(x,y)),p(y,x))=m(n).

2590 [para_from,1686.1.1,18.1.1.1.1,demod,6,22,6,1687,6,6,22]
px,y)=p(y,x).

2786 [para_from,2590.1.1,1.1.1] p(c,p(a,b))!=p(a,p(b,c)).
4986 [para_from,1448.1.1,511.1.1.2.1.1.1.1.1.1,demod,
1449,6,22,1449,

6,22,32,22,1449,6,6,22, 32,22,22,1449,6,22]
p(x,p(y,2))=p(y,p(x,2)).

4987 [para_into,4986.1.1.2,2590.1.1] p(x,p(y,z))=p(z,p(x,y)).
4990 [copy,4987,flip.1] p(x,p(y,2z))=p(y,p(z,x)).

4991 [binary,4990.1,2786.1] $F.

———————————— end of proof -——-—---———---

Na prvnich osmi fadcich diikazu jsou zopakovana tvrzeni, se kterymi po-
¢itac¢ v pribéhu vypoctu pracuje. Na dalsich fadcich je vzdy okomentovan
postup, ktery pocita¢ pouzil, a tvrzeni, které pouzitim pravidla obdrzel.
Vezméme si napiiklad prvni obdrzeny vyraz:
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pm(p(x,y)),y)=p@m(p(m(y) ,m(x))), m(x)).
Postup odvozeni je popsan nasledovné:
[para_into,11.1.1.1.1.1,5.1.1].

Toto tvrzeni pocitac ziskal tak, ze do vyrazu z fadku zac¢inajiciho ¢islem
11 dosadil za x negaci x a nasledné pouzil pravidlo, Ze negace negace x je x
z Faddku zacinajictho ¢islem 5. Obdobnym zpisob je mozné rekonstruovat
vSechna tvrzeni v dikazu. Zajimavosti je, ze pocitac, stejné jako autori
dtkazu, nejprve dokazuje, Ze nové vznikld struktura je komutativni (fadek
2590) a teprve s jeji pomoci dokazuje platnost asociativity.

Zavér

Pocitace rozsituji lidské moznosti. Diky pocita¢im miizeme nejen pro-
vadét diive nepredstavitelné vypocty, ale i dokazovat tvrzeni, se kterymi
si matematici nevédéli po celd desetileti rady. Automatické dikazy nikdy
nenahradi ndpady matematikt. Ti uddvaji smér, kterym maji pocitace hle-
dat. Pocitace ale mohou byt vhodnym néstrojem pro provérovani hypotéz
a rychlé kontroly diikazi ¢i konstruovani prikladd a protiprikladt. Diky
tomu, ze vétsina programil pro automatizované dikazy je volné dostupni,
je mozné si jejich praci vyzkouset a predstavit studentim, naptiklad ve
vybérovych seminafich vénovanych informatice ¢i matematice.

Piispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406/05/P561.
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Bod v trojuhelniku

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Budeme se zabyvat Glohou, v niz studentiim asi nebude délat problémy
napsat program, ktery ji resi, jako spiSe matematickd analyza problému.
I kdyZ neni prili§ obtizna, miize studenttim chvili trvat, nez néjaky vhodny
algoritmus reSeni objevi.

Uloha: Redlnymi soufadnicemi jsou dany 3 body A, B, C' v roviné tvofici
(zpravidla) trojahelnik ABC a jesté 4. bod D. Mame rozhodnout, zda
bod D je bodem trojahelniku ABC (tj. zda lezi uvnit¥ nebo na hranici
trojthelniku).

Analyza: Nosnd myslenka je tato: Lezi-li bod D v trojuhelniku ABC, pak
bod D leZi v téZze poloroviné s hrani¢ni piimkou AB jako bod C' a podobné
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pro dalsi dvé strany trojahelniku, tedy nakonec: bod D je bodem troja-
helniku ABC', pravé kdyz bod D lezi v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou
AB (BC, CA) jako bod C (A, B), tj. plati-li souc¢asné vSechny tyto t¥i
vztahy.

Nyni je tfeba prevést tuto myslenku do analytického vyjadieni. Necht
Alz1,y1], Blzz2,y2]; nejprve je tieba nalézt obecnou rovnici piimky dané
témito dvéma body. To jiz bylo provedeno v [1] a odsud plyne, Ze tato
rovnice je:

(y1 —y2)o + (22 — 21)y + (T1y2 — T2y1) =0 (1)

Oznaéme
Ui, g, k) = (Wi — yj)oe + (257 — )y + (T3y5 — 759:).

Dosadime-li do levé strany rovnice (1) bod Clzs,ys], dostaneme Cislo
U(1,2,3), dosadime-li do levé strany rovnice (1) bod D[z4,y4], dostaneme
¢islo U(1,2,4). Tedy: lezi-li bod D v téZze poloroviné s hrani¢ni pfimkou
AB jako bod C, jsou ¢isla U(1,2,3), U(1,2,4) bud obé nezidporna nebo
obé& nekladna, tedy U(1,2,3)-U(1,2,4) > 0. Pfesné hodnoty téchto dvou
Cisel nds totiz ani nezajimaji, jen jejich znaménka. Dalsi dva pFipady (t;j.
pfi hraniéni pfimce BC a CA) ndm dopliuji trojici podminek, kterd tvori
nutnou a postacujici podminku toho, aby bod D byl bodem trojihelniku

ABC:
U(1,2,3)-U(1,2,4)

>0,
U(2,3,1)-U(2,3,4) > 0,
U(3,1,2)-U(3,1,4) > 0.
Nésledujici program Bodyja je vytvoren podle této analyzy.
program Body4a;

var
I: Integer;
X, Y: array [1..4] of Real;
TrojZadan: Boolean;

function U(P, Q, R: Integer): Real;
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begin {U}

U := (Y[PI-Y[Q])*X[R]+
(X[QI-X[PI) *xY[R]+
X[PI*Y[QI-X[QI*Y[P]

end; {U}

begin {program}
WriteLn;
repeat
I :=1; TrojZadan := true;
Writeln(’Zadej vrcholy trojuhelniku: ’);
repeat
Write(’x?, I, ’: 7);
ReadLn(X[I]);
Write(Cy’, I, ’: ?);
ReadLn(Y[I]);
Inc(I)
until I = 4;
if U(1, 2, 3) = O then
begin
WriteLn(’Nebyl zadan trojuhelnik’);
TrojZadan := false
end
until TrojZadan;
Writeln(’Zadej 4. bod: ’);
Write(’x: ?);
ReadLn(X[4]1);
Write(’y: ?);
ReadLn(Y[4]);
if (U(1, 2, 3) * U(L, 2, 4) >= 0) and
(U2, 3, 1) * U(2, 3, 4) >= 0) and
(U3, 1, 2) = U3, 1, 4) >=0)
then
WriteLn(’Tento bod je v trojuhelniku’)
else
WriteLn(’Tento bod je vne trojuhelniku’);
ReadLn
end. {program}
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Jin€ teseni. Nosnad myslenka: Bod D je bodem trojihelniku ABC, pravé
kdyz pro obsahy trojthelnika plati P(ABD) + P(BCD) + P(CAD) =
= P(ABCQC).

Oznaéme vektory u = B — A, v =C — A a uvazujme vektorovy soucin

i ik
uxv=|22—21 Y2—y1 0| = ((z2—21)(ys—y1)—(2x3—21)(y2—11))k.
z3—o1 ys—y1 O

Vime, 7e |ux v| = |u|-|v|-sin ¢, kde je tthel ¢ téchto vektord, tedy vnitini
thel pii vrcholu A v trojihelniku ABC; |u x v| tedy udava dvojndsobny
obsah trojihelniku ABC. Plati tak 2P(ABC) = |u x v| = |(x2 — z1)(y3 —
y1) — (€3 —x1)(y2 — y1) a po Gpravé

P(ABC) = x1(y2 — y3) + z2(y3 — y1) + w3(y1 — y2)/2. (2)

(Vsimnéme si, Zze v absolutni hodnoté je tu vlastné stejny vyraz, jako je
na levé strané rovnice (1).) Stejné lze vyjadiit i obsahy zbyvajicich tii
trojthelnika P(ABD), P(BCD) a P(CAD).

Uvedme si nyni program Body4b vytvoreny studentem gymnézia a za-
lozeny na tomto pristupu.

program Body4b;

var
X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3, X, Y: Real;

function Test: Boolean;
var
P, P1, P2, P3: Real;
begin {Test}
P := Abs((X1*(Y2-Y3)+X2x(¥Y3-Y1)+
X3*%(Y1-Y2))/2);
P1 :=Abs((X1*(Y2-Y)+X2*(Y-Y1)+
X% (Y1-Y2))/2);
P2 :=Abs((X1*(Y-Y3)+X*x(¥Y3-Y1)+
X3*(Y1-Y))/2);
P3 :=Abs((X*(Y2-Y3)+X2x(Y3-Y)+
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X3%(Y-Y2))/2);
Test := (P = P1+P2+P3)
end; {Test}

begin {program}
Write(’Zadej souradnicemi 3 body: ’);
ReadLn(X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3);
Write(’Zadej 4. bod: ’);
ReadLn(X, Y);
Write(’Tento bod je ’);
if Test then
Writeln(’v trojuhelniku.’)
else
WriteLn(’vne trojuhelniku.’);
ReadLn
end. {program}

Zadejte tlohu svym studentim nebo je seznamte s uvedenymi dvéma
programy. V programu Body4b se netestuje, zda body ABC tvoii troju-
helnik, coZ je chyba, protoze pokud body A, B, C leZi na pfimce, program
reaguje chybné — hlasi, Ze kaZdy bod této primky ,je v trojihelniku®. Necht
vasi zaci test doplni, piipadné i program piepracuji s tim, ze do néj doplni
i jisty minimélni komfort, jaky je uzity v programu Body/a.
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