INFORMATIKA

Dluhopisy
(Ulohy z MO — kategorie P, 21. ¢ast)

PAVEL TOPFER

Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

V dne$nim pokracovani seri-
alu o zajimavych programétor-
skych tlohach z Matematické
olympiddy — kategorie P se za-
stavime u soutézni ulohy kraj-
ského kola pravé skonceného 57.
ro¢niku MO (8kolni rok 2007/
2008). Vsechny soutézni tulohy
pro 57. ro¢nik MO kategorie P
navrhli organizatori olympiddy
z Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bra-
tislavé. Tato Gloha se zabyva problémem ,ze zivota“ jak dosdhnout maxi-
malniho zisku pri obchodovani s dluhopisy, mame-li ddn pocatecni kapi-
tal. Uvazovany model obchodovani s dluhopisy je ovSsem oproti skutecnosti
znacné zjednodusen, pfedpoklada neménné kurzy a vynosnost jednotlivych
obchodovanych dluhopisti béhem celého sledovaného obdobi. Za¢neme jako
obvykle pfesnym zadanim soutézni Glohy:

* Kk

Kleofas nedavno zdédil po své bohaté teti¢ce Anastézii hromadu penéz.
Nevédél vsak co s nimi, a proto se rozhodl investovat je do dluhopist. Od
vas si chce nechat poradit, jak by mél svou investici optimalné spravovat.
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Pro jednoduchost budeme predpokladat nasledujici skutecnosti:
— Kazdy typ dluhopisu ma svoji pevnou cenu, stejnou pii koupi i prodeji.
— Kazdy typ dluhopisu ma pevné dany ro¢ni vynos, ktery se vyplaci vzdy
na konci roku.
— Je mozné nakoupit libovolné mnozstvi kazdého typu dluhopisu.
Uvazujme napiiklad nésledujici situaci: Banka nabizi dva typy dluho-
pisti: Dluhopisy za 4 000 korun s ro¢nim vynosem 400 a dluhopisy za 3 000
korun s ro¢nim vynosem 250. Ma-li Kleofas 10 000 korun, nejlepsi, co s nimi
muze udélat, je koupit dva dluhopisy po 3000 a jeden za 4 000, ¢imz ziska
ro¢ni vynos 900 korun. Po dvou letech obdrzi Kleofds dvakrat vynosy
a bude mit celkové kapital 11800 korun. V tomto okamziku se mu vyplati
jeden dluhopis za 3000 korun prodat a misto néj si koupit dluhopis za
4000. Po tfetim roce bude jeho kapital roven 12850 korunim.

Soutézni iloha:

Napiste program, ktery piecte ze vstupu Kleofasiv pocatecni kapital,
ceny a vynosy nabizenych dluhopist a pocet roki, na které chce Kleofas
investovat, a spocitd, kolik nejvice penéz mize Kleofds mit po uplynuti
daného poctu rokt.

Format vstupu:

Na prvnim faddku vstupu je jedno celé ¢islo K (1 < K < 1000000),
které udava Kleofastv pocatecni kapital. Na druhém fadku je uveden pocet
typl nabizenych dluhopisti D (1 < D < 100). Na t¥etim ¥adku je D dvojic
celych cisel ¢; a v;, které predstavuji ceny a vynosy jednotlivych dluhopisa
(0 < ¢; <10%,0 < v; < ¢;/10, ¢; je vzdy nésobkem T=1000). Na poslednim
fadku vstupu je uveden pocet roki R (1 < R < 40).

Casovou slozitost svého algoritmu vyjadiete pomoci K, D, T a R. Na-
vrhnéte algoritmus, ktery pro hodnoty K, D, T a R z vySe uvedenych
rozsaht bude co nejrychlejsi.

Formdt vystupu:

Vystupem programu je jediné cislo, které urcuje maximalni hodnotu
Kleofasova kapitalu po R letech obchodovani s dluhopisy. Mizete predpo-
kladat, ze se tato hodnota vejde do bézné celociselné proménné.

* Kk

Problém si nejprve objasnime na nékolika ilustrujicich prikladech. Pred-
pokladejme vstup ve tvaru
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10 000 pocatecni kapital

2 pocet dluhopist
4000 400 3000 250 ceny a vynosy jednotlivych dluhopisi
4 pocet roku

Vystupem programu bude ¢islo 14050. Jednd se presné o priklad ze
zadani tlohy, pouze prodlouzeny o jeden dalsi rok. Ve ¢tvrtém roce bude
Kleofas vlastnit 3 dluhopisy po 4000, ¢imz vydéla dalsich 1200 korun.

V druhém prikladu uvazujme vstup

100 000

3

103 000 9 001 47 000 7 83 000 100
31

Kleofas koupi jeden dluhopis za 83000 korun. Tim za 30 let ziskd 3 000
korun. Na posledni rok si kone¢né mize koupit jeden dluhopis za 103 000.
V poslednim roce tedy vydéla dalsich 9001. Spravnym vysledkem proto
bude 112001.

A jesté treti priklad se vstupem

100 000

3

103 000 9 001 47 000 7 83 000 100
37

Jedna se vlastné o pokracovani predchoziho prikladu, pouze investice
je delsi o 6 let. Pribéh bude stejny jako v predchozim piikladu, navic po
36. roce Kleofas dokoupi jeden dluhopis za 47000, takze v poslednim roce
ziskd jesté o 7 korun vice. Vysledkem je proto ¢islo 166014.

Primitivni algoritmus feseni tlohy by mohl byt zalozen na slepém zkou-
Seni vSech moznosti, takové feseni by ovSem bylo zna¢né neefektivni. Mno-
hem lepsi feseni ziskdme s vyuzitim techniky dynamického programovani,
s niz jste se mohli seznamit pred rokem v 17. dilu naseho seridlu [1] nebo
tfeba v uebnici [2].

Nejprve si vSimnéte, ze na konci kazdého roku po vyplaceni roc¢nich
vynost muaze Kleofas vsechny své dluhopisy prodat a podle své aktualni
finan¢ni situace se muze znovu rozhodnout, jaké dluhopisy si pofidi do
dalsiho roku. To je mozné diky skutec¢nosti, ze v nasi tloze neuvazujeme
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zadné poplatky za nakup a prodej dluhopist. Mizeme tedy resit kazdy
rok investovani zcela samostatné a nezavisle na ostatnich letech. Nadéle se
proto omezime na otazku, jaky nejvyssi ro¢ni vynos V[P] miZzeme ndku-
pem dluhopist ziskat, pokud mame na zacatku roku k dispozici financni
prostiedky ve vysi P.

Celé feseni tlohy potom bude vypadat tak, ze na zac¢atku prvniho roku
nakoupime za pocatecni kapital K nejvyhodnéjsim moznym zpiisobem dlu-
hopisy, na konci roku se ndm majetek zvysi o vynosy V[K] a do druhého
vych finanénich prostiedki ve vysi K+V[K]. Stejnym zpisobem postupu-
jeme i v dalSich letech, popsany vypocet se tedy opakuje tolikrat, kolik
rokli chceme investovat.

Jak tedy spocitame pro jisty finanéni obnos P nejvyssi dosazitelny ro¢ni
vynos V[P]? Za naSich P korun chceme koupit nékolik kust dluhopist ze
znamé nabidky D druhd dluhopist s cenami ¢; a roénimi vynosy v;. Je
nam pochopitelné jedno, v jakém poradi je koupime, néktery dluhopis ale
musime koupit jako prvni. Koupime-li nejdiive j-ty dluhopis, ziskdme z néj
vynos v; a zistane ndm jesté P — c; korun. Za ty nakoupime co nejvyhod-
néji dalsi dluhopisy, ¢imz vydélame dalsich V[P —c;] korun. Celkové tedy
dosdhneme ro¢niho vynosu v;+ V[P —c¢;]. Jelikoz ale nevime, ktery dlu-
hopis bude nejvyhodnéjsi koupit jako prvni, vyzkousime vSechny moznosti
a vybereme z nich tu, kterd povede k nejvyssimu vynosu. Dostavame tak
vztah

V[P] = max{vi+ V[P —c1], va+ V[P —c3], ..., vp+ V[P —cp] }

Maximum bereme samoziejmé pouze pies ty dluhopisy, které si mizeme
za P korun koupit, tzn. pro které c¢; < P.

K vypoctu V[P] podle uvedeného vztahu potfebujeme znat hodnoty
VI[P —c1], V[P —c¢3], ..., V[P —cp]. Ty by sice bylo mozné urcovat re-
kurzivnim vypoctem (voldnim rekurzivni funkce pro mensi hodnoty argu-
menti), to by ale vedlo k velmi neefektivnimu feSeni, nebot by se stejné
hodnoty po¢italy opakované mnohokrat. Ulohu proto vyfesime dynamic-
kym programovanim, budeme postupovat odspodu od nejmensich hodnot.
Jisté plati V[0]=0, dale spocitdme V[1], potom V][2], atd., dokud se nedo-
staneme k uréeni hodnoty V[P]. VSechny spo¢itané hodnoty si ukladame
do pole V. Kazdou z hodnot jsme vzdy spocitali z predchéazejicich hodnot,
které jsme v tu chvili jiz znali.
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Musime se jedté rozhodnout, které vSechny hodnoty V[P] si takto mame
predem spocitat, tzn. nakolik muze vzrust Kleofasiv majetek. Podle za-
dani je vynos kazdého dluhopisu roven nejvyse 10 % jeho ceny, za jeden
rok tedy muze vzrist celkovy Kleofastv kapital pii jakékoliv uvazované in-
vestici nejvyse o 10 %. Za R rokd proto dosdhne hodnoty nejvyse K-1, 1%,
Z hlediska programové realizace algoritmu bude pro nés nejjednodussi spo-
¢itat si predem do pole V vSechny hodnoty V[P] az do této meze, i kdyz pro
konkrétni vstupni data maze byt redlné zhodnoceni dluhopisii horsi a Kle-
ofastv kapital nemusi této horni hranice dosdhnout. Jinou moznosti by
bylo nepocitat si hodnoty V[P] pfedem, ale dopocitdvat je podle potieby
v kazdém roce.

V zadani dlohy je také stanoveno, ze ceny vSech dluhopisi jsou na-
sobkem T = 1000. Pokud tedy ma Kleofas na zac¢atku roku tifeba 14 947
korun, mtize z nich pfi své investici v tomto roce vyuzit pouze 14 000 ko-
run. Vynosy i celkovy kapitdl musime sice pocitat po skonceni kazdého
roku s pfresnosti na koruny, ale pfi rozhodovani, kterd investice bude nej-
vyhodnéjsi, potFebujeme znat hodnoty V[P] pouze pro nésobky T.

Zbyvé odhadnout ¢asovou a pamétovou sloZitost algoritmu. Nejprve bu-
deme poc¢itat potiebné hodnoty V[P], kterych je celkem K-1,1%/T. Kaz-
dou z nich spocitdme podle vySe uvedeného vztahu v ¢ase O(D), takze
celou tuto prvni ¢ast vypoétu zvlddneme v case O(D-K-1,1%/T). Vlastni
vypocet zhodnoceni kapitalu je pak uz velmi jednoduchy, R-krat zopaku-
jeme navySeni majetku o pfedem spocitany vynos, coz predstavuje praci
O(R). Tento ¢as je zanedbatelny v porovnani s odhadem O(D-K-1,1%/T)
na celkovou ¢asovou slozitost algoritmu.

V programu budeme potiebovat dvé pole velikosti D na ulozeni vstup-
nich dat — cen a vynost jednotlivych dluhopisi. K vlastnimu vypoc¢tu nam
pak uz postaci jedno jednorozmeérné pole V, do kterého si ulozime piredem
spocitand maximalni mozna zhodnoceni kapitalu. Velikost tohoto pole mii-
zeme odhadnout po¢tem ulozenych tdaji K-1,1%/T. Uvdzime-li omezeni
ze zadani tlohy K < 1000000, R < 40, T=1000, vyjde ndm potiebna
velikost pole mensi nez 50 000, takze takové pole V miizeme bez problému
pouzit.

program Dluhopisy;

const MAXD = 100; {maximalni pocet dluhopisi}
T = 1000; {nésobek ceny dluhopisi}
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MAXV = 50000; {maximdlni dosaZitelny kapital / T}

var cena, vynos: array[l..MAXD] of longint;
{popis dluhopisid}

V: array[0..MAXV] of longint; {maximdlni roé&ni vynosy}
K: longint; {pocateéni kapital}
D: longint; {pocet dluhopisid}
R: longint; {pocet rokd - délka investice}
P: longint; {maximalni dosaZitelny kapital / T}
i, j: longint;
begin
read(K, D);
for i:=1 to D do
begin
read(cenalil, vynos[il);
cenali] := cenal[i] div T; {ceny uloZime v néasobcich T}
end;
read(R) ;

P := round(K * exp(Rx1n(1.1)) / T) + 1;

V[0o] := 0;

for i:=1 to P do {investovana Castka v nasobcich T}
begin
V[i] := 0;
for j:=1 to D do {nabizeny dluhopis}

if i >= cenalj] then {lze ho koupit}
if vynos[j]l + V[i-cenal[jl] > V[i] then
{vyplati se koupit}
V[i] := vynos[j] + V[i-cenal[jl];

end;
for i:=1 to R do {roky investovani}

K := K + V[K div T]; {maxim&lni zhodnoceni za jeden rok}
writeln(K) ; {vysledny kapital}
end.
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Matematika na internetu

JIRI HATLE

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Internet je mohutnou a stale dynamicky se rozvijejici studnici informaci,
troufam si fici vSeho druhu, a zasahujici do kazdé oblasti. Své misto na in-
ternetu ma také matematika. Najdeme zde stranky zakladnich a stfednich
skol, kde organizuji matematické krouzky, seminaie a projekty, stranky
fakult a kateder vysokych Skol a univerzit zabyvajicich se matematikou,
osobni stranky student® a uciteld matematiky, ¢i lidi, pro které je mate-
matika velkym zajmem a konickem.

Na toto téma byl v MFI pfed ¢asem publikovan piispévek [1]. Protoze
neustaly rozvoj internetu stale pfinasi na jedné strané vznik novych a no-
vych stranek, ale také i zanik nékterych starsich stranek, klade si tento
¢lanek za cil situaci zmapovat a upozornit na takové stranky na internetu,
jejichz obsahem jsou prevazné témata stredoskolské matematiky a které
tedy mohou pomoci stredoskolskym ucitelim matematiky pri jejich pri-
pravé na hodinu i v samotné vyuce. Pfitom mohou poslouzit nejen jako
zdroj informaci, ale také jako zdroj zajimavych nebo zdbavnych aloh, test,
hii¢ek, ndmétd na vyuku atd. Zaméfujeme se na stranky v ceStiné resp.
slovensting, kde pri ¢erpani informaci odpada moznd jazykova bariéra Cte-
nare a uzivatele internetu v jedné osobé. (Odkazy na stranky zabyvajici se
matematikou v cizim jazyce jsou uvedeny v [1]. Konkrétné jsou to odkazy
11 - 15, které jsou platné a tyto stranky v soucasné dobé funguji. Pfidejme
k nim jesté jeden ,cizokrajny“ odkaz: mathworld.wolfram.com)
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1. Cifrikova matematika (www.matematika.webz.cz,
www.matematika.tk).

Matematika polopaté (matematika.havrlant.net).

E — matematika (www.e-matematika.cz).

Matematika online (www.aristoteles.cz/matematika/matematika.php).
Excellent Matematika (matematika.host.sk).

Matematika (matematika.wz.cz).

Matematika pro kazdého (www.maths.cz).

Zabavna matematika (www.tady.cz/zabavna.matematika).
Testpark.cz (www.testpark.cz/testy /matematika).

Cabri geometrie (www.pf.jcu.cz/cabri).

S©END U W

—

Pozndmka: Vsechny vyse uvedené stranky byly v dobé psani tohoto ¢lanku
vV provozu.

V tabulce 1 je zndzornéno, ke kterému tématu se na konkrétni strance
vyskytuje text nebo piiklady.

Tab. 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zakladni poznatky z matematiky v v VIV
Rovnice a nerovnice VI IVvIv|Y Vv

Funkce + Goniometrie VIVIVIVIY v

Planimetrie 4+ Stereometrie arani Vv v
+ Analytickd geometrie

Kombinatorika, statistika, VIV v v

pravdépodobnost

Posloupnosti a rfady v

Komplexni &isla vV |V

Diferencidlni a integrdlni pocet v V|V

1. Cifrikova matematika
(www.matematika.webz.cz, www.matematika.tk)

Na strankach zajemce nalezne teorii a feSené priklady, oboji si miize
ve vétSiné pripadid stahnout ve formatech .doc, .pdf nebo .zip. Stranky
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jsou rozdéleny do kategorii: algebra, matematickd analyza, ostatni, forum
(dotazy a odpovédi ¢i navody feseni), hry (logické a dalsi online hry, on-
line kalkulacka). Sdm autor, student matematiky na pedagogické fakulté,
upozornuje, ze stranky nejsou bez chyb.

2. Matematika polopaté (matematika.havrlant.net)

Stranka obsahuje matematické forum, kde uzivatelé (nutnost registrace)
mohou vkladat dotazy a odpovédi; doucovani — nabidka a poptavka; od-
kazy na stranky o matematice a angli¢tiné, na IQ test; a matematicka
témata viz tabulka 1.

3. E — matematika (www.e-matematika.cz)

Tento portal se uchazi o prizen matematiki svym piizviskem ,nesne-
sitelné lehkd matematika“. Nabizi texty, ukdzkové fesené priklady, pri-
klady k procviceni, pisemky i ¢tvrtletni prace k témattim hlavné zaklad-
nich a strednich skol, nékteré zdarma, nékteré za poplatek.

4. Matematika online
(www.aristoteles.cz/matematika/matematika.php)

Web, na kterém najdete také fyziku a chemii, obsahuje prevazné ucebni
texty, prehledné tabulky, fesené piiklady i dalsi alohy, to vSe nachystané
k vytisknuti. Nékteré materidly ¢i sluzby jsou pristupné az po zaplaceni
poplatku.

5. Excellent Matematika (matematika.host.sk)

Na strankach jsou umistény vyukové texty, tabulky a grafy, maturitni
priklady, popis a odkazy na tii programy se vztahem k matematice, online
védecka kalkulacka, slovnik pojmil a odkazy na stranky. Bohuzel vsak tyto
stranky nebyly jiz delsi dobu aktualizovany a doplnény (obr. 1).

6. Matematika (matematika.wz.cz)

, ... strdnka o matematice pro ty, co ji maji radi, i pro ty druhé“
Zajimava stranka, jejiz hlavni naplni je nékolik skriptl pro online vypocty
ke kvadratické funkci a z oblasti kombinatoriky, planimetrie a stereometrie.
Dale zde nalezneme zajimavé slovni Glohy a matematické pohadky.
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2. méja 2008

12:19:03

Vitajte na informatnom serveri

Excellent Matematika,

mieste, kde najdete to, ¢o hi'adate zo sveta iky v 2r i jazyku
Ozndmta nam, Eo Vam u nds chiba.
Dajte ndm vediet, So by ste zmenili.
Chiste nsm pomact?
Kniénics - hiatidte vikovs texty, nemste v nieSom jasno, choets i nistr averit, pozriet tebrui? Navdtivte nati kniricut
Pridlady 2 cuianiz - potrebuiets s precvidit vage naloeki, widte pacit, ¥ by vam pomohlo z0p3t prikiaioy?
Saftwars - 2i2h by sa vam pomacnic na zkulitejdie yPOSty sl breshni grafoy?
PrOGrAmGUANiS - Ste FrOgramator? Tu na vas Sakajis (nislen) matematické funkeis & procediry, dlgatiny 2 iné postupy pre programataroy.

Siavrk - podul ste nové matematickd slovc, neviete presnd definiciu pojimu, Jednnthy, veliting & iného vyrazu? N&% slovalk zostavujeme pre
Vast

Ddkiazy - predsa sta nenadi? Skiste u nadich kolegov!
.84 - ko sme? Co & preto to viastne robime?
Highria - cheete vedief, o je nové, 20 sme zmenl, vylepsil, naharii alebo okiaf sme 2adail?

Mapiite ndmi

(C) 2002-2003 Excellent Matematiks

C ]

Obr. 1

7. Matematika pro kazdého (www.maths.cz)

Pomérné ,mladé“ a rozvijejici se stranky, které maji ambice stat se
rozsahlymi a kvalitnimi. Je pravda, Ze je na nich stale co zlepSovat a dopl-
novat, coz autor ¢ni. Ctenai zde nalezne texty k témattim, vzorce, feSené
priklady, dale hlavolamy (nev8edni tlohy) a online testy a cviceni.

8. Zabavni matematika (www.tady.cz/zabavna.matematika)

Tyto stranky dobfe poslouzi jako zdroj zajimavych a zadbavnych tloh
z oblasti algebry, aritmetiky a geometrie spolu se sprdvnym vysledkem
a FeSenim (obr. 2).

9. Testpark.cz (www.testpark.cz/testy /matematika)

Portal zaméfeny vyhradné na online testy s vyhodnocenim poskytuje
inspiraci na pisemku z matematiky, i kdyz zatim zde nalezneme testy spis$
pro zaky zakladnich skol.
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Obr. 2

10. Cabri geometrie (www.pf.jcu.cz/cabri)

Velice pékné a piinosné stranky o programu Cabri geometrie a jejim
vyuziti pfi vyuce geometrie, ke kterym neni snad potieba dodavat vice.
Ctenaii MFT se s timto SW produktem jiz vicekréat setkali, viz napi. [2],

(31, [4]-
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