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V dne�n�m pokra�ov�n� seri�
�lu o zaj�mav�ch program�tor�
sk�ch �loh�ch z Matematick�
olympi�dy � kategorie P se za�
stav�me u sout	
n� �lohy kraj�
sk�ho kola pr�v	 skon�en�ho ��

ro�n�ku MO ��koln� rok �����
�����
 V�echny sout	
n� �lohy
pro ��
 ro�n�k MO kategorie P
navrhli organiz�to�i olympi�dy

z Fakulty matematiky� fyziky a informatiky Univerzity Komensk�ho v Bra�
tislav	
 Tato �loha se zab�v� probl�mem �ze 
ivota� jak dos�hnout maxi�
m�ln�ho zisku p�i obchodov�n� s dluhopisy� m�me�li d�n po��te�n� kapi�
t�l
 Uva
ovan� model obchodov�n� s dluhopisy je ov�em oproti skute�nosti
zna�n	 zjednodu�en� p�edpokl�d� nem	nn� kurzy a v�nosnost jednotliv�ch
obchodovan�ch dluhopis� b	hem cel�ho sledovan�ho obdob�
 Za�neme jako
obvykle p�esn�m zad�n�m sout	
n� �lohy�

� � �

Kleof�� ned�vno zd	dil po sv� bohat� teti�ce Anast�zii hromadu pen	z

Nev	d	l v�ak co s nimi� a proto se rozhodl investovat je do dluhopis�
 Od
v�s si chce nechat poradit� jak by m	l svou investici optim�ln	 spravovat
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Pro jednoduchost budeme p�edpokl�dat n�sleduj�c� skute�nosti�
� Ka
d� typ dluhopisu m� svoji pevnou cenu� stejnou p�i koupi i prodeji

� Ka
d� typ dluhopisu m� pevn	 dan� ro�n� v�nos� kter� se vypl�c� v
dy
na konci roku


� Je mo
n� nakoupit libovoln� mno
stv� ka
d�ho typu dluhopisu

Uva
ujme nap��klad n�sleduj�c� situaci� Banka nab�z� dva typy dluho�

pis�� Dluhopisy za � ��� korun s ro�n�m v�nosem ��� a dluhopisy za � ���
korun s ro�n�m v�nosem ���
 M��li Kleof�� �� ��� korun� nejlep��� co s nimi
m�
e ud	lat� je koupit dva dluhopisy po � ��� a jeden za � ���� ��m
 z�sk�
ro�n� v�nos ��� korun
 Po dvou letech obdr
� Kleof�� dvakr�t v�nosy
a bude m�t celkov	 kapit�l �� ��� korun
 V tomto okam
iku se mu vyplat�
jeden dluhopis za � ��� korun prodat a m�sto n	j si koupit dluhopis za
� ���
 Po t�et�m roce bude jeho kapit�l roven �� ��� korun�m


Sout��n� �loha�

Napi�te program� kter� p�e�te ze vstupu Kleof���v po��te�n� kapit�l�
ceny a v�nosy nab�zen�ch dluhopis� a po�et rok�� na kter� chce Kleof��
investovat� a spo��t�� kolik nejv�ce pen	z m�
e Kleof�� m�t po uplynut�
dan�ho po�tu rok�


Form�t vstupu�
Na prvn�m ��dku vstupu je jedno cel� ��slo K �� � K � � ��������

kter� ud�v� Kleof���v po��te�n� kapit�l
 Na druh�m ��dku je uveden po�et
typ� nab�zen�ch dluhopis� D �� � D � ����
 Na t�et�m ��dku je D dvojic
cel�ch ��sel ci a vi� kter� p�edstavuj� ceny a v�nosy jednotliv�ch dluhopis�
�� � ci � ���� � � vi � ci���� ci je v
dy n�sobkem T������
 Na posledn�m
��dku vstupu je uveden po�et rok� R �� � R � ���


�asovou slo
itost sv�ho algoritmu vyj�d�ete pomoc� K� D� T a R
 Na�
vrhn	te algoritmus� kter� pro hodnoty K� D� T a R z v��e uveden�ch
rozsah� bude co nejrychlej��


Form�t v�stupu�
V�stupem programu je jedin� ��slo� kter� ur�uje maxim�ln� hodnotu

Kleof��ova kapit�lu po R letech obchodov�n� s dluhopisy
 M�
ete p�edpo�
kl�dat� 
e se tato hodnota vejde do b	
n� celo��seln� prom	nn�


� � �

Probl�m si nejprve objasn�me na n	kolika ilustruj�c�ch p��kladech
 P�ed�
pokl�dejme vstup ve tvaru
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�� ��� po��te�n� kapit�l
� po�et dluhopis�
� ��� ��� � ��� ��� ceny a v�nosy jednotliv�ch dluhopis�
� po�et rok�

V�stupem programu bude ��slo �� ���
 Jedn� se p�esn	 o p��klad ze
zad�n� �lohy� pouze prodlou
en� o jeden dal�� rok
 Ve �tvrt�m roce bude
Kleof�� vlastnit � dluhopisy po � ���� ��m
 vyd	l� dal��ch � ��� korun


V druh�m p��kladu uva
ujme vstup

��� ���
�
��� ��� � ��� �� ��� � �� ��� ���
��

Kleof�� koup� jeden dluhopis za ����� korun
 T�m za �� let z�sk� � ���
korun
 Na posledn� rok si kone�n	 m�
e koupit jeden dluhopis za ������

V posledn�m roce tedy vyd	l� dal��ch � ���
 Spr�vn�m v�sledkem proto
bude ������


A je�t	 t�et� p��klad se vstupem

��� ���
�
��� ��� � ��� �� ��� � �� ��� ���
��

Jedn� se vlastn	 o pokra�ov�n� p�edchoz�ho p��kladu� pouze investice
je del�� o  let
 Pr�b	h bude stejn� jako v p�edchoz�m p��kladu� nav�c po
� 
 roce Kleof�� dokoup� jeden dluhopis za �� ���� tak
e v posledn�m roce
z�sk� je�t	 o � korun v�ce
 V�sledkem je proto ��slo �  ���


Primitivn� algoritmus �e�en� �lohy by mohl b�t zalo
en na slep�m zkou�
�en� v�ech mo
nost�� takov� �e�en� by ov�em bylo zna�n	 neefektivn�
 Mno�
hem lep�� �e�en� z�sk�me s vyu
it�m techniky dynamick�ho programov�n��
s n�
 jste se mohli sezn�mit p�ed rokem v ��
 d�lu na�eho seri�lu !�" nebo
t�eba v u�ebnici !�"


Nejprve si v�imn	te� 
e na konci ka
d�ho roku po vyplacen� ro�n�ch
v�nos� m�
e Kleof�� v�echny sv� dluhopisy prodat a podle sv� aktu�ln�
#nan�n� situace se m�
e znovu rozhodnout� jak� dluhopisy si po��d� do
dal��ho roku
 To je mo
n� d�ky skute�nosti� 
e v na�� �loze neuva
ujeme
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�dn� poplatky za n�kup a prodej dluhopis�
 M�
eme tedy �e�it ka
d�
rok investov�n� zcela samostatn	 a nez�visle na ostatn�ch letech
 Nad�le se
proto omez�me na ot�zku� jak� nejvy��� ro�n� v�nos V!P" m�
eme n�ku�
pem dluhopis� z�skat� pokud m�me na za��tku roku k dispozici #nan�n�
prost�edky ve v��i P


Cel� �e�en� �lohy potom bude vypadat tak� 
e na za��tku prvn�ho roku
nakoup�me za po��te�n� kapit�l K nejv�hodn	j��m mo
n�m zp�sobem dlu�
hopisy� na konci roku se n�m majetek zv��� o v�nosy V!K" a do druh�ho
roku zvol�me novou co nejv�hodn	j�� investici vych�zej�c� z na�ich celko�
v�ch #nan�n�ch prost�edk� ve v��i K$V!K"
 Stejn�m zp�sobem postupu�
jeme i v dal��ch letech� popsan� v�po�et se tedy opakuje tolikr�t� kolik
rok� chceme investovat


Jak tedy spo��t�me pro jist� #nan�n� obnos P nejvy��� dosa
iteln� ro�n�
v�nos V!P"% Za na�ich P korun chceme koupit n	kolik kus� dluhopis� ze
zn�m� nab�dky D druh� dluhopis� s cenami ci a ro�n�mi v�nosy vi
 Je
n�m pochopiteln	 jedno� v jak�m po�ad� je koup�me� n	kter� dluhopis ale
mus�me koupit jako prvn�
 Koup�me�li nejd��ve j�t� dluhopis� z�sk�me z n	j
v�nos vj a z�stane n�m je�t	 P � cj korun
 Za ty nakoup�me co nejv�hod�
n	ji dal�� dluhopisy� ��m
 vyd	l�me dal��ch V!P �cj " korun
 Celkov	 tedy
dos�hneme ro�n�ho v�nosu vj$ V!P �cj "
 Jeliko
 ale nev�me� kter� dlu�
hopis bude nejv�hodn	j�� koupit jako prvn�� vyzkou��me v�echny mo
nosti
a vybereme z nich tu� kter� povede k nejvy���mu v�nosu
 Dost�v�me tak
vztah

V!P" � maxfv�$ V!P �c�"� v�$ V!P �c�"� � � � � vD$ V!P �cD" g

Maximum bereme samoz�ejm	 pouze p�es ty dluhopisy� kter� si m�
eme
za P korun koupit� tzn
 pro kter� cj � P


K v�po�tu V!P" podle uveden�ho vztahu pot�ebujeme zn�t hodnoty
V!P �c�"� V!P �c�"� � � � � V!P �cD"
 Ty by sice bylo mo
n� ur�ovat re�
kurzivn�m v�po�tem �vol�n�m rekurzivn� funkce pro men�� hodnoty argu�
ment��� to by ale vedlo k velmi neefektivn�mu �e�en�� nebo& by se stejn�
hodnoty po��taly opakovan	 mnohokr�t
 'lohu proto vy�e��me dynamic�
k�m programov�n�m� budeme postupovat odspodu od nejmen��ch hodnot

Jist	 plat� V!�"��� d�le spo��t�me V!�"� potom V!�"� atd
� dokud se nedo�
staneme k ur�en� hodnoty V!P"
 V�echny spo��tan� hodnoty si ukl�d�me
do pole V
 Ka
dou z hodnot jsme v
dy spo��tali z p�edch�zej�c�ch hodnot�
kter� jsme v tu chv�li ji
 znali
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Mus�me se je�t	 rozhodnout� kter� v�echny hodnoty V!P" si takto m�me
p�edem spo��tat� tzn
 nakolik m�
e vzr�st Kleof���v majetek
 Podle za�
d�n� je v�nos ka
d�ho dluhopisu roven nejv��e �� ( jeho ceny� za jeden
rok tedy m�
e vzr�st celkov� Kleof���v kapit�l p�i jak�koliv uva
ovan� in�
vestici nejv��e o �� (
 Za R rok� proto dos�hne hodnoty nejv��e K��� �R

Z hlediska programov� realizace algoritmu bude pro n�s nejjednodu��� spo�
��tat si p�edem do pole V v�echny hodnoty V!P" a
 do t�to meze� i kdy
 pro
konkr�tn� vstupn� data m�
e b�t re�ln� zhodnocen� dluhopis� hor�� a Kle�
of���v kapit�l nemus� t�to horn� hranice dos�hnout
 Jinou mo
nost� by
bylo nepo��tat si hodnoty V!P" p�edem� ale dopo��t�vat je podle pot�eby
v ka
d�m roce


V zad�n� �lohy je tak� stanoveno� 
e ceny v�ech dluhopis� jsou n��
sobkem T � ����
 Pokud tedy m� Kleof�� na za��tku roku t�eba �� ���
korun� m�
e z nich p�i sv� investici v tomto roce vyu
�t pouze �� ��� ko�
run
 V�nosy i celkov� kapit�l mus�me sice po��tat po skon�en� ka
d�ho
roku s p�esnost� na koruny� ale p�i rozhodov�n�� kter� investice bude nej�
v�hodn	j��� pot�ebujeme zn�t hodnoty V!P" pouze pro n�sobky T


Zb�v� odhadnout �asovou a pam	&ovou slo
itost algoritmu
 Nejprve bu�
deme po��tat pot�ebn� hodnoty V!P"� kter�ch je celkem K��� �R�T
 Ka
�
dou z nich spo��t�me podle v��e uveden�ho vztahu v �ase O�D�� tak
e
celou tuto prvn� ��st v�po�tu zvl�dneme v �ase O�D�K��� �R�T�
 Vlastn�
v�po�et zhodnocen� kapit�lu je pak u
 velmi jednoduch�� R�kr�t zopaku�
jeme nav��en� majetku o p�edem spo��tan� v�nos� co
 p�edstavuje pr�ci
O�R�
 Tento �as je zanedbateln� v porovn�n� s odhadem O�D�K��� �R�T�
na celkovou �asovou slo
itost algoritmu


V programu budeme pot�ebovat dv	 pole velikosti D na ulo
en� vstup�
n�ch dat � cen a v�nos� jednotliv�ch dluhopis�
 K vlastn�mu v�po�tu n�m
pak u
 posta�� jedno jednorozm	rn� pole V� do kter�ho si ulo
�me p�edem
spo��tan� maxim�ln� mo
n� zhodnocen� kapit�lu
 Velikost tohoto pole m��

eme odhadnout po�tem ulo
en�ch �daj� K��� �R�T
 Uv�
�me�li omezen�
ze zad�n� �lohy K � � ������� R � ��� T������ vyjde n�m pot�ebn�
velikost pole men�� ne
 �� ���� tak
e takov� pole V m�
eme bez probl�mu
pou
�t


program Dluhopisy�

const MAXD � ���� �maxim�ln� po�et dluhopis�	

T � ����� �n�sobek ceny dluhopis�	
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MAXV � 
����� �maxim�ln� dosa�iteln� kapit�l 
 T	

var cena� vynos� array����MAXD� of longint�

�popis dluhopis�	

V� array����MAXV� of longint� �maxim�ln� ro�n� v�nosy	

K� longint� �po��te�n� kapit�l	

D� longint� �po�et dluhopis�	

R� longint� �po�et rok� � d�lka investice	

P� longint� �maxim�ln� dosa�iteln� kapit�l 
 T	

i� j� longint�

begin

read�K� D��

for i��� to D do

begin

read�cena�i�� vynos�i���

cena�i� �� cena�i� div T� �ceny ulo��me v n�sobc�ch T	

end�

read�R��

P �� round�K � exp�R�ln������ 
 T� � ��

V��� �� ��

for i��� to P do �investovan� ��stka v n�sobc�ch T	

begin

V�i� �� ��

for j��� to D do �nab�zen� dluhopis	

if i �� cena�j� then �lze ho koupit	

if vynos�j� � V�i�cena�j�� � V�i� then

�vyplat� se koupit	

V�i� �� vynos�j� � V�i�cena�j���

end�

for i��� to R do �roky investov�n�	

K �� K � V�K div T�� �maxim�ln� zhodnocen� za jeden rok	

writeln�K�� �v�sledn� kapit�l	

end�
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L i t e r a t u r a

��� T�pfer� P�� Spole�n� vybran� podposloupnost 	
lohy z MO � kategorie P� ��
 ��st��
MFI� ro�
 �� 	���� � ������ �
 �


��� T�pfer� P�� Algoritmy a programovac� techniky� Prometheus� Praha ���� 	�
 vyd�n��


	Autorkou �vodn� ilustrace je Mgr
 Jaroslava �erm�kov� z Hlinska v �ech�ch
�

Matematika na internetu

JI�� H�TLE

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

Internet je mohutnou a st�le dynamicky se rozv�jej�c� studnic� informac��
trouf�m si ��ci v�eho druhu� a zasahuj�c� do ka
d� oblasti
 Sv� m�sto na in�
ternetu m� tak� matematika
 Najdeme zde str�nky z�kladn�ch a st�edn�ch
�kol� kde organizuj� matematick� krou
ky� semin��e a projekty� str�nky
fakult a kateder vysok�ch �kol a univerzit zab�vaj�c�ch se matematikou�
osobn� str�nky student� a u�itel� matematiky� �i lid�� pro kter� je mate�
matika velk�m z�jmem a kon��kem


Na toto t�ma byl v MFI p�ed �asem publikov�n p��sp	vek !�"
 Proto
e
neust�l� rozvoj internetu st�le p�in��� na jedn� stran	 vznik nov�ch a no�
v�ch str�nek� ale tak� i z�nik n	kter�ch star��ch str�nek� klade si tento
�l�nek za c�l situaci zmapovat a upozornit na takov� str�nky na internetu�
jejich
 obsahem jsou p�ev�
n	 t�mata st�edo�kolsk� matematiky a kter�
tedy mohou pomoci st�edo�kolsk�m u�itel�m matematiky p�i jejich p���
prav	 na hodinu i v samotn� v�uce
 P�itom mohou poslou
it nejen jako
zdroj informac�� ale tak� jako zdroj zaj�mav�ch nebo z�bavn�ch �loh� test��
h���ek� n�m	t� na v�uku atd
 Zam	�ujeme se na str�nky v �e�tin	 resp

sloven�tin	� kde p�i �erp�n� informac� odpad� mo
n� jazykov� bari�ra �te�
n��e a u
ivatele internetu v jedn� osob	
 �Odkazy na str�nky zab�vaj�c� se
matematikou v ciz�m jazyce jsou uvedeny v !�"
 Konkr�tn	 jsou to odkazy
�� � ��� kter� jsou platn� a tyto str�nky v sou�asn� dob	 funguj�
 P�idejme
k nim je�t	 jeden �cizokrajn�� odkaz� mathworld
wolfram
com�
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�
 Cifrikova matematika �www
matematika
webz
cz�
www
matematika
tk�


�
 Matematika polopat	 �matematika
havrlant
net�

�
 E � matematika �www
e�matematika
cz�

�
 Matematika online �www
aristoteles
cz�matematika�matematika
php�

�
 Excellent Matematika �matematika
host
sk�

 
 Matematika �matematika
wz
cz�

�
 Matematika pro ka
d�ho �www
maths
cz�

�
 Z�bavn� matematika �www
tady
cz�zabavna
matematika�

�
 Testpark
cz �www
testpark
cz�testy�matematika�


��
 Cabri geometrie �www
pf
jcu
cz�cabri�


Pozn�mka� V�echny v��e uveden� str�nky byly v dob	 psan� tohoto �l�nku
v provozu


V tabulce � je zn�zorn	no� ke kter�mu t�matu se na konkr�tn� str�nce
vyskytuje text nebo p��klady


Tab� �

� � � � � � � � � ��

Z�kladn� poznatky z matematiky X X X X X

Rovnice a nerovnice X X X X X X

Funkce � Goniometrie X X X X X X

Planimetrie � Stereometrie X X X X X X

� Analytick� geometrie

Kombinatorika� statistika� X X X X

pravd�podobnost

Posloupnosti a �ady X

Komplexn� ��sla X X

Diferenci�ln� a integr�ln� po�et X X X

�� Cifrikova matematika

�www
matematika
webz
cz� www
matematika
tk�

Na str�nk�ch z�jemce nalezne teorii a �e�en� p��klady� oboj� si m�
e
ve v	t�in	 p��pad� st�hnout ve form�tech 
doc� 
pdf nebo 
zip
 Str�nky
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jsou rozd	leny do kategori�� algebra� matematick� anal�za� ostatn�� f)rum
�dotazy a odpov	di �i n�vody �e�en��� hry �logick� a dal�� online hry� on�
line kalkula�ka�
 S�m autor� student matematiky na pedagogick� fakult	�
upozor*uje� 
e str�nky nejsou bez chyb


�� Matematika polopat� �matematika
havrlant
net�

Str�nka obsahuje matematick� f)rum� kde u
ivatel� �nutnost registrace�
mohou vkl�dat dotazy a odpov	di+ dou�ov�n� � nab�dka a popt�vka+ od�
kazy na str�nky o matematice a angli�tin	� na IQ test+ a matematick�
t�mata viz tabulka �


�� E � matematika �www
e�matematika
cz�

Tento port�l se uch�z� o p��ze* matematik� sv�m p��zviskem �nesne�
siteln	 lehk� matematika�
 Nab�z� texty� uk�zkov	 �e�en� p��klady� p���
klady k procvi�en�� p�semky i �tvrtletn� pr�ce k t�mat�m hlavn	 z�klad�
n�ch a st�edn�ch �kol� n	kter� zdarma� n	kter� za poplatek


�� Matematika online

�www
aristoteles
cz�matematika�matematika
php�

Web� na kter�m najdete tak� fyziku a chemii� obsahuje p�ev�
n	 u�ebn�
texty� p�ehledn� tabulky� �e�en� p��klady i dal�� �lohy� to v�e nachystan�
k vytisknut�
 N	kter� materi�ly �i slu
by jsou p��stupn� a
 po zaplacen�
poplatku


�� Excellent Matematika �matematika
host
sk�

Na str�nk�ch jsou um�st	ny v�ukov� texty� tabulky a grafy� maturitn�
p��klady� popis a odkazy na t�i programy se vztahem k matematice� online
v	deck� kalkula�ka� slovn�k pojm� a odkazy na str�nky
 Bohu
el v�ak tyto
str�nky nebyly ji
 del�� dobu aktualizov�ny a dopln	ny �obr
 ��


�� Matematika �matematika
wz
cz�

� � � � str�nka o matematice pro ty� co ji maj� r�di� i pro ty druh��
Zaj�mav� str�nka� jej�
 hlavn� n�pln� je n	kolik skript� pro online v�po�ty
ke kvadratick� funkci a z oblasti kombinatoriky� planimetrie a stereometrie

D�le zde nalezneme zaj�mav� slovn� �lohy a matematick� poh�dky
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Obr
 �

	� Matematika pro ka
d�ho �www
maths
cz�

Pom	rn	 �mlad�� a rozv�jej�c� se str�nky� kter� maj� ambice st�t se
rozs�hl�mi a kvalitn�mi
 Je pravda� 
e je na nich st�le co zlep�ovat a dopl�
*ovat� co
 autor �in�
 �ten�� zde nalezne texty k t�mat�m� vzorce� �e�en�
p��klady� d�le hlavolamy �nev�edn� �lohy� a online testy a cvi�en�


�� Z
bavn
 matematika �www
tady
cz�zabavna
matematika�

Tyto str�nky dob�e poslou
� jako zdroj zaj�mav�ch a z�bavn�ch �loh
z oblasti algebry� aritmetiky a geometrie spolu se spr�vn�m v�sledkem
a �e�en�m �obr
 ��


�� Testpark�cz �www
testpark
cz�testy�matematika�

Port�l zam	�en� v�hradn	 na online testy s vyhodnocen�m poskytuje
inspiraci na p�semku z matematiky� i kdy
 zat�m zde nalezneme testy sp��
pro 
�ky z�kladn�ch �kol
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Obr
 �

��� Cabri geometrie �www
pf
jcu
cz�cabri�
Velice p	kn� a p��nosn� str�nky o programu Cabri geometrie a jej�m

vyu
it� p�i v�uce geometrie� ke kter�m nen� snad pot�eba dod�vat v�ce

�ten��i MFI se s t�mto SW produktem ji
 v�cekr�t setkali� viz nap�
 !�"�
!�"� !�"


L i t e r a t u r a

��� Sibravov�� L��� St�edo�kolsk� matematika na Internetu
 MFI� r
 �� 	����������� �
 ��
str
 ��� � ���


��� Vrba� A��� O�ivl� geometrie
 MFI� r
 ��� 	����������� �
 �� str
 ��� � ���

��� Luk�	� S��� Rie�enie kon�truk�n�ch �loh na stredov� s�mernos pomocou Cabri ge�

ometrie
 MFI� r
 �� 	����������� �
 �� str
 �� � ��

��� Vrba� A��� Cabri vkro�ilo do t�et� dimenze
 MFI� r
 �� 	����������� �
 �� str
 �� �

��
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