MATEMATIKA

Ptolemaiova nerovnost v geometrii
trojuhelniku

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budgjovice

Trojihelnikova nerovnost predstavuje zdkladni vztah, ktery spliuji
vzdalenosti libovolnych t¥1 bodd. Obdobnym vztahem pro vzdalenosti mezi
libovolnymi ¢tyimi body v roviné je Ptolemaiova nerovnost, viz [4]. Jestlize
tfi z téchto bodu ztotoznime s vrcholy trojihelniku ABC (obr. 1), miZzeme
ji formulovat takto:

Véta 1
Pro libovolny trojuhelnik ABC a bod X v roviné trojihelniku plati

b-|BX|+c-|CX|>a-|AX], (1)

kde a, b, ¢ jsou délky stran trojihelniku ABC. Rovnost zde nastane, pravé
kdyz se bod X nachéazi na tom oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku
ABC, ktery neobsahuje bod A.

Jestlize misto bodu X uvaZzujeme v (1) néjaky vyznacny bod trojihel-
niku ABC a pti upraveé ziskaného vztahu vyuzijeme jeho specifické vlast-
nosti, obdrzime nerovnost (resp. rovnost) pro nékteré prvky trojihelniku
ABC. V tomto smyslu predstavuje véta 1 uzitecny nastroj ke zjistovéani
nékterych metrickych vztaht v uvazovaném trojihelniku ABC, jak nyni
ukézeme na nékolika prikladech.

Zvolme nejprve jako X prusecik osy thlu BAC a strany BC' (obr. 2).
Jeho vzdalenost v od pfimky AB i AC je stejnd, a tak z dvojiho vyjadieni
obsahu pro trojahelniky ABX a ACX plyne
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Obr. 1 Obr. 2

2Sapx _ |BX|-va c-v
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a tedy
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Odtud
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BX| = CX|= .
| | b+c’ | | b+c

Po dosazeni do (1) a oznaceni |AX| = u, dostaneme nerovnost

2abc
b+c

> a g,

kterou lze upravit na ekvivalentni tvar

2 1 1
=>4 -.
Ug b ¢

Zdtraznéme, ze v tomto pripadé plati ostra nerovnost a poznamenejme,
ze pro délku osy thlu lze odvodit vztah

2bccos
Uqg = b+ c )

z néhoz piimo plyne posledni nerovnost (viz napiiklad [1], str. 58-60).
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Ve druhém ptikladu zvolime za X bod soumérné sdruzeny s priseci-
kem V vysek trojuhelniku ABC' v osové soumérnosti podle pfimky BC'.
Ten, jak zndmo ([7], [8]), lezi na tom oblouku kruznice trojthelniku opsané,
ktery neobsahuje bod A. Pfi oznaceni podle obr. 3 miZeme vztah (1) pie-
psat na tvar

cz + by = a(z + 21') . (2)

Z dvojiho vyjadfeni obsahu trojahelniku ABC plyne c¢(z + 2') =
= a(zx+2z"). Odtud ur¢ime cz = a(x+2")—cz’, dosadime do (2) a upravime
na tvar

by = az’ + cz'.

Tento vztah lze interpretovat naptiklad tak, ze kazdy trojahelnik se za-
kladnou délky b a vyskou délky |BV| mé stejny obsah jako (na obrazku
nekonvexni) ¢tyithelnik ABCV.

Zajimavy dusledek véty 1 dostaneme, je-li trojuhelnik ABC' rovno-
stranny.

Véta 2

Necht ABC je rovnostranny trojuhelnik a X libovolny bod v roviné jim
urcené. Pak plati nerovnost

|BX|+|CX] > |AX], (3)

pfitemz rovnost nastane, pravé kdyz bod X lezi na kratsim oblouku BC
kruznice opsané trojuhelniku ABC'.

Z véty 2 a jejich obmén ziskanych cyklickou zdménou bodi A, B a C
plynou dvé klasické véty:

Véta 3 (van Schooten)

Pro libovolny bod X, ktery lezi na kruznici opsané rovnostrannému troj-
uhelniku ABC je jedna z jeho vzdélenosti od vrchold tohoto trojahelniku
rovna souctu vzdalenosti od zbyvajicich dvou vrchold.

Véta 4 (Pompeiu)

Délky |AX|, |BX| a |CX] jsou pro kazdy bod X a rovnostranny troj-
uhelnik ABC délkami stran tzv. Pompeiuova trojuhelniku, ktery je dege-
nerovan, pokud X leZi na kruznici trojihelniku ABC opsané.
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Dikazy véty 3, které nevychdzi z Ptolemaiovy nerovnosti, nalezne Cte-
nar napiiklad v [2] (pfiklad 80) nebo [3] (str. 31 cv. 8).

Podle Alexandra Bogomolného [9] zobecnil neddvno vietnamsky mate-
matik Bui Quang Tuan van Schootenovu vétu na vSechny trojuhelniky.

Véta 5 (Quang Tuan)

Necht X je bod kruznice opsané trojahelniku ABC a X ¢ {A,B,C}.
Jestlize a’, b' a ¢’ jsou po fadé vzdalenosti bodu X od piimek BC, CA
a AB, pak jeden z podili a/a’, b/b’ a c/c je roven souctu zbyvajicich dvou.
Dukaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze bod X lezi uvnit#
toho oblouku BC kruZnice opsané trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje
bod A (obr. 4). Pro obsah Spcx trojihelniku BC X plati

1 , a-|BX| |CX]
SBCX:§GG :Ta

kde r je polomér kruZnice opsané trojihelniku ABC (a tedy i trojahelniku
BCX). Odtud

a 2r 2r
g — 2 4. 14X .
« Y Bx||cx] ¢ |AX] |AX|-|BX|- |CX]
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Souctem dalsich dvou vztahi, které ziskame z predeslé rovnosti cyklic-
kou zdmeénou vrcholi a délek stran trojuhelniku, dostaneme

boe_ 2r
b ¢ |AX|-|BX|-|CX]|

(b-|BX|+c-|CX])

a déle s vyuzitim (1) méme

LA 2r
b ¢ |AX|-|BX|-|CX]|

a-|AX|= 2.
a

Tim je véta dokizana.

Vnimavy c¢tendf si jiz asi uvédomil ze v pripadé rovnostranného troj-
uhelniku prechazi véta 5 ve vétu van Schootenovu, nebot plati

1 1 1
— =k-|AX|, ==k |BX|] a —=Fk |CX]|,

a b e

kde
2r

k= .
|AX|-|BX|-|CX]

Uvedli jsme zde jen nékolik ukazek vyuziti vztahu (1) pfi zkoumdni
vlastnosti trojihelniku. Ptolemaiova nerovnost je vhodna i k dikaztim
a nalézani jinych nerovnosti a k reSeni extremalnich tloh, jak miZzeme
vidét napiiklad v [4], [6] nebo [5]. Pfispévek uzavirdme nékolika tlohami
vhodnymi k procviceni vyse zminénych metod.

Ulohy k procviéeni

1. Pomoci vztahu (1) dokazte, ze v kazdém trojihelniku ABC' pii ob-
vyklém zptasobu oznaceni délek stran a téznic plati bty + ct, > at,
a cyKkl.
(Navod: Za X zvolte tézisté trojuhelniku ABC.)

2. Pomoci vztahu (1) dokaZte trojihelnikovou nerovnost pro trojihelnik
ABC.
(Navod: Za X zvolte stied kruZnice trojihelniku opsané.)
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3. Pomoci vztahu (1) dokazte, ze v kazdém trojahelniku ABC pti ob-

vyklém oznaceni délek stran a velikosti vnitinich thld plati
a b

<
in & a8 in X
sin 5 sin 5 sin 5

a cyklicky dalsi.

(Navod: Za X zvolte stied kruznice trojahelniku vepsané.)

4. Mnozinou vSech bodd X v roviné, které maji soucet vzdalenosti od

nékterych dvou vrchold daného rovnostranného trojthelniku ABC
roven vzdalenosti od tfetiho vrcholu, je kruznice opsané trojihelniku
ABC'. Dokazte.

5. Bod M lezi v roviné rovnostranného trojthelniku ABC, |AM| =

= 3cm, |BM| = 5cm. Urcete nejvétsi moznou vzdalenost M od C.
Jakéa délka a strany trojthelniku ABC této maximéalni vzdalenosti
odpovida?

(Odpovéd: |C M |max = 8cm pro a = 7cm. Pro pevné umistény troj-
thelnik ABC je bod M uréen jednoznacné.)

6. Dokazte, ze pro obsah S konvexniho ¢tyifuhelniku ABCD plati ne-

rovnost

25 < |AB|-|CD| + |BC| - |AD|.

Kdy nastane rovnost?
(Odpovéd: Rovnost nastane pro tétivovy ¢tyrahelnik s navzijem kol-
mymi thlopfickami.)
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Prihradkovy princip ve trech tilohach

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Pfihradkovy (nebo také Dirichletiv) princip je tvrzeni, které je ¢tend-
am nejspise znamé, ale pro jistotu si je pripomeneme:

Je-li n + 1 predméti rozmisténo do n prihrddek, pak aspon v jedné jsou
aspon dva predméty.

Uzitim tohoto principu dokazeme tfi véty, které sice nejsou prili§ vy-
znamné, ale jistou miru zajimavosti snad nepostradaji. Zde je prvni z nich:

Ke kazdému prirozenému cislu n, které neni délitelné dvéma ani péti,
existuje jeho ndsobek, jehoZ (dekadicky) zdpis je tvoien samgmi jednic-
kami.

Napriklad:
Pron=1je................ 1-1=1,
pron=3 je .....c........ 37-3 =111,
pron=7je .......... 15873 -7 =111111,
pron=9 je ....... 12345679-9 =111111111.

K dikazu této véty zvolme libovolné prirozené ¢islo n, které neni déli-
telné dvéma ani péti, a utvofme n-¢lennou posloupnost (a;), jejiz i-ty ¢len
je pro vSechna ¢ = 1,2,3,..., n tvofen i jednickami:

(a;) :1,11,111,1111,...,11...1.

Vydélme kazdy clen této posloupnosti ¢islem n a v§imnéme si, ze mohou
nastat jenom nasledujici dvé moznosti.

Nékteré déleni vyjde beze zbytku, coz znamend, ze jeden z ¢lent této
posloupnosti je délitelny c¢islem n. Tento ¢len je tedy nasobkem c¢isla n,
a protoze se sklada ze samych jednicek, véta v tomto pripadé plati.

Z4dné déleni nevyjde beze zbytku, takZe pii déleni n ¢lent posloupnosti
(a;) dostaneme jako zbytky ¢isla 1,2,3,...,n — 1. Pfedstavime-li si nyni,
ze téchto n—1 ¢isel jsou prihradky, do kterych rozmistime n ¢lent posloup-
nosti (a;) tak, ze v i-té prihrddce (i = 1,2,...,n — 1) je ¢len a;, ktery po
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déleni ¢islem n dava zbytek ¢, budou podle prihradkového principu aspon
v jedné prihraddce aspon dva ¢leny této posloupnosti, dejme tomu a,, as,
kde r > s. Protoze tyto dva ¢leny maji po déleni ¢islem n stejny zbytek,
je jejich rozdil

a.—as=1111...100...0 =1111...1-10° = a,_, - 10°
S—_—— = N

r—s S r—=s

Cislem n délitelny a vzhledem k tomu, ze ¢isla n a 10° jsou nesoudélna,
je ¢len a,._g, jehoz zapis je tvoren samymi jednickami, ndsobkem c¢isla n.
Véta plati i v tomto pripadé.

Druhé véta, kterou chceme dokézat, pravi:

Ke kazdému prirozenému cislu n, které neni délitelné dvéma ani péti
a které je rizn€ od jedné, a ke kaZdému prirozenému cislu k existuje moc-
nina Cisla n, jejiz (dekadicky) zdpis konci k-clennou skupinow 000 . ..001.

Napriklad:
pron=3ak=1je......c.......... 3t =81,
pron=3ak=2je................ 3%0 = 3887184401,
pron=Tak=1je......c.......... 7t =2401,
pron=T7Tak=2je ................ 7% =5764801,
pron=9ak=11je................ 92 =81,
pron=9ak=2je ................ 710 = 3887184 401.

Pro diikaz této véty zvolime libovolné prirozené ¢islo n # 1, které neni
délitelné dvéma ani péti, a libovolné ptirozené cislo k a budeme uvazovat
kone¢nou posloupnost, kterd mé 10* ¢lent:
n,n? n% nt, ... ,nwk.

Vydélime-li kazdy ¢len této posloupnosti ¢islem 10¥, nedostaneme u zad-
ného podilu nulovy zbytek, nebot ¢isla n a 10 jsou nesoudélna. Mozné
zbytky jsou tedy ¢&isla 1,2,3,...,10% — 1. Pfedstavme si nyni, Ze téchto
10* — 1 ¢isel jsou prihradky a Ze do nich rozmistime 10* ¢lenti uvedené po-
sloupnosti tak, ze do ¢-té prihradky vlozime ten ¢len posloupnosti, ktery
po vydéleni &islem 10 davé zbytek 4, kde i = 1,2,3,...,10% — 1. Podle
prihraddkového principu budou aspon v jedné prihradce aspon dva cleny
této posloupnosti, které oznacime n", n®, priCemz r > s. Protoze tyto dva
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¢leny davaji pii déleni ¢islem 10* stejny zbytek, je jejich rozdil ¢islem 10%
délitelny, takze

10% | (n" —n®) neboli 10* | n®(n"~° — 1),

odkud plyne
10 | (= = 1),

nebot ¢isla 10F a n® jsou nesoudélna.

rT—S8

Z posledniho vztahu vyplyvé, Ze n”~* — 1 je ndsobkem ¢isla 10¥, tj.
n""% —1=p-10* kde p je pfirozené,
neboli
n"* =p-10F + 1.

Tato posledni rovnost znamend, ze dekadicky zapis cisla n"~® konci
k-clennou skupinou 000...001. Véta je tim dokazana.

Treti a posledni véta, kterou dokdzeme, se tyka Fibonacciho ¢isel, tj.
¢lent posloupnosti

(an) :1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...,

kterd je pro vSechna pfirozend ¢isla n > 2 urcend rekurentnim vztahem
Gn = Gp_1 + Ay _o2 a pociteénimi podminkami a; = ay = 1.

Jde o tuto vétu:

Ke kaZdému prirozenému Cislu n existuje Fibonacciho ¢islo, jehoZ (de-
kadicky) zdpis konci n nulami.

K jejimu diikazu zvolime libovolné prirozené ¢islo n a vezmeme posloup-
nost 21, 29, 23, 24, - - . , jejiz kazdy Clen zj je zbytek po déleni k-tého c¢lenu
Fibonacciho posloupnosti ¢islem 10™ (V této posloupnosti je 23 = 2o = 1
a jeji kazdy Clen pocinaje tietim je roven souctu predchozich dvou podle
modulu 10™.) Z jejich sousednich ¢lend utvoiime posloupnost

(217 22)7 (227 23)7 (Z37 24)7 ..
usporddanych dvojic a budeme uvazovat jejich prvnich 1027 ¢lend.
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Je ziejmé, ze v téchto 10" dvojicich neni par (0,0) — jinak by obé
odpovidajici sousedni Fibonacciho ¢isla byla délitelnd 10™, coz by podle
rekurentniho vzorce znamenalo, ze ¢islem 10" jsou délitelné vSechny cleny
Fibonacciho posloupnosti. Protoze kazda z téchto usporddanych dvojic je
tvorena zbytky pii déleni ¢islem 107, tj. ¢isly 0,1,2,3,...,10" —1, je vSech
moznych téchto dvojic (po odecteni dvojice (0,0)) celkem 10™ - 10" — 1 =
= 10%" — 1, tj. o0 jednu méné nez je podet uspoiddanych dvojic zbytkt po
déleni ¢lent Fibonacciho posloupnosti ¢islem 10™.

Podle pfihradkového principu to znamend, Ze v posloupnosti (z1, 22),
(22,23), (23,24),... jsou dvé dvojice stejné. Vzhledem k tomu, Ze kazd4
z téchto dvojic urcuje dvojici nasledujici, je tato posloupnost periodicka;
délka jeji periody je nejvyse 10?™ — 1. Uvédomime-li si jesté, Ze kazd4
z téchto dvojic (vyjma prvni) urcuje i dvojici predchazejici, je zfejmé,
Ze prvni opakujici se dvojici bude par (1, 1). Posloupnost uspoiadanych
dvojic tvorenych zbytky po déleni ¢lenti Fibonacciho posloupnosti ¢islem
10™ je tedy posloupnost

(17 ]-)7 (172)7 (273)7 (375)7 (578)7 KR (Zjaszrl); (17 ]-)7 (172)7 (273)7 LERE

v niz plati

Zj+1 = 1 a Zj+zj+1 = 1.

Odtud dostévame, Ze je z; = 0, coz znamend, Ze odpovidajici ¢len Fibo-
nacciho posloupnosti je délitelny ¢islem 10™, takZe jeho (dekadicky) zapis
konc¢i n nulami. Tim je véta dokazana.

Vsimnéme si na zavér piipadu n = 1, tj. posloupnosti, kterou dosta-
neme, kdyz kazdy ¢len Fibonacciho posloupnosti vydélime &islem 10!.
Vznikne tak posloupnost

1,1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,4,3,7,0,7,7,4, ... ,

coz je posloupnost poslednich ¢islic ¢lentt Fibonacciho posloupnosti, ve
které se s¢ita podle modulu 10. Podle toho, co bylo feceno vyse, je tato po-
sloupnost periodické a délka jeji periody je nejvyse 102—1 = 99. Budeme-li
ve vyctu jejich ¢lenti pokracovat, snadno zjistime, ze dvé po sobé jdouci
jednicky se objevi na 61. a 62. misté, coz znamenad, ze tato posloupnost
ma periodu délky 60.
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Vyucovanie matematiky —
intelektualna konstrukcia

DUSAN JEDINAK
Trnavské univerzita v Trnave, SLOVENSKO

Zakladné predpoklady

Ak je ucenie sa proces konStruovania poznatkovych Struktir, tak vy-
ucovanie Skolskej matematiky vyzaduje pravidelné vytvaranie takych si-
tudcii, v ktorych Student uskutoc¢nuje svoj vlastny intelektudlny vykon
(porozumenie je vZdy subjektivne konstruované). Volne povedané: uciaci
sa Clovek ma v primeranej miere hlbSie porozumiet zakladnym abstrakt-
nym matematickym pojmom a stvislostiam medzi nimi. Pretoze matema-
tika je myslienkova Struktira popisand systémom axiém, definicii a viet aj
so svojimi dokazmi, tak pri vyucovani a uceni sa Skolskej matematiky je
zv143t dolezité a nevyhnutné postupné ziskanie vhladu do celej problema-
tiky (motivécie, separované modely, univerzalne modely, abstraktné vedo-
mosti a ich $trukturalizdcia). Bez hlbgieho vnatorného zaujmu a vyrazne
kladného volového postoja, osobitych myS8lienkovych foriem a Specifickych
postupov usudzovania i argumentacie, abstraktnej predstavivosti a syste-
matickej pojmovej vystavby nemozno uspiet ani v budovani elementarnych
zékladov matematickej kulttiry. Neformalne matematické porozumenie je
vzdy prejavom vytrvalej myslienkovej doslednosti i ochoty prekonavat pre-
kazky vo vnimani a odhalovani stvislosti.

Jednou z ciest, aby vedomosti zo 8kolskej matematiky neboli iba for-
malne, je uplathovanie zdsady: vhlad — porozumenie — pouZitie. Ak
maju byt matematické vedomosti uzito¢nou stucastou ludskej kultary, tak
maju zvyraznit a rozvijat samostatné a kritické myslenie, vyuzivat abs-
traktné pristupy pri roznej reprezentacii a odhalovat réznorodé hierar-
chizované struktiry pojmov a stvislosti medzi nimi. Matematicky sposob
uvazovania rozvija pozndvacie schopnosti (analyza a porozumenie javov
a vztahov, abstrakcia, zovSeobecnenie, objavovanie stuvislosti, rozvoj pred-
stavivosti, tvorba pojmov, Struktira poznatkov), vyhrariuje postoje a vy-
znamy (formuldcia myslienok, pri¢inné vysvetlovanie, argumentécia, orga-
nizécia informécii, kriticky pristup a poucenie sa aj z chyb), zvgrazrniuje
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komunikdciv (nevyhnutnost zdévodhovania tvrdeni, neverbalne a symbo-
lické vyjadrovanie, logickd argumentécia, diskusia a porovnavanie nizo-
rov). Matematika je pdtranie po Struktirach a pravidelnostiach, ktoré uspo-
radivaji a zjednodusuji svet (P. A. Griffith). Znami didaktici matematiky
Hejny a Kufina vyjadrili spolo¢né presvedéenie [2]: Zmysel vyucovania ma-
tematiky spociva v rozvoji matematickej kultiry studujgicich; jej podstat-
nou zloZkou je rozumiet matematike a vediet ju aplikovat ... Matematickée
vzdelanie by malo mat zmysel a malo by byt uZitocné. Malo by Ziakom
prindsat uspokojenie a radost.

Charakteristické znaky a principy

Ani 8kolskd matematika sa nedd G¢inne zvladnut len u¢enim sa bez po-
rozumenia, aj ked tam st také prvky uciva, ktoré sa staci naucit spaméiti.
Vyucovaci predmet matematika uz v ZS a potom v SS nevyhnutne vy-
zaduje ucCenie sa s porozumenim, aby si Studujici vytvarali svoje vlastné
chapanie matematickych javov a stvislosti. Vo vSeobecnosti sa didaktickou
problematikou takychto vychovno-vzdelavacich postupov zaobera pedago-
gicky konstruktivizmus (ako spojenie kognitivneho a socidlneho kon§trukti-
vizmu). Uvedme, s ohladom na Specifické vyucovanie skolskej matematiky,
jeho charakteristické znaky a principy [15]:

o Kladie sa doéraz predovsetkym na ucenie sa, doplnené dialégom medzi
ziakmi a ucitefom s ciefom hlbsieho systematického porozumenia.

e Vyzaduje a podporuje sa iniciativa usmernenej zvedavosti, aktivita
skimania a odhalovania stvislosti, samostatnd myslienkova argu-
mentdcia uciacich sa.

o Respektuju sa motivacné postoje ziakov, ich ucebné styly, stratégie
i podnetné navrhy na obsah vyucovania.

e Zabezpecuju sa autentické matematické skisenosti v kontexte redl-
nych zivotnych situdcii, rieSenie problémovych Gloh na drovni naj-
blizsej zény pochopenia, vytvara sa dostato¢ny ¢asovy priestor.

e Nezanedbdva sa spétnd vizba, v diskusii sa odstranuji vzniknuté
rozpory, povzbudzuje sa k novym predstavam (hypotézam).

Praktické navrhy

Po viacroénych sktisenostiach z didaktickej pripravy budicich ucitelov
matematiky pre ZS odportcam vietkym ucitefom matematiky, aby so svo-
jimi ziakmi a Studentmi vyskuasali hore spominany pristup aj na dolu uve-
denych skolskych matematickych tlohéch:
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1. Dvaja matematici A a B sa takto zhovarali:

Sucin veku mojich troch synov je 36.

Tato informécia mi nesta¢i na uréenie veku kazdého z nich.

Stcet veku mojich synov je rovnaky ako pocet okien na dome, ktory
vidime pred sebou.

Ani teraz sa nedd ur¢it vek tvojich synov.

Najstarsi z mojich synov mé cierne vlasy.

Dakujem, to sta¢i, uz poznam vek tvojich synov.

>o>

> w

Kolko rokov mé kazdy zo spominanych synov?
Kolko okien bolo na budove, ktora videli pred sebou?

2. Na tane¢nom vecierku bolo 20 mladych Iudi (chlapci a dievcéatd). Maria
tancovala so siedmimi chlapcami, Olga s 6smimi, Viera s deviatimi, atd.
Poslednd Helena tancovala so vSetkymi chlapcami. Kolko chlapcov bolo
na vecierku?

3. V nafom meste st £ zien vydatych za 2 muzov. Ak4 Cast obyvatelstva
je slobodnd (nezije v manzelstve)?

4. Vo vestiarni sedia vedla seba tri bohyne: Pravda, Loz a Miudrost. Pravda
vzdy hovori pravdu, LoZ vzdy klame a Miudrost hovori tak aj onak (nie-
kedy pravdu, niekedy loZ). Zistite, v akom poradi sedia bohyne, ak po-
stupne odpovedali na otazky takto: Kto sedi vedla teba? Pravda. Kto
si? Midrost. Kto sedi vedla teba? LoZ.

5. Sedem hubarov nazbieralo spolu 100 hub tak, ze kazdy z nich nazbie-
ral iny pocet. Dokazte, ze medzi nimi st traja taki, ktori dohromady
nazbierali aspon 50 hib.

6. Predstavte si, ze napiSete vSetky prirodzené ¢isla od 1 do 5 555. Kolko-
krat pritom napiSete ¢islicu 97

7. Cisla na obrazku znamenaji velkosti obsahov prislugnych trojuholnikov.
Stanovte x, t.j. obsah trojuholnika BC'D, kde D je stred tsecky C'E.

E

A B c
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

N4jdite trojciferné prirodzené ¢islo, ktoré po vydeleni tromi za sebou
idacimi jednocifernymi ¢islami dava stcet zvyskov 21.

V tombole je 100 zrebov a 10 vyhier. Mame dva Zreby. Ak4 je pravde-
podobnost, Ze vyhra pripadne aspon na jeden nas zreb?

Stanovte pocet Sestcifernych prirodzenych ¢isiel, ktoré nie st delitelné
ani jednym z Cisiel 42, 637

7 dostatocne velkého poctu postovych zndmok s hodnotami 5 a 17 sa
daju skladat rozne hodnoty. Aka je najvicsia hodnota, ktord sa nedéd
vytvorit kombindciou tychto dvoch hodn6t?

Kolko je moznosti pridelenia $tyroch Studentov na preskasanie trom
ucitelom, ak pozadujeme:

aby kazdy $tudent bol preskGsSany asporn jednym ucitelom;

aby kazdy student bol presktSany prdve jednym ucitelom;

aby kazdy ucitel preskasal aspon jedného studenta;

aby kazdy ucitel preskasal prave jedného studenta.

Koflko usporiadanych trojic prirodzenych ¢isel (z,y, z ) vyhovuje vztahu
z-y-z = 1087

Dokézte, ze existuje prave jeden trojuholnik, ktorého dlzky stran st tri
po sebe idtce prirodzené cisla a jeho jeden vnutorny uhol je dvojnasob-
kom druhého.

Dokézte, Ze ¢islo 2™ (n je prirodzené) sa nedd napisat ako stcet nie-
kolkych za sebou idicich prirodzenych ¢isiel.

prave 20 cifier, potom niektoré tri z nich st rovnaké.

Medzi dvandstimi dukatmi je jeden falo$ny (nemd rovnakd hmotnost
ako ostatné). Stanovte postup, akym najdete tento falosny dukat naj-
viac tromi vazeniami na rovnoramennych vahach, ak nie s k dispozicii
ziadne zavazia.

Zaverecéné presvedéenie

Ak sa zamyslime nad zdkladnymi povinnostami zodpovedného ucitela

matematiky z konstruktivistického pohladu vedenia vyucovania a Studia
Skolskej matematiky moéZeme zvyraznit niektoré jeho podstatné a nena-
hraditelné alohy:

e Intenzivne ovladanie zakladnych matematickych teorii, ktoré sa za-
kladom didaktického systému Skolskej matematiky spolu so Specific-
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kym uplatnovanim pedagogicko-psychologickych zasad a vyucovacich
postupov i vSeobecnych zdkonov ucenia sa.

e Vytrvald aktivna schopnost didakticko-pedagogicky sktimat, rozpra-
cavat a s tvorivou systematickostou vo vyucovacom procese realizo-
vat tematiku 8kolskej matematiky s prihliadnutim na vek, Studijné
a pracovné prostredie i schopnosti ziakov.

e Uplathovanie flexibilnych a variabilnych vyucovacich i §tudijnych po-
stupov pre ziakov s roznymi vzdelavacimi potrebami v individudl-
nom, ¢innostnom a celostnom vychovno-vzdeldvacom pristupe.

e Spristuphovanie matematiky ako vhodne popularizovanej a kladne
motivovanej Specifickej Tudskej civiliza¢no-kultirnej aktivity, ktora
odhaluje rozmanitost, pravidelnost a vzajomnu prepojenost spozna-
vanych abstraktnych Struktir odrazajucich svet, v ktorom Zzijeme
a vytvarame myslienkové modely.

Matematika je veda, ktord ddva naglepsiu prileZitost pozorovat proces
myslenta a md tu prednost, Ze pri jej pestovani nadobidame cvik v me-
tode rozumového wvaZovania, ktoré moZe byt potom pouZivané na studium
ktoréhokolvek predmetu (G. Polya). Matematické myslenie nam sprostred-
kava vztah medzi zmyslovym a nadzmyslovym svetom. Matematika ndm
pomaha pochopit obrovsk(i rozmanitost jednotlivosti sveta. Doslednym
zmysluplnym vedenim vyucovania Skolskej matematiky mozeme prispie-
vat k zuslachfovaniu Iudskych dusi matematickou kultirou.

Kratky apendix

7Zda sa mi, ze spominany konstruktivisticky pristup ku vzdeldvaniu
velmi pdsobivo a vtipne vystihol uz Galileo Galilei (1564 — 1642): ,,Nemd-
Zete nikoho ni¢ naucit. MoZete mu prinajlepsom pomact, aby to sam v sebe
nasiel.“
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 143 a 144, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tietim

Cisle tohoto (17.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 143

Urcity obnos mensi nez 1000 K¢ je rozdélen do deseti ¢islovanych hro-

madek (v celych korunéch), pficemz plati:

Kdyz z 1. hromadky odebereme desetinu prislusné castky a pridame ji
ke 2. hroméadce,

pak ze 2. takto zvétsené hromadky odebereme desetinu prislusné castky
a pridame ji ke 3. hromadce,
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— pak z 9. takto zvétsené hromadky odebereme desetinu pfislusné castky
a pridame ji k 10. hromadce,

— az nakonec z takto zvétsené 10. hromédky odebereme desetinu piislusné
Castky a pridame ji k 1. hromadce,

pak bude ve vSech hromadkéch tyz obnos.

Kolik K¢ bylo v jednotlivych hromadkach ptivodné a kolik nakonec?
Stanislav Travnicek
Resent:
Oznaéme z1, 2, ...,T10 puvodni ¢astky v jednotlivych hromadkéch a ¢
castku, kterd zistane v kazdé hromdadce nakonec. Ziejmeé plati

1+ T2+ ... + 210 = 10c.
Vzhledem k zadani ilohy je pak 10c < 1000 K¢, tedy
c < 100 Ke.

Oznacme y ¢astku, kterou presuneme z druhé hroméadky na tieti. Potom
ve druhé hromdadce byla po prvnim kroku c¢astka 10y, zbyla castka 9y = ¢,
tedy y = %c. Ve tieti hromadce pak po pridani ¢astky ve druhém kroku
bude z3 + %c, po odebrani ¢astky ve tfetim kroku tam zbyde castka

9 +1
c—10 T3 9c .

Odtud z3 = ¢ a ve tfetim kroku presouvame na ¢tvrtou hromadku opét
Castku %c =1y.

Tyto tvahy zopakujeme dale pro ¢tvrtou az desatou hromadku a do-
staneme

a v poslednim kroku presouvame na prvni hromadku ¢astku %c = y. Potom
bude v prvni hromadce ¢astka

gm +-c=c
T
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Odtud
80

= gc.

V prvnim kroku jsme tedy z prvni hromadky na druhou pfesouvali
castku

T

18
107"~ 81°

na druhé hromdadce pak byla ¢astka

8 10
x2+81c Oy 9c
Odtud
82
332—816.

Na jednotlivych hromadkach tedy byly castky

80 _ 82 o _ _
xl—ﬁc, .’I}Q—ﬁc, I3 = Tg4 = ... =T10 — C.
Vzhledem k tomu, ze podle zadéani jsou tyto castky celociselné a ¢ <
< 100 K¢, plati nutné ¢ = 81 K¢. Nyni je tieba jesté ovéfit, zda ma-
zeme presouvané sumy vyjadrit pomoci dostupnych minci ¢i bankovek.
V prvnim kroku se presouva castka 8 K¢, ve druhém 10 K¢, v dalgich pak
castky 9 K¢, coz lze.
Pavodné byly v jednotlivych hromadkach castky

$1:80Ké, $2:82Ké, 2133:374:...:3310:811{6
a na konci byla na kazdé hromadce castka 81 K¢.

Spravné feseni zaslali Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jan Capek z G v Duch-
cové, David Klaska, Samuel Riha, Jana Sormovd, Adam Zemek a Bohuslav
Zmek, vichni z G v Brné, ti. Kpt. JaroSe, Miroslav Klimos, Lucie Mohel-
nikova, Eliska Nekvapilovd a Tomds Toufar, vSichni z GMK v Bilovci, Jan
Matéjka z G v Ceskych Budéjovicich, Jirovcova, Martin Michdlek z GJKT
v Hradci Kralové, Josef Ondrej z G v RoZnové pod Radhostém a Alena
Peterovd z G v Dobrusce.
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Uloha 144

Obdélnik ABCD o rozmérech mxn je rozdélen na mn jednotkovych
¢tvercd. Uvazujme libovolny systém ptrimek, v jejichz sjednocent lezi viech-
ny vrcholy zminénych jednotkovych ¢tverct s vyjimkou bodu A. Dokazte,
ze kazdy takovy systém obsahuje alespon m + n primek.

Jaromir Simsa

Reseni:

Dany obdélnik umistime do kartézské souradnicové soustavy s pocatkem
v bodé A tak, ze cely lezi v jejim prvnim kvadrantu. Mame ukézat, ze kazdy
systém piimek, jejichz sjednoceni obsahuje vsechny body z mnoziny

M(n7m) = {(:L'?y);we {0717"'7n}7y€ {0717"'7m}7w+y>0}

a neobsahuje bod (0, 0), se skldd4 alespon z m + n pFimek. Libovolny sys-
tém piimek, jejichZ sjednoceni obsahuje vSechny body mnoZiny M (n,m)
a neobsahuje bod A = (0,0), budeme déle nazyvat M (n, m)-systém.

Definici mnoziny M (n,m) miZeme zobecnit i na p¥ipady, kdy nékteré
z Cisel M (n,m) je rovno 0. Totiz M (0, 0) je prazdnd mnozina, pro p¥irozend
¢isla m a n pak polozime

M(n,0) = {(1,0),(2,0),..., (n,0)}
M(0,m) ={(0,1),(0,2),...,(0,m)}

Libovolny M (0, 0)-systém pak nemusi obsahovat zddnou pfimku. V pfi-
padé prirozeného ¢isla n mnozina M (n, 0) obsahuje n rtznych bodu, které
lezi na p¥imce prochazejici bodem (0,0), zadna p¥imka M (n,0)-systému
nemuZe prochazet dvéma riznymi body mnoziny M (n,0), protoze by jinak
prochézela také bodem (0,0). Proto se M (n, 0)-systém skldda z alesponi n
primek. Podobné se M (0, m)-systém sklada z alesponn m piimek. Tvrzeni
prikladu jsme tak ukazali pro pfipady, kdy nékteré z ¢isel m, n je rovno
nule.

Necht m a n jsou déle pfirozend c¢isla. Uvazujme body mnoZiny
M (n,m), které lezi na obvodu obdélniku ABCD, tj. body z mnoziny O

0= {(x,O),:C € {1,2,...,n}}U{(:c,m),:c € {0,1,...,n}}U
U{(O,y),ye {1,2,...,m}}u{(n,y),y€ {0,2,...,m}}.

Matematika - fyzika - informatika 17 2007/2008 467



Necht pfimka obsahuje alespon tii body z O, potom na ni lezi jedna ze
stran obdélniku ABCD. Pokud tato pfimka patii do M (n, m)-systému,
mohou na ni leZet pouze strany stran BC, C'D, tj. jedné se bud o pfimku
T =mn, nebo y =m.

Piedpoklddejme, Ze do M (n,m)-systému nepatii pfimky x =n a y =
= m. Potom kazda z pfimek tohoto systému prochazi nejvyse dvéma body
z 2(m + n) — 1 bodt mnoziny O, tedy do tohoto systému patii alespon
m + n primek.

Nyni uvazme situaci, kdy nékterd z pfimek BC, CD patii do M (n,m)-
systému. Obecnéji predpokladejme, ze existuji celd nezapornd Ccisla
k e {0,1,...,n}, I € {0,1,...,m}, tak, Ze pfimky z = kay =1
do M(n,m)-systému nepatii, kdezto kazdd z (m + n — k — ) pfimek
r=k+l,z=k+2,....0 =nay=I1l+1ly=1014+2,...,y = m
do tohoto M (n,m)-systému patii. Tyto pfimky nemaji zadny spoleény
bod s mnozinou M (k,l). Ale podle pfedchoziho se M (k,1)-systém skladé
z alesponi k + [ primek, tedy i v tomto piipadé se M (n,m)-systém sklada
z(k+1)+ (m+n—k—1)=m+n pfimek. Tim je tloha dokazana.

Poznamka 1. Sjednoceni soustavy n piimek x = k, k € {1,2,...,n} a sou-
stavy m piimek y =1, 1 € {1,2,...,m} obsahuje mnozinu M (n,m), tedy
m+n je nejlepsi dolni odhad po¢tu piimek libovolného M (n,m)-systému.

Pozndmka 2. Vyse uvedenym zptisobem tlohu fesili v8ichni soutézici, ktefi

méli iplné feSeni.

Spravné feSeni zaslali Jan Kusy a Tomds Toufar, oba z GMK v Bilovci,
Jan Mdca z G v Tiebici, Josef Ondrej z G v Roznové pod Radhostém,
Libor Peltan z G v Ceskych Budgjovicich, Ceské a Josef Tkadlec z GJK
v Praze.

Netiplné fegeni zaslal Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jan Capek z G v Duch-
cové a Li Mang z GChD v Praze.

Pavel Calabek
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