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Troj�heln�kov� nerovnost p�edstavuje z�kladn� vztah� kter� spl�uj�
vzd�lenosti libovoln�ch t�� bod�� Obdobn�m vztahem pro vzd�lenosti mezi
libovoln�mi 	ty�mi body v rovin
 je Ptolemaiova nerovnost� viz ��
� Jestli�e
t�i z t
chto bod� ztoto�n�me s vrcholy troj�heln�ku ABC �obr� ��� m��eme
ji formulovat takto�

V�ta �

Pro libovoln� troj�heln�k ABC a bod X v rovin
 troj�heln�ku plat�

b � jBX j� c � jCX j � a � jAX j � ���

kde a� b� c jsou d�lky stran troj�heln�ku ABC� Rovnost zde nastane� pr�v

kdy� se bod X nach�z� na tom oblouku BC kru�nice opsan� troj�heln�ku
ABC� kter� neobsahuje bod A�

Jestli�e m�sto bodu X uva�ujeme v ��� n
jak� v�zna	n� bod troj�hel�
n�ku ABC a p�i �prav
 z�skan�ho vztahu vyu�ijeme jeho speci�ck� vlast�
nosti� obdr��me nerovnost �resp� rovnost� pro n
kter� prvky troj�heln�ku
ABC� V tomto smyslu p�edstavuje v
ta � u�ite	n� n�stroj ke zji��ov�n�
n
kter�ch metrick�ch vztah� v uva�ovan�m troj�heln�ku ABC� jak nyn�
uk��eme na n
kolika p��kladech�

Zvolme nejprve jako X pr�se	�k osy �hlu BAC a strany BC �obr� ���
Jeho vzd�lenost v od p��mky AB i AC je stejn�� a tak z dvoj�ho vyj�d�en�
obsahu pro troj�heln�ky ABX a ACX plyne

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



���� ����
Obr� � Obr� �

�SABX
�SACX

�
jBX j � va
jCX j � va

�
c � v

b � v
�

a tedy
jBX j

jCX j
�

c

b
�

Odtud

jBX j �
ac

b� c
� jCX j �

ab

b� c
�

Po dosazen� do ��� a ozna	en� jAX j � ua dostaneme nerovnost

�abc
b� c
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kterou lze upravit na ekvivalentn� tvar

�
ua

�
�
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�

�
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�

Zd�razn
me� �e v tomto p��pad
 plat� ostr� nerovnost a poznamenejme�
�e pro d�lku osy �hlu lze odvodit vztah

ua �
�bc cos �

�

b� c
�

z n
ho� p��mo plyne posledn� nerovnost �viz nap��klad ��
� str� �������
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Ve druh�m p��kladu zvol�me za X bod soum
rn
 sdru�en� s pr�se	��
kem V v��ek troj�heln�ku ABC v osov� soum
rnosti podle p��mky BC�
Ten� jak zn�mo �� 
� ��
�� le�� na tom oblouku kru�nice troj�heln�ku opsan��
kter� neobsahuje bod A� P�i ozna	en� podle obr� ! m��eme vztah ��� p�e�
psat na tvar

cz � by � a�x� �x�� � ���

Z dvoj�ho vyj�d�en� obsahu troj�heln�ku ABC plyne c�z � z�� �
� a�x�x��� Odtud ur	�me cz � a�x�x���cz�� dosad�me do ��� a uprav�me
na tvar

by � ax� � cz� �

Tento vztah lze interpretovat nap��klad tak� �e ka�d� troj�heln�k se z��
kladnou d�lky b a v��kou d�lky jBV j m� stejn� obsah jako �na obr�zku
nekonvexn�� 	ty��heln�k ABCV �

Zaj�mav� d�sledek v
ty � dostaneme� je�li troj�heln�k ABC rovno�
strann��

V�ta �

Nech� ABC je rovnostrann� troj�heln�k a X libovoln� bod v rovin
 j�m
ur	en�� Pak plat� nerovnost

jBX j� jCX j � jAX j � �!�

p�i	em� rovnost nastane� pr�v
 kdy� bod X le�� na krat��m oblouku BC
kru�nice opsan� troj�heln�ku ABC�

Z v
ty � a jej�ch obm
n z�skan�ch cyklickou z�m
nou bod� A� B a C
plynou dv
 klasick� v
ty�

V�ta � �van Schooten�

Pro libovoln� bodX � kter� le�� na kru�nici opsan� rovnostrann�mu troj�
�heln�ku ABC je jedna z jeho vzd�lenost� od vrchol� tohoto troj�heln�ku
rovna sou	tu vzd�lenost� od zb�vaj�c�ch dvou vrchol��

V�ta � �Pompeiu�

D�lky jAX j� jBX j a jCX j jsou pro ka�d� bod X a rovnostrann� troj�
�heln�k ABC d�lkami stran tzv� Pompeiuova troj�heln�ku� kter� je dege�
nerov�n� pokud X le�� na kru�nici troj�heln�ku ABC opsan��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



D�kazy v
ty !� kter� nevych�z� z Ptolemaiovy nerovnosti� nalezne 	te�
n�� nap��klad v ��
 �p��klad ��� nebo �!
 �str� !� cv� ���

Podle Alexandra Bogomoln�ho ��
 zobecnil ned�vno vietnamsk� mate�
matik Bui Quang Tuan van Schootenovu v
tu na v�echny troj�heln�ky�

��
��

��
����

Obr� � Obr� 	

V�ta � �Quang Tuan�

Nech� X je bod kru�nice opsan� troj�heln�ku ABC a X �� fA�B�Cg�
Jestli�e a�� b� a c� jsou po �ad
 vzd�lenosti bodu X od p��mek BC� CA
a AB� pak jeden z pod�l� a�a�� b�b� a c�c� je roven sou	tu zb�vaj�c�ch dvou�
D�kaz� Bez �jmy na obecnosti m��eme p�edpokl�dat� �e bod X le�� uvnit�
toho oblouku BC kru�nice opsan� troj�heln�ku ABC� kter� neobsahuje
bod A �obr� ��� Pro obsah SBCX troj�heln�ku BCX plat�

SBCX �
�
�
aa� �

a � jBX j � jCX j

�r
�

kde r je polom
r kru�nice opsan� troj�heln�ku ABC �a tedy i troj�heln�ku
BCX�� Odtud

a

a�
� a �

�r
jBX j � jCX j

� a � jAX j �
�r

jAX j � jBX j � jCX j
�
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Sou	tem dal��ch dvou vztah�� kter� z�sk�me z p�ede�l� rovnosti cyklic�
kou z�m
nou vrchol� a d�lek stran troj�heln�ku� dostaneme

b

b�
�

c

c�
�

�r
jAX j � jBX j � jCX j

�b � jBX j� c � jCX j�

a d�le s vyu�it�m ��� m�me

b

b�
�

c

c�
�

�r
jAX j � jBX j � jCX j

a � jAX j �
a

a�
�

T�m je v
ta dok�z�na�

Vn�mav� 	ten�� si ji� asi uv
domil �e v p��pad
 rovnostrann�ho troj�
�heln�ku p�ech�z� v
ta � ve v
tu van Schootenovu� nebo� plat�

�
a�

� k � jAX j �
�
b�

� k � jBX j a
�
c�

� k � jCX j �

kde

k �
�r

jAX j � jBX j � jCX j
�

Uvedli jsme zde jen n
kolik uk�zek vyu�it� vztahu ��� p�i zkoum�n�
vlastnost� troj�heln�ku� Ptolemaiova nerovnost je vhodn� i k d�kaz�m
a nal�z�n� jin�ch nerovnost� a k �e�en� extrem�ln�ch �loh� jak m��eme
vid
t nap��klad v ��
� ��
 nebo ��
� P��sp
vek uzav�r�me n
kolika �lohami
vhodn�mi k procvi	en� v��e zm�n
n�ch metod�

�lohy k procvi�en�
�� Pomoc� vztahu ��� doka�te� �e v ka�d�m troj�heln�ku ABC p�i ob�

vykl�m zp�sobu ozna	en� d�lek stran a t
�nic plat� btb � ctc � ata
a cykl�
�N�vod� Za X zvolte t
�i�t
 troj�heln�ku ABC��

�� Pomoc� vztahu ��� doka�te troj�heln�kovou nerovnost pro troj�heln�k
ABC�
�N�vod� Za X zvolte st�ed kru�nice troj�heln�ku opsan���
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!� Pomoc� vztahu ��� doka�te� �e v ka�d�m troj�heln�ku ABC p�i ob�
vykl�m ozna	en� d�lek stran a velikost� vnit�n�ch �hl� plat�

a

sin �
�

�
b

sin �
�

�
c

sin �
�

a cyklicky dal�� �

�N�vod� Za X zvolte st�ed kru�nice troj�heln�ku vepsan���
�� Mno�inou v�ech bod� X v rovin
� kter� maj� sou	et vzd�lenost� od

n
kter�ch dvou vrchol� dan�ho rovnostrann�ho troj�heln�ku ABC
roven vzd�lenosti od t�et�ho vrcholu� je kru�nice opsan� troj�heln�ku
ABC� Doka�te�

�� Bod M le�� v rovin
 rovnostrann�ho troj�heln�ku ABC� jAM j �
� ! cm� jBM j � � cm� Ur	ete nejv
t�� mo�nou vzd�lenost M od C�
Jak� d�lka a strany troj�heln�ku ABC t�to maxim�ln� vzd�lenosti
odpov�d�"
�Odpov
#� jCM jmax � � cm pro a �  cm� Pro pevn
 um�st
n� troj�
�heln�k ABC je bod M ur	en jednozna	n
��

�� Doka�te� �e pro obsah S konvexn�ho 	ty��heln�ku ABCD plat� ne�
rovnost

�S � jABj � jCDj� jBCj � jADj �

Kdy nastane rovnost"
�Odpov
#� Rovnost nastane pro t
tivov� 	ty��heln�k s navz�jem kol�
m�mi �hlop��	kami��

L i t e r a t u r a


�� Hor�k� S�� Nerovnosti v troj
heln�ku� �kola mlad�ch matematik�� sv� ��� Mlad�
fronta� Praha �����


�� Ku�ina� F�� Um�n� vid�t v matematice� SPN� Praha �����

�� Koman� M�� Jak vy�et�ujeme geometrick� m�sta metodou sou�adnic� �kola mlad�ch

matematik�� sv� ��� Mlad� fronta� Praha �����

	� Leischner� P�� Ptolemaiova nerovnost� MFI� ro���� ���������� �� �� s� ��������

�� Pech� P�� Izoperimetrick� nerovnost pro �ty�
heln�k a Ptolemaiova nerovnost� Roz�

hledy M�F� ro�� �� ���������	�� �� �� s� ��������

�� Pech� P�� Fermatova 
loha a Ptolemaiova nerovnost� Rozhledy M�F� ro�� ��

�������	�� �� �� str� ��	�����

�� �vr�ek� J� � Van�ura� J�� Geometrie troj
heln�ka� SNTL� Praha �����

�� �vr�ek� J�� Vybran� kapitoly z geometrie troj
heln�ka� Karolinum � nakladatelstv�

Univerzity Karlovy� Praha �����

�� http���www�cut�the�knot�org�pythagoras�PointOnCircumcircle��shtml
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P�ihr�dkov� princip ve t�ech �loh�ch

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

P�ihr�dkov� �nebo tak� Dirichlet�v� princip je tvrzen�� kter� je 	ten��
��m nejsp��e zn�m�� ale pro jistotu si je p�ipomeneme�

Je�li n�� p�edm�t� rozm�st�no do n p�ihr�dek� pak aspo	 v jedn
 jsou
aspo	 dva p�edm�ty�

U�it�m tohoto principu dok��eme t�i v
ty� kter� sice nejsou p��li� v��
znamn�� ale jistou m�ru zaj�mavosti snad nepostr�daj�� Zde je prvn� z nich�

Ke ka�d
mu p�irozen
mu ��slu n� kter
 nen� d�liteln
 dv�ma ani p�ti�
existuje jeho n�sobek� jeho� 
dekadick�� z�pis je tvo�en sam�mi jedni��
kami�

Nap��klad�

Pro n � � je � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
pro n � ! je � � � � � � � � � � � � � � ! � ! � ����
pro n �  je � � � � � � � � � � �� � ! �  � ��� ����
pro n � � je � � � � � � � �� !�� � � � � � ��� ��� ����

K d�kazu t�to v
ty zvolme libovoln� p�irozen� 	�slo n� kter� nen� d
li�
teln� dv
ma ani p
ti� a utvo�me n�	lennou posloupnost �ai�� jej�� i�t� 	len
je pro v�echna i � �� �� !� � � � � n tvo�en i jedni	kami�

�ai� � �� ��� ���� ����� � � � � �� � � � ��

Vyd
lme ka�d� 	len t�to posloupnosti 	�slem n a v�imn
me si� �e mohou
nastat jenom n�sleduj�c� dv
 mo�nosti�

N
kter� d
len� vyjde beze zbytku� co� znamen�� �e jeden z 	len� t�to
posloupnosti je d
liteln� 	�slem n� Tento 	len je tedy n�sobkem 	�sla n�
a proto�e se skl�d� ze sam�ch jedni	ek� v
ta v tomto p��pad
 plat��

$�dn� d
len� nevyjde beze zbytku� tak�e p�i d
len� n 	len� posloupnosti
�ai� dostaneme jako zbytky 	�sla �� �� !� � � � � n� �� P�edstav�me�li si nyn��
�e t
chto n�� 	�sel jsou p�ihr�dky� do kter�ch rozm�st�me n 	len� posloup�
nosti �ai� tak� �e v i�t� p�ihr�dce �i � �� �� � � � � n� �� je 	len ai� kter� po

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



d
len� 	�slem n d�v� zbytek i� budou podle p�ihr�dkov�ho principu aspo�
v jedn� p�ihr�dce aspo� dva 	leny t�to posloupnosti� dejme tomu ar� as�
kde r � s� Proto�e tyto dva 	leny maj� po d
len� 	�slem n stejn� zbytek�
je jejich rozd�l

ar � as � ���� � � ��� �z � �� � � � �� �z � � ���� � � ��� �z � ���s � ar�s � ��
s

r � s s r � s

	�slem n d
liteln� a vzhledem k tomu� �e 	�sla n a ��s jsou nesoud
ln��
je 	len ar�s� jeho� z�pis je tvo�en sam�mi jedni	kami� n�sobkem 	�sla n�
V
ta plat� i v tomto p��pad
�

Druh� v
ta� kterou chceme dok�zat� prav��
Ke ka�d
mu p�irozen
mu ��slu n� kter
 nen� d�liteln
 dv�ma ani p�ti

a kter
 je r�zn
 od jedn
� a ke ka�d
mu p�irozen
mu ��slu k existuje moc�
nina ��sla n� jej�� 
dekadick�� z�pis kon�� k��lennou skupinou ��� � � �����

Nap��klad�
pro n � ! a k � � je � � � � � � � � � � � � � � � � !� � ���
pro n � ! a k � � je � � � � � � � � � � � � � � � � !�� � !�� ��� �	��
pro n �  a k � � je � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � �	��
pro n �  a k � � je � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � �� �	��
pro n � � a k � � je � � � � � � � � � � � � � � � � �� � ���
pro n � � a k � � je � � � � � � � � � � � � � � � �  �� � !�� ��� �	��

Pro d�kaz t�to v
ty zvol�me libovoln� p�irozen� 	�slo n �� �� kter� nen�
d
liteln� dv
ma ani p
ti� a libovoln� p�irozen� 	�slo k a budeme uva�ovat
kone	nou posloupnost� kter� m� ��k 	len��

n� n�� n�� n�� � � � � n��
k

�

Vyd
l�me�li ka�d� 	len t�to posloupnosti 	�slem ��k� nedostaneme u ��d�
n�ho pod�lu nulov� zbytek� nebo� 	�sla n a �� jsou nesoud
ln�� Mo�n�
zbytky jsou tedy 	�sla �� �� !� � � � � ��k � �� P�edstavme si nyn�� �e t
chto
��k�� 	�sel jsou p�ihr�dky a �e do nich rozm�st�me ��k 	len� uveden� po�
sloupnosti tak� �e do i�t� p�ihr�dky vlo��me ten 	len posloupnosti� kter�
po vyd
len� 	�slem ��k d�v� zbytek i� kde i � �� �� !� � � � � ��k � �� Podle
p�ihr�dkov�ho principu budou aspo� v jedn� p�ihr�dce aspo� dva 	leny
t�to posloupnosti� kter� ozna	�me nr� ns� p�i	em� r � s� Proto�e tyto dva
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	leny d�vaj� p�i d
len� 	�slem ��k stejn� zbytek� je jejich rozd�l 	�slem ��k

d
liteln�� tak�e

��k j �nr � ns� neboli ��k j ns�nr�s � ���

odkud plyne
��k j �nr�s � ���

nebo� 	�sla ��k a ns jsou nesoud
ln��

Z posledn�ho vztahu vypl�v�� �e nr�s � � je n�sobkem 	�sla ��k� tj�

nr�s � � � p � ��k� kde p je p�irozen��

neboli
nr�s � p � ��k � ��

Tato posledn� rovnost znamen�� �e dekadick� z�pis 	�sla nr�s kon	�
k�	lennou skupinou ��� � � ����� V
ta je t�m dok�z�na�

T�et� a posledn� v
ta� kterou dok��eme� se t�k� Fibonacciho 	�sel� tj�
	len� posloupnosti

�an� � �� �� �� !� �� �� �!� ��� !�� � � � �

kter� je pro v�echna p�irozen� 	�sla n � � ur	en� rekurentn�m vztahem

an � an�� � an�� a po	�te	n�mi podm�nkami a� � a� � ��
Jde o tuto v
tu�

Ke ka�d
mu p�irozen
mu ��slu n existuje Fibonacciho ��slo� jeho� 
de�
kadick�� z�pis kon�� n nulami�

K jej�mu d�kazu zvol�me libovoln� p�irozen� 	�slo n a vezmeme posloup�
nost z�� z�� z�� z�� � � � � jej�� ka�d� 	len zk je zbytek po d
len� k�t�ho 	lenu
Fibonacciho posloupnosti 	�slem ��n �V t�to posloupnosti je z� � z� � �
a jej� ka�d� 	len po	�naje t�et�m je roven sou	tu p�edchoz�ch dvou podle
modulu ��n�� Z jej�ch sousedn�ch 	len� utvo��me posloupnost

�z�� z��� �z�� z��� �z�� z��� � � �

uspo��dan�ch dvojic a budeme uva�ovat jej�ch prvn�ch ���n 	len��
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Je z�ejm�� �e v t
chto ���n dvojic�ch nen� p�r ��� �� % jinak by ob

odpov�daj�c� sousedn� Fibonacciho 	�sla byla d
liteln� ��n� co� by podle
rekurentn�ho vzorce znamenalo� �e 	�slem ��n jsou d
liteln� v�echny 	leny
Fibonacciho posloupnosti� Proto�e ka�d� z t
chto uspo��dan�ch dvojic je
tvo�ena zbytky p�i d
len� 	�slem ��n� tj� 	�sly �� �� �� !� � � � � ��n��� je v�ech
mo�n�ch t
chto dvojic �po ode	ten� dvojice ��� ��� celkem ��n � ��n � � �
� ���n � �� tj� o jednu m�n
 ne� je po	et uspo��dan�ch dvojic zbytk� po
d
len� 	len� Fibonacciho posloupnosti 	�slem ��n�

Podle p�ihr�dkov�ho principu to znamen�� �e v posloupnosti �z�� z���
�z�� z��� �z�� z��� � � � jsou dv
 dvojice stejn�� Vzhledem k tomu� �e ka�d�
z t
chto dvojic ur	uje dvojici n�sleduj�c�� je tato posloupnost periodick�&
d�lka jej� periody je nejv��e ���n � �� Uv
dom�me�li si je�t
� �e ka�d�
z t
chto dvojic �vyjma prvn�� ur	uje i dvojici p�edch�zej�c�� je z�ejm��
�e prvn� opakuj�c� se dvojic� bude p�r ��� ��� Posloupnost uspo��dan�ch
dvojic tvo�en�ch zbytky po d
len� 	len� Fibonacciho posloupnosti 	�slem
��n je tedy posloupnost

��� ��� ��� ��� ��� !�� �!� ��� ��� ��� � � � � �zj � zj���� ��� ��� ��� ��� ��� !�� � � � �

v n�� plat�

zj�� � � a zj � zj�� � ��

Odtud dost�v�me� �e je zj � �� co� znamen�� �e odpov�daj�c� 	len Fibo�
nacciho posloupnosti je d
liteln� 	�slem ��n� tak�e jeho �dekadick�� z�pis
kon	� n nulami� T�m je v
ta dok�z�na�

V�imn
me si na z�v
r p��padu n � �� tj� posloupnosti� kterou dosta�
neme� kdy� ka�d� 	len Fibonacciho posloupnosti vyd
l�me 	�slem ����
Vznikne tak posloupnost

�� �� �� !� �� �� !� �� �� �� �� �� !�  � ��  �  � �� � � � �

co� je posloupnost posledn�ch 	�slic 	len� Fibonacciho posloupnosti� ve
kter� se s	�t� podle modulu ��� Podle toho� co bylo �e	eno v��e� je tato po�
sloupnost periodick� a d�lka jej� periody je nejv��e ����� � ��� Budeme�li
ve v�	tu jej�ch 	len� pokra	ovat� snadno zjist�me� �e dv
 po sob
 jdouc�
jedni	ky se objev� na ��� a ��� m�st
� co� znamen�� �e tato posloupnost
m� periodu d�lky ���
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Vyu�ovanie matematiky �

intelektu�lna kon�trukcia

DU�AN JEDIN�K

Trnavsk� univerzita v Trnave� SLOVENSKO

Z
kladn� predpoklady

Ak je u	enie sa proces kon�truovania poznatkov�ch �trukt�r� tak vy�
u	ovanie �kolskej matematiky vy�aduje pravideln� vytv�ranie tak�ch si�
tu�ci�� v ktor�ch �tudent uskuto	�uje svoj vlastn� intelektu�lny v�kon
�porozumenie je v�dy subjekt�vne kon�truovan��� Vol'ne povedan�� u	iaci
sa 	lovek m� v primeranej miere hlb�ie porozumie� z�kladn�m abstrakt�
n�m matematick�m pojmom a s�vislostiam medzi nimi� Preto�e matema�
tika je my�lienkov� �trukt�ra pop�san� syst�mom axi(m� de�n�ci� a viet aj
so svojimi d)kazmi� tak pri vyu	ovan� a u	en� sa �kolskej matematiky je
zvl��� d)le�it� a nevyhnutn� postupn� z�skanie vhl'adu do celej problema�
tiky �motiv�cie� separovan� modely� univerz�lne modely� abstraktn� vedo�
mosti a ich �trukturaliz�cia�� Bez hlb�ieho vn�torn�ho z�ujmu a v�razne
kladn�ho v)l'ov�ho postoja� osobit�ch my�lienkov�ch foriem a �peci�ck�ch
postupov usudzovania i argument�cie� abstraktnej predstavivosti a syste�
matickej pojmovej v�stavby nemo�no uspie� ani v budovan� element�rnych
z�kladov matematickej kult�ry� Neform�lne matematick� porozumenie je
v�dy prejavom vytrvalej my�lienkovej d)slednosti i ochoty prekon�va� pre�
k��ky vo vn�man� a odhal'ovan� s�vislost��

Jednou z ciest� aby vedomosti zo �kolskej matematiky neboli iba for�
m�lne� je uplat�ovanie z�sady� vhl�ad 
 porozumenie 
 pou�itie� Ak
maj� by� matematick� vedomosti u�ito	nou s�	as�ou l'udskej kult�ry� tak
maj� zv�razni� a rozv�ja� samostatn� a kritick� myslenie� vyu��va� abs�
traktn� pr�stupy pri r)znej reprezent�cii a odhal'ova� r)znorod� hierar�
chizovan� �trukt�ry pojmov a s�vislost� medzi nimi� Matematick� sp)sob
uva�ovania rozv�ja pozn�vacie schopnosti �anal�za a porozumenie javov
a vz�ahov� abstrakcia� zov�eobecnenie� objavovanie s�vislost�� rozvoj pred�
stavivosti� tvorba pojmov� �trukt�ra poznatkov�� vyhra	uje postoje a v��
znamy �formul�cia my�lienok� pr�	inn� vysvetl'ovanie� argument�cia� orga�
niz�cia inform�ci�� kritick� pr�stup a pou	enie sa aj z ch�b�� zv�raz	uje
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komunik�ciu �nevyhnutnos� zd)vod�ovania tvrden�� neverb�lne a symbo�
lick� vyjadrovanie� logick� argument�cia� diskusia a porovn�vanie n�zo�
rov��Matematika je p�tranie po �trukt�rach a pravidelnostiach� ktor
 uspo�
rad�vaj� a zjednodu�uj� svet �P� A� Gri*th�� Zn�mi didaktici matematiky
Hejn� a Ku�ina vyjadrili spolo	n� presved	enie ��
� Zmysel vyu�ovania ma�
tematiky spo��va v rozvoji matematickej kult�ry �tuduj�cich� jej podstat�
nou zlo�kou je rozumie� matematike a vedie� ju aplikova� � � � Matematick

vzdelanie by malo ma� zmysel a malo by by� u�ito�n
� Malo by �iakom
prin��a� uspokojenie a rados��

Charakteristick� znaky a princ�py
Ani �kolsk� matematika sa ned� �	inne zvl�dnu� len u	en�m sa bez po�

rozumenia� aj ke# tam s� tak� prvky u	iva� ktor� sa sta	� nau	i� spam+ti�
Vyu	ovac� predmet matematika u� v Z, a potom v S, nevyhnutne vy�
�aduje u	enie sa s porozumen�m� aby si �tuduj�ci vytv�rali svoje vlastn�
ch�panie matematick�ch javov a s�vislost�� Vo v�eobecnosti sa didaktickou
problematikou tak�chto v�chovno�vzdel�vac�ch postupov zaober� pedago�
gick� kon�truktivizmus �ako spojenie kognit�vneho a soci�lneho kon�trukti�
vizmu�� Uve#me� s ohl'adom na �peci�ck� vyu	ovanie �kolskej matematiky�
jeho charakteristick� znaky a princ�py ���
�

� Kladie sa d)raz predov�etk�m na u�enie sa� doplnen� dial(gommedzi
�iakmi a u	itel'om s ciel'om hlb�ieho systematick�ho porozumenia�

� Vy�aduje a podporuje sa iniciat�va usmernenej zvedavosti� aktivita
sk�mania a odhal'ovania s�vislost�� samostatn� my�lienkov� argu�
ment�cia u	iacich sa�

� Re�pektuj� sa motiva	n� postoje �iakov� ich u	ebn� �t�ly� strat�gie
i podnetn� n�vrhy na obsah vyu	ovania�

� Zabezpe	uj� sa autentick� matematick� sk�senosti v kontexte re�l�
nych �ivotn�ch situ�ci�� rie�enie probl�mov�ch �loh na �rovni naj�
bli��ej z(ny pochopenia� vytv�ra sa dostato	n� 	asov� priestor�

� Nezanedb�va sa sp+tn� v+zba� v diskusii sa odstra�uj� vzniknut�
rozpory� povzbudzuje sa k nov�m predstav�m �hypot�zam��

Praktick� n
vrhy
Po viacro	n�ch sk�senostiach z didaktickej pr�pravy bud�cich u	itel'ov

matematiky pre Z, odpor�	am v�etk�m u	itel'om matematiky� aby so svo�
jimi �iakmi a �tudentmi vysk��ali hore spom�nan� pr�stup aj na dolu uve�
den�ch �kolsk�ch matematick�ch �loh�ch�
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�� Dvaja matematici A a B sa takto zhov�rali�

A� S�	in veku mojich troch synov je !��
B� T�to inform�cia mi nesta	� na ur	enie veku ka�d�ho z nich�
A� S�	et veku mojich synov je rovnak� ako po	et okien na dome� ktor�

vid�me pred sebou�
B� Ani teraz sa ned� ur	i� vek tvojich synov�
A� Najstar�� z mojich synov m� 	ierne vlasy�
B� -akujem� to sta	�� u� pozn�m vek tvojich synov�

Kol'ko rokov m� ka�d� zo spom�nan�ch synov"
Kol'ko okien bolo na budove� ktor� videli pred sebou"

�� Na tane	nom ve	ierku bolo �� mlad�ch l'ud� �chlapci a diev	at��� M�ria
tancovala so siedmimi chlapcami� Ol'ga s )smimi� Viera s deviatimi� at#�
Posledn� Helena tancovala so v�etk�mi chlapcami� Kol'ko chlapcov bolo
na ve	ierku"

!� V na�om meste s� �

�
�ien vydat�ch za �

�
mu�ov� Ak� 	as� obyvatel'stva

je slobodn� �ne�ije v man�elstve�"
�� Vo ve�tiarni sedia vedl'a seba tri bohyne� Pravda� Lo� a M�dros�� Pravda

v�dy hovor� pravdu� Lo� v�dy klame a M�dros� hovor� tak aj onak �nie�
kedy pravdu� niekedy lo��� Zistite� v akom porad� sedia bohyne� ak po�
stupne odpovedali na ot�zky takto� Kto sed� vedl'a teba" Pravda� Kto
si" M�dros�� Kto sed� vedl'a teba" Lo��

�� Sedem hub�rov nazbieralo spolu ��� h�b tak� �e ka�d� z nich nazbie�
ral in� po	et� Dok��te� �e medzi nimi s� traja tak�� ktor� dohromady
nazbierali aspo� �� h�b�

�� Predstavte si� �e nap��ete v�etky prirodzen� 	�sla od � do � ���� Kol'ko�
kr�t pritom nap��ete 	�slicu �"

 � .�sla na obr�zku znamenaj� vel'kosti obsahov pr�slu�n�ch trojuholn�kov�
Stanovte x� t�j� obsah trojuholn�ka BCD� kde D je stred �se	ky CE�

�����
����	
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�� N�jdite trojcifern� prirodzen� 	�slo� ktor� po vydelen� tromi za sebou
id�cimi jednocifern�mi 	�slami d�va s�	et zvy�kov ���

�� V tombole je ��� �rebov a �� v�hier� M�me dva �reby� Ak� je pravde�
podobnos�� �e v�hra pripadne aspo� na jeden n�� �reb"

��� Stanovte po	et �es�cifern�ch prirodzen�ch 	�siel� ktor� nie s� delitel'n�
ani jedn�m z 	�siel ��� �!"

��� Z dostato	ne vel'k�ho po	tu po�tov�ch zn�mok s hodnotami � a � sa
daj� sklada� r)zne hodnoty� Ak� je najv���ia hodnota� ktor� sa ned�
vytvori� kombin�ciou t�chto dvoch hodn)t"

��� Kol'ko je mo�nost� pridelenia �tyroch �tudentov na presk��anie trom
u	itel'om� ak po�adujeme�

� aby ka�d� �tudent bol presk��an� aspo	 jedn�m u	itel'om&
� aby ka�d� �tudent bol presk��an� pr�ve jedn�m u�itel�om&
� aby ka�d� u	itel' presk��al aspo	 jedn
ho �tudenta&
� aby ka�d� u	itel' presk��al pr�ve jedn
ho �tudenta�

�!� Kol'ko usporiadan�ch troj�c prirodzen�ch 	�sel �x� y� z � vyhovuje vz�ahu
x � y � z � ���"

��� Dok��te� �e existuje pr�ve jeden trojuholn�k� ktor�ho d/�ky str�n s� tri
po sebe id�ce prirodzen� 	�sla a jeho jeden vn�torn� uhol je dvojn�sob�
kom druh�ho�

��� Dok��te� �e 	�slo �n �n je prirodzen�� sa ned� nap�sa� ako s�	et nie�
kol'k�ch za sebou id�cich prirodzen�ch 	�siel�

��� Nech p je l'ubovol'n� prvo	�slo v+	�ie ako !� Dok��te� �e ak 	�slo pn m�
pr�ve �� ci�er� potom niektor� tri z nich s� rovnak��

� � Medzi dvan�stimi duk�tmi je jeden falo�n� �nem� rovnak� hmotnos�
ako ostatn��� Stanovte postup� ak�m n�jdete tento falo�n� duk�t naj�
viac tromi v��eniami na rovnoramenn�ch v�hach� ak nie s� k dispoz�cii
�iadne z�va�ia�

Z
vere�n� presved�enie
Ak sa zamysl�me nad z�kladn�mi povinnos�ami zodpovedn�ho u	itel'a

matematiky z kon�truktivistick�ho pohl'adu vedenia vyu	ovania a �t�dia
�kolskej matematiky m)�eme zv�razni� niektor� jeho podstatn� a nena�
hraditel'n� �lohy�

� Intenz�vne ovl�danie z�kladn�ch matematick�ch te(ri�� ktor� s� z��
kladom didaktick�ho syst�mu �kolskej matematiky spolu so �peci�c�
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k�m uplat�ovan�m pedagogicko�psychologick�ch z�sad a vyu	ovac�ch
postupov i v�eobecn�ch z�konov u	enia sa�

� Vytrval� akt�vna schopnos� didakticko�pedagogicky sk�ma�� rozpra�
c�va� a s tvorivou systematickos�ou vo vyu	ovacom procese realizo�
va� tematiku �kolskej matematiky s prihliadnut�m na vek� �tudijn�
a pracovn� prostredie i schopnosti �iakov�

� Uplat�ovanie 0exibiln�ch a variabiln�ch vyu	ovac�ch i �tudijn�ch po�
stupov pre �iakov s r)znymi vzdel�vac�mi potrebami v individu�l�
nom� 	innostnom a celostnom v�chovno�vzdel�vacom pr�stupe�

� Spr�stup�ovanie matematiky ako vhodne popularizovanej a kladne
motivovanej �peci�ckej l'udskej civiliza	no�kult�rnej aktivity� ktor�
odhal'uje rozmanitos�� pravidelnos� a vz�jomn� prepojenos� spozn��
van�ch abstraktn�ch �trukt�r odr��aj�cich svet� v ktorom �ijeme
a vytv�rame my�lienkov� modely�

Matematika je veda� ktor� d�va najlep�iu pr�le�itos� pozorova� proces
myslenia a m� tu prednos�� �e pri jej pestovan� nadob�dame cvik v me�
t�de rozumov
ho uva�ovania� ktor
 m��e by� potom pou��van
 na �t�dium
ktor
hokol�vek predmetu �G� P(lya�� Matematick� myslenie n�m sprostred�
k�va vz�ah medzi zmyslov�m a nadzmyslov�m svetom� Matematika n�m
pom�ha pochopi� obrovsk� rozmanitos� jednotlivost� sveta� D)sledn�m
zmyslupln�m veden�m vyu	ovania �kolskej matematiky m)�eme prispie�
va� k zu�l'ach�ovaniu l'udsk�ch du�� matematickou kult�rou�

Kr
tky apendix
Zd� sa mi� �e spom�nan� kon�truktivistick� pr�stup ku vzdel�vaniu

vel'mi p)sobivo a vtipne vystihol u� Galileo Galilei ����� % ������ 1Nem��
�ete nikoho ni� nau�i�� M��ete mu prinajlep�om pom�c�� aby to s�m v sebe
na�iel�2

L i t e r a t � r a


�� Hejn	� M� a kol�� Dvacet p�t kapitol z didaktiky matematiky� PedF UK� Praha ���	�


�� Hejn	� M� � Ku�ina� F�� D�t�� �kola a matematika� Port�l� Praha �����


�� Freudenthal� H�� Mathematik als p dagogische Aufgabe� Klett�Verlag� Stuttgart
�����


	� Jedin�k� D�� Dok�!eme� !e sa ned�� Rozhledy M�F� ro�� �� ������� �� �� s� �	����
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�� Jedin�k� D�� Odvaha i rozvaha pre dokazovanie v �kolskej matematike� MFI� ro�� ��
���������� �� 	� s� ��������


�� Jedin�k� D�� Percent� s
 zradn� ��sla pomern�� Rozhledy M�F� ro�� �� ������� �� ��
s� ������


�� Jedin�k� D�� Vhodn� predstava � cesta k 
spechu �aj pri �t
diu matematiky�� MFI�
ro�� �	 ����	����� �� �� s� ��������


�� Jedin�k� D�� "lohy �kolskej matematiky� ktor�ch rie�enie m�m r�d� U�itel matema�
tiky� ro�� �	 ������� �� � ����� s� ������


�� Ku�ina� F�� Realismus konstrukt�vn�ch p��stup� k vyu�ov�n� matematice� In� Ve�
deck� �t
die KU� ro�� �� �� �� s� 	��	�� Ru!omberok �����


��� Ku�ina� F� � P
lp�n� Z�� Podivuhodn� sv�t element�rn� matematiky� Academia�
Praha �����


��� Lok�ov�� I� � Lok�a� J�� Pozornost� motivace� relaxace a tvo�ivost d�t� ve �kole�
Port�l� Praha �����


��� Pern	� J�� Konstruktivizmus ve vyu�ov�n� matematice� In� Matematika v �kole dnes
a zajtra �zborn�k z konferencie� s� �����	��� Ru!omberok� PdF KU� �����


��� P�lya� G�� Mathematics and plausible reasoning� Princeton University Press� Prin�
ceton ���	�


�	� P�lya� G�� Mathematical discovery I�� II� � John Wiley # Sons� New York � London
����� �����


��� Turek� I�� Inov�cie v didaktike� MPC� Bratislava �����

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��! a ���� jejich� zad�n� byla zve�ejn
na ve t�et�m
	�sle tohoto �� �� ro	n�ku na�eho 	asopisu�

�loha ���
Ur	it� obnos men�� ne� ���� K	 je rozd
len do deseti 	�slovan�ch hro�

m�dek �v cel�ch korun�ch�� p�i	em� plat��

% Kdy� z �� hrom�dky odebereme desetinu p��slu�n� 	�stky a p�id�me ji
ke �� hrom�dce�

% pak ze �� takto zv
t�en� hrom�dky odebereme desetinu p��slu�n� 	�stky
a p�id�me ji ke !� hrom�dce�
� � �
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% pak z �� takto zv
t�en� hrom�dky odebereme desetinu p��slu�n� 	�stky
a p�id�me ji k ��� hrom�dce�

% a� nakonec z takto zv
t�en� ��� hrom�dky odebereme desetinu p��slu�n�
	�stky a p�id�me ji k �� hrom�dce�

pak bude ve v�ech hrom�dk�ch t�� obnos�

Kolik K	 bylo v jednotliv�ch hrom�dk�ch p�vodn
 a kolik nakonec"

Stanislav Tr�vn��ek

�e�en��
Ozna	me x�� x�� � � � � x�� p�vodn� 	�stky v jednotliv�ch hrom�dk�ch a c

	�stku� kter� z�stane v ka�d� hrom�dce nakonec� Z�ejm
 plat�

x� � x� � � � � � x�� � ��c�

Vzhledem k zad�n� �lohy je pak ��c � ���� K	� tedy

c � ���K	�

Ozna	me y 	�stku� kterou p�esuneme z druh� hrom�dky na t�et�� Potom
ve druh� hrom�dce byla po prvn�m kroku 	�stka ��y� zbyla 	�stka �y � c�
tedy y � �

	
c� Ve t�et� hrom�dce pak po p�id�n� 	�stky ve druh�m kroku

bude x� � �

	
c� po odebr�n� 	�stky ve t�et�m kroku tam zbyde 	�stka

c �
�
��

�
x� �

�
�
c

�
�

Odtud x� � c a ve t�et�m kroku p�esouv�me na 	tvrtou hrom�dku op
t
	�stku �

	
c � y�

Tyto �vahy zopakujeme d�le pro 	tvrtou a� des�tou hrom�dku a do�
staneme

x� � x� � � � � � x�� � c

a v posledn�m kroku p�esouv�me na prvn� hrom�dku 	�stku �

	
c � y� Potom

bude v prvn� hrom�dce 	�stka

�
��
x� �

�
�
c � c�
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Odtud

x� �
��
��
c�

V prvn�m kroku jsme tedy z prvn� hrom�dky na druhou p�esouvali
	�stku

�
��
x� �

�
��
c�

na druh� hrom�dce pak byla 	�stka

x� �
�
��
c � ��y �

��
�
c�

Odtud

x� �
��
��
c�

Na jednotliv�ch hrom�dk�ch tedy byly 	�stky

x� �
��
��
c� x� �

��
��
c� x� � x� � � � � � x�� � c�

Vzhledem k tomu� �e podle zad�n� jsou tyto 	�stky celo	�seln� a c �
� ��� K	� plat� nutn
 c � �� K	� Nyn� je t�eba je�t
 ov
�it� zda m��
�eme p�esouvan� sumy vyj�d�it pomoc� dostupn�ch minc� 	i bankovek�
V prvn�m kroku se p�esouv� 	�stka � K	� ve druh�m �� K	� v dal��ch pak
	�stky � K	� co� lze�

P�vodn
 byly v jednotliv�ch hrom�dk�ch 	�stky

x� � ��K	� x� � ��K	� x� � x� � � � � � x�� � ��K	

a na konci byla na ka�d� hrom�dce 	�stka �� K	�

Spr�vn� �e�en� zaslaliMiloslav H�bsch z Prahy �� Jan �apek z G v Duch�
cov
� David Kla�ka� Samuel ��ha� Jana �ormov�� Adam Zemek a Bohuslav
Zmek� v�ichni z G v Brn
� t�� Kpt� Jaro�e� Miroslav Klimo�� Lucie Mohel�
n�kov�� Eli�ka Nekvapilov� a Tom�� Toufar� v�ichni z GMK v B�lovci� Jan
Mat�jka z G v .esk�ch Bud
jovic�ch� J�rovcova�Martin Mich�lek z GJKT
v Hradci Kr�lov�� Josef Ond�ej z G v Ro�nov
 pod Radho�t
m a Alena
Peterov� z G v Dobru�ce�
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�loha ���
Obd�ln�k ABCD o rozm
rech m�n je rozd
len na mn jednotkov�ch

	tverc�� Uva�ujme libovoln� syst�m p��mek� v jejich� sjednocen� le�� v�ech�
ny vrcholy zm�n
n�ch jednotkov�ch 	tverc� s v�jimkou bodu A� Doka�te�
�e ka�d� takov� syst�m obsahuje alespo� m� n p��mek�

Jarom�r �im�a

�e�en��
Dan� obd�ln�k um�st�me do kart�zsk� sou�adnicov� soustavy s po	�tkem

v bod
 A tak� �e cel� le�� v jej�m prvn�m kvadrantu� M�me uk�zat� �e ka�d�
syst�m p��mek� jejich� sjednocen� obsahuje v�echny body z mno�iny

M�n�m� �
n
�x� y�&x � f�� �� � � � � ng� y � f�� �� � � � �mg� x� y � �

o

a neobsahuje bod ��� ��� se skl�d� alespo� z m�n p��mek� Libovoln� sys�
t�m p��mek� jejich� sjednocen� obsahuje v�echny body mno�iny M�n�m�
a neobsahuje bod A � ��� ��� budeme d�le naz�vat M�n�m��syst�m�

De�nici mno�iny M�n�m� m��eme zobecnit i na p��pady� kdy n
kter�
z 	�selM�n�m� je rovno �� Toti�M��� �� je pr�zdn� mno�ina� pro p�irozen�
	�sla m a n pak polo��me

M�n� �� � f��� ��� ��� ��� � � � � �n� ��g

M���m� � f��� ��� ��� ��� � � � � ���m�g

Libovoln� M��� ���syst�m pak nemus� obsahovat ��dnou p��mku� V p���
pad
 p�irozen�ho 	�sla n mno�ina M�n� �� obsahuje n r�zn�ch bod�� kter�
le�� na p��mce proch�zej�c� bodem ��� ��� ��dn� p��mka M�n� ���syst�mu
nem��e proch�zet dv
ma r�zn�mi body mno�inyM�n� ��� proto�e by jinak
proch�zela tak� bodem ��� ��� Proto se M�n� ���syst�m skl�d� z alespo� n
p��mek� Podobn
 se M���m��syst�m skl�d� z alespo� m p��mek� Tvrzen�
p��kladu jsme tak uk�zali pro p��pady� kdy n
kter� z 	�sel m� n je rovno
nule�

Nech� m a n jsou d�le p�irozen� 	�sla� Uva�ujme body mno�iny
M�n�m�� kter� le�� na obvodu obd�ln�ku ABCD� tj� body z mno�iny O

O �
n
�x� ��� x � f�� �� � � � � ng

o
�
n
�x�m�� x � f�� �� � � � � ng

o
�

�
n
��� y�� y � f�� �� � � � �mg

o
�
n
�n� y�� y � f�� �� � � � �mg

o
�
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Nech� p��mka obsahuje alespo� t�i body z O� potom na n� le�� jedna ze
stran obd�ln�ku ABCD� Pokud tato p��mka pat�� do M�n�m��syst�mu�
mohou na n� le�et pouze strany stran BC� CD� tj� jedn� se bu# o p��mku
x � n� nebo y � m�

P�edpokl�dejme� �e do M�n�m��syst�mu nepat�� p��mky x � n a y �
� m� Potom ka�d� z p��mek tohoto syst�mu proch�z� nejv��e dv
ma body
z ��m � n� � � bod� mno�iny O� tedy do tohoto syst�mu pat�� alespo�
m� n p��mek�

Nyn� uva�me situaci� kdy n
kter� z p��mek BC� CD pat�� do M�n�m��
syst�mu� Obecn
ji p�edpokl�dejme� �e existuj� cel� nez�porn� 	�sla
k � f�� �� � � � � ng� l � f�� �� � � � �mg� tak� �e p��mky x � k a y � l
do M�n�m��syst�mu nepat��� kde�to ka�d� z �m � n � k � l� p��mek
x � k � �� x � k � �� � � � � x � n a y � l � �� y � l � �� � � � � y � m
do tohoto M�n�m��syst�mu pat��� Tyto p��mky nemaj� ��dn� spole	n�
bod s mno�inou M�k� l�� Ale podle p�edchoz�ho se M�k� l��syst�m skl�d�
z alespo� k � l p��mek� tedy i v tomto p��pad
 se M�n�m��syst�m skl�d�
z �k � l� � �m� n� k � l� � m� n p��mek� T�m je �loha dok�z�na�

Pozn�mka �� Sjednocen� soustavy n p��mek x � k� k � f�� �� � � � � ng a sou�
stavy m p��mek y � l� l � f�� �� � � � �mg obsahuje mno�inu M�n�m�� tedy
m�n je nejlep�� doln� odhad po	tu p��mek libovoln�ho M�n�m��syst�mu�

Pozn�mka �� V��e uveden�m zp�sobem �lohu �e�ili v�ichni sout
��c�� kte��
m
li �pln� �e�en��

Spr�vn� �e�en� zaslali Jan Kus� a Tom�� Toufar� oba z GMK v B�lovci�
Jan M�ca z G v T�eb�	i� Josef Ond�ej z G v Ro�nov
 pod Radho�t
m�
Libor Peltan z G v .esk�ch Bud
jovic�ch� .esk� a Josef Tkadlec z GJK
v Praze�

Ne�pln� �e�en� zaslalMiloslav H�bsch z Prahy �� Jan �apek z G v Duch�
cov
 a Li Mang z GChD v Praze�

Pavel Cal�bek
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