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Co lze a co nelze odvodit aneb trochu

jinak o axiomatick�ch syst�mech

IVAN CHAJDA

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

Ji� �adu let se v odborn�ch �asopisech diskutuje ot�zka automatick�ho
�tj� pomoc� po��ta�e	 dokazov�n�� Neform�ln
 �e�eno� je�li d�n n
kter�
jazyk �predik�tov� logiky prvn�ho ��du	 obsahuj�c� symboly prom
nn�ch�
symboly operac� a relac�� a je�li d�n n
jak� syst�m z�kladn�ch pravidel�
tj� axiom
� jak s t
mito symboly zach�zet� vznik� ot�zka� zda lze ka�dou
formuli tohoto jazyka� kter� je pravdiv�m v�rokem� ze syst�mu axiom

odvodit� Tato �loha nen� nep�edstaviteln� pro st�edo�kolsk�ho studenta�
ale pr�v
 naopak� Student� ovl�daj�c� pr�ci s po��ta�em� se nap�� p�i �e�en�
dom�c�ho �kolu �i dokonce �lohy Matematick� olympi�dy m
�e zamyslet
nad ot�zkou� zda by ne�lo tuto �lohu �vhodn
 zadat� a o�ek�vat� �e ji
po��ta�ov� program roz�e�� s�m�

Odmysleme se pro jednoduchost od techniky formalizace a po��ta�ov�ho
software� a pokusme se naj�t odpov
� na ot�zku� zda takov� probl�m je �i
nen� �e�iteln� formalizovan�m apar�tem�

Nejprve se vra�me k pojmu axiomatick� syst�m� P�edpokl�dejme� �e
je d�n n
kter� jazyk predik�tov� logiky prvn�ho ��du obsahuj�c� pot�ebn�
symboly operac�� funkc�� relac� a prom
nn�ch� Nech� je d�n axiomatick�
syst�m v tomto jazyce� Dotazujeme�li se u st�tn�ch z�v
re�n�ch zkou�ek
adept
 u�itelstv� matematiky na vlastnosti axiomatick�ch syst�m
� zpra�
vidla odpov�daj�� �e to jsou� nez�vislost� �plnost a bezespornost� Pon
kud
hor�� je to ji� s odpov
d� na dotaz� kter� axiomatick� syst�m t
chto vlast�
nost� znaj�� Pokus�m se zde vn�st jasno do t�to problematiky�
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Pokud by axiomatick� syst�m nebyl bezesporn�� pak by v n
m platil
n
kter� v�rok P i jeho negace P � Jeliko� pro ka�d� v�rok Q �t�ho� jazyka	
je pravdiv� v�rok P��P � Q� �lo by v takov�m syst�mu dok�zat jak�koliv
v�rok tohoto jazyka� co� je zjevn� nesmysl� Tedy axiomatick� syst�m�
kter� nen� bezesporn�� nen� pou�iteln�� M�me�li d�n n
kter� axiomatick�
syst�m� m
�eme se o jeho bezespornosti p�esv
d�it tak� �e nalezneme jeho
model� Jako p��klad lze uv�st axiomatick� syst�m teorie grup� Nech� L je
jazyk� obsahuj�c� symboly � � �� �� � a symboly prom
nn�ch x� y� z� � � � �
logick� spojky a kvanti�k�tory� Axiomatick� syst�m lze pak zvolit takto�

x � �y � z	 � �x � y	 � z

x � � � x

� � x � x

�x � y tak� �e x � y � � a y � x � �

Jeho modelem je libovoln� grupa �v aditivn� notaci	� T�m je ov
�eno� �e je
bezesporn��

Co se t�k� nez�vislosti jednotliv�ch axiom
 axiomatick�ho syst�mu�
jedn� se sp��e o technickou ot�zku� kter� nem� z�sadn� vliv na n�� probl�m�
a proto se nez�vislosti axiom
 zde nebudeme v
novat�

Kl��ovou ot�zkou tedy z
st�v� �plnost axiomatick�ho syst�mu� Teorii
�dan�ho jazyka L	 naz�v�me �plnou �viz nap�� ���	� jestli�e z ka�d�ch dvou
v�rok
 Q a �Q jazyka L lze v t�to teorii aspo� jeden dok�zat �tedy sporn�
syst�m je v�dy �pln� 	� Tento term�m ��pln�� pak aplikujeme nejen na
tuto teorii� ale i na axiomatick� syst�m� na n
n� je zalo�ena�

Nech� je tedy AS axiomatick� syst�m formulovan� v n
kter�m jazyce
L� a nech� je T n
kter� v�rok jazyka L� Lze v�dy u�it�m AS a odvozova�
c�ch pravidel rozhodnout� zda je �i nen� T pravdiv� v�rok! Pro jednodu�
chost v�kladu p�edpokl�d�m� �e �ten�� v�� jak� jsou odvozovac� pravidla
pou��van� logiky� Nech� Teor�AS� ozna�uje mno�inu v�ech pravdiv�ch
v�rok
� odvozen�ch z AS �nap�� v uveden�m axiomatick�m syst�mu te�
orie grup �ten�� jist
 snadno odvod� pravdiv� v�roky � � � � � nebo
�x � y	 � �z � v	 � x � �y � �z � v			� Pt�me se tedy� zda v�dy T �
� Teor�AS� nebo �T � Teor�AS�� Student� ovlivn
n� pou��v�n�m po���
ta�e zpravidla sympatizuje s n�zorem� �e tomu tak je �jde �jen� o to� jak
po��ta� nau�it dokazovat� a on jist
 po n
jak� dob
 rozhodne o platnosti
v�roku T 	� Pro studenta to m
�e b�t p�ekvapen�m� ale pro vyu�uj�c�ho
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by nem
lo b�t p�ekvapen�m� �e odpov
� na uvedenou ot�zku je obecn

negativn�� alespo� za jist�ch �ale zcela p�irozen�ch	 okolnost�� To nyn�
up�esn�me�

#ten��� kter� je obezn�men s jazykem aritmetiky v�� �e aritmetiku lze
axiomatizovat pomoc� tzv� Peanov�ch axiom
� Ozna�me P tuto teorii ja�
zyka prvn�ho ��du dopln
n�ho o symboly ��� � � � � pro aritmetick� ope�
race� symboly prom
nn�ch� symbol rovnosti ��� a symbol ��� �pro ��slo
nula	� V roce $%�� dok�zal Kurt G�del tzv� v
tu o �plnosti predik�tov�
logiky prvn�ho ��du�

V�ta � �G&delova v
ta o �plnosti	
V ka�d�m jazyce predik�tov� logiky prvn�ho ��du jsou v
tami �tj� prav�

div�mi v�roky	 pr�v
 ty formule� kter� jsou logicky odvoditeln�mi�
V roce $%�$ pak tent�� matematik vyslovil a dok�zal v
tu o nerozhod�

nutelnosti teorie P � viz �$��

V�ta � �G&delova v
ta o nerozhodnutelnosti aritmetiky	
Je�li teorie P bezesporn�� pak jazyk L obsahuje formuli V � kter� je

neodvoditeln� z P � a tak� jej� negace �V je neodvoditeln� z P �

Neboli� plyne odtud �e v aritmetice budou existovat formule� o kter�ch
nelze rozhodnout� zda jsou nebo nejsou pravdiv�� Z�v
r je tedy n�sleduj�c��
je�li jazyk L natolik �bohat��� �e obsahuje symboly aritmetiky� a axioma�
tick� syst�m AS natolik �bohat��� �e obsahuje Peanovy axiomy� pak v�dy
existuj� v L formule� o jejich� pravdivosti ��i dokazatelnosti� odvoditel�
nosti	 nelze v r�mci AS rozhodnout �v�ce se �ten�� m
�e dozv
d
t nap��
v monogra�i E� Mendelsona ���	�

#ten��i se m
�e zd�t� �e tento z�v
r je pon
kud pesimistick�� P�ece
naprost� v
t�ina na�ich teori�� kter� v matematice studujeme� obsahuje
p�inejmen��m aritmetiku� a tedy i nerozhodnuteln� formule� Je to vskutku
tak� a proto naivn� v�ra typu �po��ta� dok��e jednou odvodit v�e� nem
�e�
obrazn
 �e�eno� p�ekro�it sv
j vlastn� st�n�

Ov�em situace je je�t
 slo�it
j��� Jak ji� bylo �e�eno� o bezespornosti
teorie se p�esv
d��me t�m� �e najdeme jej� model� Teorii P pova�ujeme
za bezespornou� nebo� �ten�� jist
 zn� jej� model� co� jsou nap�� p�irozen�
��sla se zn�mou aritmetikou �v p��sn
 logick�m smyslu ale ani bezespornost
teorie P nen� t�mto zcela garantovan�� viz nap�� ��� nebo ���	� Tento model
je samoz�ejm
 nekone�n�� jak plyne bezprost�edn
 z Peanov�ch axiom
�
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Ov�em ji� v letech $%$� a� $%$% dok�zali T� Skolem a L� L&wenheim �viz
�(�� ���	 dv
 z�sadn� v
ty� jejich� d
sledkem je n�sleduj�c� tvrzen��

V�ta � �Skolem�L&wenheimova	
M��li teorie jazyka prvn�ho ��du nekone�n� model� pak m� model libo�

voln� nekone�n� mohutnosti�
Jeliko� je N� � f�� $� (� �� � � �g s operacemi ���� � � � nekone�n�m spo�

�etn�m modelem aritmetiky P � plyne z t�to v
ty� �e existuj� i nespo�etn�
modely aritmetiky� kter� se naz�vaj� nestandardn� modely� M�sto N� m
�
�eme nap�� uva�ovat mno�inu R� v�ech nez�porn�ch re�ln�ch ��sel� #te�
n�� se snadno p�esv
d��� �e pro tuto mno�inu op
t plat� v�echny axiomy
aritmetiky� Av�ak tato mno�ina je nespo�etn�� tedy tento model je nestan�
dardn�� Uva�ujme nyn� formuli

�x � y tak� �e x � y � y�

Tato formule je z�ejm
 pravdiv�m v�rokem v aritmetice nez�porn�ch re�l�
n�ch ��sel� ale je nepravdiv�m v�rokem v aritmetice ��sel p�irozen�ch� Je
tedy nerozhodnutelnou formul� v r�mci na�� teorie P �

Pokud �ten��e p�edchoz� v
ta zaujala� nech�m k �vaze pozn�mku� kter�
ji� �nadzvedla ze �idle� nejednoho matematika� #ten�� jist
 v�� �e te�
orii mno�in lze axiomatizovat nap�� Hilbert�Bernaysov�m axiomatick�m
syst�mem� Tedy tato teorie m� nekone�n� model� a dle v
ty Skolem�
L&wenheimovy m� i model nekone�n� spo�etn�� Av�ak �ten�� se v kurzu
teorie mno�in jist
 u�il Cantor
v diagonaliza�n� proces� kter�m mj� do�
kazoval� �e mno�ina v�ech podmno�in nekone�n� spo�etn� mno�iny nen�
spo�etn�� Tak�e� v��en� �ten��i� je toto tvrzen� ve sporu s v
tou Skolem�
L&wenheimovou! Nen� nakonec ta matematika p�ece jen mnohem slo�it
j��
ne� jej� fragment� kter� lze formalizovan
 zpracov�vat v�po�etn� technikou
se so�stikovan�m software !

A na z�v
r� P��kladem teorie �a tedy i axiomatick�ho syst�mu	� kter�
je �pln� a bezesporn� je nap�� klasick� dvouhodnotov� v�rokov� logika�
Zasv
cen
j�� �ten�� zajist� v�� �e jej�m modelem je ka�d� Booleova algebra�

L i t e r a t u r a

��� G�del� K�� �ber formal unentscheidelbare S	tze der Principia Mathematica und
verwander Systeme
 Monatsch
 Math
 Phys
 ��
������ ��� � ���
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��� L�wenheim� L�� �ber M�glichkeiten in Relativkak�l
 Math
 Ann
� ��
������ ��� �
���


��� Mendelson� E�� Introduction to Mathematical Logic
 D
 Van Nostrand� ����

��� Skolem� T�� Logisch�kombinatorische Untersuchungen �ber die Erf�llbarkeit oder

Beweisbarkeit mathematischer S	tze nebst einem Theoreme �ber dichte Mengen

Skrifter Vidensk� Kristiania� �
������ � � ��


��� Tarski� A�� �vod do logiky
 Academia� Praha ����


P�stov�n� samostatnosti v matematice

STANISLAV TR�VN��EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

C�le edukace �v�chovy a vzd
l�n�	 v matematice lze shrnout takto� )�k
�i student �d�le jen ���k�	 m�

a	 z�skat pro danou �kolu stanoven� znalosti matematick�ch pojm
 a me�
tod� schopnosti a zru�nost uv
dom
le a samostatn
 je pou��vat*

b	 um
t pou��vat matematick� modely p�i �e�en� probl�m
 mimo matema�
tiku*

c	 zvl�dnout na dan� �rovni p�esn� matematick� my�len� a vyjad�ov�n��
pochopit a nau�it se pou��vat matematick� p��stup k probl�m
m a situ�
ac�m i mimo matematiku �kriti�nost� racion�ln� my�len�� exaktn� pr�ce
atd�	
Spole�n�m po�adavkem t
chto bod
 je� �e chceme� aby ��ci dovedli

samostatn� matematicky uva�ovat a samostatn� v matematice pracovat�
A tak je v samostatnosti tr�nujeme �alespo� si to mysl�me	 nap�� zad��
v�n�m dom�c�ch �kol
� a kontrolujeme� jak u� um� samostatn
 pracovat�
nap�� p�semkami� Nebude na �kodu si o tom pop�em��let�

V�choz� p�edpoklady
Vyj�d�en�m� �e ��k pracuje �m� pracovat	 samostatn
� m�me zpravi�

dla na mysli stav� kdy� ��k vykon�v� posloupnost r
zn�ch matematick�ch
operac�� v�etn
 operac� my�lenkov�ch� ani� by mu p�itom radila druh�
osoba� Nejde v�ak o stavy ano + ne* m
�eme toti� mluvit o m��e samo�
statnosti� kdy� ��k �e�� �lohu podle p�semn� p�edlohy obdobn� �lohy� je
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m�ra samostatnosti men�� ne� v p��pad
� �e si koncepci �e�en� �lohy vy�
tv��� s�m� Pojem samostatnosti pr�ce m� nav�c n
kolik r
zn�ch kvalitativ�
n�ch stup�
 podle zam
�en� �e�en�ch �loh a probl�m
 �od rutinn�ch �loh
a� po aktivn� �lohy a probl�my v r�mci uplat�ov�n� didaktick�ho kon�
struktivizmu	 a tak� podle disponibiln�ch pom
cek �u�ebnice� pozn�mky�
kalkul�tory� po��ta�e a dal��	� Nap�� p�i p�semk�ch jsou povoleny �n
kdy	
kalkul�tory� u dom�c�ch �loh i u�ebnice a se�ity�

)�ci dovedou samostatn
 a �sp
�n
 v matematice pracovat� maj��li
k tomu �ty�i navz�jem souvisej�c� p�edpoklady� motivaci� porozum�n� l�tce�
znalosti a sebed�v�ru� P�itom si mus�me uv
domit� �e ani zde nejde o bi�
n�rn� maj� + nemaj�� ale �e ka�d� ��k m� ka�d� z t
chto p�edpoklad
 jen
v ur�it� m��e� n
kdo v�ce� n
kdo m�n
 �ale pat�� sem i extr�mn� p��pady	�
a v ur�it� kvalit
�

#astou� ale pasivn� motivac� k samostatn� pr�ci je donucen�� kdy� se
p��e p�semka� tak je ��k donucen pracovat samostatn
� U dom�c�ho �kolu
u� to tak b�t nemus� + jsou spolu��ci� od kter�ch se d� opsat� jsou rodi�e
a star�� sourozenci� Patrn
 nejlep�� a aktivn� motivac� je touha po uzn�n��
co� je element�rn� vrozen� rys �lov
ka� Ka�d� �lov
k pot�ebuje v
d
t a po�
tvrzovat si� �e je uzn�v�n� Tato touha jemn
 podporovan� a usm
r�ovan�
u�itelem a rodi�i by m
la v�st k ��kovu odhodl�n�� to p�ece zvl�dnu� ne�
d�m se zahanbit 

Co je to porozum�n� l�tce a co se p�i tom d
je v hlav�ch ��k
� to �pln

nev�me� i kdy� v posledn�ch letech bylo dosa�eno zna�n�ho pokroku p�i
studiu mechanizmu pozn�vac�ho procesu� M�me v�ak p�edstavu� �e vznik�
po dobr�m vysv
tlen� l�tky� p�isp�v� k n
mu aktivizov�n� pozn�vac�ho pro�
cesu vyu�it�m didaktick�ho konstruktivizmu a prohlubuje se procvi�ov��
n�m l�tky a jej�m uv�d
n�m do nov�ch souvislost�� Zpravidla se pova�uje
za uspokojiv� stav porozum
n�� kdy� ��k dovede odpov�dat na ot�zky �i
pokyny s ur�it�m d�lem entropie + neur�itosti �ne moc mal�m� ne moc vel�
k�m	� Pokyn� �,ekni vzorec pro �a� b	�� neobsahuje ��dnou neur�itost*
ze spr�vn� odpov
di nepozn�me� jestli ��k l�tce rozum�� ale jen to� jestli
po�adovan� vzorec pat�� mezi jeho znalosti� Ot�zka� �Kolik spole�n�ch
bod
 a v jak� poloze mohou m�t dv
 kru�nice!� je jin�� ne� se obvykle
pt�me a u� v sob
 m� jistou neur�itost� kterou ��k mus� �e�it t�m� �e
si sem transformuje obvyklou ot�zku na vz�jemnou polohu dvou kru�nic
�a je�t
 m
�e p�ib�t jeden p��pad� kdy� ob
 kru�nice maj� t�� polom
r	�
Tady u� testujeme porozum
n� d�l�� ��sti l�tky o kru�nic�ch� D�le je v�ak
je�t
 t�eba uv��it� �e uv
dom
l� pou��v�n� n
jak� matematick� metody
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znamen� dvoj� porozum
n�� jednak rozum
t samotn� metod
 a jednak ro�
zum
t tomu� v jak� situaci lze �b�v�� m
�e b�t	 vhodn� danou metodu
pou��t� Nap�� je t�eba u dan� �lohy poznat� �e je vhodn� pou��t k jej�mu
�e�en� soustavu dvou rovnic o dvou nezn�m�ch a jednak je t�eba zn�t
zp
soby �e�en� takov� soustavy� i kdy� m� t�eba m�n
 obvykl� tvar�

#asto ml�ky + ke �kod
 ��k
 + p�edpokl�d�me� �e se na�i ��ci um
j�
u�it� Ale ruku na srdce + vysv
tlili jsme jim n
kdy �a rad
ji opakovan
	�
jak se maj� matematiku u�it! Mohlo by se zd�t� �e ot�zku znalost� ja�
koby n
kdy teoretici podce�ovali jednostrann�m zd
raz�ov�n� aktivn�ch
prvk
 p�i z�sk�v�n� poznatk
 a v jejich boji proti formalizmu jakoby za�
nikala nezbytnost se matematiku tak� u�it� Av�ak nen� to tak* desatero
didaktick�ho konstruktivizmu �viz nap�� ���	 jasn
 mluv� i o usilovn� pr�c�
pro zvl�dnut� �emesla� do n
ho� tak� pat�� z�sk�n� matematick�ch znalost�
a obratnosti p�i jejich pou��v�n�� nebo� aktivn� pr�ce v matematice m�
smysl a je efektivn�� pr�v
 jen kdy� ��ci maj� pot�ebn� kl��ov� znalosti
�samoz�ejm
 nejl�pe znalosti podlo�en� porozum
n�m	� Nelze br�t za p���
klad studenta� kter� nap�� rozum� n�soben� mnoho�len
� ale ji� zm�n
n�
vzorec pro �a � b	� si nepamatuje a byl by ochoten si ho znovu a znovu
odvozovat�

Od u�itel
 + praktik
 sl�ch�v�me v�ak �ast
ji povzdech na adresu ji�
n�ho typu ��k
� �Sice tomu moc nerozum
j�� ale aspo�� �e se to nau����
Ne� tento v�rok n
kdo zavrhne� m
l by si uv
domit� �e �norm�ln�� �asov�
posloupnost porozum
t + procvi�it + nau�it se� je u mnoh�ch ��k
 obr��
cen�� tj� u�ivo za�nou ch�pat� a� se ho nau�� a procvi��� P�ipus�me tak��
�e existuj� ��ci� kte�� pro n
 trochu slo�it
j��mu u�ivu u� nejsou schopni
porozum
t� Maj� rezignovat na matematiku nebo se maj� alespo� nau�it
�vzore�ky� a nau�it se tak� prob�ran� u�ivo pou��vat� i kdy� t�eba nap
l
form�ln
! V
t�ina u�itel
 d� jist
 p�ednost druh� mo�nosti� ale nevzd�v�
u nich boj o dosa�en� rozumn�ho stupn
 porozum
n�� N
kte�� ��ci necht
j�
ch�pat matematiku programov
 a p�ipad� jim jednodu��� nau�it se u�ivo
jen mechanicky �tj� necht
j� vynakl�dat �sil� nutn� k pochopen� matema�
tiky a prost
 ��kaj�� �e na to nemaj�	� Zku�enost p��le�itostn�ch u�itel
�
kte�� takov� ��ky dou�uj� �na ��dost jejich rodi�
	� b�v� takov�� �e jde
o norm�ln� d
ti� jen jsou z minul�ch �koln�ch let do ur�it� m�ry matema�
ticky zanedban� a proto nech�pou a ani necht
j� ch�pat nov� u�ivo�

V�jime�n
 se vyskytuj� i u�itel�� kte�� jsou sice r�di� kdy� jejich ��ci
u�ivu rozum
j�� ale jde jim hlavn
 o to� aby um
li po��tat� Pak d�vaj�
nap�� p�i �e�en� troj�lenky se z�pisem�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �%$



�� - � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �" kg
$�� - � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � x kg

tuto praktickou radu� �napi�te x � zlomek� kde v �itateli je sou�in �daj
�
kter� jsou ve stejn�m ��dku a sloupci jako x a ve jmenovateli �daj zb��
vaj�c��� Toto pravidlo m
�e v ��c�ch n
jakou dobu setrvat� ale pokud je to
jedin� informace o troj�lence� kterou d� u�itel ��k
m� je to �patn� + a to
nejen kv
li nep��m� �m
rnosti�

I sebed�v�ra je k samostatn� pr�ci nutn�� aby se p�ed �e�en�m zadan�
�lohy ��k neob�val� �e ho �ek� n
jak� t�sniv� nezn�mo� a neb�l se do n�
pustit� Z�sk�n� sebed
v
ry nemus� b�t pro ��ka snadn�� proto�e sebed
v
ra
b�v� ovocem �sp
ch
� Nej��inn
j�� pro jej� zvy�ov�n� jsou pocity v�t
zstv�
nad �lohami + �j� jsem to zvl�dl � Proto bychom m
li d�vat ��k
m� kte��
si teprve buduj� svou sebed
v
ru v matematice zejm�na takov� �koly� aby
nebyly nad jejich s�ly� ale aby jejich zvl�dnut� jim dalo pr�ci a aby se
tedy jejich �sp
�n
 vynalo�en� pr�ce realizovala ve vzr
stu sebed
v
ry�
Samoz�ejm
 jako �sp
chy p
sob� i u�itelovy pochvaly a p
kn� zn�mky
�chv�len� rodi�i	� Za situace� kdy na �kol�ch na jednu pochvalu p�ipad�
deset napomenut�� umo��uje proto dobr� u�itel i slab��mu ��kovi pro��t
p�i vhodn� p��le�itosti pocit usp
chu t�m� �e je ho za �i relativn
 nevelk�	
mimo��dn� v�kon pochv�l��

Na druh� stran
 za�it� zklam�n� ��zase jsem to nezvl�dl�	 sebed
v
ru
velmi oslabuj� nebo podlamuj� a mohou v�st a� k pochybnostem o inteli�
genci ��ka� Zejm�na pro introverty� kte�� jsou v tomto citliv
j��� to m
�e
b�t bludn� kruh a pot�ebuj� pomoci� Odborn�ci v�ak rad� �viz nap�� �(�	�
�Nikdy nevych�zejte z toho� �e inteligence je p�ev��n
 vrozen�� Nedovolte�
aby takov� p�edstava potla�ovala sebev
dom� va�ich d
t�� Nerezignujte��

Chceme tedy po ��c�ch� aby �p�i dom�c�ch �loh�ch� p�i p�semk�ch� atd�	
pracovali samostatn
� Od ��k
 v�ak nem
�eme o�ek�vat� �e se nau�� sa�
mostatn
 pracovat sami od sebe� m
l by je to u�it n
kdo� kdo profesn
 v��
jak na to� tedy jejich u�itel matematiky� Ale nau	ili jsme je samostatn�
pracovat
 M
li bychom je to nau�it ve �kole� Jestli�e ��ci u�ivu v podstat

rozum
j� a absolvovali uk�zkov� �lohy a ��ste�n� procvi�en� u�iva� m
�e
p�ij�t na �adu n�cvik samostatn� pr�ce�

Samostatn	 pr
ce
)�ci se relativn
 �asto dost�vaj� do situace� kdy nev
d�� jak d�l� Maj�

subjektivn� pocit� �e na dan� nebo vznikl� probl�m nesta�� sami� �e si
musej� nechat poradit� Na jedn� stran
 je t�eba vytvo�it klima� aby se
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neb�li po��dat o radu� na druh� stran
 to znamen�� �e pot�ebuj� vy���
my�lenkovou aktivitu� hlub�� pochopen� l�tky a tvrdou pr�ci� aby byli p�i
probl�mech �odoln
j��� ���� Nejlep�� p��le�itost� u�it se samostatn
 praco�
vat a vyzkou�et si tuto svou schopnost maj� ��ci v ��sti vyu�ovac� jednotky
nazvan� samostatn� pr�ce�

Pou��vaj� se v pr
b
hu vyu�ovac�ch hodin a ��ci p�i nich samostatn

p�semn
 �e�� r
zn� matematick� �lohy� �asto spojen� i se samostatn�m
rozhodov�n�m o dal��m postupu� Ov
�uj� si tak� ani� by jim p�itom hro�
zilo �patn� hodnocen� nebo zn�mka� nakolik u� nov� a ��ste�n
 procvi�en�
u�ivo pochopili a nakolik s n�m dovedou samostatn
 pracovat �zpravidla
v�ak ve stylu vzorov� �lohy	� Jestli�e ��k nev�� jak d�l� m
�e se zeptat u�i�
tele� ale hlavn�m c�lem ��ka nen� dopo��tat konkr�tn� �lohu� ale uv
domit
si� pro� se �zasekl�� co nev
d
l a co by u� p���t
 v
d
t m
l� Samostatn�
pr�ce vykon�vaj� tedy ��ci bez p��m� ��asti u�itele� ale dle jeho zad�n�
a s jeho p�ipravenost� pomoci v p��pad
 pot�eby� Mohou m�t formu indi�
vidu�ln�� skupinovou nebo kolektivn��

P�i individu�ln� samostatn� pr�ci ka�d� ��k �e�� sv
j �kol samostatn
�
V�ichni ��ci mohou m�t stejn�� nebo m
�e b�t zad�no n
kolik variant�
nebo ka�d� ��k m
�e �e�it jinou �lohu� Takov� pr�ce jsou nejvydatn
j���
ale tak� nejn�ro�n
j�� na p��pravu a organizaci� U�itel toti� nem
�e po
zad�n� pr�ce jen �ekat na v�sledky� ale mus� pr
b
h pr�ce sledovat a kon�
trolovat� Kontrola pr
b
hu samostatn� pr�ce ��k
 se prov�d� sou�asn

s jejich individu�ln�m veden�m� U�itel sleduje pr�ci ��k
 �obch�z� t��du	�
v��m� si postupu jejich pr�ce� spr�vnosti� pohotovosti a prov�d
n�ch zkou�
�ek� Ponech�v� ��k
m zna�nou volnost� ale na druh� stran
 porad� t
m�
kte�� v n
kter�m kroku uv�zli� Je tu z�rove� p��le�itost v
novat se v�ce
i rozv�jen� a prohlubov�n� znalost� talentovan�ch ��k
 t�m� �e dostanou
n�ro�n
j�� �koly a �e se od nich bude vy�adovat kvalitn
j�� �e�en��

P�i skupinov� samostatn� pr�ci se ��ci maj� nau�it ve skupin�ch spo�
le�n
 �e�it probl�my + prodiskutovat zp
sob �e�en�� rozd
lit si pr�ci� kon�
frontovat �e�en� r
zn�ch ��k
� spole�n
 formulovat z�v
ry� Jde tady �nebo
m
�e j�t	 vlastn
 o n�cvik t�mov� pr�ce� jej�� znalost + vzhledem k poz�
d
j��mu vstupu ��k
 do praktick�ho �ivota� v n
m� se t�mov� spolu�
pr�ce uplat�uje� je rovn
� mimo��dn
 d
le�it�� �U�itel mus� ov�em vy�
brat vhodn� �lohy�	 Rozhodn
 v�ak tento druh samostatn� pr�ce nesm�
prob�hat tak� �e jeden ��k ve skupin
 �lohu �e�� a ostatn� jeho �e�en� opi�
suj�� B
hem pr�ce postupuje u�itel jako v p�edchoz�m p��pad
 a sleduje
komunikaci v jednotliv�ch skupin�ch�
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P�i kolektivn� samostatn� pr�ci je pracovn�m kolektivem cel� t��da� jed�
notliv� ��ci navrhuj� zp
sob �e�en�� dal�� se k tomu vyjad�uj�� opravuj��
zlep�uj� a v�ichni pak na probl�mu pracuj�� U�itel pom�h� organizovat
rozpravu a pozorn
 sleduje jej� pr
b
h� m
�e d�vat i impulzy k dal��mu
rozv�jen� �e�en��

Po skon�en� pr�ce u�itel je�t
 zkontroluje� kdo nem� pr�ci dokon�enu
a kdo ano a s jak�m v�sledkem� Kontrolu v�sledk
 m
�e prov�d
t tak� �e

+ prohl�dne �e�en� jednotliv�ch ��k
 �nejspolehliv
j��� ale n�ro�n� na �as
a organizaci	�

+ vyvol� jednoho nebo v�ce ��k
� kte�� sd
l� sv� �e�en� �postup a v�sledek	
a ostatn� si s t�m porovnaj� sv� �e�en�� u�itel pak zjist�� kdo to m� jinak
a podle situace reaguje�

+ provede kontrolu jin�m syst�mem �speci�ln� u�ebny� speci�ln� pom
c�
ky	�

U�itel pak samostatnou pr�ci celkov
 zhodnot� a m
�e i pochv�lit +
nap�� kdy� vyhodnot� slab��ho ��ka� kter� pracoval mimo��dn
 pe�liv
 a se
z�jmem� je takov� hodnocen� pro ��ka zaslou�en�m povzbuzen�m� Samo�
statn� pr�ce v
ak nejsou sou	�sti klasi�ka	n�ho hodnocen�� n�br� v�cviku�
jej�m ��elem nen� klasi�kace Nebylo by vhodn� klasi�kac� samostatn�
pr�ce ��k
 poru�it ovzdu�� naprost� d
v
ry k u�iteli� kter� je tu nezbytn��
m��li se ��k bez obav dotazovat a ��dat o radu bez nebezpe��� �e za to
bude nep��zniv
 hodnocen�

Pokud u�itel je�t
 samostatn� pr�ce ��k
 neprov�d
l� mus� na n
 ��ky
nejprve zvyknout� Prvn� etapou m
�e b�t kolektivn� pr�ce t��dy �bez ��ka
u tabule	� jak je uvedeno v��e� kdy st��dav
 v�dy n
kter� ��k nahlas ��k��
jak v �e�en� postupovat d�l� Nebo m
�e j�t o polosamostatnou pr�ci� kdy
u�itel �e�en� na tabuli za�ne �ve spolupr�ci se t��dou	 a ��ci je samostatn

dokon���

Pro �plnost dodejme� �e jin�mu ��elu slou�� i jin� typy samostatn�ch
prac�� nap�� v�zkumn� pr�ce� v�etn
 prac� propedeutick�ho charakteru�
p�ipravuj�c� zaveden� nov�ho pojmu� )�ci tak� mohou ov
�ovat platnost
r
zn�ch pravidel a vzorc
� o hledat vztahy zat�m pro n
 nezn�m� nebo
konat r
zn� matematick� experiment�ln� pr�ce�

N
kdy m
�e j�t i o docela kr�tk� samostatn� pr�ce� u�itel se nemus� z���
kat ani trocha humoru� � Nap�� autor p�ed lety zadal p�i motivaci pojmu
v��ka troj�heln�ku a pr
se��k v��ek v �� t��d
 jako kolektivn� samostatnou
pr�ci �lohu� �Sestrojte libovoln� ostro�hl� troj�heln�k ABC a d�le se�
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strojte pro ka�d� vrchol kolmici spu�t
nou na prot
j�� stranu troj�heln�ku�
Pozorujete n
co zvl��tn�ho!� Kdy� ��ci kon�ili v se�itech r�sov�n�� u�itel
pokra�oval� �Ty t�i kolmice ke stran�m se naz�vaj� v��ky troj�heln�ku� Vi�
d�te� �e v�m tyto v��ky vytvo�ily uvnit� troj�heln�ku ABC takov� mal�
troj�heln��ek�� )�ci souhlasn
 pokyvovali hlavou a n
kte�� dokonce sv
j
obr�zek upravovali� aby jejich troj�heln��ek byl hez��� �Ale je�li spr�vn

r�sov�no� ��dn� troj�heln��ek nevznikne� proto�e v�echny t�i v��ky ve sku�
te�nosti proch�zej� jedn�m bodem� spole�n�m pr
se��kem v��ek�� Odezva
byla velmi vesel� a �iv�� ale pr�ce pokra�ovala� �Te� si sestrojte libovoln�
tupo�hl� troj�heln�k KLM a d�le sestrojte pro ka�d� vrchol v��ku� tj�
kolmici spu�t
nou na prot
j�� stranu troj�heln�ku� Pozorujete n
co zvl��t�
n�ho!� )�ci se usm�vali� proto�e u� po��tali s t�m� �e v��ky op
t p
jdou
jedn�m bodem� ale mnoz� tento bod nemohli hned naj�t + le�el vn
 troj�
�heln�ku� A pak je�t
 n�sledoval p��pad troj�heln�ku pravo�hl�ho� Nebo
v jin� hodin
 u�itel nar�soval ka�d�mu ��kovi v se�it
 kruhov� oblouk
�s r
zn�mi polom
ry� r
zn�ch d�lek a bez vbodnut� kru�idla	 s �kolem�
Nalezn�te st�ed p��slu
n� kru�nice a kru�nici dor�sujte�

Zpravidla v�ak b�vaj� zvoleny �lohy� jejich� �e�en� trv� d�le� a kdy u�itel
m� v�ce �asu sledovat sv� ��ky p�i pr�ci a podle pot�eby poradit�

Uve�me je�t
 p��klad skupinov� samostatn� pr�ce� kter� prob
hla t��
v �� t��d
 po probr�n� pot�ebn�ch parti� u�iva� Jednalo se o n�cvik t��
mov� pr�ce� ne�lo v�ak o z�vod mezi skupinami� U�itel p�edem p�ipra�
vil v�kresy jednoduch�ch velk�ch tiskac�ch p�smen s k.tovan�mi rozm
ry
�okraje p�smen byly slo�eny jen z �se�ek a oblouk
 kru�nice	 a n
kolik
kr�tk�ch n�pis
 �slo�en�ch zhruba z $� p�smen	� P�i samostatn� pr�ci
byly v�kresy um�st
ny na tabuli �nebo mohou b�t reprodukov�ny a p�e�
d�ny jednotliv�m skupin�m	 a ka�d� skupina dostala zad�n jeden n�pis�
/kolem skupiny bylo tento n�pis ve vhodn�m m
��tku nar�sovat a d�le
zjistit jeho hmotnost pro p��pad� �e by p�smena byla zhotovena z plechu
zadan� tlou��ky a ze zadan�ho materi�lu� P�i v�po�tech si ��ci ve sku�
pin�ch rozd
lili p�smena� ka�d� �e�il sv� �p��padn
 za vz�jemn� pomoci
nebo poradil u�itel	� nakonec provedli spole�nou kontrolu a kompletaci
v�sledk
� Ka�d� ��k nesl svou ��st odpov
dnosti za �sp
ch cel� skupiny�

Dom
c� �koly
Pokra�ujme v na�ich �vah�ch o samostatn� pr�ci ��k
� tentokr�t v do�

m�c�m prost�ed�� V syst�mu �koln� v�uky m� pravideln� zad�v�n� dom��
c�ch �kol
 sv� nezastupiteln� m�sto a proto je t�eba v
novat jim pot�ebnou
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pozornost� aby jejich vypracov�n� p�in��elo po�adovan� vzd
l�vac� efekt�
Pojednejme o nich proto komplexn
ji�

Zad�vaj� se dom�c� �koly t�� druh
�

+ /kol� kter�m se m� dokon�it p�edchoz� v�uka �dopo��tat rozpracova�
nou �lohu� nar�sovat obr�zek� p�epsat si z u�ebnice v
ty nebo vzorce�
apod�	� Nem
lo by v�ak b�t pravidlem� �e u�itel nest�h� probrat v ho�
din
 napl�novanou l�tku a �e zbytek v�dy zad� za dom�c� �lohu�

+ /lohy� kter�mi se procvi�uje probran� u�ivo nebo kter� s u�ivem jinak
souvisej�� Toto je nej�ast
j�� typ dom�c�ch �kol
 a lze jej pova�ovat i za
tr�nink na p�semky�

+ /koly� kter�mi se p�ipravuje p���t� v�uka �n
co zjistit� vypsat� vypra�
covat zvl��tn� p��pad budouc�ho u�iva apod�	�

Pro pr�ci s dom�c�mi �koly v prost�ed� domova je vhodn� d�t ��k
m
rady i r
zn� technick� doporu�en�� jako nap���

+ Je vhodn� zpracovat dom�c� �kol je�t
 v den zad�n�� dokud m� ��k
v�echno je�t
 v �erstv� pam
ti a den p�ed v�ukou ho je�t
 proj�t a zkon�
trolovat�

+ Pro pr�ci na �kolu si vytvo�it �asov� podm�nky* nepokou�et se na �kolu
pracovat v �asov�m stresu� neodkl�dat pr�ci a� na pozdn� ve�er�

+ Vytvo�it si podm�nky pohody v pr�ci* c�tit se v dobr� fyzick� i du�
�evn� kondici� pracovat s�m �sama	 v klidn�m prost�ed�� ne s hudbou
odv�d
j�c� pozornost� ne p�i sledov�n� televize apod�

+ /kol zpracovat co nejpe�liv
ji a vypracovan� �kol si znovu proj�t a zkon�
trolovat�

Uve�me n
kter� p�edpoklady pro efektivitu cesty k dosa�en� c�l
 dom��
c�ch �kol
 �prom��len� probl�m
� procvi�ov�n�� v�cvik samostatn� pr�ce�
zopakov�n� u�iva� po�etn� a gra�ck� praxe	�

a	 Dom�c� �koly by m
ly b�t zad�v�ny pravideln
�
b	 Dom�c� �koly je t�eba zad�vat v�as �ne a� p�i zazvon
n�	� aby bylo

dost �asu a klidu pro zad�n� a p��padn� vysv
tlen� �i pokyny i pro
jejich zaznamen�n��

c	 Rozsah �kolu by m
l b�t p�im
�en� �jeho vypracov�n� by ��k
m st�ed�
n�ch �kol nem
lo trvat v�ce ne� �� minut	�

d	 Ulo�en� �koly by m
ly b�t st�edn
 obt��n� a rozmanit�ho druhu �tj� ne
v�dy jen na form�ln� �pravy a v�po�ty	�
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e	 Zad�n� by m
lo b�t zcela jasn�� aby ��k nem
l doma pochybnosti� co m�
vlastn
 d
lat� V p��pad
 pot�eby by u�itel m
l p�i zad�v�n� dom�c�ho
�kolu d�t ��k
m srozumiteln� pokyny� jak si maj� po��nat�

f	 Vypracovan� dom�c� �kol by m
l obsahovat text zad�n� �ne jen odkaz
na zad�n�	� aby p�i pozd
j��m opakov�n� l�tky bylo ��kovi z�ejm�� co
vlastn
 �e�il�

g	 Dom�c� �koly je t�eba kontrolovat� zda jsou vypracov�ny� zda jsou
spr�vn
 a zda byly zpracov�ny samostatn
� P�i v
t��m po�tu z�vad je
t�eba spr�vn� postup vysv
tlit ��k
m dodate�n
 a p��padn
 zadat jin�
podobn� �kol�

h	 Dom�c� �koly by m
ly p�isp
t k tomu� aby se ��ci nau�ili pracovat
s u�ebnic��

i	 Ob�as mohou b�t zad�v�ny i �dobrovoln� dom�c� �koly�� jejich� �e�
�en� se o�ek�v� + ale nevynucuje + od ��k
� kte�� cht
j� z matematiky
zn�mku $� resp� (�

Origin�ln� �e�en� v�dy ocen�me� p��padn
 na m�st
 vyhodnot�me� v �em
je lep�� ne� zp
sob probran� ve �kole a v �em jsou jeho nedostatky �nap��
�e postihuje jen zvl��tn� p��pad	� K hled�n� jin�ch �e�en� m
�eme ��ky
i vyzvat� �,e�ili �po��tali	 jsme to takto � � � � zkuste to i jinak �

U dom�c�ch �kol
 by m
l u�itel vy�adovat lep�� form�ln� �rove� ne�
u �koln�ch p�semek� Podcen
n� tohoto faktoru vede k tomu� �e ��ci si zvyk�
nou prov�d
t sv� z�pisy nedbale a pak v nich ztr�cej� orientaci� co� vede
k chyb�m a i k nezvl�dnut� �e�en�� Na druh� stran
 se v�ak nesm� u�i�
tel spokojit jen s p
kn
 zapsan�m dom�c�m �kolem� ale mus� p�ehl�dnout
i v
cnou spr�vnost� N
kte�� u�itel� se omezuj� jen na to� �e + t�eba v pr
�
b
hu vyu�ovac� hodiny + v�dy jenom zb
�n
 oviduj� v�sledky� a tak se
m
�e jejich vidovac� zna�ka objevit i u ��sti s v
cn�mi chybami� )�ci pak
reaguj� logicky� sta�� to napsat p
kn
� o spr�vnost u� tak nejde� Ani v��
m
na se�it
 mezi ��ky a jejich vz�jemn� kontrola nen� dostate�n�� #as
od �asu si mus� u�itel se�ity vybrat a prov�st jejich d
kladn
j�� kontrolu�
v�etn
 dom�c�ch �kol
� Je vhodn�� kdy� kvalitu vypracovan�ch dom�c�ch
�kol
 p�itom slovn
 ohodnot��

P�i t�to p��le�itosti se zmi�me i o �koln�ch se�itech� U�itel by m
l ��k
m
poradit a radit� jak si je v�st a jak s nimi pracovat� jak se s jejich pomoc�
u�it� Kl��em k �sp
chu v matematice je soustavn� pr�ce a se�it by tedy m
l
b�t jedn�m z ��kov�ch pomocn�k
� Z toho plyne nutnost spr�vnosti a �pl�
nosti z�pis
� jejich p�ehlednosti� gra�ck� �rovn
 �nap�� r�me�ky� podtr�en��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �%'



barevn� vyzna�en� apod� + to v�e m
�e b�t sou��st� samostatn� dom�c�
p��pravy	� )�ci se tak mohou u�it pozn�vat a rozli�ovat� co je podstatn�
a co ne� co� je velmi d
le�it� schopnost i pro �ivot�

N
kte�� u�itel� ohodnocuj� �pravu se�it
 jednou zn�mkou za �tvrtlet��
Dom�c� �koly v�ak nelze hodnotit jako p�semky� nelze je klasi�kovat� a to
p�edev��m z toho d
vodu� �e nelze rozumn
 ov
�it� nakolik byly zpracov��
v�ny samostatn
 + jak u� jsme p�ipomn
li� jsou tu spolu��ci� star�� sou�
rozenci� rodi�e + tak�e ze spr�vn� napsan�ho dom�c�ho �kolu nelze �init
��dn� hodnov
rn� z�v
ry�

U�itel by m
l v
novat zv��enou pozornost dom�c�m �kol
m slab��ch
��k
 a ��k
 po del�� absenci a pomoc� kontroln�ch dotaz
 zjistit� zda
��ci �e�ili zadan� �kol spr�vn
 a samostatn
� N
kte�� u�itel� vol� ob�as
tuto mo�nost kontroly samostatnosti + dom�c� �kol na po��tku hodiny
nekontroluj�� ale p�ed koncem hodiny nap��� p�semnou prov
rku na �lohy
podobn�� jako byly v minul�m dom�c�m �kolu�

)�ci by se m
li v�dy dozv
d
t� jak� byl u dom�c�ho �kolu spr�vn� po�
stup a v�sledek� To je tak� zpravidla obsahem ��sti hodiny �Kontrola
dom�c�ch �kol
�� V p��pad
 v
t�� skupiny ��k
� kte�� n
kter� �lohy �e�ili
�patn
 nebo se omlouvaj�� �e si nev
d
li rady� je t�eba bez ohledu na napl��
novan� obsah vyu�ovac� hodiny doty�n� �lohy znovu vysv
tlit a vy�e�it�

Zkou�en�
O tom� jak dovedou jeho ��ci samostatn
 pracovat� se u�itel p�esv
d�uje

pozorov�n�m ��k
 a t�� formou p�semn�ho a �stn�ho zkou�en�
Kdy� u�itel probere a procvi�� n
jak� tematick� celek� mus� se p�esv
d�

�it� zda jeho ��ci u�ivo zvl�dli a nakolik dovedou samostatn
 �e�it �lohy
vztahuj�c� se k tomuto tematick�mu celku� To lze nejl�pe prov�st tak� �e
se nap��e tematick� p�semka� kterou maj� ��ci vypracovat absolutn
 sa�
mostatn
� Pro zaji�t
n� samostatnosti pr�ce a klidu p�i pr�ci je vhodn�
posadit ��ky do lavic po jednom� To v�ak �asto nen� mo�n� a tak se p��
semky zad�vaj� ve v�ce verz�ch� zpravidla ve dvou� A a B� Jestli�e toti� dva
��ci ve stejn� lavici �e�� tut�� �lohu� tak je tato okolnost v podstat
 ru��
v pr�ci� nebo� je to l�k� k zv
dav�mu nakukov�n� k sousedovi + jak je u�
daleko! postupoval jako j�! m� stejn� v�sledek! Toto jsou je�t
 nevinn�
ot�zky� V na�ich kon�in�ch v�ak mezi ��ky je�t
 nevzniklo ani �estn� ani
konkuren�n� prost�ed�� tak�e n
kte�� ��ci maj� snahu na�erpat inspiraci pro
svou dal�� pr�ci ve sv�m okol� a pova�uj� i p��m� opisov�n� p�i p�semk�ch
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a pos�l�n� tah�k
 s �e�en�m za kladn� v�raz solidarity� Je tedy na u�iteli�
aby podm�nky pro samostatnost pr�ce ��k
 zajistil�

/stn� zkou�en� nesm�me redukovat jen na such� zji��ov�n�� zda vyvolan�
��k dovede �e�it zadan� �kol samostatn�� u�itel by tu m
l fungovat trochu
jako od po��ta�
 zn�m� syst�m HELP� Tedy ��ku� kter� to pot�ebuje� by
m
l p�i zkou�en� pomoci� popostr�it ho� t�eba mu i n
co �ve spolupr�ci se
t��dou	 vysv
tlit� n�vodn�mi ot�zkami a vhodn�mi pomocn�mi p��klady
ho p�ev�st p�es �skal� �e�en� �lohy a p�itom vn�mat v�echny rozm
ry jeho
v�konu� Pak samoz�ejm
 vyhodnotit a spravedliv
 ocenit� jak ��k p�isp
l
k �e�en� �lohy� Za zcela nevhodn� lze pova�ovat k�o� syst�m pro rychl�
z�sk�v�n� zn�mek� Jako p��klad uve�me postup n
kter�ch u�itel
� vyvolaj�
k tabuli t�eba � ��ky najednou� ka�d� dostane zadan� p��klad a po��t�
jej na tabuli �pro� ne! ale jde t�m o druh p�semky	� Po n
kolika minut�ch
u�itel pr�ci zastav�� vyvolan� ��ci dostanou zn�mky podle stavu v�po�t

a ti� co v �e�en� z n
jak�ch d
vod
 brzo uv�zli �pot�ebovali popostr�it	
maj� p
tky� A to v�e tento u�itel nazve �stn� zkou�en��

Kontroln� p�semky na porozum�n� �open 
 book exams�
Pod�vejme se nyn� na samostatnost z jin� strany* tato ��st se t�k� nejen

matematiky� Mnoz� u�itel� jsou toho n�zoru� �e ide�ln� ��k um� v�echno
u�ivo zpam
ti� M� sice tak� u�ebnici a se�it� ale tyto pom
cky pou��v�
�asto jen proto� aby s jejich pomoc� zpam
ti zvl�dal de�nice matematic�
k�ch pojm
 a r
zn� v
ty� vzore�ky a pravidla�

Rozv�jen� pam
ti �v�ech druh
 pam
ti	 ��k
 je samoz�ejm
 jeden z v��
znamn�ch �kol
 �koly� Av�ak zbo�n
n� vnit�n� pam
ti a naprost� potla�en�
pou��v�n� pam
t� vn
j��ch ��e�eno po��ta�ovou mluvou	 p�i �stn�m� ale
zejm�na p�semn�m zkou�en� ��k
 nem� oporu v praxi� ani dokonce u dob�
r�ch odborn�k
� Ka�d� odborn�k v n
jak� profesi mus� sice samoz�ejm

zn�t zpam
ti hodn
 o sv� profesi� ale na n
co m� z�znamy� p��ru�ky� ta�
bulky� po��ta�ov� programy ad� Nap��klad tlumo�n�k mus� m�t samoz�ejm

pot�ebnou slovn� z�sobu pohotov
 ve sv� pam
ti� ale jen z oboru tlumo�en��
P�ekladatel t�� mus� zn�t jazyk dokonale� ale stejn
 nahl��� do slovn�k

a p��ru�ek� chce�li� aby v�sledek jeho pr�ce m
l vysokou kvalitu� V praxi
se p�i pr�ci b
�n
 pou��vaj� r
zn� pom
cky ti�t
n� �slovn�ky� p��ru�ky�
tabulky� v�kresy� sch�mata	� ve form
 po��ta�ov�ch v�stup
 i ve form

p�semn�ch �i gra�ck�ch pom
cek a z�znam
� kter� si vyhotov� sami pra�
covn�ci� Tyto p�semnosti tedy slou�� p��mo p�i pr�ci a nikoli jako prost�edek
k u�en� se zpam
ti� Z�le�� ov�em na oboru a na postaven� pracovn�ka�
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Jestli�e se zam��l�me nad vztahem �koly a praxe a chceme pos�lit tento
vztah p�i vzd
l�v�n� ��k
� zapom�n�me �asto na metody pr�ce� kter� se
podstatn
 uplat�uj� v praxi� a �e by se s t
mito metodami mohli ��ci
setk�vat u� ve �koln�ch lavic�ch�

Sv
�� obm
nou tradi�n�ch p�semek jsou kontroln� p�semky na porozu�
m�n� �open � book exams	� P�i nich se nekontroluje� co a kolik si toho ��ci
pamatuj�� ale jak probran�mu u�ivu porozum
li a dovedou ho aplikovat p�i
�e�en� �loh� Podstata zvl��tn�ho postaven� t
chto p�semek spo��v� v tom�
�e ��ci p�i nich mohou pou��vat u�ebnici i �nebo	 sv� pozn�mky a je to
jen jin� verze jejich samostatn� pr�ce�

Tento postup vlastn
 nejl�pe odpov�d� situaci v praxi� kde velmi �asto
nen� nutno� aby si �lov
k v�echno pamatoval* znovu zopakujme + n
co
mus� zn�t a um
t zpam
ti� ale n
kdy je t�eba si ud
lat pozn�mky� ov
�it si
v literatu�e postupy a vzorce nebo zjistit chyb
j�c� �daje� Mus� tedy v
d
t�
kde pot�ebnou informaci nalezne a jak si s n� m� po��nat�

Tyto p�semky tak sou�asn
 vyv�jej� tlak na ��ky� aby si psali sv� po�
zn�mky p�ehledn
� srozumiteln
 a na dobr� gra�ck� �rovni� a aby se nau�ili
orientovat v u�ebnici� P�itom se z�rove� u��� proto�e si mohou uv
domit
souvislosti� kter� jim p�i �norm�ln�m� u�en� unikaly� Kdo v�echno zn�
a um� bezpe�n
 i zpam
ti� t�m l�pe pro n
j�

Nov� situaci musej� b�t p�izp
sobeny i zadan� �lohy� Je t�eba samo�
z�ejm�� �e nem� smysl zad�vat stejn� �lohy� jako ji� byly �e�eny ve �kole �i
doma nebo �lohy velmi podobn�� Je vhodn� volit �lohy kombinovan�� ale
sp��e do ���ky ne� do hloubky� Nap�� v analytick� geometrii jsou d�ny t�i
vrcholy troj�heln�ku v rovin
 a maj� se zjistit d�lky jeho stran� t
�nic a v��
�ek� st�ed a polom
r kru�nice opsan�� Zpravidla sta�� obvykl� dv
 verze A�
B� i kdy� pro klid p�i pr�ci m
�e b�t �i v jin�ch p��padech	 ��eln�� aby
soused� zleva doprava i zp�edu dozadu m
li r
zn� zad�n�� na co� sta�� �
verze�

Jinou alternativou� mo�n� i l�pe odpov�daj�c� situaci v praxi� je� �e si
��ci nap�� b
hem t�dne p�ed p�semkou mohou napsat p�semnou pom�cku
��tah�k�	 a p�i p�semce mohou tuto pom
cku pou��vat �ale u�ebnici a se�it
u� pak ne	� P�itom musej� b�t d�na pravidla pro zaji�t
n� efektivnosti to�
hoto zp
sobu psan� p�semek� zejm�na je stanoven rozsah a forma pom
cky�
nap�� $ str�nka form�tu A� �i A� �podle rozsahu opakov�n�	 psan� rukou
autorovou a autorem podepsan�� P�i p��prav
 pom
cky si ��k l�tku pro�
jde� ut��d�� uv
dom� si to podstatn�� zjist�� zapamatov�n� kter�ch �daj

mu d
l� pot��e a uklidn� se� Zku�enost ��k�� �e matematicky zdatn
j�� ��ci
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si p��� sv� p�semn� pom
cky jen velmi stru�n� nebo t�eba i v
bec ��dn��
zat�mco slab�� ��ci je p��� ob��rn
j��� tak�e si stanoven� u�ivo vydatn
ji
zopakuj��

P��pravou p�semn�ch pom
cek se ��ci u�� �pro �ivot� p�ipravovat si
�a pou��vat	 p�semn� pozn�mky jako pracovn� pom
cky pro vyhotovov�n�
p�semn�ch zpr�v� �stn�ch zpr�v a odborn�ch sd
len� a zejm�na t�� pro
pou�it� ve vlastn� odborn� pr�ci� )�ci se v�ak ve �kole s touto pro praxi
velmi u�ite�nou �innost� setk�vaj� jen m�lo �v�jimkou je ojedin
l� p��prava
refer�t
	 a vlastn
 jen ileg�ln
 p�i p��prav
 p��sn
 zak�zan�ch tah�k
�
Nicm�n
 um
n� p�ipravit si inteligentn� �tah�k�� tedy vhodnou p�semnou
pom
cku� je pro praxi dosti d
le�it� a je ironi�� �e i zak�zan� tah�k m�
velk� vzd
l�vac� a + promi�te + i v�chovn� v�znam �nen��li ov�em p�i
p�semce pou�it	�

Zp
sob hodnocen� p�semek na porozum
n� se pak samoz�ejm
 li�� od
zp
sobu hodnocen� �norm�ln�ch� p�semek� Nap�� za znalost vzorce nebo
pravidla nez�sk� ��k ��dn� kladn� bod� ale kladn� body z�sk� a� za to� �e
tento vzorec nebo pravidlo um� spr�vn
 pou��t a dobrat se v�sledku�

O tomto kladn�m p
soben� �tah�k
� se autor p�esv
d�il i v prost�ed�
vysoko�kolsk�ho studia p�i mnohalet� v�uce matematick� anal�zy v $� ro��
n�ku na UP v Olomouci� ale i na UTB ve Zl�n
 p�i p�semk�ch� kter� se
v principu nijak neli�ily od p�semek na st�edn� �kole� Zku�enosti jsou jen
dobr�� Krom
 toho� �e se studenti p�i p��prav
 pom
cek u�ili v�echno to� co
je uvedeno v��e� odpadly automaticky i pokusy o podvod �tajn� tah�ky	�
kter� d��ve� bohu�el� nebyly v�jime�n�� a zlep�ily se i v�kony� proto�e stu�
denti se nemuseli tak soust�e�ovat na mechanick� zvl�d�n� text
 a vzorc
�
ale t�m v�ce se museli zam
�it na porozum
n�� logiku v
ci a u�it� �i kdy�
d�ky tomu pak l�pe zvl�dali i slovn� formulace	�

Dokonce i pro �stn� d�l�� zkou�ku v $� ro�n�ku byla vyzkou�ena a za�
vedena mo�nost pou�it� vlastnoru�n
 vypracovan� p�semn� pom
cky na
jednu stranu form�tu A�� na ni� si libovoln�m p�smem mohl ka�d� student
napsat cokoli� P�i zkou�ce pak p�i sv� p�semn� p��prav
 po vyta�en� ot�zky
mohl zkou�en� svou p�semnou pom
cku pou��t� p�i vlastn� zkou�ce u� pak
ne� Jak ji� bylo uvedeno� zkou�ka pak nabyla trochu jin�ho charakteru
a prob
hla na vy��� odborn� �rovni� nap�� spr�vn� formulace p�ipraven�
de�nice nebo v
ty je�t
 �nebodovaly�� ale kladn� hodnocen� z�skal student
a� prok�zal� �e �e�en�mu dob�e rozum�� dovede to vysv
tlit� uv�st sou�
vislosti� p��klad nebo protip��klad� v
tu s porozum
n�m dok�zat� Znalost
st��ejn�ch pojm� a vztah� se ov�em vy�adovala �on line��
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Kontroln� p�semky na porozum
n� �open�book exams	 oproti �norm�l�
n�m� p�semk�m jsou v�znamnou pomoc� tak� na z�kladn�ch a st�edn�ch
�kol�ch� a to nejen pro slab�� ��ky� ale pro v�echny� nebo� se tak p�i p��prav

na p�semku mohou v�ce v
novat matematice �porozum
n� a aplikac�m	 na
�kor mechanick�ho ��prt�n�� + i kdy� samoz�ejm
 jsou v
ci� jako t�eba
p��klad na u�it� Pythagorovy v
ty nebo �e�en� kvadratick� rovnice� kter�
��k p�i vyvol�n� mus� zvl�dnout bez p�semn� pom
cky� V�znam t
chto p��
semek na porozum
n� nen� zat�m zcela docen
n� ale jejich ob�asn� kon�n�
lze pln
 doporu�it�

L i t e r a t u r a

��� Tr�vn�	ek� S�� Oprava p�semek z matematiky
 Skripta� UP Olomouc� ����

��� Lauster� P�� Selbstbewesstsein 
Sv�dom�� Jak z�skat sebejistotu a neztratit cit�


Kni�n� klub� Praha ����

��� Mare
� J�� ��k a jeho vyhled�v�n� pomoci v hodin�ch matematiky
 Dvacet p�t ka�

pitol z didaktiky matematiky
 PdF UK� Praha ����

��� Stehl�kov�� N�� Konstruktivistick� p��stupy k vyu�ov�n� matematice
 Dvacet p�t

kapitol z didaktiky matematiky
 PdF UK� Praha ����


Trinomick� veta

KLEMENT HRKOTA st� � KLEMENT HRKOTA ml�

Piaristick� gymn�zium� Tren��n � Tren�iansk� Univerzita AD� Tren��n� SLOVENSKO

Binomick� koe�cienty
�
n

k

�
� ktor� vystupuj� v binomickej vete

�a � b	n �
nX

k��

�
n

k

�
an�kbk�

vypo��tame zo zn�m�ho vz�ahu�
n

k

�
�

n 
k �n� k	 

�

Pre d0kaz binomickej vety matematickou indukciou m� rozhoduj�ci v��
znam rovnos� �

n

k

�
�

�
n

k � $

�
�

�
n � $
k � $

�
�
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Toto v�etko je mo�n� jednoducho dok�za� a pre mal� n tvori� l1ahko
a r�chlo Pascalov trojuholn�k binomick�ch koe�cientov s��tom

�
n

k

�
�
�

n

k��

�
umiest�ovan�m do nasleduj�ceho riadku Pascalovho trojuholn�ka�

Trinomick� koe�cienty
�
n

k�l

�
vystupuj�ce v trinomickej vete

�a � b � c	n �
nX

k�l��

�
n

k� l

�
an�k�lbkcl �$	

vypo��tame zo vz�ahu

�
n

k� l

�
�

n 
k l �n� k � l	 

�

Pre d0kaz tejto vety matematickou indukciou m� rozhoduj�ci v�znam rov�
nos� �

n

k� l

�
�

�
n

k � $� l

�
�

�
n

k� l � $

�
�

�
n � $
k� l

�
� �(	

�o taktie� mo�no l1ahko dok�za��
D0kaz trinomickej vety u�it�m princ�pu matematickej indukcie vzhla�

dom na n�
�i	 Pre n � � �aj pre n � $	 veta evidentne plat��

�ii	 Nech plat� induk�n� predpoklad �$	� Po��tajme

�a � b � c	n�� � �a � b � c	n � �a � b � c	 �

�

�
nX

k�l��

�
n

k� l

�
an�k�lbkcl

�
� �a � b � c	 �

�

�
nX

k�l��

�
n

k� l

�
an�k�l��bkcl

�
�

�
nX

k�l��

�
n

k� l

�
an�k�lbk��cl

�
�

�

�
nX

k�l��

�
n

k� l

�
an�k�lbkcl��

�
�

nX
k�l��

�
n

k� l

�
an�k�l��bkcl�

n��X
k�l��

�
n

k � $� l

�
an�k�l��bkcl �

n��X
k�l��

�
n

k� l� $

�
an�k�l��bkcl
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Z prvej sumy vy�len�me prv� �len� z �al��ch dvoch s�m vy�len�me
posledn�ch n � ( �lenov� Dostaneme tak�

an�� �

�
nX

k�l��

�
n

k� l

�
�

nX
k�l��

�
n

k � $� l

�
�

X
k�l�n��

�
n

k � $� l

�
�

�
nX

k�l��

�
n

k� l � $

�
�

X
k�l�n��

�
n

k� l � $

�
�

�
an�k�l��bkcl

Pre prv�� druh� a �tvrt� sumu v poslednom v�raze pou�ijeme rov�
nos� �(	 a pre tretiu a piatu sumu l1ahko over�me� �e ak k� l � n� $�
potom s��et trinomick�ch koe�cientov v nich vystupuj�cich je rov�
nak� ako v �(	� tak�e dostaneme�

an�� �

�
nX

k�l��

�
n � $
k� l

�
�

X
k�l�n��

�
n � $
k� l

��
an���k�lbkcl �

�
n��X

k�l��

�
n � $
k� l

�
an���k�lbkcl�

�o sme mali dok�za��
V �al�om uk��eme ako tvori� trinomick� koe�cienty pre �nevel1k�� n

z koe�cientov pre mocninu n� $� Trinomick� koe�cienty zoskupujeme do
trojuholn�kov podl1a nasleduj�cej sch�my�

����
��
��

n � $ n � (
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������
���	
�
�
����

n � � n � �

Pri pohl1ade na trojuholn�ky sa uk��e zjavn� s�vislos�� #�sla v kr���
koch ka�d�ho trojuholn�ka sa ocitn� v pr�slu�n�ch trojuholn��koch nasle�
duj�ceho trojuholn�ka� ktor� m� po stran�ch binomick� koe�cienty a ��sla
vo vn�torn�ch kr��koch s� s��tom patri�n�ch troch koe�cientov �predch��
dzaj�ceho trojuholn�ka	� ktor� dan� kr��ok obklopuj��

Nasleduj�ci obr�zok ukazuje priradenie mocn�n �lenov a� b� c k trino�
mick�m koe�cientom�
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��
��
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K dan�mu koe�cientu prirad�me tie mocniny� ktor�ch �ipky ukazuj� na
jeho poz�ciu� �Napr�klad� $(abc��	

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal�� dvojice �loh na�� pravideln� rubriky� Jejich �e�
�en� za�lete nejpozd
ji do $�� �� (��� na adresu� Redakce �asopisu MFI�
t�� Svobody ("� ''$ �" Olomouc� Jejich �e�en� lze zaslat tak� elektronickou
cestou �pouze v�ak v TEXovsk�ch verz�ch� p��p� v MS Wordu	 na emailovou
adresu� m��upol�cz� Zaj�mav� a origin�ln� �e�en� �loh r�di uve�ejn�me�

�loha ���
,e�te kvadratickou rovnici

x� � �(p � �q	x � pq� � �

s nezn�mou x a s celo��seln�mi parametry p �p �� �	 a q� jej�� ko�eny jsou
tvaru c

p
a c� kde c je cel� ��slo� Zjist
te v�echny mo�n� ��seln� hodnoty

ko�en
�
Stanislav Tr�vn�	ek

�loha ���
Ozna�me K� L� M a N st�edy stran AB� BC� CD a DA konvexn�ho

�ty��heln�ku ABCD� Doka�te� �e z �se�ek KL� KM a KN lze sestrojit
troj�heln�k a vyj�d�ete jeho obsah pomoc� obsahu �ty��heln�ku ABCD�

Jaroslav �vr	ek
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