MATEMATIKA

Co lze a co nelze odvodit aneb trochu
jinak o axiomatickych systémech

IVAN CHAJDA

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Jiz fadu let se v odbornych casopisech diskutuje otazka automatického
(tj- pomoci poéitace) dokazovani. Neformdlné feceno, je-li dan néktery
jazyk (predikatové logiky prvniho ¥adu) obsahujici symboly proménnych,
symboly operaci a relaci, a je-li dan néjaky systém zakladnich pravidel,
tj. axiom, jak s témito symboly zachdazet, vznikd otézka, zda lze kazdou
formuli tohoto jazyka, kterd je pravdivym vyrokem, ze systému axiomi
odvodit. Tato tloha neni neptedstavitelna pro stfedoskolského studenta,
ale pravé naopak. Student, ovladdajici praci s pocitacem, se napr. pii feSeni
doméciho tikolu ¢i dokonce tlohy Matematické olympiady muiize zamyslet
nad otézkou, zda by neslo tuto tlohu ,vhodné zadat“ a ocekavat, ze ji
pocitacovy program roziesi sdm.

Odmysleme se pro jednoduchost od techniky formalizace a poc¢itacového
software, a pokusme se najit odpovéd na otdzku, zda takovy problém je ¢i
neni fesitelny formalizovanym aparatem.

Nejprve se vratme k pojmu axiomaticky systém. Predpoklddejme, Ze
je dan néktery jazyk predikdtové logiky prvniho fadu obsahujici potiebné
symboly operaci, funkci, relaci a proménnych. Necht je ddn axiomaticky
systém v tomto jazyce. Dotazujeme-li se u statnich zavére¢nych zkousek
adeptil ucitelstvi matematiky na vlastnosti axiomatickych systémi, zpra-
vidla odpovidaji, ze to jsou: nezdvislost, uplnost a bezespornost. Ponékud
horsi je to jiz s odpovédi na dotaz, ktery axiomaticky systém téchto vlast-
nosti znaji. Pokusim se zde vnést jasno do této problematiky.
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Pokud by axiomaticky systém nebyl bezesporny, pak by v ném platil
néktery vyrok P i jeho negace P. Jelikoz pro kazdy vyrok @ (téhoz jazyka)
je pravdivy vyrok PA—P = (@, §lo by v takovém systému dokazat jakykoliv
vyrok tohoto jazyka, coz je zjevny nesmysl. Tedy axiomaticky systém,
ktery neni bezesporny, neni pouzitelny. Mame-li dan néktery axiomaticky
systém, miizeme se o jeho bezespornosti presvédcit tak, Ze nalezneme jeho
model. Jako piiklad lze uvést axiomaticky systém teorie grup. Necht L je
jazyk, obsahujici symboly + , —, 0, = a symboly proménnych z, y, z, ... ,
logické spojky a kvantifikatory. Axiomaticky systém lze pak zvolit takto:

r+y+z)=(@+y +z
r+0=z
O+z==2
Vedy tak,ze z4+y=0 a y+x=0

Jeho modelem je libovolna grupa (v aditivni notaci). Tim je ovéfeno, Ze je
bezesporny.

Co se tykad nezavislosti jednotlivych axiomli axiomatického systému,
jednd se spise o technickou otazku, kterd nema zasadni vliv na nas problém,
a proto se nezavislosti axiomi zde nebudeme vénovat.

Klicovou otazkou tedy ziistava tplnost axiomatického systému. Teorii
(daného jazyka L) nazyvame uplnou (viz napt. [4]), jestlize z kazdych dvou
vyrokd @ a =@ jazyka L lze v této teorii aspon jeden dokézat (tedy sporny
systém je vzdy aplny!). Tento termim ,uplny* pak aplikujeme nejen na
tuto teorii, ale i na axiomaticky systém, na nénz je zaloZena.

Necht je tedy AS axiomaticky systém formulovany v nékterém jazyce
L, a necht je T néktery vyrok jazyka L. Lze vidy uzitim AS a odvozova-
cich pravidel rozhodnout, zda je ¢i neni T pravdivy vyrok? Pro jednodu-
chost vykladu predpokldddm, ze ¢tendr vi, jaka jsou odvozovaci pravidla
pouzivané logiky. Necht Teor(AS) oznacuje mnozinu vech pravdivych
vyrokd, odvozenych z AS (napf. v uvedeném axiomatickém systému te-
orie grup Ctendr jisté snadno odvodi pravdivé vyroky 0 + 0 = 0 nebo
(z4+y)+ (z4+v) =2+ (y+ (2 +v))). Ptdme se tedy, zda vzdy T €
€ Teor(AS) nebo —T € Teor(AS). Student, ovlivnény pouzivanim poci-
taCe zpravidla sympatizuje s ndzorem, ze tomu tak je (jde ,jen“ o to, jak
pocitac¢ naucit dokazovat, a on jisté po néjaké dobé rozhodne o platnosti
vyroku T'). Pro studenta to mize byt pfekvapenim, ale pro vyucujiciho
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by nemélo byt prekvapenim, Ze odpovéd na uvedenou otdzku je obecné
negativni, alesponn za jistych (ale zcela pfirozenych) okolnosti. To nyni
upresnime.

Ctenaf, ktery je obeznidmen s jazykem aritmetiky vi, Ze aritmetiku lze
axiomatizovat pomoci tzv. Peanovych axiomii. Ozna¢me P tuto teorii ja-
zyka prvniho fadu doplnéného o symboly ,+“ , ,,-“ pro aritmetické ope-
race, symboly proménnych, symbol rovnosti ,=“ a symbol ,,0¢ (pro ¢islo
nula). V roce 1930 dokdzal Kurt Gadel tzv. vétu o tplnosti predikatové
logiky prvniho fadu:

Véta 1 (Godelova véta o Gplnosti)

V kazdém jazyce predikatové logiky prvniho ¥adu jsou vétami (tj. prav-
divymi vyroky) préavé ty formule, které jsou logicky odvoditelnymi.

V roce 1931 pak tentyz matematik vyslovil a dokazal vétu o nerozhod-
nutelnosti teorie P, viz [1]:

Véta 2 (Godelova véta o nerozhodnutelnosti aritmetiky)
Je-li teorie P bezesporna, pak jazyk L obsahuje formuli V', kterd je
neodvoditelnd z P, a také jeji negace =V je neodvoditelna z P.

Neboli, plyne odtud Ze v aritmetice budou existovat formule, o kterych
nelze rozhodnout, zda jsou nebo nejsou pravdivé. Zavér je tedy nasledujici:
je-li jazyk L natolik ,bohaty“, Ze obsahuje symboly aritmetiky, a axioma-
ticky systém AS natolik ,bohaty“, Ze obsahuje Peanovy axiomy, pak vzdy
existuji v L formule, o jejichZ pravdivosti (¢i dokazatelnosti, odvoditel-
nosti) nelze v ramci AS rozhodnout (vice se Ctendr mize dozvédét napf.
v monografii E. Mendelsona [3]).

Ctenafi se miize zd4t, ze tento zavér je ponékud pesimisticky. Prece
naprostd vétsSina naSich teorii, které v matematice studujeme, obsahuje
prinejmensim aritmetiku, a tedy i nerozhodnutelné formule. Je to vskutku
tak, a proto naivni vira typu ,,pocita¢ dokaze jednou odvodit vSe“ nemiize,
obrazné feceno, prekrocit svlj vlastni stin.
teorie se presvédéime tim, Ze najdeme jeji model. Teorii P povazujeme
za bezespornou, nebot ¢tenaf jisté zna jeji model, coz jsou napt. pfirozend
Cisla se zndmou aritmetikou (v pfisné logickém smyslu ale ani bezespornost
teorie P neni timto zcela garantovand, viz napt. [3] nebo [5]). Tento model
je samoziejmé nekonecny, jak plyne bezprostiedné z Peanovych axiom.
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OvSem jiz v letech 1915 az 1919 dokézali T. Skolem a L. Lowenheim (viz
[2], [4]) dvé zasadni véty, jejichz disledkem je nasledujici tvrzeni:

Véta 3 (Skolem-Lowenheimova)

Ma-li teorie jazyka prvniho fddu nekonec¢ny model, pak ma model libo-
volné nekone¢né mohutnosti.

Jelikoz je Ny = {0,1,2,3,...} s operacemi ,+*, ,,-“ nekoneénym spo-
¢etnym modelem aritmetiky P, plyne z této véty, Ze existuji i nespocetné
modely aritmetiky, které se nazyvaji nestandardni modely. Misto Ny mi-
7eme napf. uvazovat mnozinu R+ viech nezapornych realnych &isel. Cte-
nar se snadno presvédei, ze pro tuto mnozinu opét plati vSechny axiomy
aritmetiky. AvSak tato mnoZina je nespocetnd, tedy tento model je nestan-
dardni. Uvazujme nyni formuli

Vzdy tak,ze x =y +y.

Tato formule je zfejmé pravdivym vyrokem v aritmetice nezapornych real-
nych cisel, ale je nepravdivym vyrokem v aritmetice ¢isel pfirozenych. Je
tedy nerozhodnutelnou formuli v ramci nasi teorie P.

Pokud ¢tenére predchozi véta zaujala, nechdm k Gvaze pozndmku, kterd
jiz ,nadzvedla ze zidle“ nejednoho matematika. Ctendf jisté vi, Ze te-
orii mnozin lze axiomatizovat napf. Hilbert-Bernaysovym axiomatickym
systémem. Tedy tato teorie mé nekonecny model, a dle véty Skolem-
Lowenheimovy mé i model nekoneény spocetny. AvSak Ctendr se v kurzu
teorie mnozin jisté ucil Cantortiv diagonalizac¢ni proces, kterym mj. do-
kazoval, Ze mnozina vSech podmnozin nekone¢né spocetné mnoziny neni
spocetna. Takze, vazeny Ctenafi, je toto tvrzeni ve sporu s vétou Skolem-
nez jeji fragment, ktery lze formalizované zpracovavat vypocetni technikou
se sofistikovanym software 7

A na zavér: Piikladem teorie (a tedy i axiomatického systému), kterd
je uplnd a bezesporna je napt. klasickd dvouhodnotova vyrokova logika.
Zasvécenégjsi ctendr zajisté vi, ze jejim modelem je kazda Booleova algebra.
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Péstovani samostatnosti v matematice

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cile edukace (vychovy a vzdélani) v matematice lze shrnout takto: Zak
¢i student (déle jen ,zak“) ma

a) ziskat pro danou 8kolu stanovené znalosti matematickych pojma a me-
tod, schopnosti a zru¢nost uvédoméle a samostatné je pouzivat;

b) umét pouzivat matematické modely p#i feSeni problémt mimo matema-
tiku;

c¢) zvladnout na dané Grovni presné matematické mysleni a vyjadiovani,
pochopit a naucit se pouzivat matematicky piistup k problémim a situ-
acim i mimo matematiku (kriti¢nost, racionalni mysleni, exaktni prace
atd.)

Spoleénym pozadavkem téchto bodid je, ze chceme, aby zaci dovedli
samostatné matematicky uvazovat a samostatné v matematice pracovat.
A tak je v samostatnosti trénujeme (alespon si to myslime) napt. zada-
vanim domécich tkold, a kontrolujeme, jak uz umi samostatné pracovat,
napf. pisemkami. Nebude na $kodu si o tom popfemyslet.

Vychozi predpoklady

Vyjadienim, Ze zak pracuje (ma pracovat) samostatné, mame zpravi-
dla na mysli stav, kdyz zak vykonava posloupnost rtiznych matematickych
operaci, véetné operaci myslenkovych, aniz by mu pfitom radila druhd
osoba. Nejde vSak o stavy ano — ne; mlzeme totiz mluvit o mife samo-
statnosti: kdyz zak tesi tlohu podle pisemné piredlohy obdobné lohy, je
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mira samostatnosti mensi nez v pripadé, Ze si koncepci feSeni tlohy vy-
tvari sam. Pojem samostatnosti prace ma navic nékolik riznych kvalitativ-
nich stupit podle zamé¥eni feSenych tloh a problémi (od rutinnich dloh
az po aktivni Glohy a problémy v ramci uplathovani didaktického kon-
struktivizmu) a také podle disponibilnich pomticek (u¢ebnice, poznamky,
kalkuldtory, po¢itace a dalsi). Napt¥. pii pisemkach jsou povoleny (nékdy)
kalkulatory, u domacich tloh i uc¢ebnice a sesity.

Zaci dovedou samostatné a sp&iné v matematice pracovat, maji-li
k tomu Ctyti navzajem souvisejici predpoklady: motivaci, porozuméni ldtce,
znalosti a sebedivéru. Pritom si musime uvédomit, ze ani zde nejde o bi-
narni maji — nemaji, ale ze kazdy zdk ma kazdy z téchto predpokladi jen
v uréité mire, nékdo vice, nékdo méné (ale patii sem i extrémni piipady),
a v urcité kvalite.

Castou, ale pasivni motivaci k samostatné praci je donuceni: kdyz se
piSe pisemka, tak je zadk donucen pracovat samostatné. U doméciho tkolu
uz to tak byt nemusi — jsou spoluzaci, od kterych se da opsat, jsou rodice
a starsi sourozenci. Patrné nejlepsi a aktivni motivaci je touha po uznani,
coz je elementarni vrozeny rys ¢lovéka. Kazdy ¢lovék potiebuje védét a po-
tvrzovat si, Ze je uznavan. Tato touha jemné podporovand a usmérnovand
ucitelem a rodic¢i by méla vést k zakovu odhodlani: to prece zvladnu, ne-
dam se zahanbit!

Co je to porozuméni latce a co se pii tom déje v hlavach zakd, to aplné
nevime, i kdyz v poslednich letech bylo dosazeno zna¢ného pokroku pri
studiu mechanizmu poznévaciho procesu. Mame vsak predstavu, ze vznika
po dobrém vysvétleni latky, prispiva k nému aktivizovani poznavaciho pro-
cesu vyuzitim didaktického konstruktivizmu a prohlubuje se procvic¢ova-
nim latky a jejim uvadénim do novych souvislosti. Zpravidla se povazuje
za, uspokojivy stav porozumeéni, kdyz zak dovede odpovidat na otazky ¢i
pokyny s ur¢itym dilem entropie — neurcitosti (ne moc malym, ne moc vel-
kym). Pokyn: ,Rekni vzorec pro (a — b)?“ neobsahuje Zddnou neur¢itost;
ze spravné odpovédi nepozname, jestli zak latce rozumi, ale jen to, jestli
pozadovany vzorec patii mezi jeho znalosti. Otazka: ,Kolik spole¢nych
bodt a v jaké poloze mohou mit dvé kruznice?“ je jina, nez se obvykle
ptdme a uz v sobé ma jistou neurcitost, kterou zadk musi fresit tim, ze
si sem transformuje obvyklou otdzku na vzajemnou polohu dvou kruznic
(a jesté muZe piibyt jeden pifipad, kdyZ obé kruZnice maji tyZ polomér).
Tady uz testujeme porozumeni dil¢i ¢asti latky o kruznicich. Dale je vSak
jesté tieba uvazit, ze uvédomélé pouzivani néjaké matematické metody
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znamend dvoji porozumeéni: jednak rozumét samotné metodé a jednak ro-
zumét tomu, v jaké situaci lze (byva, mtze byt) vhodné danou metodu
pouzit. Napf. je tfeba u dané tlohy poznat, Ze je vhodné pouzit k jejimu
feSeni soustavu dvou rovnic o dvou neznamych a jednak je tieba znat
zpusoby feseni takové soustavy, i kdyz ma tfeba méné obvykly tvar.

Casto mltky — ke Skodé zékt — predpoklddame, Ze se nasi zaci uméji
ucit. Ale ruku na srdce — vysvétlili jsme jim nékdy (a radéji opakované),
jak se maji matematiku ucit? Mohlo by se zdat, ze otdzku znalosti ja-
koby nékdy teoretici podcenovali jednostrannym zdtraznovani aktivnich
prvku pri ziskdvani poznatk a v jejich boji proti formalizmu jakoby za-
nikala nezbytnost se matematiku také ucit. Av8ak neni to tak; desatero
didaktického konstruktivizmu (viz napt. [4]) jasné mluvi i o usilovné préci
pro zvladnuti femesla, do néhoz také patii ziskani matematickych znalosti
a obratnosti pii jejich pouzivani, nebot aktivni prace v matematice méa
smysl a je efektivni, pravé jen kdyz zaci maji potiebné kli¢ové znalosti
(samoziejmeé nejlépe znalosti podlozené porozuménim). Nelze brat za pii-
klad studenta, ktery napf. rozumi nasobeni mnohoclend, ale jiz zminény
vzorec pro (a — b)? si nepamatuje a byl by ochoten si ho znovu a znovu
odvozovat.

Od uditelt — praktikt slychdvame vSak cCastéji povzdech na adresu ji-
ného typu zakl: ,Sice tomu moc nerozuméji, ale aspon, ze se to nauci.“
Nez tento vyrok nékdo zavrhne, mél by si uvédomit, ze ,normalni“ casova
posloupnost porozumét — procvicit — naucit se, je u mnohych zakd obra-
cend, tj. ucivo zacnou chéapat, az se ho nauci a procvi¢i. Pripustme také,
ze existuji zaci, ktefi pro né trochu slozitéjsimu ucivu uz nejsou schopni
porozumeét. Maji rezignovat na matematiku nebo se maji alesponn naucit
y,vzoreCky“ a naucit se také probirané ucivo pouzivat, i kdyz tfeba napil
formalné? Vétsina ucitelt da jisté prednost druhé moznosti, ale nevzdava
u nich boj o dosazeni rozumného stupné porozumeéni. Nékteri zaci nechtéji
chapat matematiku programové a pripada jim jednodussi naucit se ucivo
jen mechanicky (tj. nechtéji vynaklddat Gsili nutné k pochopeni matema-
tiky a prosté fikaji, Ze na to nemaji). ZkuSenost prilezitostnych uciteld,
ktefi takové zaky doucuji (na zadost jejich rodi¢h), byva takovd, ze jde
o normalni déti, jen jsou z minulych Skolnich let do urc¢ité miry matema-
ticky zanedbani a proto nechapou a ani nechtéji chapat nové ucivo.

Vyjimecné se vyskytuji i ucitelé, ktefi jsou sice radi, kdyz jejich zaci
uivu rozuméji, ale jde jim hlavné o to, aby uméli pocitat. Pak davaji
napt. pii reSeni trojclenky se zapisem:
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tuto praktickou radu: ,napiste x = zlomek, kde v ¢itateli je soucin udaj,
které jsou ve stejném radku a sloupci jako x a ve jmenovateli idaj zby-
vajici“. Toto pravidlo mlze v zacich néjakou dobu setrvat, ale pokud je to
jedind informace o trojélence, kterou da ucitel zaktm, je to §patné — a to
nejen kvili nepfimé amérnosti.

I sebeduveéra je k samostatné praci nutnd, aby se pred reSenim zadané
tlohy zdk neobaval, Ze ho ¢ekd néjaké tisnivé nezndmo, a nebdl se do ni
pustit. Ziskani sebedivéry nemusi byt pro zéka snadné, protoze sebediivéra
byva ovocem tUspéchi. Nejucinnéjsi pro jeji zvySovani jsou pocity vitézstvi
nad tlohami — _ja jsem to zvladl!“ Proto bychom méli davat zaktm, kteii
si teprve buduji svou sebedtvéru v matematice zejména takové tkoly, aby
nebyly nad jejich sily, ale aby jejich zvlddnuti jim dalo praci a aby se
tedy jejich Gspésné vynaloZend prace realizovala ve vzristu sebedtvéry.
Samoziejmé jako tuspéchy piisobi i ulitelovy pochvaly a pé€kné znamky
(chvélené rodic¢i). Za situace, kdy na Skolach na jednu pochvalu p¥ipada
deset napomenuti, umoziuje proto dobry ucitel i slabsimu zdkovi prozit
pfi vhodné prilezitosti pocit uspéchu tim, Ze je ho za (i relativné nevelky)
mimoradny vykon pochvali.

Na druhé strané zazitd zklamdani (,zase jsem to nezvladl*) sebeddvéru
velmi oslabuji nebo podlamuji a mohou vést az k pochybnostem o inteli-
genci zaka. Zejména pro introverty, ktefi jsou v tomto citlivéjsi, to mize
byt bludny kruh a potfebuji pomoci. Odbornici v8ak radi (viz napt. [2]):
,»Nikdy nevychézejte z toho, ze inteligence je prevazné vrozena. Nedovolte,
aby takova predstava potlacovala sebevédomi vasSich déti. Nerezignujte.®

Chceme tedy po Zacich, aby (p¥i domécich tlohach, pfi pisemkéch, atd.)
pracovali samostatné. Od zakl v8ak nemlzeme ocekdvat, Ze se naudi sa-
mostatné pracovat sami od sebe, mél by je to ucit nékdo, kdo profesné vi,
jak na to, tedy jejich ucitel matematiky. Ale naudili jsme je samostatné
pracovat? Méli bychom je to naucit ve Skole. Jestlize zaci uc¢ivu v podstaté
rozuméji a absolvovali ukazkové tlohy a Castecné procviceni uciva, miize
prijit na fadu ndcvik samostatné prace.

Samostatné prace

ZAci se relativné ¢asto dostavaji do situace, kdy nevédi, jak dal. Maji
subjektivni pocit, ze na dany nebo vznikly problém nesta¢i sami, ze si
museji nechat poradit. Na jedné strané je tifeba vytvorit klima, aby se
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vy s

nebdli poziddat o radu, na druhé strané to znamend, Ze potiebuji vyssi
myslenkovou aktivitu, hlubsi pochopeni latky a tvrdou praci, aby byli pri
problémech ,odoln&jsi“ [3]. Nejlepsi piilezitosti ucit se samostatné praco-
vat a vyzkouset si tuto svou schopnost maji zaci v ¢asti vyucovaci jednotky
nazvané samostatné prdce.

Pouzivaji se v pribéhu vyucovacich hodin a zaci pfi nich samostatné
pisemné fesi rtizné matematické dlohy, Casto spojené i se samostatnym
rozhodovanim o dal$im postupu. Ovéruji si tak, aniz by jim pfitom hro-
zilo Spatné hodnoceni nebo znédmka, nakolik uz nové a ¢aste¢né procvicené
ucivo pochopili a nakolik s nim dovedou samostatné pracovat (zpravidla
v8ak ve stylu vzorové tlohy). Jestlize zdk nevi, jak dal, miZe se zeptat udi-
tele, ale hlavnim cilem zaka neni dopocitat konkrétni Glohu, ale uvédomit
si, pro€ se ,zasekl“, co nevédél a co by uz piristé védét mél. Samostatné
prace vykondvaji tedy zaci bez piimé ucasti ucitele, ale dle jeho zadani
a s jeho pripravenosti pomoci v pripadé potieby. Mohou mit formu indi-
vidudlni, skupinovou nebo kolektivni.

P1i individualni samostatné praci kazdy zak resi sviyj kol samostatné.
Vsichni Zaci mohou mit stejny, nebo mize byt zadédno nékolik variant,
nebo kazdy zak mize fesit jinou tlohu. Takové prace jsou nejvydatnéjsi,
ale také nejnarocnéjsi na pripravu a organizaci. UcCitel totiz nemutze po
zadani prace jen cekat na vysledky, ale musi pribéh prace sledovat a kon-
trolovat. Kontrola pribéhu samostatné prace zakd se provadi soucasné
s jejich individudlnim vedenim. U¢itel sleduje praci zakd (obchézi t¥idu),
v$ima si postupu jejich prace, spravnosti, pohotovosti a provadénych zkou-
sek. Ponechava zaktim znacnou volnost, ale na druhé strané poradi tém,
kteii v nékterém kroku uvazli. Je tu zaroven prilezitost vénovat se vice
i rozvijeni a prohlubovani znalosti talentovanych zakt tim, Ze dostanou
naroc¢néjsi tkoly a ze se od nich bude vyzadovat kvalitnéjsi feSeni.

P1i skupinové samostatné praci se zaci maji naucit ve skupinach spo-
le¢né Tesit problémy — prodiskutovat zptisob feSeni, rozdélit si praci, kon-
frontovat feSeni riiznych zaku, spoleéné formulovat zavéry. Jde tady (nebo
mize jit) vlastné o ndcvik tymové prdce, jejiz znalost — vzhledem k poz-
déjsimu vstupu zakt do praktického Zivota, v némz se tymova spolu-
prace uplatiiuje, je rovnéz mimoiddné dilezita. (Ucitel musi ovSem vy-
brat vhodné dlohy.) Rozhodné vSak tento druh samostatné prace nesmi
probihat tak, Ze jeden zdk ve skupiné Glohu fesi a ostatni jeho feseni opi-
suji. Béhem prace postupuje ucitel jako v predchozim piipadé a sleduje
komunikaci v jednotlivych skupinéch.
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Pr1i kolektivni samostatné praci je pracovnim kolektivem celd trida, jed-
notlivi zaci navrhuji zptisob feSeni, dalsi se k tomu vyjadiuji, opravuji,
zlepSuji a vSichni pak na problému pracuji. Ucitel pomahd organizovat
rozpravu a pozorné sleduje jeji pribéh, mize dévat i impulzy k dalsimu
rozvijeni feSeni.

Po skonceni prace ucitel jesté zkontroluje, kdo nemd praci dokoncenu
a kdo ano a s jakym vysledkem. Kontrolu vysledkti mize provadét tak, ze

— prohlédne FeSeni jednotlivych zaka (nejspolehlivéjsi, ale ndro¢né na cas

a organizaci),

— vyvola jednoho nebo vice zaku, ktefi sdéli své feSeni (postup a vysledek)

a ostatni si s tim porovnaji sva feseni, ucitel pak zjisti, kdo to m4 jinak

a podle situace reaguje,

— provede kontrolu jinym systémem (specidlni uéebny, specidlni pomiic-
ky).

Ucitel pak samostatnou praci celkové zhodnoti a muze i pochvalit —
napf. kdyz vyhodnoti slabsiho zéka, ktery pracoval mimoradné peclivé a se
zadjmem, je takové hodnoceni pro zaka zaslouzenym povzbuzenim. Samo-
statn€ prace vSak nejsou soucdsti klasifikacniho hodnoceni, nybrz vyjcviku,
jejim ucelem neni klasifikace! Nebylo by vhodné klasifikaci samostatné
préce zakl porusit ovzdusi naprosté diivéry k uciteli, které je tu nezbytné,
ma-li se zak bez obav dotazovat a zadat o radu bez nebezpeci, Ze za to
bude neptiznivé hodnocen.

Pokud ucitel jesté samostatné prace zak neprovadél, musi na né zaky
nejprve zvyknout. Prvni etapou miZe byt kolektivni prace tiidy (bez zaka
u tabule), jak je uvedeno vyse, kdy stfidavé vzdy néktery zak nahlas 1ika,
jak v TfeSeni postupovat dal. Nebo mize jit o polosamostatnou praci, kdy
ucitel feSeni na tabuli za¢ne (ve spolupréci se t¥idou) a Zici je samostatné
dokonci.

Pro tplnost dodejme, Ze jinému ucelu slouzi i jiné typy samostatnych
praci, napt. vyzkumné prace, véetné praci propedeutického charakteru,
pfipravujici zavedeni nového pojmu. Zaci také mohou ovéfovat platnost
riznych pravidel a vzorci, o hledat vztahy zatim pro né nezndmé nebo
konat rizné matematické experimentalni prace.

Nékdy mize jit i o docela kratké samostatné prace, ucitel se nemusi zfi-
kat ani trocha humoru.. Napf. autor pred lety zadal p7i motivaci pojmu
vyska trojuhelniku a prisecik vysek v 8. tfidé jako kolektivni samostatnou
préaci ulohu: ,Sestrojte libovolny ostrouhly trojuhelnik ABC a déle se-
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veivs

strojte pro kazdy vrchol kolmici spusténou na protéjsi stranu trojuhelniku.
Pozorujete néco zvlastniho?“ Kdyz zaci koncili v seSitech rysovani, ucitel
pokracoval: ,, Ty t¥i kolmice ke strandm se nazyvaji vysky trojahelniku. Vi-
dite, ze vam tyto vysky vytvorily uvniti trojuhelniku ABC takovy maly
trojahelnicek.“ Zaci souhlasné pokyvovali hlavou a nékteii dokonce sviij
obrazek upravovali, aby jejich trojuhelni¢ek byl hez¢i. ,Ale je-li spravné
rysovano, zadny trojahelni¢ek nevznikne, protoze vSechny tri vysky ve sku-
teCnosti prochéazeji jednim bodem, spole¢nym prisecikem vysek.“ Odezva
byla velmi veseld a zivé, ale prace pokracovala: ,, Ted si sestrojte libovolny
tupothly trojuhelnik K LM a déle sestrojte pro kazdy vrchol vysku, tj.
kolmici spusténou na protéjsi stranu trojihelniku. Pozorujete néco zvlast-
niho?“ Zaci se usmivali, protoze uz poéitali s tim, ze vysky opét ptjdou
jednim bodem, ale mnozi tento bod nemohli hned najit — lezel vné troj-
thelniku. A pak jeSté nasledoval ptipad trojahelniku pravothlého. Nebo
v jiné hodiné ucitel narysoval kazdému zZikovi v sesité kruhovy oblouk
(s rliznymi poloméry, riznych délek a bez vbodnuti kruzidla) s tkolem:
Naleznéte stred prislusné kruznice a kruznici dorysujte.

Zpravidla vSak byvaji zvoleny tlohy, jejichz feseni trva déle, a kdy ucitel
ma vice Casu sledovat své zaky pfi praci a podle potieby poradit.

Uvedme jesté piiklad skupinové samostatné prace, kterd probéhla téz
v 8. tfidé po probrani potfebnych partii uc¢iva. Jednalo se o nacvik ty-
mové prace, neslo vSak o zavod mezi skupinami. Uc¢itel predem pfipra-
vil vykresy jednoduchych velkych tiskacich pismen s kétovanymi rozmeéry
(okraje pismen byly sloZeny jen z usefek a obloukd kruZnice) a nékolik
kratkych napisi (slozenych zhruba z 10 pismen). Pfi samostatné praci
byly vykresy umistény na tabuli (nebo mohou byt reprodukovany a pie-
dany jednotlivym skupindm) a kazd4 skupina dostala zadan jeden napis.
Ukolem skupiny bylo tento népis ve vhodném méFitku narysovat a dale
zjistit jeho hmotnost pro ptipad, ze by pismena byla zhotovena z plechu
zadané tloustky a ze zadaného materidlu. P¥i vypoctech si Zaci ve sku-
pindch rozdélili pismena, kazdy fesil sva (pfipadné za vzijemné pomoci
nebo poradil ucitel), nakonec provedli spole¢nou kontrolu a kompletaci
vysledkl. Kazdy zak nesl svou ¢ast odpovédnosti za tspéch celé skupiny.

Domaci tukoly

Pokracujme v nasich ivahach o samostatné praci zaki, tentokrat v do-
macim prostiedi. V systému $kolni vyuky mé pravidelné zadavani domé-
cich tkoli své nezastupitelné misto a proto je tfeba vénovat jim potiebnou
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pozornost, aby jejich vypracovani prinaSelo poZzadovany vzdélavaci efekt.
Pojednejme o nich proto komplexnéji.
Zadavaji se domaéci tkoly tii druhi:

— Ukol, kterym se ma dokonéit predchozi vyuka (dopoéitat rozpracova-
nou ulohu, narysovat obrazek, prepsat si z ucebnice véty nebo vzorce,
apod.). Nemélo by v8ak byt pravidlem, Ze ucitel nestiha probrat v ho-
diné napldnovanou latku a ze zbytek vzdy zada za domaéci tilohu.

— Ulohy, kterymi se procvi¢uje probrané ucivo nebo které s u¢ivem jinak
souviseji. Toto je nejcastéjsi typ doméacich tkolt a lze jej povazovat i za
trénink na pisemky.

— Ukoly, kterymi se pfipravuje p¥isti vyuka (néco zjistit, vypsat, vypra-
covat zvlastni pfipad budouciho uéiva apod.).

Pro praci s domacimi tkoly v prostfedi domova je vhodné dat zaktim
rady i rtizné technickd doporuceni, jako napft.:

— Je vhodné zpracovat domaci tkol jesté v den zadani, dokud ma zdk
vSechno jesté v Cerstvé paméti a den pred vyukou ho jesté projit a zkon-
trolovat.

— Pro préci na tkolu si vytvorit ¢asové podminky; nepokouset se na tkolu
pracovat v casovém stresu, neodkladat praci az na pozdni vecer.

— Vytvorit si podminky pohody v préci; citit se v dobré fyzické i du-
Sevni kondici, pracovat sam (sama) v klidném prostiedi, ne s hudbou
odvadéjici pozornost, ne pri sledovani televize apod.

— Ukol zpracovat co nejpeclivéji a vypracovany tikol si znovu projit a zkon-
trolovat.

Uvedme nékteré predpoklady pro efektivitu cesty k dosazeni cilt doméa-
cich tkold (promysleni problémi, procvicovani, vycvik samostatné préce,
zopakovani uciva, pocetni a grafickd praxe):

a) Domici tkoly by mély byt zadavany pravidelné.

b) Doméci tkoly je t¥eba zadavat véas (ne az pii zazvonéni), aby bylo
dost casu a klidu pro zadani a pripadnd vysvétleni ¢i pokyny i pro
jejich zaznamenani.

c¢) Rozsah tkolu by mél byt pfiméfeny (jeho vypracovani by zakim stied-
nich kol nemélo trvat vice nez 30 minut).

d) UloZzené tkoly by mély byt st¥fedné obtiZné a rozmanitého druhu (tj. ne
vzdy jen na formdlni Gpravy a vypocty).
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e) Zadani by mélo byt zcela jasné, aby zak nemél doma pochybnosti, co méa
vlastné délat. V pripadé potieby by ucitel mél pfi zaddvani doméciho
ukolu dat zakim srozumitelné pokyny, jak si maji poc¢inat.

f) Vypracovany domaci kol by mél obsahovat text zadani (ne jen odkaz
na zadani), aby pfi pozdéjsim opakovani latky bylo Zékovi zfejmé, co
vlastné resil.

g) Domaci akoly je tfeba kontrolovat, zda jsou vypracovany, zda jsou
spravné a zda byly zpracovany samostatné. Pii vétsim poctu zavad je
tfeba spravny postup vysvétlit zakim dodatecné a piipadné zadat jiny
podobny tkol.

h) Domaéci akoly by mély prispét k tomu, aby se Zaci naudili pracovat
s ucebnici.

i) Obcas mohou byt zadavany i ,dobrovolné domaéci tkoly“, jejichz Fe-
Seni se oCekava — ale nevynucuje — od zaku, ktefi chtéji z matematiky
znadmku 1, resp. 2.

Originalni feSeni vzdy ocenime, pfipadné na misté vyhodnotime, v ¢em
je lepsi nez zptisob probrany ve Skole a v ¢em jsou jeho nedostatky (napt.
Ze postihuje jen zvlastni pripad). K hledani jinych feSeni mizeme Zaky
i vyzvat: ,Resili (pocitali) jsme to takto ..., zkuste to i jinak!“

U domacich tkoli by mél uéitel vyzadovat lepsi formdlni troven nez
u Skolnich pisemek. Podcenéni tohoto faktoru vede k tomu, ze zaci si zvyk-
nou provadét své zapisy nedbale a pak v nich ztraceji orientaci, coz vede
k chybam a i k nezvladnuti rfeSeni. Na druhé strané se vSak nesmi uci-
tel spokojit jen s pékné zapsanym domdcim tkolem, ale musi prehlédnout
i vécnou spravnost. Nékteii ucitelé se omezuji jen na to, ze — tfeba v pri-
béhu vyucovaci hodiny — vzdy jenom zbézné oviduji vysledky, a tak se
mize jejich vidovaci znacka objevit i u ¢asti s vécnymi chybami. Zaci pak
reaguji logicky: staci to napsat pékné, o spravnost uz tak nejde. Ani vy-
ména sediti mezi zaky a jejich vzdjemna kontrola neni dostate¢né. Cas
od casu si musi ucitel seSity vybrat a provést jejich dikladnéjsi kontrolu,
véetné domacich tkold. Je vhodné, kdyz kvalitu vypracovanych doméacich
ukoll pritom slovné ohodnoti.

Pr1i této prilezitosti se zminime i o Skolnich seSitech. Ucitel by mél zaktim
poradit a radit, jak si je vést a jak s nimi pracovat, jak se s jejich pomoci
ucit. Klicem k tspéchu v matematice je soustavna prace a sesit by tedy mél
byt jednim z zdkovych pomocnikl. Z toho plyne nutnost spravnosti a upl-
nosti zapisi, jejich pFehlednosti, grafické trovné (napt. rdmecky, podtrzeni,
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barevné vyznaceni apod. — to v8e muze byt soucasti samostatné doméci
piipravy). Zaci se tak mohou uéit pozndvat a rozlifovat, co je podstatné
a co ne, coz je velmi dilezita schopnost i pro zZivot.

Nékteri ucitelé ohodnocuji tpravu sesitli jednou znamkou za Ctvrtleti.
Domaéci tkoly vSak nelze hodnotit jako pisemky, nelze je klasifikovat, a to
predevsim z toho diivodu, Ze nelze rozumné ovérit, nakolik byly zpracova-
vany samostatné — jak uz jsme pripomnéli, jsou tu spoluzaci, starsi sou-
rozenci, rodice — takze ze sprdvné napsaného domaciho tkolu nelze ¢init
zaddné hodnovérné zavéry.

Ucitel by mél vénovat zvySenou pozornost domacim tkolim slabsich
zakl a zaklt po delsi absenci a pomoci kontrolnich dotazi zjistit, zda
zaci tesili zadany ukol spravné a samostatné. Neékteii ucitelé voli obcas
tuto moznost kontroly samostatnosti — domaci tkol na pocatku hodiny
nekontroluji, ale pred koncem hodiny napisi pisemnou provérku na tlohy
podobné, jako byly v minulém domécim tkolu.

Zéci by se méli vzdy dozvédét, jaky byl u doméciho tkolu spravny po-
stup a vysledek. To je také zpravidla obsahem ¢asti hodiny , Kontrola
domacich tkold“. V piipadé vétsi skupiny zaki, kteii nékteré tlohy resili
Spatné nebo se omlouvaji, ze si nevédéli rady, je tieba bez ohledu na napla-
novany obsah vyucovaci hodiny dotyc¢né tlohy znovu vysvétlit a vyresit.

Zkouseni

O tom, jak dovedou jeho zaci samostatné pracovat, se ucitel presvédcéuje
pozorovanim zaku a téz formou pisemného a tstniho zkouSeni

Kdyz ucitel probere a procvi¢i néjaky tematicky celek, musi se presvéd-
Cit, zda jeho zaci ucivo zvladli a nakolik dovedou samostatné fesit tlohy
vztahujici se k tomuto tematickému celku. To lze nejlépe provést tak, ze
se napise tematickad pisemka, kterou maji zaci vypracovat absolutné sa-
mostatné. Pro zajisténi samostatnosti prace a klidu pfi praci je vhodné
posadit zadky do lavic po jednom. To vSak Casto neni mozné a tak se pi-
semky zadavaji ve vice verzich, zpravidla ve dvou, A a B. Jestlize totiz dva
zaci ve stejné lavici fesi tutéz tlohu, tak je tato okolnost v podstaté rusi
v praci, nebot je to laka k zvédavému nakukovani k sousedovi — jak je uz
daleko? postupoval jako ji? ma stejny vysledek? Toto jsou jesté nevinné
otazky. V nasich koncinach vSak mezi zaky jesté nevzniklo ani Cestné ani
konkurenc¢ni prostredi, takze nékteri zaci maji snahu nacerpat inspiraci pro
svou dalsi praci ve svém okoli a povazuji i pfimé opisovani pfi pisemkach
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a posilani tahdkt s feSenim za kladny vyraz solidarity. Je tedy na uciteli,
aby podminky pro samostatnost prace zakt zajistil.

Ustni zkouseni nesmime redukovat jen na suché zjistovani, zda vyvolany
zék dovede Tesit zadany kol samostatné, ucitel by tu mél fungovat trochu
jako od pocitact zndmy systém HELP. Tedy zaku, ktery to potiebuje, by
mél pii zkousSeni pomoci, popostréit ho, t¥eba mu i néco (ve spolupraci se
tfidou) vysvétlit, ndvodnymi otdzkami a vhodnymi pomocnymi piiklady
ho prevést pres tskali fesené tlohy a pfitom vnimat vSechny rozmeéry jeho
vykonu. Pak samoziejmé vyhodnotit a spravedlivé ocenit, jak zadk prispél
k teSeni ulohy. Za zcela nevhodny lze povazovat k.o. systém pro rychlé
ziskdvéani zndmek. Jako ptiklad uvedme postup nékterych uditelt: vyvolaji
k tabuli tfeba 4 zaky najednou, kazdy dostane zadany piiklad a pocita
jej na tabuli (pro¢ ne? ale jde tim o druh pisemky). Po nékolika minutach
ucitel praci zastavi, vyvolani zaci dostanou znamky podle stavu vypocta
a ti, co v FeSeni z n&jakych divodd brzo uvézli (potiebovali popostréit)
maji pétky. A to v8e tento ucitel nazve tstni zkouSeni.

Kontrolni pisemky na porozuméni (open — book exams)

Podivejme se nyni na samostatnost z jiné strany; tato ¢ast se tyka nejen
matematiky. Mnozi ucitelé jsou toho nazoru, ze idealni zak umi vSechno
ucivo zpaméti. M4 sice také ucebnici a sesit, ale tyto pomticky pouziva
Casto jen proto, aby s jejich pomoci zpaméti zvladal definice matematic-
kych pojmi a rtizné véty, vzorecky a pravidla.

Rozvijeni paméti (v8ech druht paméti) zaka je samoziejmé jeden z vy-
znamnych tkold Skoly. AvSak zboznéni vnitini paméti a naprosté potlaceni
pouzivani paméti vnéjsich (feeno pocita¢ovou mluvou) p¥i Gstnim, ale
zejména pisemném zkouseni zakl nemd oporu v praxi, ani dokonce u dob-
rych odborniki. Kazdy odbornik v néjaké profesi musi sice samoziejmé
znat zpaméti hodné o své profesi, ale na néco mé zdznamy, prirucky, ta-
bulky, pocitacové programy ad. Napiiklad tlumoc¢nik musi mit samoziejmé
potiebnou slovni zadsobu pohotoveé ve své paméti, ale jen z oboru tlumoceni.
Prekladatel téz musi znat jazyk dokonale, ale stejné nahlizi do slovnikd
a prirucek, chce-li, aby vysledek jeho prace mél vysokou kvalitu. V praxi
se pfi praci bézné pouzivaji rizné pomucky tisténé (slovniky, prirucky,
tabulky, vykresy, schémata), ve formé pocitacovych vystupt i ve formé
pisemnych ¢i grafickych pomticek a zaznami, které si vyhotovi sami pra-
covnici. Tyto pisemnosti tedy slouzi primo pii praci a nikoli jako prostiedek
k uceni se zpaméti. Zalezi ovSem na oboru a na postaveni pracovnika.
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Jestlize se zamyslime nad vztahem Skoly a praxe a chceme posilit tento
vztah pii vzdélavani zakl, zapomindme ¢asto na metody prdce, které se
podstatné uplathuji v praxi, a ze by se s témito metodami mohli zaci
setkavat uz ve Skolnich lavicich.

Svézi obménou tradi¢nich pisemek jsou kontrolni pisemky na porozu-
méni (open — book exams). Pii nich se nekontroluje, co a kolik si toho zici
pamatuji, ale jak probranému ucivu porozumeéli a dovedou ho aplikovat pri
feSeni uloh. Podstata zvlastniho postaveni téchto pisemek spociva v tom,
Ze Zaci pfi nich mohou pouzivat ucebnici i (nebo) své poznamky a je to
jen jind verze jejich samostatné prace.

Tento postup vlastné nejlépe odpovida situaci v prazi, kde velmi casto
neni nutno, aby si Clovék vSechno pamatoval; znovu zopakujme — néco
musi zndt a umét zpaméti, ale nékdy je tieba si udélat pozndmky, ovérit si
v literatuie postupy a vzorce nebo zjistit chybéjici daje. Musi tedy védeét,
kde pottrebnou informaci nalezne a jak si s ni ma pocinat.

Tyto pisemky tak soucasné vyvijeji tlak na zdky, aby si psali své po-
zndmky prehledné, srozumitelné a na dobré grafické tirovni, a aby se naucili
orientovat v ucebnici. Pritom se zdroven uci, protoze si mohou uvédomit
souvislosti, které jim pii ,normdlnim“ uceni unikaly. Kdo vSechno zna
a umi bezpecné i zpaméti, tim lépe pro néj.

Nové situaci museji byt prizptisobeny i zadané tlohy. Je tifeba samo-
ziejmé, ze nemd smysl zadavat stejné tlohy, jako jiz byly feseny ve Skole ¢i
doma nebo tlohy velmi podobné. Je vhodné volit tlohy kombinované, ale
spise do Sifky nez do hloubky. Napf. v analytické geometrii jsou dany tii
vrcholy trojahelniku v roviné a mayji se zjistit délky jeho stran, téznic a vy-
Sek, stied a polomér kruznice opsané. Zpravidla stac¢i obvyklé dvé verze A,
B, i kdyZ pro klid pfi praci mize byt (i v jinych pfipadech) Gcéelné, aby
sousedé zleva doprava i zpredu dozadu méli rtiznd zadani, na coz staci 4
verze.

Jinou alternativou, mozné i 1épe odpovidajici situaci v praxi, je, ze si
zaci napr. béhem tydne pred pisemkou mohou napsat pisemnou pomicku
(,,tahék“) a p¥i pisemce mohou tuto pomicku pouZivat (ale ucebnici a sesit
uz pak ne). Pfitom museji byt déna pravidla pro zajisténi efektivnosti to-
hoto zpusobu psani pisemek, zejména je stanoven rozsah a forma pomtcky,
napft. 1 stranka formatu A4 ¢i A5 (podle rozsahu opakovani) psana rukou
autorovou a autorem podepsand. Pii pripravé pomtcky si zak latku pro-
jde, utridi, uvédomi si to podstatné, zjisti, zapamatovani kterych tdaja

wevs

mu deéla potize a uklidni se. ZkusSenost ikd, ze matematicky zdatnéjsi zaci
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si pisi své pisemné pomticky jen velmi stru¢né nebo tifeba i viibec zadné,
zatimco slabsi Zaci je pisi obsirnéjsi, takze si stanovené ucivo vydatnéji
zopakuji.

Piipravou pisemnych pomtcek se zaci uci ,pro zivot“ pripravovat si
(a pouZivat) pisemné poznamky jako pracovni pomtcky pro vyhotovovéani
pisemnych zprav, Gstnich zprav a odbornych sdéleni a zejména téz pro
pouziti ve vlastni odborné préci. Zaci se viak ve $kole s touto pro praxi
velmi uZite¢nou ¢innosti setkavaji jen malo (vyjimkou je ojedinéld piiprava
referdti) a vlastné jen ilegalné pii p¥ipravé piisné zakdzanych tahaki.
Nicméné uméni pripravit si inteligentni ,tahdk“, tedy vhodnou pisemnou
pomiicku, je pro praxi dosti dilezité a je ironii, Ze i zakdzany tahdk méa
velky vzdélavaci a — promifite — i vychovny vyznam (neni-li ovSem pii
pisemce pouZit).

Zptsob hodnoceni pisemek na porozuméni se pak samoziejmé lisi od
zpusobu hodnoceni ,norméalnich“ pisemek. Napf. za znalost vzorce nebo
pravidla neziska zak zadny kladny bod, ale kladné body ziské az za to, ze
tento vzorec nebo pravidlo umi spravné pouzit a dobrat se vysledku.

O tomto kladném ptisobeni ,tahdki“ se autor presvéddil i v prostiedi
vysokoskolského studia pri mnohaleté vyuce matematické analyzy v 1. roc-
niku na UP v Olomouci, ale i na UTB ve Zliné pifi pisemkach, které se
v principu nijak neligily od pisemek na stfedni $kole. ZkuSenosti jsou jen
dobré. Kromeé toho, ze se studenti pri pripravé pomtcek ucili vSechno to, co
je uvedeno vyse, odpadly automaticky i pokusy o podvod (tajné tahdky),
které drive, bohuzel, nebyly vyjimec¢né, a zlep§ily se i vykony, protoze stu-
denti se nemuseli tak soustfedovat na mechanické zvladani texti a vzorcu,
ale tim vice se museli zaméfit na porozuméni, logiku véci a uziti (i kdyz
diky tomu pak lépe zvladali i slovni formulace).

Dokonce i pro ustni dil¢i zkousku v 1. roéniku byla vyzkouSena a za-
vedena moznost pouziti vlastnorucné vypracované pisemné pomtcky na
jednu stranu formatu A4, na niz si libovolnym pismem mohl kazdy student
napsat cokoli. Pti zkousce pak pfi své pisemné pripravé po vytazeni otazky
mohl zkouSeny svou pisemnou pomticku pouzit, pti vlastni zkousce uz pak
ne. Jak jiz bylo uvedeno, zkouska pak nabyla trochu jiného charakteru
a probéhla na vys$i odborné trovni: napt. spravna formulace pripravené
definice nebo véty jesté ,nebodovaly“, ale kladné hodnoceni ziskal student
az prokazal, ze feCenému dobfe rozumi, dovede to vysvétlit, uvést sou-
vislosti, ptiklad nebo protiptiklad, vétu s porozuménim dokézat. Znalost
stéZejnich pojmi a vztahi se ovsem vyzadovala ,,on line®.
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Kontrolni pisemky na porozuméni (open-book exams) oproti ,normal-
nim“ pisemkam jsou vyznamnou pomoci také na zdkladnich a stfednich
skolach, a to nejen pro slabsi zéky, ale pro vSechny, nebot se tak pti pipravé
na pisemku mohou vice vénovat matematice (porozuméni a aplikacim) na
tkor mechanického ,3prtani“ — i kdyz samoziejmé jsou véci, jako treba
priklad na uziti Pythagorovy véty nebo feSeni kvadratické rovnice, které
zék pri vyvolani musi zvladnout bez pisemné pomticky. Vyznam téchto pi-
semek na porozumeéni neni zatim zcela docenén, ale jejich obcasné konani
lze plné doporucdit.
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Trinomicka veta

KLEMENT HRKOTA st. - KLEMENT HRKOTA mi.
Piaristické gymndzium, Tren¢in — Trencianskd Univerzita AD, Tren¢in, SLOVENSKO

Binomické koeficienty (2), ktoré vystupuji v binomickej vete

n
n
(a+b)" = E <k> a"kpk,
k=0
vypocCitame zo znamého vztahu

(&) = mmr

Pre dokaz binomickej vety matematickou indukciou mé rozhodujici vy-

znam rovnost
n n n _(n+ 1
k k+1) \k+1)°
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Toto vsetko je mozné jednoducho dokézat a pre malé n tvorit lahko
a rychlo Pascalov trojuholnik binomickych koeficientov st¢tom (Z) + ( kzl)
umiestiovanym do nasledujiaceho riadku Pascalovho trojuholnika.

Trinomické koeficienty (")) vystupujice v trinomickej vete

n

(a+b+et= Y (knl>a”_k_lbkcl (1)

k-+1=0 ’

vypocitame zo vztahu

(i) = Fr—

Pre dokaz tejto vety matematickou indukciou mé rozhodujici vyznam rov-

nost
<k:nl> * (k —nl,l> + (k,ln_ 1> = <n,:ll>, 2)

¢o taktiez mozno Fahko dokézat.
Dokaz trinomickej vety uzitim principu matematickej indukcie vzhla-
dom na n:
(i) Pre n =0 (aj pre n = 1) veta evidentne plati.
(ii) Nech plati indukény predpoklad (1). Poéitajme

(a+b+e)" "t =(a+b+c)"-(a+b+c)=

n

k+1=0 ’
B z": (knl> ar—kt k| zn: (knl> gk |
k+1=0 N’ k+l=0 N’
+ zn: n an—k=lpk 1| — zn: n qh—lr gk
k,l B k1
k+1=0 N’ k+1=0 N’
ni:l < n ) k—l+17k 1 ni:l n k—l+1pk I
a? Rk < )a”_ RLY
el k—1,1 Feval k,l—1
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Z prvej sumy vyClenime prvy ¢len, z dalsich dvoch sim vyclenime
poslednych n + 2 ¢lenov. Dostaneme tak:

n n
ntl n n n
] 2 (k,l>+ 2 (k—1,1>+ 2 (k—l,l>+
k+1l=1 k+l=1 k+l=n+1
& n n n—k—Il+1zk 1
+ Y (k,l_1>+ > <k,l_1>+a bk
k+l=1 k+l=n+1

Pre prvi, druht a $tvrtd sumu v poslednom vyraze pouzijeme rov-
nost (2) a pre tretiu a piatu sumu lahko overime, Ze ak k+1=n+1,
potom sucet trinomickych koeficientov v nich vystupujacich je rov-
naky ako v (2), takZze dostaneme:

i l z": (n +l1> Y <nl:l1>

k=1 ’ k+l=n+1

e Y

+1
_ nz: R PO
kol :

k+1=0

¢o sme mali dokazat.
V dal3om ukéZeme ako tvorit trinomické koeficienty pre ,nevelké“ n
z koeficientov pre mocninu n — 1. Trinomické koeficienty zoskupujeme do
trojuholnikov podla nasledujtcej schémy:
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Pri pohlade na trojuholniky sa ukéze zjavna stvislost. Cisla v kraz-
koch kazdého trojuholnika sa ocitnt v prislusnych trojuholnickoch nasle-
dujiceho trojuholnika, ktory méa po stranach binomické koeficienty a ¢isla
vo vnatornych krazkoch s saétom patriénych troch koeficientov (predché-
dzajlceho trojuholnika), ktoré dany krizok obklopuji.

Nasledujuci obrazok ukazuje priradenie mocnin ¢lenov a, b, ¢ k trino-
mickym koeficientom.

Matematika - fyzika - informatika 17 2007/2008 405



K danému koeficientu priradime tie mocniny, ktorych Sipky ukazuju na
jeho poziciu. (Napriklad: 12abc?.)

Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice Gloh na$i pravidelné rubriky. Jejich fe-
Seni zaslete nejpozdéji do 10. 5. 2008 na adresu: Redakce casopisu MFI,
t¥. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feseni Gloh radi uverejnime.

Uloha 147
Reste kvadratickou rovnici

2 — (2p+39)z+pg® =0

s neznamou x a s celoéiselnymi parametry p (p # 0) a g, jejiz kofeny jsou
tvaru § a ¢, kde c¢ je celé cislo. Zjistéte vSechny mozné ciselné hodnoty
kofent.
Stanislav Trdvnicek
Uloha 148
Oznatme K, L, M a N stfedy stran AB, BC, CD a DA konvexniho

¢tyfahelniku ABCD. Dokaite, ze z Useek KL, KM a KN lze sestrojit
trojuhelnik a vyjadiete jeho obsah pomoci obsahu ¢tyithelniku ABCD.

Jaroslav Svréek
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