MATEMATIKA

Uziti Jensenovy nerovnosti

MILOS PRINOSIL
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

S algebraickymi nerovnostmi se setkdvame ve vétSiné matematickych
teorii, ale i v mnoha oborech mimo matematiku. Jednou z metod jejich
dokazovéani je vyuZiti tzv. Jensenovy nerovnosti*). Ta je v teorii algebraic-
kych nerovnosti jednou z nejvyznamnéjsich. Vétsinu klasickych nerovnosti
z ni totiz mizeme odvodit a zdrovei s jeji pomoci elegantné vyfesit celou
fadu algebraickych i geometrickych tloh.

Véta 1 (Jensenova nerovnost)

Necht f je spojita funkce redlné proménné na intervalu I. Je-li funkce f
konvexni na I, pak pro libovolnou konvexni kombinaci \yz1 + ... + Apxp,
jakychkoliv ¢isel 1, ... ,x, € I plati nerovnost

K uvedené vété poznamenejme, ze konvexni kombinaci ¢isel xq,..., T,
rozumime kazdé realné ¢islo A\jz; + ... + A\, x,, kde koeficienty \; spliuji
tyto podminky

Ai>0 (i=12,...,n) a A+ ... +\, =1

Jak vidime, hlavnim predpokladem pro vyuziti Jensenovy nerovnosti je
konvexnost funkce f. Je to kazda funkce s vlastnosti: Kazdy vnitini bod
libovolné tétivy jejiho grafu (uvaZované jako tsecka) lezi ,nad“ grafem
této funkce. Funkce s opacnou vlastnosti se nazyva konkavni a plati: Je-li

*) Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925), dansky matematik.
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funkce f konvexni na intervalu I, pak funkce (—f) je konkavni na intervalu
I a naopak. Pokud ma funkce f na daném intervalu I druhou derivaci,
lze o konkédvnosti (konvexnosti) rozhodnout. Pro funkce majici druhou
derivaci totiz plati, Ze konvexni (konkdvni) na daném intervalu I jsou
pravé ty funkce f, které f"(x) > 0 (f"(x) < 0) pro kazdé x € I.

Nejdrive ukazeme, jak lze z Jensenovy nerovnosti odvodit nékteré kla-
sické nerovnosti patfici k zakladdm celé teorie algebraickych nerovnosti.

Véta 2 (AG-nerovnost)
Pro libovolné nezapornd realna ¢isla x1, 2, . .., z, plati nerovnost mezi
jejich aritmetickym a geometrickym primérem

w1+$2+...+$nzm- (2)

n

Diikaz. Pokud je x; nulové pro nékteré i = 1,. .., n, je nerovnost (2) zfejma4,
nebot jeji prava strana je rovna nule. Pfedpokladejme tedy, Ze x; > 0, pro
i=1,...,n. Funkce f(z) = Inz je konkdvni na R*, nebot plati f"(z) =
= —;—2 < 0 pro kazdé z > 0. Proto z Jensenovy nerovnosti dostaneme

volbou A\; = Ay = =\, =

1
n
.. 1 1
ln(:c1+x2+ +$n> “lnz +—Inas+ ... + —Inx,,
n n

(iL“l -|—£L“Z =+ .
In

:Ul-f-:l?z-f- R o
n

Vv
3
8
_
8
N
8
3

co% je nerovnost (2).

Véta 3 (Youngova nerovnost)
Pro libovolnou dvojici ¢isel x > 0, y > 0 a pro libovolna redlna cisla
p>0,q>0,pronéije%+%:1,plati

oy < — + =—. (3)

Diikaz. Nerovnost (3) plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkei f(u) =Ilnu
(kterd je na RT konkévni, nebot f(u) = —-J5 < 0 pro kazdé u > 0):

In (>\1U1 + )\2U2) > A lnup + AxInus .
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Dosadime-li do této nerovnosti A\; = l, Ao =21 awu = P, us = y?, pak
p q

nerovnost (3) dostaneme ndsledujicim zptisobem:

P q 1 1
In (:c_+y_> >-Ina? + —Iny?,
p q p q

P a
In (az_+y_> >lnx+Iny,
p q

P q
In (w—+y—> > In (zy),
p q
p q
x—+y—2xy.
p q

Véta 4 (Bernoulliova nerovnost)
Pro kazdé realné ¢islo z > —1 a libovolné kladné redlné ¢islo p # 1 plati

(1+z)P>1+px (pro p>1), (4)
(I+z)P <1l+pzx (pro 0<p<1l. (5)

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze p > 1 a dokdzeme (4). Pokud bude
v nerovnosti (4) platit 1 4+ pz < 0, bude tato nerovnost splnéna trivialng.
Necht je tedy prava strana nerovnosti (4) kladnéd. Pak po logaritmovani
dostavame ekvivalentni nerovnost

pln(l+z) >1n(1+ px).
Tato nerovnost v8ak plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkei f(z) = Inz,

konkavni na R™. S ohledem na p > 1 jsou obé& ¢éisla \; = %a A =1-—
kladnéd a A; + A2 = 1, takze miizeme psat

1
p

1ln(l-{—px)zlln(l-{—px)+ <1—1> Inl<
P P P
1 1
<In (—(1+p:c)+ <1——> -1) =Iln(l+x).
p p
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Tedy

V pfipadé 0 < p < 1 je dtikaz nerovnosti (5) obdobny. VyuZijeme opét Jen-
senovu nerovnost, tentokrat pro konvexni kombinaci s koeficienty A\; = p
aX=1-—p:

pln(l+z)=pln(l+2)+(1—-p)lnl <
<In(p(l+z)+(1-p)-1) =In(1+pz).
Tedy
pln(1+z) <ln(1l+ px),
I+’ <1l4pzx.

Véta 5 (Nerovnost mezi vdZenym mocninnym a vézenym geometrickym
primérem)

Pro libovolnou n-tici ¢isel z1, ..., z, > 0, readlné koeficienty A\; > 0, pro
néz plati Ay + ... + A, =1, a pro libovolné realné ¢islo p > 0 plati

o=

>a . ah (6)

n

Azl + ..o 4+ Apah)

Diikaz. Nerovnost (6) logaritmujeme a postupné upravime ekvivalentnim
zplisobem
% In (A2 + ... 4+ A\p2h) Zln(azi‘l C -a:f‘b"),
In(Ma} + ...+ X28) > p(lna) + ... +lna)r),
In(Mad + ..o+ Ap2) >N Inal + ...+ A, Ina?

Posledni nerovnost vSak plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(z) =
= Inz”, kterd je konkdvni na R, nebot f"(z) = —%& < 0 pro viechna
z > 0.

7 ptredchozich dikazl je patrné, ze Jensenova nerovnost je v teorii alge-
braickych nerovnosti velmi silnym nastrojem. Nyni si ukazme jeji vyznam

pri feSeni konkrétnich aloh.
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Priklad 1
Ukazte, ze pro kazdé redlné cislo x > 1 plati nerovnost

1 1 1

>
x—1+:c z+1~

8w

Reseni:

Dikaz této nerovnosti lze snadno provést algebraickymi tpravami. My
v8ak ovéfime jeji platnost pomoci Jensenovy nerovnosti. Pro funkei f(z) =
1 konvexni na intervalu (0;o0), nebot f"(z) = z% > 0 pro kazdé x > 0,
mé Jensenova nerovnost tvar

AL A A3 1

e = :

I1 ) )\1.’1/'1 + )\2.’1,'2 + )\32133
Odtud pro ¢isla ¢1 = ¢z — 1, 2 = z, x3 = x + 1, kterd jsou kladna
a navzajem riznd pro kazdé xz > 1, a koeficienty A\; = A2 = A3 = %

dokazovanou nerovnost jiz snadno ziskame:

L1 1 1Y 1
3\z—1 z+1) " tz-1+z+z+1)’

z

1 1 +1+ 1 S
3\e—-1 =« x+1) —
1 1 1

Blw 8| wk~

>
a:—l+ar+x—|—1_

Priklad 2
Ukazte, Ze pro libovolna redlnd ¢isla a, b € (—1;1) plati

\/1—a2+\/1—b2<\/4 (a+b)?

Reseni:

Funkce f(z) = v/1—2? je na intervalu (—1;1) konkavni, coz plyne
z tvaru jejitho grafu, kterym je polokruznice. Z Jensenovy nerovnosti tedy
plyne

V1i—a?2 1-0b2 (a+b)?
<3 /1—-—
2 + 2 - 4
_ 2
\/1—a2+\/1—b2§2 w,
\/1—a2+\/1—b2<\/4 (a+b)?

)
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Priklad 3
Dokazte, ze pro kladné realna cisla a, b, pro néz a + b = 1, plati

1\? 1\?_ 25
- b+-) > 22,
<a+a>+<+b> Z5

Reseni:
Dané nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti aplikované pro funkci
f(@) = (z + 1)%. Ta je na intervalu (0;00) konvexni, nebot f”(z) =

=2(1+ 2) > 0 pro kazdé = > 0. Plat{ tedy
1 a—f—l 2_|_1 b_|_1 2> a+b_|_ 2 :
2 a 2 b) — 2 a+b) ’

+1 2+ bt oo L2 .
“Ta b) =°\271) T2
Priklad 4
Ukazte, ze pro libovolnd kladné redlnd ¢isla x, y, z, pronéz x+y+2z = 1,

plati nerovnost
1 1 1
64 < <1+—> <1+—> <1+—>.
x Y z

Reseni:
Uvedeny vztah plyne z Jensenovy nerovnosti aplikované na funkci

f(t) =In (1 + %) =1In(1+¢) —In(¢),

kterd je na intervalu (0;00) konvexni, coz je zfejmé z vypoctu jeji druhé
derivace:

1 1
1+t ¢’

1 1 2t+1
n
= e =2

FO=-Grp T2~ eavoe

f1t) =

>0.
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Jensenovu nerovnost pro funkci f tedy mizeme zapsat takto
In{1+ L <
n
A1t1 + Aoto + A3ts ) —

1 1 1
< Ailn <1+—> +)\21n<1+—> +)\3ln<1+—>.
t1 to t3

Dosadime—lizat1:x>0,t2:y>0,t3:z>03)\1:)\2:)\3:%,
dostaneme s ohledem na predpoklad « + y + z = 1 postupnymi tpravami

In 1+1; 1ln 1+1 +lln 1+l +11n 1+1 )
s@+y+2) 3 x 3 y 3 z
ln<1+%>§l{1n<1+1>+ln<1+1>+1n<1+1>],
3 3 x Y z
31n4§1n{<1+l> <1+1> <1+1>},
x y z
64§<1+1> <1+1> <1+1>,
x y z

coz je dokazovand nerovnost.

IN

Priklad 5
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 plati

(14 n)cos T o ncos” >1.
n+1 n
Reseni:
Funkce f(x) = cosz je na intervalu (0; §) konkéavni, coz je zfejmé ze
zndmého pritbéhu jejiho grafu. Pro hodnoty z; =0, z2 = = a Ay
A2 = 17 tedy z Jensenovy nerovnosti pro funkei f plyne

1 n T 1 n T
cos -0+ e cos0 + ——cos —,
n+1 n+1 n n+1 n+1 n

_ 1
- ni4+l?

cos T > ! + z os7T
n+l) " n+1 n+1 n’
(n+1)cos< )Zl—l—ncos—,
n+1 n
(14 n)cos —ncosE21
n+ n
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Priklad 6
Dokazte, ze v kazdém trojahelniku ABC' se stranami délek a, b, ¢ a ob-
sahem S plati

ab+ ac +be > 438

el

S = %a,z:,l = %ab sin 7y

Obr. 1

Reseni:
Jak je patrné z obr. 1, obsah libovolného trojihelnika lze vyjadrit po-
moci dvou stran a thlu, ktery tyto strany sviraji. Plati tedy

1 1
S = iabsiny = Eacsinﬂ = ibcsina.

Odtud plynou rovnosti
25 25 b 25

ab = ac =

: , > C : .
sin 7y sin 3 sin v

Sectenim téchto rovnosti dostaneme

1 1 1
ab+ac+bc:25<_ +—+= ) (7)
sina  sinf = sinvy
Nyni uplatnime Jensenovu nerovnost, a to pro funkci f(z) = =— . Ta je na
intervalu (0; w) konvexni, jak dokazuje kladnd hodnota jeji druhé derivace
oy CoST
i) = (sinz)?’
" 1 cos® x L
fl(#) = ——+2—=5—>0  prokazdé z € (0;7).
sinx sin® x
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Z Jensenovy nerovnosti tedy plyne

1 1 1 3 3
— t——+— > = —— =23,
sina sinf - siny T g (a+,§+v) sin Z

takze s vyuzitim rovnosti (51) mizeme psat
ab+ac+be > 25 - 2V/3 > 4V3S.
Priklad 7

Ukazte, ze ze vSech konvexnich n-tthelnika (s danym n > 3) vepsanych
do dané kruznice mé nejvétsi obsah pravé pravidelny n-thelnik.

Obr. 2

Reseni:

Jisté mizeme uvazovat jen takové vepsané n-thelniky, které obsahuji
stfed O dané kruznice. Z obr.2 (pro konvexni pétithelnik) je patrné, ze
kazdy takovy konvexni n-tthelnik se skldda z n rovnoramennych trojuhel-
nikd, které maji spolecny hlavni vrchol ve stfedu O. Obsah kazdého ta-
kového n-thelniku je tedy roven souctu obsahii jednotlivych trojahelniki.
Je-li dané kruznice jednotkovéa, pak pro obsah S kazdého z nich plati

1
SZE sinyp,

kde ¢ je thel pfi stfedu O. Obsah A celého n-thelniku tedy mizeme zapsat:

1 n ) n
Azi;smg@k, kde O0<ypr<m a I;gok:%r.
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Funkce f(z) = sinz je konkavni na intervalu (0;7), a proto z Jensenovy
nerovnosti plyne

27
< — = — i —_— = A’
E sin Pk nsm ( E QOk) n sin ( n > 3

kde A’ je zfejmé obsah pravidelného n-thelniku. A protoZe rovnost zde
nastane, pravé kdyz ¢1 = @2 = ... = ¢, (tedy @ = %” pro vsechna
1 <k < n),je tvrzeni o maximalnim obsahu pravidelného n-thelniku
dokézano.

O koeficientech rozvoje vyrazu
(1+2z+z?)"

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Na sttedni Skole se studenti seznamuji s binomickou vétou, takze védi,
Ze koeficienty rozvoje vyrazu (1 + z)™ jsou kombina¢ni ¢isla (Z), ktera se
daji usporadat do schématu zvaného Pascaltv trojuhelnik. V tomto ¢lanku
se budeme zabyvat koeficienty rozvoje vyrazu (1 + x + 22)" a nékterymi
jejich vlastnostmi.

Zatneme tim, Ze koeficienty rozvoje vyrazu (1+x+2)" vypocteme pro
n =0,1,2,3,4,5 a usporfdddme je do trojuhelnikového schématu; o jeho
vrcholu budeme hovorit jako o nultém radku:

1
1 1 1
1 2 3 2 1
1 3 6 7 6 3 1
1 4 10 16 19 16 10 4 1
1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1
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Podivejme se na tuto tabulku blize a predstavme si, ze pied kazdou
jednickou na zacatku a za kazdou jednickou na konci kazdého radku se
nachdzeji samé nuly. Vsimnéme si pak, ze kazdé ¢islo ¢ v n-tém radku
(pro vSechna n s vyjimkou n = 0) je rovno souctu a + b + ¢, kde b je
v fadku (n — 1) nad ¢islem x a ¢isla a, ¢ s ¢islem b sousedi. Nap¥. pro ¢isla
¢tvrtého radku postupné plati:

1=040+1, 4=0+1+3, 10=1+3+6, 16=23+6+7, 19=6+T7+6,

16=7+6+3, 10=6+3+1, 4=3+1+0, 1=1+0+0.

Zda se tedy, ze timto zplsobem lze urcit ¢isla kazdého radku, zname-li
radek predchézejici. Je-li tato domnénka spravné, potom znalost koefici-
entti pii 2% v rozvoji vyrazu (1 +z + 2%)™ umozni snadno uré¢it koeficienty
v rozvoji virazu (1 + x + z?)" L,

Ozna¢me nyni B(k,n) koeficient pii z* v rozvoji vyrazu (1 + z + x2)"
a tento rozvoj vyjadieme ve tvaru

2n
(1+z+2°)" = Z B(k,n)z".
k=0

Uvazované schéma tak bude mit tvar:

B(0,0)
B(0,1) B(1,1) B(2,1)
B(0,2) B(1,2) B(2,2) B(2,2) B(4,2)

a jeho n-ty a (n + 1)-ni fadek pak budou:

B(0,n) B(l,n) B(2,n) ... B(2n—1,n)B(2n,n)
B(0,n+1)B(1,n+1) B(2,n+1) B(3,n+1) ... B(2n,n+1) B(2n+l,n+l) B(2n+2, n+l)

Spravnost uvedené domnénky bude dokdzana, ukdzeme-li, ze plati:
B(0,n+1)=B(0,n), B(l,n+1)=B(0,n)+ B(1,n),
B(k,n +1) = B(k,n) + B(k —1,n) + B(k —2,n)
pro v8echna k = 2,3.4,...,2n,
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B@2n+1,n+1) = B(2n,n)+ B(2n —1,n); B(2n+2,n+ 1) = B(2n,n).

Abychom tyto rovnosti dokazali, je tieba urcit koeficienty v rozvoji vyrazu
(1+z 4 2%)"

2n
A+z+2*)" =(1+z+22) A+ +23)" = (1+:c+:c2)ZB(k,n):ck =
k=0

2n 2n 2n
= Z B(k,n)z* + Z B(k,n)z**1 + Z B(k,n)zk*?
k=0 k=0 k=0

Kazdy z téchto tii souct vyjadiime ve tvaru:

2n 2n
> B(k,n)z* = B(0,n) + B(1,n)z + Y _ B(k,n)z",
k=0 k=2
2n 2n+1
E:B(k:,n):c’€+1 = Z B(k —1,n)z" = B(0,n)z +
k=0 k=1
2n
+ Z B(k —1,n)z" + B(2n,n)z*
k=2
2n 2n+2 2n
ZB(k,n)xk+2 = Z B(k —2,n)z* = Z B(k —2,n)z"+
k=0 k=2 k=2

+ B(2n — 1,n)z*"* + B(2n,n)z*"*2.
Dostaneme tak
(142 +2%)"" = B(0,n) + [B(1,n) + B(0,n)]z +
2n
+> " B(k,n) + B(k — 1,n) + B(k — 2,n)]z"+

k=2

+[B(2n,n) + B(2n — 1,n)]2*"* + B(2n,n)z*" 2.
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A protoze je také
2n+2
14z + 2" = Z B(k,n +1)z*,
k=0
plyne odtud (porovnanim koeficientd polynomu na pravych strandch po-
slednich dvou rovnosti), ze vztahy mezi ¢isly n-tého a (n + 1)-niho fadku
naSeho schématu vskutku plati.
Podivejme se nyni na nékteré dalsi vlastnosti ¢isel B(k,n). Vzhledem
k tomu, ze trojihelnikové schéma téchto Cisel je soumérné podle svislé osy
prochazejici jeho vrcholem, plati

B(k,n) = B(2n — k,n).
Z rozvoje

Q+z+a?)"=[1+z(l+2)]" =1+ <T>az(1+az)+

+<g>x2(1+x)2 TR (Z)x”(1+x)" =

= () [« G)] e ()

je dale vidét (s pouzitim uvedené vlastnosti soumérnosti), ze plati

B(0,n) = B(2n,n) =1, B(l,n) = B(2n —1,n) =n,
B(2,n) = B(2n — 2,n) = (?) + (Z)

A na zavér jesté dvé vlastnosti, které dostaneme z rovnosti
2n
(1+z+2*)" = Zxk.
k=0
Dosazenim z = 1 ziskdme vztah
3" =B(0,n) + B(1,n) + B(2,n) + ... + B(2n,n),
dosazenim ¢ = —1 pak dostaneme

1=B(0,n)— B(1l,n)+ B(2,n) — B(3,n)+ ... — B(2n—1,n) + B(2n,n).

Pokud bude ¢tenar mit zajem, miaze si nékteré dalsi rovnosti podobnym
zpusobem odvodit jiz samostatné.
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Harmonia v skolskej matematike

DUSAN JEDINAK
Trnavské univerzita v Trnave, SLOVENSKO

Uvodna sprava

V 48. roéniku MO v kategoérii Z-9 bola zadan tiloha na urcenie dizky
priecky lichobeznika s danymi velkostami zakladni, ktord prechadza prie-
se¢nikom jeho uhlopriecok a je rovnobeznd so zakladhami. Hladana velkost
je harmonickym priemerom velkosti oboch zakladni. To sa vSak nepove-
dalo, tak som si vyhladal prislusné doplnenie.

K pojmu harménia

Harmonia znamend (z gréckeho harma) spojenie pevného s pohybli-
vym, stlad, stzvuk, sihra, zladenie, vyrovnanost, simernost ¢asti a celku,
proporcionalita. Znamend to aj rovnaké ¢iselné pomery (napriklad spéa-
janie, vyznam i pouzitie akordov v hudobnej skladbe), vyraz zakonitosti
a miery vo svete, protiklad chaosu (organizovanost), bezkonfliktné jednota
doplnujicich sa protikladov.

V priebehu dejin

Pytagorovci, filozofické spolocenstvo a bratstvo nasledovnikov Pytagora
(asi 582-497 pred n. 1.), sa okrem iného zaoberali aj preniknutim do ta-
jomstva Cisiel a otdzok harmoénie. Mozno ako prvi v histérii zacali chapat
prirodzené Cisla ako abstraktné entity, ktoré samé o sebe charakterizuja
pricinny svet javov. Objavili harmonické postupnosti v témach hudobnej

stupnice (oktdva: pomer 1:2 pri dizkach strin, kvinta 2:3, kvarta 3:4).
Vytvorili moznia charakteristiku vSetkych veci a javov v povahe pomerov
Cisiel, to dnes znamend, ze zdkladné sily vesmiru mozno vyjadrit jazykom
matematiky. Archytas z Tarentu (asi 428-365 pred n. 1.) uvddzal niekolko
typov strednych veli¢in — priemerov a medzi nimi aj aritmeticky, geomet-
ricky a harmonicky priemer. Ak bola dana trojica kladnych ¢isiel a > b > ¢,
tak harmonicky priemer bol dany ako

a—b_g
b—c ¢
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Z toho vyplyva, zZe
2ac

a—+c

(Co je aj dnes harmonicky priemer cisiel a, ¢). Podobné tdaje uvadzal
aj Nikomachos z Gerasy (prvé polovica 2. storo¢ia n. l.) a Boethius (asi
480 — 524/5). Izidor zo Sevily (asi 570 — 636) tvrdil, Ze ,, ... podla hudby
hladas stred takto: Akym pomerom prostredné prevysSuje prvé, takym po-
merom je prostredné prevysené poslednym.“ V jeho Etymoldgii o harmo-
nickom priemere je uvedené: ,Harmonicky priemer ziska$ nasledujiicim
sposobom: Ak sa vezmu krajnosti, napriklad 6 a 12, vidis, o kolko jed-
notiek je 6 prevysené dvanastimi, teda o 6 jednotiek. Potom to umocnis:
Sestkrat 6 dava 36. Potom scitas tie prvé krajnosti, 6 a 12, davaja do-
hromady 18. Vydeli§ 36 osemnéstimi a dostanes vysledok 2. Ten pricitas
k mensej krajnosti (to znamend k 6) a vysledok je 8, ¢o je harmonicky stred
medzi 6 a 12. Ako 8 prevySuje 6 o dve jednotky, to znamend o tretinu zo
6, tak aj 8 je prevySované dvanastimi o Styri jednotky, teda tiez o tretinu
z 12. Je teda prevySované tym istym pomerom, ktorym prevysuje.*

V stcasnosti to mozeme chapaf a vysvetlif aj takto:

Ak prvé je p, posledné r, tak pre prostredné s (s uvedenou vlastnostou)
bude platit (pozri obr. 1)

Obr. 1

teda
ST — pr = pr — ps,

s(r +p) = 2pr,
2pr
S =
p+r

a to je harmonicky priemer Cisel p, r.
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V odbornej literatire ndjdeme aj tento pristup: Nech st dané na pri-
amke dva rézne body A, B a bod X # B.

Pomer usporiadanej trojice bodov A, B, X je dislo A(ABX) =
= |AX|/|BX]|. Ak je X vonkajsim bodom usecky AB, alebo X = A,
plati +; ak X je vnatornym bodom tsecky AB, uplatnime znak — .

Nech st dané na priamke dva rozne body A, B a bod X, X # B a bod
Y,Y #B.

Duvojpomer usporiadanej S$tvoricebodov A, B, X, Y je C(islo
d(ABXY) = M(ABX)/\(ABY).

Usporiadant stvoricu bodov, ktorych dvojpomer sa rovna —1 nazyvame
harmonickd Stvorica bodov (body X, Y st harmonicky zdruZené vzhfadom
na body A, B).

Ak pre harmonickd $tvoricu bodov ABXO oznatime |OA| = a,
|OB| =b, |OX| =z, tak (podla obr. 2) dostaneme:

. /////,
/\ -
7 /\
OI///// A \\JX
T l\\\
\
a \\\
X \\
\
b AN
Iy
Obr. 2
MABX)
—1=§6(ABX0O) = ———=
o 0) AABO)’
JAX] (—a)
1= |[BX = (b—ux)
- JAO] a ’
|BOJ b
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b(x — a)
a(b—x)’

ab — ax = bx — ab,

1=—

2ab = ax + bx,

2ab
a+b’

ale aj
2 2
a+b 1 1°
— + —
ab b a
Pre nenulové ¢isla a, b budeme vyraz x = 3;:_%, t.j. aj nazyvat harmonicky
priemer Cisiel a, b (prevratend hodnota aritmetického priemeru prevrate-

nych hodn6t).

xr =

Vseobecnejsie: harmonicky priemer kladnych ¢isiel @1, xa, ..., z, je
n
Tharm = 1 1 1
— =+ ... +—
I o In

Harmonicky rad je nekoneény rad, v ktorom kazdy jeho ¢len (okrem pr-
vého) je harmonickym priemerom oboch svojich susednych ¢lenov, napr.
rad, ktorého n-ty clen a, = L, t.j.

iﬂl1+ E I
—k 3745

tento rad je divergentny, jeho stacet je +oo, lebo

IR (E S B T T
2 3 4 5 6 7 8
N e’ ~ -/

Ale lim (1+3+ %+ ... ++—Inn) = 05772156649 (Eulerova kon-
n—oo

Stanta, o ktorej sa nevie, ¢i je ¢islom raciondlnym alebo iracionalnym).
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Rad

> 1 1 1 1
1)1 -2 224
2. (1) stz a1t

n
k=1

nazyvame anharmonicky rad, konverguje a ma stcet ln 2.

Jednoduché dlohy

e Ak3 je priemernd rychlost vozidla, ktoré prejde trat rychlostou 60 km/h
a vracia sa po rovnakej trase rychlostou 40 km/h.

e Vypocitajte velkost vysky zrezaného rota¢ného kuzela, ak velkost ob-
sahu jeho plasta je sactom velkosti obsahov jeho podstdv (s polomermi
Rar).

e Znazornite a odoévodnite vzfah medzi aritmetickym, geometrickym
a harmonickym priemerom dvoch kladnych redlnych ¢isiel a, b:

2
a+b 2

Vnimavost pre harméniu

Vo svojich motiva¢nych zapiskoch zistujem, ze cesky matematik Z. Fro-
lik sa vyjadril aj takto: Krasa matematiky spociva v jej harménii. A na-
chadzanie harmonie je ... tym naghlbsim zdrojom uspokojenia. Je to krasa
vnimatelnd a vnimanie tejto krdsy mozZe dat cloveku napln Zivota. Tito
krasu moze clovek iba vnimat — a vobec ju nemusi vytvdrat. Skoro Ziadny
matematikar na gymndziu vedecky nepracuje, ale kaZdy by mal mat pre
krasu matematiky vyvinuti vnimavost. Nezanedbatelnym impulzom pre
ucitelov matematiky v oblasti naznacovania krasy i harmoénie aj v Skolskej
matematike by mohlo byt systematické vytvaranie doplnkovych stru¢nych
ucebnych a populdrno-vedeckych textov z primeranej matematickej pro-
blematiky aj s historicko-kultirnym pozadim doby a osudmi Tudi, ktori ju
tvorili. Ich pravidelné knizné alebo casopisecké vydavanie by urcite potesilo
ucitelov aj ich ziakov.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 140 a 141, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
¢isle tohoto (17.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 141

7 drevéného kvadru o rozmérech axbxc, kde a, b, ¢ jsou prirozend Cisla
veétsi nez 1, vyrezeme u nékterych dvou protilehlych vrchold daného kvadru
dvé rohové jednotkové krychlic¢ky. Urcete vSechny trojice a, b, ¢, pro které
lze takto vytvorené téleso roziezat na dvojkrychle 2x1x1.

Jozef Cmar
Reseni:

Kvadr o rozmérech axbxc umistéme do kartézské soutadnicové sou-
stavy tak, ze jeden z jeho vrcholl je umistén v pocatku, cely kvadr lezi
v prvnim oktantu a jedna z vyriznutych krychlicek mé vrchol v pocatku.
Téleso s touto polohou oznaéme T'(a, b, ¢). Pokud bude existovat rozfezani
zkoumaného télesa na dvojkrychle, budou tyto dvojkrychle slozené z jed-
notkovych krychlicek, jejichz vrcholy maji celo¢iselné souradnice. Pro cela
¢isla @, y, z oznatme k(z,y, z) jednotkovou krychlicku s vrcholy (x,y, z),
(z+1,y,2), (z,y +1,2), (z,y,2+ 1), (x+ Ly +1,2), (x + 1,y,2+ 1),
(z,y+1,z+1), (x+1,y+1,z+1). Z kviddru axbxc tak budou vytiznuty
krychli¢ky £(0,0,0) a k(a — 1,b—1,¢— 1). Jednoduse nahlédneme, ze dvé
krychlicky k(xz1,y1,21) a k(x2,ys2, 22) budou mit spolefnou sténu, pravé
kdyz

{lz2 = @1l, ly2 — w1l, |22 — 21[} = {1,0,0},

budou mit spole¢nou hranu, pravé kdyz

{le2 — 2], ly2 — 1], |22 — 21} = {1,1,0},
a budou mit spolec¢ny vrchol, pravé kdyz

{lo2 = @1l, ly2 —wal, |22 — 2u[} = {1, 1,1},

Pokud jsou a, b, ¢ vesmés lichd ¢isla, je T'(a,b,c) slozeno z abc — 2
krychlicek, coz je liché ¢islo a tedy toto zkoumané téleso nelze roziezat na
dvojkrychle, jejichz objem je 2.
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Necht dvé z ¢isel a, b, ¢ jsou suda ¢isla a tieti je liché. Pro z € {0, 1,...,
a—1},y € {0,1,...,b—1} az € {0,1,...,a — 1} obarvéme jednotlivé
jednotkové krychlicky nasledujicim zptisobem. V piipadé, kdyz x +y+z je
sudé ¢islo, obarvéme krychlicku k(z,y, z) bilou barvou, jinak ji obarvéme
cernou barvou. Cely kvadr axbxc se tak sklada z %abc cernych krychli-
ek a z Labe bilych krychli¢ek, pfitom se tyto krychlicky pravidelné stri-
daji. Abychom dostali T'(a,b,¢), vyFizli jsme z kvadru axbxc krychlicky
k(0,0,0) a k(a —1,b — 1,c — 1), obé jsou obarvené bile. Pokud by existo-
valo rozfezani T'(a, b, ¢) na dvojkrychle, sklddala by se kazd4 z jedné ¢erné
a z jedné bilé krychlicky a tedy bilych a ¢ernych krychlicek by byl stejny
pocet. Jelikoz se ale zkoumané téleso T'(a,b, ) skldda z $abc — 2 bilych
a %abc ¢ernych krychli¢ek, nemtize existovat roziezani zkoumaného télesa
T'(a,b,c) na dvojkrychle.

Nyni ukdZeme, Ze pokud a+ b+ ¢ je sudé ¢islo, lze T'(a, b, ¢) roziezat na
dvojkrychle. Diikaz provedeme nékolikerym uzitim matematické indukce
vzhledem k proménnym a, b, c.

Téleso T'(2,2,2) lze roziezat na t¥i dvojkrychle, ty jsou sloZeny napii-
klad z krychlicek (k(1,0,0),%k(1,1,0)), (k(0,0,1),%(1,0,1)) a (k(0,1,0),
k(0,1,1)). Téleso T'(3,3,2) lze roziezat na dvojkrychle

(k(1,0,0),k(2,0,0)), (k(2,1,0),%(2,2,0)), (k(0,1,0),k(1,1,0)),
(k(0,2,0),k(1,2,0)), (k(0,0,1),k(1,0,1)), (k(2,0,1),k(2,1,1)),
(k(0,1,1),k(1,1,1)), (k(0,2,1),k(1,2,1)).

Podobné lze rozfezat na dvojkrychle télesa 7'(3,2,3) a T'(2,3, 3).
Piedpoklddejme, ze lze roziezat na dvojkrychle téleso T'(a,b,c). Uka-

Zeme, Ze potom lze roziezat také T'(a+ 2, b, ¢). Z télesa T (a + 2, b, ¢) od¥iz-

néme dvojkrychle (k(z,y,z),k(z + 1,y, z)) pro trojice (z,y, z) z mnoZiny

{(:c,y,z)|$:a,yE{O,l,...,b—l},ze {0,1,...,¢—1},

(y,z) 7é (b_lac_l)}

a pro trojici (a — 1,b—1,¢ — 1). Potom dostaneme téleso T'(a, b, c), které
podle indukéniho predpokladu na dvojkrychle roziezat lze. Podobné uké-
Zeme, ze z predpokladu, Ze na dvojkrychle lze rozfezat téleso T'(a,b,c)
plyne, Ze na dvojkrychle lze roziezat télesa T'(a,b + 2,¢) ¢ T'(a,b, c+ 2).
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Uzitim principu matematické indukce tak zjistime, ze na dvojkrychle
lze roztezat kazdé téleso T'(a,b,c), kde a, b, ¢ jsou takova pfirozend ¢isla
vétsi nez jedna, Ze soucet a + b+ ¢ je sudé cislo.

Spravné feseni zaslali Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jan Capek z G v Du-
chcové, David Klaska a Jana Sormovd, oba z G v Brné, t¥. Kpt. Jaroge,
Miroslav Klimos a Jan Kusy, obaz GMK v Bilovci, Jan Mdca z G v Tiebidi,
Li Mang z GChD v Praze, Martin Michdlek z GJKT v Hradci Kralové,
Josef Ondiej z G v Roznové pod Radhostém, Libor Peltan z G v Ces-
kych Budéjovicich, Jirovcova, Ceskd, Josef Tkadlec z GJK v Praze a Jan
Vanhara z G v HoleSové.

Nelplné feSeni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Uloha 142
Urcete pocet vSech prirozenych ¢isel n mensich nez 2008, pro néz je ¢islo
2" — n? délitelné sedmi.
Peter Novotny
Reseni:
Nejprve prozkoumdame zbytky pii déleni sedmi ¢isel 27 a n? pro nékolik
prvnich prirozenych ¢isel n. Tyto zbytky zapiseme do tabulky.

n 1 2 3 4 5 6 7 8

zbytek 2™ pii déleni 7 2 4 1 2 4 1 2 4

zbytek n? pii déleni 7 1 {41224 ]1]o |1

Z tabulky vidime, Ze 23 =1 (mod 3), pro vSechna celd nezédpornd ¢isla
k, j plati 235+ = (23)" 27 = 27 (mod 3). Zbytky &isel 2" p¥i délenf sedmi
se budou opakovat s periodou 3. Pro v8echna celd nezaporna cisla k dale
plati

k+D)"—k"=7T(k+7" "+ Fk+7"k+k+7)" K+ +k"),
proto zbytky pii déleni sedmi &sel n? se budou opakovat s periodou 7.
Celkem tedy vidime, 7e zbytky pii déleni sedmi ¢isel 2" — n? se budou

opakovat s pediodou 21.

Matematika - fyzika - informatika 17 2007/2008 341



Nyni najdeme vSechna pfirozena ¢isla n z mnoziny Noy = {1,2,...,21},
pro ktera ¢&isla 2™ a n? ddvaji pri déleni sedmi stejné zbytky. Uvazujme
vSechny mozné zbytky cisel 2.

— Zbytek 1 d4va ¢islo 2" pron = 0 (mod 3) a ¢islo n? pron =1 (mod 7)
nebo n =6 (mod 7). VSechna takova ¢isla z mnoZiny N jsou 6 a 15.
Zbytek 2 dava €islo 2" pron = 1 (mod 3) a ¢islo n? pron = 3 (mod 7)
nebo n =4 (mod 7). VSechna takova ¢isla z mnoZiny N jsou 4 a 10.
Zbytek 4 dava ¢islo 2" pron = 2 (mod 3) a ¢islo n? pron = 2 (mod 7)
nebo n =5 (mod 7). V8echna takova ¢isla z mnoziny Nay jsou 2 a 9.

Viechna ¢isla n z mnoziny Nop, pro ktera je ¢islo 2" —n? délitelné sedmi
jsou ¢isla
2,4,6,9,10 a 15.

Plati 2007 = 95 - 21 + 12. Vzhledem k tomu, ze zbytky pii déleni sedmi
¢isla 2™ — n? se opakuji s periodou 21, je pocet viech ¢sel mengich nez
2008, pro néz je 2" — n? délitelné sedmi, roven 95 -6 + 5 = 575.

Spravné feseni zaslali Anton Hndth z Moravan, Jan Capek z G v Du-
chcové, David Klaska, Samuel Riha a Adam Zemek, vichni z G v Brné,
tr. Kpt. JaroSe, Miroslav Klimos, Lucie Mohelnikovd a Eliska Nekvapilovd,
vsichni z GMK v Bilovci, Jan Mdca z G v Trebici, Jan Matéjka z G v Ces-
kych Budéjovicich, Jirovcova, Martin Michalek z GJKT v Hradci Kralové,
Josef Ondiej z G v Roznové pod Radhostém, Libor Peltan z G v Ces-
kych Budé&jovicich, Jirovcova, Ceska, Josef Tkadlec z GJK v Praze a Jan
Varihara z G v HoleSové.

Netplné feseni zaslali Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Alena Peterovd z G
v Dobrusce a Jana Sormovd z G v Brné, ti. Kpt. Jaroge.
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