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S algebraick�mi nerovnostmi se setk�v�me ve v�t�in� matematick�ch
teori�� ale i v mnoha oborech mimo matematiku� Jednou z metod jejich
dokazov�n� je vyu�it� tzv� Jensenovy nerovnosti��� Ta je v teorii algebraic�
k�ch nerovnost� jednou z nejv�znamn�j��ch� V�t�inu klasick�ch nerovnost�
z n� toti� m	�eme odvodit a z�rove
 s jej� pomoc� elegantn� vy�e�it celou
�adu algebraick�ch i geometrick�ch �loh�

V�ta � 
Jensenova nerovnost�
Nech� f je spojit� funkce re�ln� prom�nn� na intervalu I � Je�li funkce f

konvexn� na I � pak pro libovolnou konvexn� kombinaci ��x� � � � � � �nxn
jak�chkoliv ��sel x�� � � � � xn � I plat� nerovnost

f
��x� � � � � � �nxn� � ��f
x�� � � � � � �nf
xn�� 
��

K uveden� v�t� poznamenejme� �e konvexn� kombinac� ��sel x�� � � � � xn
rozum�me ka�d� re�ln� ��slo ��x� � � � � � �nxn� kde koe�cienty �i spl
uj�
tyto podm�nky

�i � � 
i � �� �� � � � � n� a �� � � � � � �n � ��

Jak vid�me� hlavn�m p�edpokladem pro vyu�it� Jensenovy nerovnosti je
konvexnost funkce f � Je to ka�d� funkce s vlastnost�� Ka�d� vnit�n� bod
libovoln� t�tivy jej�ho grafu 
uva�ovan� jako �se�ka� le�� �nad� grafem
t�to funkce� Funkce s opa�nou vlastnost� se naz�v� konk�vn� a plat�� Je�li

�� Johan Ludwig William Valdemar Jensen ����	
�	���� d�nsk
 matematik�
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funkce f konvexn� na intervalu I � pak funkce 
�f� je konk�vn� na intervalu
I a naopak� Pokud m� funkce f na dan�m intervalu I druhou derivaci�
lze o konk�vnosti 
konvexnosti� rozhodnout� Pro funkce maj�c� druhou
derivaci toti� plat�� �e konvexn� 
konk�vn�� na dan�m intervalu I jsou
pr�v� ty funkce f � kter� f ��
x� � � 
f ��
x� � �� pro ka�d� x � I �

Nejd��ve uk��eme� jak lze z Jensenovy nerovnosti odvodit n�kter� kla�
sick� nerovnosti pat��c� k z�klad	m cel� teorie algebraick�ch nerovnost��

V�ta � 
AG�nerovnost�
Pro libovoln� nez�porn� re�ln� ��sla x�� x�� � � � � xn plat� nerovnost mezi

jejich aritmetick�m a geometrick�m pr	m�rem

x� � x� � � � � � xn
n

� n
p
x� � x� � � � � � xn � 
��

D�kaz� Pokud je xi nulov� pro n�kter� i � �� � � � � n� je nerovnost 
�� z�ejm��
nebo� jej� prav� strana je rovna nule� P�edpokl�dejme tedy� �e xi � �� pro
i � �� � � � � n� Funkce f
x� � lnx je konk�vn� na R� � nebo� plat� f ��
x� �
� � �

x�
� � pro ka�d� x � �� Proto z Jensenovy nerovnosti dostaneme

volbou �� � �� � � � � � �n � �

n

ln

�
x� � x� � � � � � xn

n

�
� �

n
lnx� �

�
n
lnx� � � � � �

�
n
lnxn�

ln

�
x� � x� � � � � � xn

n

�
� ln 
x

�

n

� � x �

n

� � � � � � x �

n

n ��

x� � x� � � � � � xn
n

� n
p
x� � x� � � � � � xn�

co� je nerovnost 
���

V�ta � 
Youngova nerovnost�
Pro libovolnou dvojici ��sel x � �� y � � a pro libovoln� re�ln� ��sla

p � �� q � �� pro n�� je �

p
� �

q
� �� plat�

xy � xp

p
�

yq

q
� 
��

D�kaz� Nerovnost 
�� plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f
u� � lnu

kter� je na R� konk�vn�� nebo� f ��
u� � � �

u�
� � pro ka�d� u � ���

ln 
��u� � ��u�� � �� lnu� � �� lnu� �
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Dosad�me�li do t�to nerovnosti �� � �

p
� �� � �

q
a u� � xp� u� � yq� pak

nerovnost 
�� dostaneme n�sleduj�c�m zp	sobem�

ln

�
xp

p
�

yq

q

�
� �

p
lnxp �

�
q
ln yq �

ln

�
xp

p
�

yq

q

�
� lnx� ln y �

ln

�
xp

p
�

yq

q

�
� ln 
xy� �

xp

p
�

yq

q
� xy �

V�ta � 
Bernoulliova nerovnost�
Pro ka�d� re�ln� ��slo x � �� a libovoln� kladn� re�ln� ��slo p �� � plat�


� � x�p � � � px 
pro p � �� �


� � x�p � � � px 
pro � � p � �� �


��


��

D�kaz� Nejprve p�edpokl�dejme� �e p � � a dok��eme 
��� Pokud bude
v nerovnosti 
�� platit � � px � �� bude tato nerovnost spln�na trivi�ln��
Nech� je tedy prav� strana nerovnosti 
�� kladn�� Pak po logaritmov�n�
dost�v�me ekvivalentn� nerovnost

p ln 
� � x� � ln 
� � px� �

Tato nerovnost v�ak plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f
x� � lnx�
konk�vn� na R� � S ohledem na p � � jsou ob� ��sla �� � �

p
a �� � � � �

p

kladn� a �� � �� � �� tak�e m	�eme ps�t

�
p
ln 
� � px� �

�
p
ln 
� � px� �

�
�� �

p

�
ln � �

� ln

�
�
p

� � px� �

�
�� �

p

�
� �
�
� ln 
� � x� �
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Tedy
ln 
� � x� � �

p
ln 
� � px� �

p ln 
� � x� � ln 
� � px� �


� � x�p � � � px �

V p��pad� � � p � � je d	kaz nerovnosti 
�� obdobn�� Vyu�ijeme op�t Jen�
senovu nerovnost� tentokr�t pro konvexn� kombinaci s koe�cienty �� � p
a �� � �� p �

p ln 
� � x� � p ln 
� � x� � 
�� p� ln � �
� ln

�
p 
� � x� � 
�� p� � �� � ln 
� � px� �

Tedy
p ln 
� � x� � ln 
� � px� �


� � x�p � � � px �

V�ta � 
Nerovnost mezi v��en�m mocninn�m a v��en�m geometrick�m
pr	m�rem�

Pro libovolnou n�tici ��sel x�� � � � � xn � �� re�ln� koe�cienty �i � �� pro
n�� plat� �� � � � � � �n � �� a pro libovoln� re�ln� ��slo p � � plat�


��x
p
� � � � � � �nx

p
n�

�

p � x��� � � � � � x�nn � 
��

D�kaz� Nerovnost 
�� logaritmujeme a postupn� uprav�me ekvivalentn�m
zp	sobem

�

p
ln 
��x

p
� � � � � � �nx

p
n� � ln

�
x��� � � � � � x�nn

�
�

ln 
��x
p
� � � � � � �nx

p
n� � p

�
lnx��� � � � � � lnx�nn

�
�

ln 
��x
p
� � � � � � �nx

p
n� � �� lnxp� � � � � � �n lnxpn �

Posledn� nerovnost v�ak plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f
x� �
� lnxp� kter� je konk�vn� na R� � nebo� f ��
x� � � p

x�
� � pro v�echna

x � ��

Z p�edchoz�ch d	kaz	 je patrn�� �e Jensenova nerovnost je v teorii alge�
braick�ch nerovnost� velmi siln�m n�strojem� Nyn� si uka�me jej� v�znam
p�i �e�en� konkr�tn�ch �loh�
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P��klad �
Uka�te� �e pro ka�d� re�ln� ��slo x � � plat� nerovnost

�
x� �

�
�
x
�

�
x� �

� �
x
�

�e�en��
D	kaz t�to nerovnosti lze snadno prov�st algebraick�mi �pravami� My

v�ak ov���me jej� platnost pomoc� Jensenovy nerovnosti� Pro funkci f
x� �
�

x
� konvexn� na intervalu 
����� nebo� f ��
x� � �

x�
� � pro ka�d� x � ��

m� Jensenova nerovnost tvar
��
x�

�
��
x�

�
��
x�

� �
��x� � ��x� � ��x�

�

Odtud pro ��sla x� � x � �� x� � x� x� � x � �� kter� jsou kladn�
a navz�jem r	zn� pro ka�d� x � �� a koe�cienty �� � �� � �� � �

�

dokazovanou nerovnost ji� snadno z�sk�me�

�
�

�
�

x� �
�

�
x
�

�
x� �

�
� �

�

�

x� � � x� x� ��

�

�
�

�
�

x� �
�

�
x
�

�
x� �

�
� �

x
�

�
x� �

�
�
x
�

�
x� �

� �
x
�

P��klad �
Uka�te� �e pro libovoln� re�ln� ��sla a� b � h��� �i plat�p

�� a� �
p
�� b� �

p
�� 
a� b�� �

�e�en��
Funkce f
x� �

p
�� x� je na intervalu h��� �i konk�vn�� co� plyne

z tvaru jej�ho grafu� kter�m je polokru�nice� Z Jensenovy nerovnosti tedy
plyne p

�� a�

�
�

p
�� b�

�
�
r
�� 
a� b��

�
�

p
�� a� �

p
�� b� � �

r
�� 
a� b��

�
�p

�� a� �
p
�� b� �

p
�� 
a� b�� �
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P��klad �
Doka�te� �e pro kladn� re�ln� ��sla a� b� pro n�� a� b � �� plat��

a�
�
a

��

�

�
b�

�
b

��

� ��
�
�

�e�en��
Dan� nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti aplikovan� pro funkci

f
x� � 
x � �

x
��� Ta je na intervalu 
���� konvexn�� nebo� f ��
x� �

� �
�
� � �

x�

�
� � pro ka�d� x � �� Plat� tedy

�
�

�
a�

�
a

��

�
�
�

�
b�

�
b

��

�
�
a� b

�
�

�
a� b

��

��
a�

�
a

��

�

�
b�

�
b

��

� �

�
�
�
�

�
�

��

�
��
�
�

P��klad �
Uka�te� �e pro libovoln� kladn� re�ln� ��sla x� y� z� pro n�� x�y�z � ��

plat� nerovnost

�� �
�
� �

�
x

��
� �

�
y

��
� �

�
z

�
�

�e�en��
Uveden� vztah plyne z Jensenovy nerovnosti aplikovan� na funkci

f
t� � ln

�
� �

�
t

�
� ln
� � t�� ln
t��

kter� je na intervalu 
���� konvexn�� co� je z�ejm� z v�po�tu jej� druh�
derivace�

f �
t� �
�

� � t
� �

t
�

f ��
t� � � �

� � t��

�
�
t�

�
�t� �

t�
� � t��
� � �
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Jensenovu nerovnost pro funkci f tedy m	�eme zapsat takto

ln

�
� �

�
��t� � ��t� � ��t�

�
�

� �� ln

�
� �

�
t�

�
� �� ln

�
� �

�
t�

�
� �� ln

�
� �

�
t�

�
�

Dosad�me�li za t� � x � �� t� � y � �� t� � z � � a �� � �� � �� � �

�
�

dostaneme s ohledem na p�edpoklad x� y � z � � postupn�mi �pravami

ln

�
� �

�
�

�

x� y � z�

�
� �

�
ln

�
� �

�
x

�
�

�
�
ln

�
� �

�
y

�
�

�
�
ln

�
� �

�
z

�
�

ln

�
� �

�
�

�

�
� �

�

�
ln

�
� �

�
x

�
� ln

�
� �

�
y

�
� ln

�
� �

�
z

��
�

� ln � � ln

��
� �

�
x

��
� �

�
y

��
� �

�
z

��
�

�� �
�
� �

�
x

��
� �

�
y

��
� �

�
z

�
�

co� je dokazovan� nerovnost�

P��klad �
Doka�te� �e pro ka�d� p�irozen� ��slo n � � plat�


� � n� cos
�

n� �
� n cos

�

n
� � �

�e�en��
Funkce f
x� � cosx je na intervalu h�� �

�
i konk�vn�� co� je z�ejm� ze

zn�m�ho pr	b�hu jej�ho grafu� Pro hodnoty x� � �� x� � �
n
a �� � �

n��
�

�� � n
n��

tedy z Jensenovy nerovnosti pro funkci f plyne

cos

�
�

n� �
� � � n

n� �
� �
n

�
� �

n� �
cos � �

n

n� �
cos

�

n
�

cos

�
�

n� �

�
� �

n� �
�

n

n� �
cos

�

n
�


n� �� cos

�
�

n� �

�
� � � n cos

�

n
�


� � n� cos
�

n� �
� n cos

�

n
� � �
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P��klad �
Doka�te� �e v ka�d�m troj�heln�ku ABC se stranami d�lek a� b� c a ob�

sahem S plat�
ab� ac� bc � �

p
�S �

����
����

Obr� �

�e�en��
Jak je patrn� z obr� �� obsah libovoln�ho troj�heln�ka lze vyj�d�it po�

moc� dvou stran a �hlu� kter� tyto strany sv�raj�� Plat� tedy

S �
�
�
ab sin � �

�
�
ac sin� �

�
�
bc sin��

Odtud plynou rovnosti

ab �
�S
sin �

� ac �
�S
sin�

� bc �
�S
sin�

�

Se�ten�m t�chto rovnost� dostaneme

ab� ac� bc � �S

�
�

sin�
�

�
sin�

�
�

sin �

�
� 
 �

Nyn� uplatn�me Jensenovu nerovnost� a to pro funkci f
x� � �

sinx
� Ta je na

intervalu 
���� konvexn�� jak dokazuje kladn� hodnota jej� druh� derivace

f �
x� � � cosx

sinx��

�

f ��
x� �
�

sinx
� �

cos� x

sin� x
� � pro ka�d� x � 
�����
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Z Jensenovy nerovnosti tedy plyne

�
sin�

�
�

sin�
�

�
sin �

� �

sin
�
�����

�

� �
�

sin �
�

� �
p
� �

tak�e s vyu�it�m rovnosti 
��� m	�eme ps�t

ab� ac� bc � �S � �
p
� � �

p
�S �

P��klad 	
Uka�te� �e ze v�ech konvexn�ch n��heln�k	 
s dan�m n � �� vepsan�ch

do dan� kru�nice m� nejv�t�� obsah pr�v� pravideln� n��heln�k�

��
��

Obr� �

�e�en��
Jist� m	�eme uva�ovat jen takov� vepsan� n��heln�ky� kter� obsahuj�

st�ed O dan� kru�nice� Z obr� � 
pro konvexn� p�ti�heln�k� je patrn�� �e
ka�d� takov� konvexn� n��heln�k se skl�d� z n rovnoramenn�ch troj�hel�
n�k	� kter� maj� spole�n� hlavn� vrchol ve st�edu O� Obsah ka�d�ho ta�
kov�ho n��heln�ku je tedy roven sou�tu obsah	 jednotliv�ch troj�heln�k	�
Je�li dan� kru�nice jednotkov�� pak pro obsah S ka�d�ho z nich plat�

S �
�
�
sin	 �

kde 	 je �hel p�i st�edu O� ObsahA cel�ho n��heln�ku tedy m	�eme zapsat�

A �
�
�

nX
k��

sin	k � kde � � 	k � � a
nX

k��

	k � ���
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Funkce f
x� � sinx je konk�vn� na intervalu h���i� a proto z Jensenovy
nerovnosti plyne

A �
�
�

nX
k��

sin	k � �
�
n sin

�
�
n

nX
k��

	k

	
�

�
�
n sin

�
��
n

�
� A� �

kde A� je z�ejm� obsah pravideln�ho n��heln�ku� A proto�e rovnost zde
nastane� pr�v� kdy� 	� � 	� � � � � � 	n 
tedy 	k � ��

n
pro v�echna

� � k � n�� je tvrzen� o maxim�ln�m obsahu pravideln�ho n��heln�ku
dok�z�no�

O koe�cientech rozvoje v�razu
��� x� x

��n

EMIL CALDA

Matematicko
fyzik�ln� fakulta UK� Praha

Na st�edn� �kole se studenti seznamuj� s binomickou v�tou� tak�e v�d��
�e koe�cienty rozvoje v�razu 
� � x�n jsou kombina�n� ��sla

�
n
k

�
� kter� se

daj� uspo��dat do sch�matu zvan�ho Pascal	v troj�heln�k� V tomto �l�nku
se budeme zab�vat koe�cienty rozvoje v�razu 
� � x � x��n a n�kter�mi
jejich vlastnostmi�

Za�neme t�m� �e koe�cienty rozvoje v�razu 
��x�x��n vypo�teme pro
n � �� �� �� �� �� � a uspo��d�me je do troj�heln�kov�ho sch�matu� o jeho
vrcholu budeme hovo�it jako o nult�m ��dku�

�
� � �

� � � � �
� � �  � � �

� � �� �� �" �� �� � �
� � �� �� �� �� �� �� �� � �

� � �
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Pod�vejme se na tuto tabulku bl��e a p�edstavme si� �e p�ed ka�dou
jedni�kou na za��tku a za ka�dou jedni�kou na konci ka�d�ho ��dku se
nach�zej� sam� nuly� V�imn�me si pak� �e ka�d� ��slo x v n�t�m ��dku

pro v�echna n s v�jimkou n � �� je rovno sou�tu a � b � c� kde b je
v ��dku 
n� �� nad ��slem x a ��sla a� c s ��slem b soused�� Nap�� pro ��sla
�tvrt�ho ��dku postupn� plat��

� � ������ � � ������ �� � ������ �� � ���� � �" � �� ���

�� �  � � � �� �� � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � ��

Zd� se tedy� �e t�mto zp	sobem lze ur�it ��sla ka�d�ho ��dku� zn�me�li
��dek p�edch�zej�c�� Je�li tato domn�nka spr�vn�� potom znalost koe�ci�
ent	 p�i xk v rozvoji v�razu 
��x�x��n umo�n� snadno ur�it koe�cienty
v rozvoji v�razu 
� � x� x��n���

Ozna�me nyn� B
k� n� koe�cient p�i xk v rozvoji v�razu 
� � x� x��n

a tento rozvoj vyj�d�eme ve tvaru


� � x� x��n �
�nX
k��

B
k� n�xk �

Uva�ovan� sch�ma tak bude m�t tvar�

B
�� ��

B
�� �� B
�� �� B
�� ��

B
�� �� B
�� �� B
�� �� B
�� �� B
�� ��

� � �

a jeho n�t� a 
n� ���n� ��dek pak budou�

B��� n� B��� n� B��� n� � � � B��n � �� n�B��n� n�

B��� n���B��� n���B��� n���B��� n��� � � � B��n� n��� B��n��� n��� B��n��� n���

Spr�vnost uveden� domn�nky bude dok�z�na� uk��eme�li� �e plat��

B
�� n� �� � B
�� n�� B
�� n� �� � B
�� n� �B
�� n��

B
k� n� �� � B
k� n� �B
k � �� n� �B
k � �� n�

pro v�echna k � �� �� �� � � � � �n�
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B
�n� �� n� �� � B
�n� n� �B
�n� �� n�� B
�n� �� n� �� � B
�n� n��

Abychom tyto rovnosti dok�zali� je t�eba ur�it koe�cienty v rozvoji v�razu

� � x� x��n���


��x�x��n�� � 
��x�x��
��x�x��n � 
��x�x��
�nX
k��

B
k� n�xk �

�
�nX
k��

B
k� n�xk �
�nX
k��

B
k� n�xk�� �
�nX
k��

B
k� n�xk��

Ka�d� z t�chto t�� sou�t	 vyj�d��me ve tvaru�

�nX
k��

B
k� n�xk � B
�� n� �B
�� n�x�
�nX
k��

B
k� n�xk�

�nX
k��

B
k� n�xk�� �
�n��X
k��

B
k � �� n�xk � B
�� n�x�

�
�nX
k��

B
k � �� n�xk �B
�n� n�x�n���

�nX
k��

B
k� n�xk�� �
�n��X
k��

B
k � �� n�xk �
�nX
k��

B
k � �� n�xk�

�B
�n� �� n�x�n�� �B
�n� n�x�n���

Dostaneme tak


� � x� x��n�� � B
�� n� � #B
�� n� �B
�� n�$x�

�
�nX
k��

B
k� n� �B
k � �� n� �B
k � �� n�$xk�

� #B
�n� n� �B
�n� �� n�$x�n�� �B
�n� n�x�n���
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A proto�e je tak�


� � x� x��n�� �
�n��X
k��

B
k� n� ��xk�

plyne odtud 
porovn�n�m koe�cient	 polynom	 na prav�ch stran�ch po�
sledn�ch dvou rovnost��� �e vztahy mezi ��sly n�t�ho a 
n � ���n�ho ��dku
na�eho sch�matu vskutku plat��

Pod�vejme se nyn� na n�kter� dal�� vlastnosti ��sel B
k� n�� Vzhledem
k tomu� �e troj�heln�kov� sch�ma t�chto ��sel je soum�rn� podle svisl� osy
proch�zej�c� jeho vrcholem� plat�

B
k� n� � B
�n� k� n��

Z rozvoje


� � x� x��n � #� � x
� � x�$n � � �

�
n

�

�
x
� � x��

�

�
n

�

�
x�
� � x�� � � � � �

�
n

n

�
xn
� � x�n �

� � �

�
n

�

�
x�

��
n

�

�
�

�
n

�

��
x� � � � � �

�
n

n

�
x�n

je d�le vid�t 
s pou�it�m uveden� vlastnosti soum�rnosti�� �e plat�

B
�� n� � B
�n� n� � �� B
�� n� � B
�n� �� n� � n�

B
�� n� � B
�n� �� n� �

�
n

�

�
�

�
n

�

�
�

A na z�v�r je�t� dv� vlastnosti� kter� dostaneme z rovnosti


� � x� x��n �
�nX
k��

xk �

Dosazen�m x � � z�sk�me vztah

�n � B
�� n� �B
�� n� �B
�� n� � � � � �B
�n� n��

dosazen�m x � �� pak dostaneme

� � B
�� n��B
�� n� �B
�� n��B
�� n� � � � � �B
�n� �� n��B
�n� n��

Pokud bude �ten�� m�t z�jem� m	�e si n�kter� dal�� rovnosti podobn�m
zp	sobem odvodit ji� samostatn��
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Harm�nia v 	kolskej matematike

DU�AN JEDIN�K

Trnavsk� univerzita v Trnave� SLOVENSKO


vodn� spr�va

V �!� ro�n�ku MO v kateg%rii Z�" bola zadan� �loha na ur�enie d&�ky
prie�ky lichobe�n�ka s dan�mi vel'kos�ami z�kladn�� ktor� prech�dza prie�
se�n�kom jeho uhloprie�ok a je rovnobe�n� so z�klad
ami� Hl'adan� vel'kos�
je harmonick�m priemerom vel'kost� oboch z�kladn�� To sa v�ak nepove�
dalo� tak som si vyhl'adal pr�slu�n� doplnenie�

K pojmu harm�nia

Harm�nia znamen� 
z gr�ckeho harma� spojenie pevn�ho s pohybli�
v�m� s�lad� s�zvuk� s�hra� zladenie� vyrovnanos�� s�mernos� �asti a celku�
proporcionalita� Znamen� to aj rovnak� ��seln� pomery 
napr�klad sp��
janie� v�znam i pou�itie akordov v hudobnej skladbe�� v�raz z�konitosti
a miery vo svete� protiklad chaosu 
organizovanos��� bezkon(iktn� jednota
dopl
uj�cich sa protikladov�

V priebehu dej�n

Pytagorovci� �lozo�ck� spolo�enstvo a bratstvo nasledovn�kov Pytagora

asi �!���" pred n� l��� sa okrem in�ho zaoberali aj preniknut�m do ta�
jomstva ��siel a ot�zok harm%nie� Mo�no ako prv� v hist%rii za�ali ch�pa�
prirodzen� ��sla ako abstraktn� entity� ktor� sam� o sebe charakterizuj�
pr��inn� svet javov� Objavili harmonick� postupnosti v t�mach hudobnej

stupnice 
okt�va� pomer ��� pri d&�kach str�n� kvinta ���� kvarta �����
Vytvorili mo�n� charakteristiku v�etk�ch vec� a javov v povahe pomerov
��siel� to dnes znamen�� �e z�kladn� sily vesm�ru mo�no vyjadri� jazykom
matematiky� Archytas z Tarentu 
asi ��!���� pred n� l�� uv�dzal niekol'ko
typov stredn�ch veli��n ) priemerov a medzi nimi aj aritmetick�� geomet�
rick� a harmonick� priemer� Ak bola dan� trojica kladn�ch ��siel a � b � c�
tak harmonick� priemer bol dan� ako

a� b

b� c
�

a

c
�
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Z toho vypl�va� �e

b �
�ac
a� c


�o je aj dnes harmonick� priemer ��siel a� c�� Podobn� �daje uv�dzal
aj Nikomachos z Gerasy 
prv� polovica �� storo�ia n� l�� a Boethius 
asi
�!� ) ���*��� Izidor zo Sevily 
asi � � ) ���� tvrdil� �e � � � � podl'a hudby
hl'ad�� stred takto� Ak�m pomerom prostredn� prevy�uje prv�� tak�m po�
merom je prostredn� prev��en� posledn�m�� V jeho Etymol�gii o harmo�
nickom priemere je uveden�� �Harmonick� priemer z�ska� nasleduj�cim
sp+sobom� Ak sa vezm� krajnosti� napr�klad � a ��� vid��� o kol'ko jed�
notiek je � prev��en� dvan�stimi� teda o � jednotiek� Potom to umocn���
�es�kr�t � d�va ��� Potom s��ta� tie prv� krajnosti� � a ��� d�vaj� do�
hromady �!� Vydel�� �� osemn�stimi a dostane� v�sledok �� Ten pri��ta�
k men�ej krajnosti 
to znamen� k �� a v�sledok je !� �o je harmonick� stred
medzi � a ��� Ako ! prevy�uje � o dve jednotky� to znamen� o tretinu zo
�� tak aj ! je prevy�ovan� dvan�stimi o �tyri jednotky� teda tie� o tretinu
z ��� Je teda prevy�ovan� t�m ist�m pomerom� ktor�m prevy�uje��

V s��asnosti to m+�eme ch�pa� a vysvetli� aj takto�
Ak prv� je p� posledn� r� tak pre prostredn� s 
s uvedenou vlastnos�ou�

bude plati� 
pozri obr� ��

s� p

p
�

r � s

r
�

� p s r

Obr� �

teda
sr � pr � pr � ps�

s
r � p� � �pr�

s �
�pr
p� r

a to je harmonick� priemer ��sel p� r�
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V odbornej literat�re n�jdeme aj tento pr�stup� Nech s� dan� na pri�
amke dva r+zne body A� B a bod X �� B�

Pomer usporiadanej trojice bodov A� B� X je ��slo �
ABX� �
� jAX j
jBX j� Ak je X vonkaj��m bodom �se�ky AB� alebo X � A�
plat� �� ak X je vn�torn�m bodom �se�ky AB� uplatn�me znak � �

Nech s� dan� na priamke dva r+zne body A� B a bod X � X �� B a bod
Y � Y �� B�

Dvojpomer usporiadanej �tvorice bodov A� B� X � Y je ��slo
�
ABXY � � �
ABX�
�
ABY ��

Usporiadan� �tvoricu bodov� ktor�ch dvojpomer sa rovn� �� naz�vame
harmonick� �tvorica bodov 
body X � Y s� harmonicky zdru�en	 vzhl'adom
na body A� B��

Ak pre harmonick� �tvoricu bodov ABXO ozna��me jOAj � a�
jOBj � b� jOX j � x� tak 
podl'a obr� �� dostaneme�

����
�����	
�

Obr� �

�� � �
ABXO� �
�
ABX�
�
ABO�

�

�� �
�jAX j
jBX
jAOj
jBOj

�
� 
x� a�

b� x�
a

b

�
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�� � �b
x� a�
a
b� x�

�

ab� ax � bx� ab�

�ab � ax� bx�

x �
�ab
a� b

�

ale aj

x �
�

a� b

ab

�
�

�
b
�

�
a

�

Pre nenulov� ��sla a� b budeme v�raz x � �ab
a�b

� t�j� aj naz�va� harmonick�
priemer ��siel a� b 
prevr�ten� hodnota aritmetick�ho priemeru prevr�te�
n�ch hodn+t��

V�eobecnej�ie� harmonick� priemer kladn�ch ��siel x�� x�� � � � � xn je

xharm �
n

�
x�

�
�
x�

� � � � �
�
xn

�

Harmonick� rad je nekone�n� rad� v ktorom ka�d� jeho �len 
okrem pr�
v�ho� je harmonick�m priemerom oboch svojich susedn�ch �lenov� napr�
rad� ktor�ho n�t� �len an � �

n
� t�j�

�X
k��

�
k
� � �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
� � � �

tento rad je divergentn�� jeho s��et je ��� lebo

� �
�
�
�

�
�
�
�

�
�

�

 �z ��

�
�
�
�

�
�
�

�
 
�

�
!

�

 �z ��

�
�
"
� � � � �

�
��

�

 �z �����

�
�
�

�
�
�

�
�

�
!
�

�
!
�

�
!
�

�
!
�

�
�

�
�
�
���

Ale lim
n��

�
� � �

�
� �

�
� � � � � �

n
� lnn

�
� ���  ��� ��� " 
Eulerova kon


�tanta� o ktorej sa nevie� �i je ��slom racion�lnym alebo iracion�lnym��
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Rad
�X
k��


���k�� �
n
� �� �

�
�

�
�
� �

�
� � � �

naz�vame anharmonick� rad� konverguje a m� s��et ln ��

Jednoduch
 �lohy

� Ak� je priemern� r�chlos� vozidla� ktor� prejde tra� r�chlos�ou �� km*h
a vracia sa po rovnakej trase r�chlos�ou �� km*h�

� Vypo��tajte vel'kos� v��ky zrezan�ho rota�n�ho ku�el'a� ak vel'kos� ob�
sahu jeho pl���a je s��tom vel'kost� obsahov jeho podst�v 
s polomermi
R a r��

� Zn�zornite a od+vodnite vz�ah medzi aritmetick�m� geometrick�m
a harmonick�m priemerom dvoch kladn�ch re�lnych ��siel a� b�

�ab
a� b

�
p
ab � a� b

�
�

Vn�mavos� pre harm�niu

Vo svojich motiva�n�ch z�piskoch zis�ujem� �e �esk� matematik Z� Fro

l�k sa vyjadril aj takto� Kr�sa matematiky spo��va v jej harm�nii� A na

ch�dzanie harm�nie je �� � t�m najhlb��m zdrojom uspokojenia� Je to kr�sa
vn�matel�n� a vn�manie tejto kr�sy m
�e da� �loveku n�pl� �ivota� T�to
kr�su m
�e �lovek iba vn�ma� � a v
bec ju nemus� vytv�ra�� Skoro �iadny
matematik�r na gymn�ziu vedecky nepracuje� ale ka�d� by mal ma� pre
kr�su matematiky vyvinut� vn�mavos�� Nezanedbatel'n�m impulzom pre
u�itel'ov matematiky v oblasti nazna�ovania kr�sy i harm%nie aj v �kolskej
matematike by mohlo by� systematick� vytv�ranie doplnkov�ch stru�n�ch
u�ebn�ch a popul�rno�vedeck�ch textov z primeranej matematickej pro�
blematiky aj s historicko�kult�rnym pozad�m doby a osudmi l'ud�� ktor� ju
tvorili� Ich pravideln� kni�n� alebo �asopiseck� vyd�vanie by ur�ite pote�ilo
u�itel'ov aj ich �iakov�
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Zaj�mav
 matematick
 �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a ���� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v prvn�m
��sle tohoto 
� �� ro�n�ku na�eho �asopisu�


loha ���
Z d�ev�n�ho kv�dru o rozm�rech a�b�c� kde a� b� c jsou p�irozen� ��sla

v�t�� ne� �� vy�e�eme u n�kter�ch dvou protilehl�ch vrchol	 dan�ho kv�dru
dv� rohov� jednotkov� krychli�ky� Ur�ete v�echny trojice a� b� c� pro kter�
lze takto vytvo�en� t�leso roz�ezat na dvojkrychle ������

Jozef Cmar

�e�en��
Kv�dr o rozm�rech a�b�c um�st�me do kart�zsk� sou�adnicov� sou�

stavy tak� �e jeden z jeho vrchol	 je um�st�n v po��tku� cel� kv�dr le��
v prvn�m oktantu a jedna z vy��znut�ch krychli�ek m� vrchol v po��tku�
T�leso s touto polohou ozna�me T 
a� b� c�� Pokud bude existovat roz�ez�n�
zkouman�ho t�lesa na dvojkrychle� budou tyto dvojkrychle slo�en� z jed�
notkov�ch krychli�ek� jejich� vrcholy maj� celo��seln� sou�adnice� Pro cel�
��sla x� y� z ozna�me k
x� y� z� jednotkovou krychli�ku s vrcholy 
x� y� z��

x � �� y� z�� 
x� y � �� z�� 
x� y� z � ��� 
x � �� y � �� z�� 
x � �� y� z � ���

x� y��� z���� 
x��� y��� z���� Z kv�dru a�b�c tak budou vy��znuty
krychli�ky k
�� �� �� a k
a� �� b� �� c� ��� Jednodu�e nahl�dneme� �e dv�
krychli�ky k
x�� y�� z�� a k
x�� y�� z�� budou m�t spole�nou st�nu� pr�v�
kdy�

fjx� � x�j� jy� � y�j� jz� � z�jg � f�� �� �g�
budou m�t spole�nou hranu� pr�v� kdy�

fjx� � x�j� jy� � y�j� jz� � z�jg � f�� �� �g�
a budou m�t spole�n� vrchol� pr�v� kdy�

fjx� � x�j� jy� � y�j� jz� � z�jg � f�� �� �g�
Pokud jsou a� b� c vesm�s lich� ��sla� je T 
a� b� c� slo�eno z abc � �

krychli�ek� co� je lich� ��slo a tedy toto zkouman� t�leso nelze roz�ezat na
dvojkrychle� jejich� objem je ��
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Nech� dv� z ��sel a� b� c jsou sud� ��sla a t�et� je lich�� Pro x � f�� �� � � � �
a � �g� y � f�� �� � � � � b � �g a z � f�� �� � � � � a � �g obarv�me jednotliv�
jednotkov� krychli�ky n�sleduj�c�m zp	sobem� V p��pad�� kdy� x�y�z je
sud� ��slo� obarv�me krychli�ku k
x� y� z� b�lou barvou� jinak ji obarv�me
�ernou barvou� Cel� kv�dr a�b�c se tak skl�d� z �

�
abc �ern�ch krychli�

�ek a z �

�
abc b�l�ch krychli�ek� p�itom se tyto krychli�ky pravideln� st���

daj�� Abychom dostali T 
a� b� c�� vy��zli jsme z kv�dru a�b�c krychli�ky
k
�� �� �� a k
a� �� b� �� c� ��� ob� jsou obarven� b�le� Pokud by existo�
valo roz�ez�n� T 
a� b� c� na dvojkrychle� skl�dala by se ka�d� z jedn� �ern�
a z jedn� b�l� krychli�ky a tedy b�l�ch a �ern�ch krychli�ek by byl stejn�
po�et� Jeliko� se ale zkouman� t�leso T 
a� b� c� skl�d� z �

�
abc � � b�l�ch

a �

�
abc �ern�ch krychli�ek� nem	�e existovat roz�ez�n� zkouman�ho t�lesa

T 
a� b� c� na dvojkrychle�
Nyn� uk��eme� �e pokud a� b� c je sud� ��slo� lze T 
a� b� c� roz�ezat na

dvojkrychle� D	kaz provedeme n�koliker�m u�it�m matematick� indukce
vzhledem k prom�nn�m a� b� c�

T�leso T 
�� �� �� lze roz�ezat na t�i dvojkrychle� ty jsou slo�eny nap���
klad z krychli�ek 
k
�� �� ��� k
�� �� ���� 
k
�� �� ��� k
�� �� ��� a 
k
�� �� ���
k
�� �� ���� T�leso T 
�� �� �� lze roz�ezat na dvojkrychle


k
�� �� ��� k
�� �� ���� 
k
�� �� ��� k
�� �� ���� 
k
�� �� ��� k
�� �� ����


k
�� �� ��� k
�� �� ���� 
k
�� �� ��� k
�� �� ���� 
k
�� �� ��� k
�� �� ����


k
�� �� ��� k
�� �� ���� 
k
�� �� ��� k
�� �� ����

Podobn� lze roz�ezat na dvojkrychle t�lesa T 
�� �� �� a T 
�� �� ���
P�edpokl�dejme� �e lze roz�ezat na dvojkrychle t�leso T 
a� b� c�� Uk��

�eme� �e potom lze roz�ezat tak� T 
a��� b� c�� Z t�lesa T 
a��� b� c� od��z�
n�me dvojkrychle 
k
x� y� z�� k
x� �� y� z�� pro trojice 
x� y� z� z mno�iny




x� y� z�jx � a� y � f�� �� � � � � b� �g� z � f�� �� � � � � c� �g�


y� z� �� 
b� �� c� ��
�

a pro trojici 
a� �� b� �� c� ��� Potom dostaneme t�leso T 
a� b� c�� kter�
podle induk�n�ho p�edpokladu na dvojkrychle roz�ezat lze� Podobn� uk��
�eme� �e z p�edpokladu� �e na dvojkrychle lze roz�ezat t�leso T 
a� b� c�
plyne� �e na dvojkrychle lze roz�ezat t�lesa T 
a� b� �� c� �i T 
a� b� c� ���
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U�it�m principu matematick� indukce tak zjist�me� �e na dvojkrychle
lze roz�ezat ka�d� t�leso T 
a� b� c�� kde a� b� c jsou takov� p�irozen� ��sla
v�t�� ne� jedna� �e sou�et a� b� c je sud� ��slo�

Spr�vn� �e�en� zaslali Miloslav H�bsch z Prahy �� Jan �apek z G v Du�
chcov�� David Kla�ka a Jana �ormov�� oba z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e�
Miroslav Klimo� a Jan Kus�� oba z GMK v B�lovci� Jan M�ca z G v T�eb��i�
Li Mang z GChD v Praze� Martin Mich�lek z GJKT v Hradci Kr�lov��
Josef Ond�ej z G v Ro�nov� pod Radho�t�m� Libor Peltan z G v ,es�
k�ch Bud�jovic�ch� J�rovcova� ,esk�� Josef Tkadlec z GJK v Praze a Jan
Va�hara z G v Hole�ov��

Ne�pln� �e�en� zaslal Anton Hn�th z Moravan�


loha ���
Ur�ete po�et v�ech p�irozen�ch ��sel n men��ch ne� ���!� pro n�� je ��slo

�n � n� d�liteln� sedmi�
Peter Novotn�

�e�en��
Nejprve prozkoum�me zbytky p�i d�len� sedmi ��sel �n a n� pro n�kolik

prvn�ch p�irozen�ch ��sel n� Tyto zbytky zap��eme do tabulky�

n � � � � � � � �

zbytek �n p�i d�len� � � � � � � � � �

zbytek n� p�i d�len� � � � � � � � � �

Z tabulky vid�me� �e �� 	 � 
mod ��� pro v�echna cel� nez�porn� ��sla

k� j plat� ��k�j �
�
��
�k

�j 	 �j 
mod ��� Zbytky ��sel �n p�i d�len� sedmi
se budou opakovat s periodou �� Pro v�echna cel� nez�porn� ��sla k d�le
plat�


k �  �n � kn �  
�

k �  �n�� � 
k �  �n��k � 
k �  �n��k� � � � �� kn

�
�

proto zbytky p�i d�len� sedmi ��sel n� se budou opakovat s periodou  �
Celkem tedy vid�me� �e zbytky p�i d�len� sedmi ��sel �n � n� se budou
opakovat s pediodou ���
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Nyn� najdeme v�echna p�irozen� ��sla n z mno�iny N�� � f�� �� � � � � ��g�
pro kter� ��sla �n a n� d�vaj� p�i d�len� sedmi stejn� zbytky� Uva�ujme
v�echny mo�n� zbytky ��sel �n�

) Zbytek � d�v� ��slo �n pro n 	 � 
mod �� a ��slo n� pro n 	 � 
mod  �
nebo n 	 � 
mod  �� V�echna takov� ��sla z mno�iny N�� jsou � a ���

) Zbytek � d�v� ��slo �n pro n 	 � 
mod �� a ��slo n� pro n 	 � 
mod  �
nebo n 	 � 
mod  �� V�echna takov� ��sla z mno�iny N�� jsou � a ���

) Zbytek � d�v� ��slo �n pro n 	 � 
mod �� a ��slo n� pro n 	 � 
mod  �
nebo n 	 � 
mod  �� V�echna takov� ��sla z mno�iny N�� jsou � a "�

V�echna ��sla n z mno�iny N��� pro kter� je ��slo �n�n� d�liteln� sedmi
jsou ��sla

�� �� �� "� �� a ���

Plat� ��� � "� � ��� ��� Vzhledem k tomu� �e zbytky p�i d�len� sedmi
��sla �n � n� se opakuj� s periodou ��� je po�et v�ech ��sel men��ch ne�
���!� pro n�� je �n � n� d�liteln� sedmi� roven "� � � � � � � ��

Spr�vn� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan� Jan �apek z G v Du�
chcov�� David Kla�ka� Samuel ��ha a Adam Zemek� v�ichni z G v Brn��
t�� Kpt� Jaro�e�Miroslav Klimo�� Lucie Moheln�kov� a Eli�ka Nekvapilov��
v�ichni z GMK v B�lovci� Jan M�ca z G v T�eb��i� Jan Mat�jka z G v ,es�
k�ch Bud�jovic�ch� J�rovcova�Martin Mich�lek z GJKT v Hradci Kr�lov��
Josef Ond�ej z G v Ro�nov� pod Radho�t�m� Libor Peltan z G v ,es�
k�ch Bud�jovic�ch� J�rovcova� ,esk�� Josef Tkadlec z GJK v Praze a Jan
Va�hara z G v Hole�ov��

Ne�pln� �e�en� zaslali Miloslav H�bsch z Prahy �� Alena Peterov� z G
v Dobru�ce a Jana �ormov� z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e�
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