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V �l�nc�ch ��� a ��� jsou publikov�ny nejr�zn�j	� d�kazy nerovnosti
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kter� je spln�na pro velikosti �� �� � vnit
n�ch �hl� libovoln�ho troj�hel�
n�ku ABC� V obou v�	e zm�n�n�ch p
�sp�vc�ch bylo uvedeno celkem �tr�
n�ct r�zn�ch d�kaz� t�to nerovnosti� Zde se m��ete sezn�mit je	t� s jin�m
�patn�ct�m� d�kazem t�to nerovnosti�

D�kaz nerovnosti ���� Nech� �� � a � zna�� �p
i obvykl�m ozna�en�� ve�
likosti vnit
n�ch �hl� troj�heln�ku ABC a D nech� zna�� pr�se��k osy
vnit
n�ho �hlu p
i vrcholu A troj�heln�ku ABC s jeho stranou BC�
K d�kazu na	� nerovnosti vyu�ijeme n�sleduj�c� tvrzen��

Osa libovoln�ho vnit�n�ho �hlu dan�ho troj�heln�ku prot�n� jeho prot�j��

stranu ve vnit�n�m bod�� kter	 tuto stranu d�l� v pom�ru d�lek �tomuto

�hlu� p�ilehl	ch stran


D�kaz tohoto tvrzen� je natolik snadn�� �e jej p
enech�v�me �ten�
�m
�lze vyu��t nap
� sinov� v�ty pro troj�heln�ky ABD a ACD� viz obr���

�� Ps�no pro MFI� Z n�meck�ho origin�lu p�elo�il Jaroslav �vr�ek�
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P
i obvykl�m ozna�en� d�lek stran troj�heln�ku ABC tedy plat�
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Ozna�me P patu kolmice z vrcholu B k p
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Sou�inem nerovnost� ��� � ��� dostaneme
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Pro d�lky a� b� c stran troj�heln�ku ABC p
itom plat� nerovnosti
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Po snadn� �prav� odtud plyne nerovnost
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Ze vztah� ��� a ��� ji� bezprost
edn� vypl�v� nerovnost
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kterou jsme cht�li dok�zat�

Rovnost v n� nastane� pr�v� kdy� plat� a � b � c �tj� � � � � ��� tedy
v p
�pad�� je�li troj�heln�k ABC rovnostrann��
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Interpret�cia matematick�ho modelu

JANA MIHAL	OV
 � JOZEF SEKER
K

Pr�rodovedeck� fakulta UPJ�� Ko�ice� SLOVENSKO

�vod
V�voj za posledn�ch dvadsa� rokov viedol k radik�lnym spolo�ensk�m

a ekonomick�m zmen�m� ktor� sa nevyhli �iadnej krajine� V d sledku
r�chleho progresu s� na spolo�nos� kladen� �oraz v!�	ie n�roky� Mnoh�
eur"pske krajiny� aby dok�zali efekt�vne zareagova� na n�roky a zlep	i� tak
svoj soci�lny a ekonomick� 	tandard� presadzuj� my	lienku� �e vzdelanie
je t�m najcennej	�m zdrojom ekonomick�ho rastu� Snahou vzdel�vania m�
by� rozv�janie vedomost�� zru�nost�� schopnost� a postojov� ktor� jednot�
livcom umo�nia �spe	ne sa za�leni� do soci�lneho a pracovn�ho �ivota�
zast�va� r zne pracovn� poz�cie a funkcie� rie	i� nepredv�datel#n� probl�my
s d�vkou originality a d vtipu� vyrovna� sa s r�chlymi zmenami v pracov�
nom� spolo�enskom a osobnom �ivote� �o je reakcia na po�iadavky trhu
pr�ce� S�bor tak�chto osobnostn�ch charakterist�k sa v odbornej literat�re
ozna�uje pojmom kl#��ov� kompetencie ���� ���� Ide o kompetencie� ktor�
maj� praktick� v�znam pre ka�d�ho �loveka a cel� spolo�nos�� Preto je
d le�it�� aby sa tieto kompetencie rozv�jali u� na z�kladn�ch a stredn�ch
	kol�ch�

Na z�klade r znych prieskumov �pozri ���� vyplynulo� �e medzi naj�ia�
danej	ie kl#��ov� kompetencie patria kompetencie rie	enia probl�mov� Aj
ke$ preferujeme nadpredmetov��� �kroskurikul�rne� vn�manie kl#��ov�ch
kompetenci�� mysl�me si� �e vyu�ovanie matematiky m� najv!�	� poten�
ci�l spomedzi ostatn�ch vyu�ovac�ch predmetov v oblasti rozv�jania tejto
kateg"rie kl#��ov�ch kompetenci�� Podstatnou �as�ou rie	enia probl�mov
je zostavovanie modelov� Preto n�s zauj�malo do akej miery vyu�ovanie
matematiky rozv�ja u �iakov kompetencie modelovania� konkr�tne inter�
pret�ciu modelov�

Matematick� modelovanie
Matematick� model vn�mame ako abstraktn� model pou��vaj�ci mate�

matick� z�pis na op�sanie konkr�tnej situ�cie� Teda model %reprezentuje&

�� Kl���ov� kompetencie sa nevia�u na konkr�tny obsah� resp� predmet ale s� spojen�
s procesu�lnou str�nkou vyu�ovania�
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dan� situ�ciu� To vyjadruje ur�it� zodpovedanie si objektov� stavov� �in�
nost�� procesov� at$�� ktor� m �eme n�js� na jednej strane v situ�cii a na
strane druhej v modeli� Tento vz�ah v	ak v �iadnom pr�pade nie je v�dy
bijekt�vny ����

Zast�vame n�zor� �e z�kladnou �rtou matematicky gramotn�ho jedinca
je kompetencia rozozna� v �lohovej situ�cii probl�m a slovne ho formulo�
va�� zostavi� matematick� model situ�cie a pou�i� ho pri rie	en�� Teda mus�
vedie� stanovi� v�chodisk�� n�js� vhodn� matematick� pojmy �resp� 	truk�
t�ry� reprezent�cie� s�visiace s t�mto probl�mom� postupne odstra(ova�
prvky reality �matematiz�cia�� t�m sa presadzuj� matematick� rysy situ�
�cie� rie	i� matematicky formulovan� probl�m a %prelo�i�& rie	enie mate�
matick�ho probl�mu do %re�i& re�lnej situ�cie �dematematiz�cia�� V	etky
tieto parci�lne kompetencie s� �zko prepojen� s matematick�m modelo�
van�m a spolu tvoria jednu z najd le�itej	�ch kateg"ri� kl#��ov�ch kompe�
tenci�� t�j� kompetencie rie	enia probl�mov�

Uveden� nazeranie na podstatu matematick�ho vzdel�vania vedie k z��
veru� �e nie rozsah matematick�ho obsahu� ale sk r dostato�n� rozvoj po�
zn�vac�ch aktiv�t je podstatnou zlo�kou matematick�ho vzdelania� Tzn�
posun od ciel#ov poznatkov�ch� informat�vnych ku ciel#om �innostn�m� ope�
ra�n�m�

Slovn� �lohy� ktor� zachyt�vaj� re�lne situ�cie� m �u by� efekt�vnym
prostriedkom sprostredkovania opera�n�ch vedomost�� Doteraj	ia 	kolsk�
prax v	ak obvykle tak�to �lohy vyu��va len zriedka� Je takmer pravi�
dlom� �e �iaci rie	ia len tie matematick� �lohy� ktor� precvi�uj� u�itel#om
sprostredkovan� vedomos�� ktor� s� umel� a �asto kr�t vel#mi abstraktn��
Kone�n�m ciel#om je v podstate z�ska� v�sledok� Zriedkakedy sa vyu��va
mo�nos� diskutova� o podmienkach rie	enia� M�lokedy sa rie	enie kvan�
titat�vnej �lohy ch�pe ako matematick� modelovanie konkr�tnej �lohovej
situ�cie� takmer nikdy sa rie	enie neopakuje aby sa zistilo� ako sa zmen�
matematick� model pri zmene podmienok a predpokladov a u� v bec sa
nerie	ia �lohy� v ktor�ch je zn�my matematick� model a �iaci maj� sfor�
mulova� slovn� zadanie �lohy� A pr�ve tak�to �loha bola prostriedkom
n�	ho prieskumu�

Prieskum
Za najvhodnej	iu a najreprezentat�vnej	iu skupinu pova�ujeme ���ro��

n�ch �iakov� preto�e maj� dostato�n� apar�t na rie	enie nami predlo�e�
n�ho probl�mu� Preto tento prieskum prebiehal pr�ve v prvom ro�n�ku�
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Prieskum bol realizovan�� v janu�ri �''� v siedmich triedach v	eobecn�ho
gymn�zia�

Na za�iatku vyu�ovacej hodiny �iaci dostali presn� in	trukcie na vyplne�
nie pracovn�ho materi�lu� Prieskum bol motivovan� t�m� �e ide o skuto�n�
rie	enie ned sledn�ho �iaka� Aby sme zlep	ili psychologick� moment a po�
silnili d veryhodnos� motiv�cie prep�sali sme toto rie	enie rukou� V pracov�
nom materi�li sme obmedzili x a y na zelen� a �ierny �aj kv li tomu� aby
sa �iaci nezamestn�vali vym�	l#an�m �o sa za t�mito premenn�mi ukr�va�
Taktie� sme vyrie	ili s�stavu line�rnych rovn�c� aby sa nezdr�iavali zis�o�
van�m �omu sa x a y rovn��

Pracovn	 materi�l�

MENO� � � � � � � � � � � � � � � � � � TRIEDA� � � � � � � � � � � � � � � � �

Sformulujte zadanie k dan�mu rie	eniu�

x � � � zelen� �aj
y � � � �ierny �aj

x� y � �'� x � �'� y�

��'x� �''y � ��' � �'� x � �'� y�

��' � ��'� y� � �''y � ��' � �'�
y � �����

x � �'� ����� tj� x � �����

U� od piateho ro�n�ka Z) sa �iaci stret�vaj� s �lohami� ktor� sa daj� rie	i�
aj cez s�stavu rovn�c s dvoma nezn�mymi� Tak� �lohy sa vyskytuj� be�ne
v odpor��an�ch u�ebniciach pre dan� ro�n�k�

*loha �' ���� str� ��� Janko si k�pil � l�zanky a 
 pern�k a zaplatil

���� Sk
 Keby k�pil 
 l�zanku a � pern�ky� zaplatil by ���� Sk
 Kol�ko kor�n

st�la l�zanka a kol�ko st�l pern�k� �T�to �loha je v zbierke �loh ozna�en�
ako �a�k�� Pod (ou je v	ak $al	ia� podobn�� ktor� je u� ozna�en� ako
z�bavn���

+iaci v tomto veku maj� sk�senosti len s rovnicami o jednej nezn�mej�
No aj napriek tomu t�to �lohu vedia vyrie	i� logickou �vahou�

V deviatom ro�n�ku sa na hodin�ch matematiky za��naj� prebera� s��
stavy dvoch line�rnych rovn�c o dvoch nezn�mych� +iaci sa zv!�	a stret��
vaj� s konvergentn�mi �lohami �prv�ho stup(a tvorivosti� typu� Rie�te
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s�stavu rovn�c � � � Nesk r sa hl#ad� praktick� vyu�itie tohto poznatku
v slovn�ch �loh�ch� Prepojenie t�chto �loh s re�lnym �ivotom je �iakom
�asto nejasn��

H,bka pochopenia preberan�ho u�iva sa prejav� a� po nejakom �ase� ke$
sa �iaci stretn� so situ�ciou im u� zn�mou no nie bezprostredne prebera�
nou�

V u�ebnici pre deviaty ro�n�k sme na	li pr�klad� %V �ajovni pripravuj�
zmes zelen�ho �aju tak� aby jeden kilogram st�l ��' Sk� V dod�vke maj�
dva druhy zelen�ho �aju a to v cene ��' SK za � kg a �'' Sk za � kg�
Kol#ko kilogramov druhu ka�d�ho �aju musia v �ajovni zmie	a�� aby pri�
pravili �' kg po�adovanej zmesi-& ����� pr�klad �� str� �'��� ktorej rie	enia
n�m posl��ilo ako materi�l pre n�	 prieskum� N�s zauj�malo ako sa �iaci

popasuj� s opa�n�m probl�mom� Do akej h,bky ch�pu �o dan� matema�
tick� model predstavuje� Tie� n�s zauj�malo ako �iaci vedia pracova� so
slovom� ako dok��u naformulova� zmyslupln� slovensk� vetu� ktor� by vy�
stihovala dan� matematick� model �komunika�n� kompetencie��

V�sledky prieskumu
V tejto �asti budeme uv�dza� presn� �iacke formul�cie aj s drobn�mi

pravopisn�mi chybami� �i s nie celkom %hladk�mi& my	lienkov�mi po�
stupmi� aby sme zachovali ich autenticitu�

Prieskumu sa z��astnilo ��� �iakov prv�ho ro�n�ka v	eobecn�ho gym�
n�zia� Z tejto vzorky sme vyl��ili �� �iakov� �' �iakov odovzdalo pr�zdny
pracovn� materi�l� Pou��vali konceptov� papier a nie v	etci ho prilo�ili
k pracovn�mu materi�lu� Nevieme poveda� �i �lohu nestihli op�sa� z po�
mocn�ho papiera� alebo ju nevedeli doformulova�� Z tohto d vodu je zo
vzorky vyl��en�ch $al	�ch �� �iakov�

Aj ke$ rie	enie je nap�san� ako ne�pln� rie	enie slovnej �lohy� na	li sa
aj tak� ���� ktor� zadanie formulovali slovami� %V obore R rie	te s�stavu
rovn�c�&

Na z�klade formul�cii ��� �iakov usudzujeme� �e interpret�ciu mate�
matick�ho modelu s�stavy dvoch line�rnych rovn�c o dvoch nezn�mych�
nepoznaj��

Z nich �� rie	itel#ov formuluje len prv� rovnicu�

%Janko m� zelen	 a �ierny �aj
 Spolu m� �� balen� zelen�ho a �ierneho

�aju
 Vypo��tajte kol�ko balen� zelen�ho a kol�ko balen� �ierneho �aju m�

Janko
&
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Zam�	l#ali sme sa nad touto formul�ciou a mysl�me si� �e �iak zabudol
na druh� rovnicu� Je tie� mo�n�� �e ju pova�oval za ak�si %�pravu& tej
prvej�

.al	�ch �� rie	itel#ov si uvedomuje existenciu koe/cientov v druhej rov�
nici� ale zab�da na prav� stranu�

%Mama k�pila spolu �� g zelen�ho a �ierneho �aju
 Za zelen	 zaplatila

��� Sk a za �ierny ��� Sk
 Vypo��tajte kol�ko stoj� 
 g zelen�ho a 
 g
�ierneho �aju
&

Ak by sme zostavili s�stavu podl#a tejto formul�cie� nevedeli by sme
�omu sa rovn� prav� strana druhej rovnice� Toto vynechanie pravej strany
je mo�no sp soben� t�m� �e slovne nevedeli sformulova� prav� stranu
v tvare ��' � �'� Keby na pravej strane druhej rovnice vystupovalo len
��slo �� '''� je mo�n�� �e po�et tak�chto formul�ci� by sa zn��il�

Formul�ciu s vyu�it�m pomeru sme ne�akali �� �iaci��

%V s��ku sa nach�dza �� g �aju
 Kol�ko gramov je zelen�ho a kol�ko

�ierneho �aju� ke� vie� �e v ��� s��koch sa nach�dzaj� �aje v pomere

��' � �''&

+iak si zrejme a� dodato�ne uvedomuje $al	ie �daje vyskytuj�ce sa
v druhej rovnici s�stavy� tak sa sna�ia zakomponova� ich do formul�cie�
+ial# zvolili si cestu cez pomer� Mysl�me si� �e �iak nem� interpret�ciu
pomeru dostato�ne osvojen��

�� rie	itel#ov vo svojej formul�cii pou�ilo v	etky ��seln� �daje� zo zada�
nej s�stavy� Na z�klade takejto formul�cie nevieme n�js� �zostavi�� vhodn�
matematick� model� ktor� by sme mohli pou�i� na vyrie	enie danej situ��
cie�

%Doma m�me zelen	 a �ierny �aj
 Spolu je v zelenom a �iernom �aji

�� g �aju
 Zelen	 �aj v��i ��� g a �ierny �aj v��i ��� g
 Kol�ko v��i ��� g
zelen�ho a �ierneho �aju�

�� rie	itel#ov pochopilo dan� matematick� model� V ��tich formul�ci�ch
je len drobn� nepresnos� v ne�plnej 	peci/k�cii�

%Zelen	 a �ierny �aj spolu stoja �� Sk
 ��� kusov zelen�ho a ��� kusov

�ierneho spolu stoja ���kr�t viac ako keby sme kupovali po jednom
 Kol�ko

stoj� zelen	 a kol�ko �ierny �aj�&
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�� rie	itel#ov zvolili cestu jasnej� presnej a zrozumitel#nej formul�cie bez
zbyto�n�ch slov� Podl#a tejto formul�cie vieme zostavi� nami po�adovan�
matematick� model�

%Ak k�pime balenie� v ktorom je 
 zelen	 a 
 �ierny �aj� zaplat�me

�� Sk
 Ak k�pime maxi balenie� v ktorom je ��� zelen	ch a ��� �iernych

�ajov� zaplat�me ���kr�t viac
 Kol�ko stoj� zelen	 a kol�ko �ierny �aj�&

Ako uk��ku tie� uv�dzame formul�ciu �iaka�

%Do mestskej �ajovne doniesli nov� druhy �ajov
 Rozhodli sa� �e ich

bud� pred�va� za lep�iu cenu v balen� po � druhy a preto sa ich rozhodli

odv��i�
 Balenie s jedn	m vrec��kom �ierneho a jedn	m zelen�ho �aju v��i

�� g
 Ak by chceli takto odv��i� v�etk	ch ��� vrec��ok zelen�ho a ���

vrec��ok �ierneho �aju� museli by tak urobi� ���kr�t
 Kol�ko teda v��i jedno

vrec��ko zelen�ho a kol�ko vrec��ko �ierneho �aju�&

Toto zadanie �lohy s�ce kore	ponduje s nami zadan�m matematick�m
modelom� no nie je sp!t� s re�lnym �ivotom� A po jeho pre��tan� sa n�ka
ot�zka� %Pre�o by to takto niekto robil-&

Vel#mi n�s pote	ilo� �e medzi %korektn�mi&� presn�mi formul�ciami sa
na	lo aj niekol#ko vel#mi hodnotn�ch aj z hl#adiska tvorivosti �originality��
Za v	etky uv�dzame jednu�

%Do obchodu objednali ��� krabi�iek zelen�ho �aju a ��� krabi�iek �ier�

neho �aju
 Janka si k�pila 
 krabi�ku zelen�ho a jednu krabi�ku �ierneho

�aju
 Spolu za ne zaplatila �� Sk
 Kol�ko zaplatila za krabi�ku �ierneho �aju

a kol�ko za krabi�ku zelen�ho �aju ak vieme �e� predava�ka za objedn�vku

platila ���timi �� korun��kami�&

Zauj�malo n�s aj ako �asto a �i v bec sa �iaci stretli s naformulovan�m
�lohy na z�klade rie	enia ��i modelu�� Prekvapilo n�s� �e spomedzi ��'tich
op�tan�ch len � �iakov odpovedalo kladne na t�to ot�zku� Aj napriek
tomu� �e v u�ebnici pre �� ro�n�k Z)� sme na	li �lohu ����� �loha �� str� �''��

%Vymyslite h�danku o ��slach� ktor� je mo�n� rie�i� touto s�stavou

dvoch rovn�c s dvomi nezn�mymi�

a

�
�
b

�
� ���

a

�
� b

�
� ��
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Z�very prieskumu
Z kvantitat�vnej anal�zy v�sledkov prieskumu vypl�va� �e len ��� z re�

spondentov dok�zala spr�vne interpretova� zadan� matematick� model�
Pr��iny tohto v�sledku vid�me hlavne v t�chto troch faktoroch�

� Na vyu�ovac�ch hodin�ch sa kladie d raz na algoritmus rie	enia probl��
mov� ktor� je jednosmern� v zmysle tejto sch�my

��
��
��

� .al	�m probl�mom m �e by� aj to� �e �iaci ch�pu sk�	ku spr�vnosti
ako overenie rie	enia v zmysle matematick�ho modelu a nie v zmysle
zadania� Aj v tomto pr�pade si �iaci neoverili� �i matematick� model
zodpoved� ich formul�cii �lohy�

� Nedostato�n� motiv�cia� ke$�e v�sledky �iakov z tohto prieskumu nie
s� hodnoten� zn�mkou�

Z�ver
Na z�klade prieskumu� ktor� sme zrealizovali m �eme tvrdi�� �e �iaci

maj� zna�n� probl�m s interpret�ciou matematick�ho modelu� I napriek
tomu� �e �iaci prv�ho ro�n�ka gymn�zia sa ur�ite stretli s rie	eniami ta�
k�chto �loh� no nie s� schopn� na z�klade rie	enia sformulova� zadanie�
Len vel#mi m�lo 	tudentov m� t�to oblas� rozvinut� na adekv�tnej �rovni�
pri�om v	etky met"dy� ktor� ovl�daj�� s� natol#ko univerz�lne� �e im umo��
(uj� zhroma�$ova� inform�cie a kon	truova� matematick� modely nielen
v pr�rodn�ch� lek�rskych a technick�ch ved�ch� ale aj v mnoh�ch �loh�ch�
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ktor� rie	i ekon"mia� jazykoveda� archeol"gia alebo v $al	�ch oblastiach
spadaj�cich do p sobnosti vied o spolo�nosti� To upev(uje n�	 n�zor� �e
�iaci rie	ia probl�my algoritmicky bez tvoriv�ho pr�stupu� Z formul�ci�
k rie	eniu e	te vypl�va� �e �iaci� tak ako s� zvyknut�� formuluj� nere�lne si�
tu�cie� Preto nevedia v re�lnych podmienkach rozpozna� model� pomocou
ktor�ho by dok�zali rie	i� probl�m� Mnoh� formul�cie odpovedali rie	eniu�
no boli pr�li	 form�lne� �o s�vis� s ich komunika�n�mi kompetenciami�

Mo�n� zlep	enia vid�me v tom� aby na vyu�ovan� matematiky prebie�
hala aj diskusia o rie	en�� t�j� diskusia o re�lnej pou�itel#nosti rie	enia� To
m �e obohacova� �iakov v oblasti vytv�rania hypot�z� ich dokazovania� �i
vyvracania a v presnom vyjadrovan� sa� S��as�ou diskusie by mala by�
aj �vaha o tom� ako sa zmen� model a rie	enie� ak sa zmenia podmienky
v zadan� dan�ho probl�mu�

L i t e r a t � r a

	
� Belz� H� � Siegriest� M�� Kl��ov� kompetence a jejich rozv�jen�� Port�l� Praha 
��
�
	
� Cirjak� M�� Zbierka divergentn�ch a in�ch ne�tandardn�ch �loh  Tvorivos! v mate�

matike"� Essox� Pre�ov 
����
	�� 	esenek� J� a kol�� Zbierka �loh z matematiky� SPN� Bratislava 
����
	�� Fischer� R� � Malle� G�� #lovek a matematika� SPN� Bratislava 
��
�
	�� Turek� I�� Kl���ov� kompetencie� Metodicko�pedagogick� centrum v Bratislave� Bra�

tislava 
����
	�� �ediv�� O� a kol�� Matematika pre �� ro�n�k z�kladn�ch �k$l 
� �as!� SPN� Bratislava
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Konvergentn� geometrick� �ada
n�zorn�

JAN HOUSKA

V�zkumn� �stav pedagogick�� Praha

V tomto p
�sp�vku najdete n�kter� p
�klady� kter� jsou p
evzaty ze
zn�m� publikace Rogera B
 Nelsena� %D�kazy beze slov& �viz ���� s podti�
tulem %Cvi�en� v n�zorn�m my	len�&� Kniha uv�d� 
adu gra/ck�ch %d��
kaz�& � sp�	e demonstrac� �i ilustrac� � vztah� ze st
edo	kolsk� matema�
tiky� Autor uv�d�� �e tato sb�rka d�kaz� m� dlouhou historii a jednotliv�
p
�klady jsou vybr�ny z mnoha zdroj�� Ve zm�n�n� publikaci jsou u jed�
notliv�ch p
�klad� p
ipojena jm�na autor��

Jedna z ��st� knihy je v�nov�na ilustrac�m sou�tu nekone�n� geomet�
rick� 
ady� Jak je vid�t z p
ilo�en�ch obr�zk�� sou�et nekone�n� geome�
trick� 
ady �s kladn�m kvocientem men	�m ne� jedna� lze snadno ur�it
z gra/ck�ho zn�zorn�n� pomoc� podobnosti nebo stejnolehlosti� Pro dva
stejnolehl� obrazce ur��me s ��ky st
ed jejich stejnolehlosti a jej� koe/�
cient� D�le uk��eme� �e zn�zorn�n� gra/ck� nekone�n� geometrick� 
ady
odpov�d� sou�tu obsah� jist�ch rovinn�ch �tvar� nebo �p
�klady � a ��
d�lek jist�ch �se�ek� �e ka�d� �len dan� nekone�n� 
ady je na p
�slu	n�m
obr�zku obsa�en a �e takov� geometrick� 
ada m� kone�n� sou�et� kter�
lze ur�it jednoduchou geometrickou �vahou� V�sledek v�dy ov�
�me podle
zn�m�ho vzorce� Uveden� p
�klady se t�kaj� n�kter�ch speci�ln�ch p
�pad�
sou�tu geometrick� 
ady nebo obecn�ho p
�padu pro kladn� kvocient� Na�
v�c je zde demonstrov�no s��t�n� tzv� hypergeometrick� �ady �p
�klady �
a ��� Jednotliv� obr�zky jsou uvedeny pop
� dopln�ny stru�n�m koment��

em� kter� se sna�� zachytit hlavn� ideu p
�kladu�

P
edlo�en� n�m�ty mohou slou�it jako vhodn� propedeutika nebo zn��
zorn�n� limitn�ho procesu ve v�uce matematiky na st
edn� 	kole a p
ede�
v	�m jako n�zorn� uk�zka souladu geometrick�ho pohledu na algebraickou
formuli pro sou�et konvergentn� geometrick� 
ady�

P��klad �
Na obr� �a � �d jsou zn�zorn�ny jednotkov� �tverce� kter� jsou �se�kami

rovnob��n�mi s jeho stranami rozd�leny na men	� pravo�heln�ky� pop
�
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na �tvary slo�en� z n�kolika �tverc� s vyzna�en�mi obsahy nebo d�lkami
stran� Jednotliv� obr�zky pak bez jak�hokoliv koment�
e demonstruj� n��
sleduj�c� rovnosti�

�
�
�

�
�
�

�


� � � � �
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� � � � � ��
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Obr� 
a
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�
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�
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� � � � �
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�
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�X
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Obr� 
b
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Obr� 
c
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Obr� 
d
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Ve v	ech dal	�ch p
�kladech budeme p�edpokl�dat� �e pro kvocient q
uva�ovan� nekone�n� geometrick� 
ady plat� ' � q � ��

P��klad �
Na obr� � vid�me n�zornou ilustraci rovnosti

q � q��� q� � q��� q�� � � � � � q��� q�n � � � � � �

����
����
�	
��
��

Obr� 


P��klad �
Na obr� � vid�me n�zornou geometrickou interpretaci rovnosti

� � q � q� � q� � � � � �
�

�� q

Z podobnosti troj�heln�k� TSP a PQR �uu�� toti� vypl�v�

jTSj � jPSj � jPQjjRQj �
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��
�

Obr� �

P��klad 	

Na obr� � si m��ete prohl�dnout n�zornou geometrickou interpretaci
rovnosti

s �
�X
n��

aqn �
a

�� q
�

kde a je kladn� re�ln� ��slo�

�����
����	
��
�

Obr� �
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Troj�heln�ky ABC a DEF jsou podobn� �uu�� proto plat�

jBCj
jACj �

jEF j
jDF j � neboli

s
�

q

�
aq

�� q
�

tud��

s �
�X
n��

aqn �
a

�� q
�

Posledn� dva p
�klady demonstruj� sou�et tzv� hypergeometrick� �ady�

P��klad 

Na obr� � vid�me n�zornou geometrickou interpretaci rovnosti

� � �q � �q� � �q� � � � � � kqk�� � � � � �
�

��� q��
���

�����
����	

��
�

Obr� �

'br� � nazna�uje� �e hypergeometrickou 
adu lze s��tat jako nekone��
nou 
adu konvergentn�ch geometrick�ch 
ad �tzv� Gabrielova schodi	t���
obr�zek ukazuje dva zp�soby s��t�n�� Podle sou�tov�ho sch�matu

�X
k��

kqk�� �
�X
k��

�X
i�k

qi�� �
�

��� q��
�
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Sou�et 
ady ve vztahu ��� dostaneme tak� jin�m zp�sobem� Sta�� si po�

v	imnout� �e 
adu na lev� stran� ��� dostaneme derivov�n�m 
ady
�X
k��

qk

�len po �lenu a �e plat�
�X
k��

d

dq
qk �

d

dq

�X
k��

qk�

P��klad �

Obr� � geometricky interpretuje p
edchoz� rovnost ��� pro q �
�
�
Plat�

� � � � �
�
� � � �

�
� � � �



� � � � � k

�
�k��

� � � � � � ���

���
���
���

Obr� �

Celou situaci na obr� � lze zobecnit� podobn� jako p
�klad � je zobec�
n�n�m p
�padu odpov�daj�c�mu obr� �a z p
�kladu ��

L i t e r a t u r a

	
� Nelsen� R� B�� Proofs Without Words� Exercises in Visual Thinking� Classroom
Resource Materials Number 
� The Mathematical Association of America� 
���� vii
� 
�
 pp�� 
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal	� dvojice �loh na	� pravideln� rubriky� Jejich 
e	en�
m��ete zaslat nejpozd�ji do �'� �� �''
 na adresu� Redakce �asopisu MFI�
t
� Svobody ��� ��� �� Olomouc� Jejich 
e	en� lze zaslat tak� elektronickou
cestou �pouze v	ak v TEXovsk�ch verz�ch� p
�p� v MSWordu� na emailovou
adresu� m��upol
cz� Zaj�mav� a origin�ln� 
e	en� �loh r�di uve
ejn�me�

�loha �	

Ur�ete v	echny dvojice �x� y� cel�ch ��sel� pro n�� plat�

x� � y� � �x� ����y � ���
Pavel Cal�bek

�loha �	�
V rovnostrann�m troj�heln�ku ABD se stranou d�lky � ozna�me C

st
ed stranyBD� Tento troj�heln�k rozst
ihneme na polovinu pod�l p
�mky
AC� Troj�heln�kABC z�stane pevn� na m�st� a troj�heln�k ACD se kolem
n�j oto�� takto� Nejprve se oto�� kolem bodu A do polohy AC �B� pak se
oto�� kolem bodu B do polohy A�CB a nakonec se oto�� kolem bodu C do
p�vodn� polohy ACD� Ur�ete obsah rovinn�ho �tvaru� kter� pokryje p
i
tomto pohybu troj�heln�k ACD�

Jaroslav Zhouf

D�le uv�d�me bilanci za uplynul� ����� ro�n�k t�to rubriky� kter� je z�rove(
�tvrt�m ro�n�kem dal	�ho cyklu dlouhodob� sout��e� Redakce obdr�ela
celkem �'� �pln�ch nebo ��ste�n�ch 
e	en� od �� jednotlivc� �alespo(
jednu vy
e	enou �lohu druh�ho cyklu p
itom zaslalo 
� 
e	itel��� Za �pln�
vy
e	enou �lohu 
e	itel obdr�el � bod�� za ��ste�n� vy
e	enou � body0 k�
n�sobn�m laure�tem sout��e se stane 
e	itel� kter� z�sk� od ��� ro�n�ku
alespo( k�n�sobek ��sla �� �rubrika byla zalo�ena v roce ������

Po
ad� 
e	itel� po �tvrt�m ro�n�ku druh�ho cyklu dlouhodob� sout��e�
�� Anton Hn�th z Moravan ��
� b��� ��Miroslav H�bsch z Prahy � ���
 b���
�� Karol Gajdo� z Trnavy ���' b��� �� Vladim�r Pavel z Blovic ���� b���
�� Jozef M�sz�ros z Jelky ���� b�� �� Jaroslav Han�l z GMK B�lovec ��'�
b��� �� Marek Pechal z G Zl�n� Lesn� �tvr� a Jan Uhl�k z G Brno� t
� Kpt�
Jaro	e� �oba �
 b���

Dvojn�sobn�m laure�tem druh�ho cyklu se po roce st�v� Anton Hn�th�
laure�ty se st�vaj�Karol Gajdo�� Vladim�r Pavel a Jozef M�sz�ros� Srde�n�
jim blahop
ejeme a pos�l�me knihy z nakladatelstv� Prometheus�
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