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MATEMATIKA

Dalsi diikaz znamé trigonometrickeé
nerovnosti
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V élancich [1] a [2] jsou publikovany nejriznéjsi dikazy nerovnosti

; (1)

| =

o 0
sin 3 sin 3 sin 5 <
kterd je splnéna pro velikosti «, 3,y vnitfnich Ghla libovolného trojahel-
niku ABC. V obou vys$e zminénych piispévcich bylo uvedeno celkem ¢tr-
nact riznych dikazi této nerovnosti. Zde se mizete seznamit jesté s jinym
(patnactym) dikazem této nerovnosti.

Dikaz nerovnosti (1). Necht «, 8 a v znadi (pfi obvyklém oznaceni) ve-
likosti vnitinich Ghla trojihelniku ABC a D necht znadi prisecik osy
vnitfniho Ghlu pii vrcholu A trojahelniku ABC' s jeho stranou BC.

K dtikazu nasi nerovnosti vyuzijeme nésledujici tvrzeni:

Osa libovolného vnitiniho whlu daného trojihelniku protind jeho protéjsi
stranu ve vnitinim bodé, ktery tuto stranu déli v poméru délek (tomuto
whlu) prilehljch stran.

Dikaz tohoto tvrzeni je natolik snadny, zZe jej pfenechdvame ¢tenditm
(lze vyuzit napf. sinové véty pro trojuhelniky ABD a ACD, viz obr.).

Psano pro MFI. Z némeckého originélu p¥eloZil Jaroslav Svrcek.
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B D C

P#i obvyklém oznaceni délek stran trojuhelniku ABC tedy plati

IBD| _ |BD| ¢

ICD| ~a—|BD| _b°

Odtud

ac
. 2
b+c @)
Ozna¢me P patu kolmice z vrcholu B k piimce AD. Z pravothlého troj-
uhelniku APB plyne

|BD| =

a _ |BP|

"9 T Al
Protoze |BP| < |BD|, dostavame vyuzitim vztahu (2)

ac
o _|BD| _bte a
Sln2_|AB| c b+c ®)
Analogicky plati
siné< b (4)
2 ~c+a’
. c
—~ < . 5
D Ty (5)

Souéinem nerovnosti (3) — (5) dostaneme

abc
(a+b)(b+c)c+a)’

(6)

sin % sin 5 sing <
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Pro délky a, b, ¢ stran trojihelniku ABC' pfitom plati nerovnosti

b b
“‘2* > Vab, ;Fcz\/% a C;“z@.

Jejich soucinem déale obdrzime

b bre Cr O Vab Ve Ve,

Po snadné upravé odtud plyne nerovnost

abe

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc, resp. (@a+0)b+c)(c+a)

(7)

IN

1
g
Ze vztahi (6) a (7) jiz bezprostiedné vyplyva nerovnost

)

| =

sin% sing sin% <

kterou jsme chtéli dokazat.

Rovnost v ni nastane, pravé kdyz plati a = b = ¢ (tj. a = f = 7), tedy
v pripadé, je-li trojuhelnik ABC' rovnostranny.
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Interpretacia matematického modelu

JANA MIHALCOVA — JOZEF SEKERAK
Prirodovedecké fakulta UPJS, Kosice, SLOVENSKO

Uvod

Vyvoj za poslednych dvadsat rokov viedol k radikalnym spolo¢enskym
a ekonomickym zmendm, ktoré sa nevyhli ziadnej krajine. V dosledku
eurépske krajiny, aby dokazali efektivne zareagovat na naroky a zleps$it tak
svoj socidlny a ekonomicky Standard, presadzuji myslienku, ze vzdelanie
je tym najcennej$im zdrojom ekonomického rastu. Snahou vzdelavania méa
byt rozvijanie vedomosti, zru¢nosti, schopnosti a postojov, ktoré jednot-
livcom umoznia tspeSne sa zaclenit do socidlneho a pracovného Zivota,
zastavat rozne pracovné pozicie a funkcie, riesit nepredvidatelné problémy
s davkou originality a dovtipu, vyrovnat sa s rychlymi zmenami v pracov-
nom, spoloc¢enskom a osobnom zivote, ¢o je reakcia na poziadavky trhu
préace. Stubor takychto osobnostnych charakteristik sa v odbornej literattre
oznacuje pojmom klacové kompetencie [1], [5]. Ide o kompetencie, ktoré
maju prakticky vyznam pre kazdého cloveka a celt spolo¢nost. Preto je
dodlezité, aby sa tieto kompetencie rozvijali uz na zakladnych a strednych
skolach.

Na zéklade réznych prieskumov (pozri [1]) vyplynulo, Ze medzi najzia-
danejsie klacové kompetencie patria kompetencie rieSenia problémov. Aj
ked preferujeme nadpredmetové*) (kroskurikuldrne) vnimanie klacovych
kompetencii, myslime si, Zze vyucovanie matematiky ma najvicsi poten-
cidl spomedzi ostatnych vyucovacich predmetov v oblasti rozvijania tejto
kategorie klicovych kompetencii. Podstatnou ¢astou rieSenia problémov
je zostavovanie modelov. Preto nas zaujimalo do akej miery vyucovanie
matematiky rozvija u ziakov kompetencie modelovania, konkrétne inter-
pretaciu modelov.

Matematické modelovanie
Matematicky model vnimame ako abstraktny model pouzivajici mate-
maticky zapis na opisanie konkrétnej situdcie. Teda model ,reprezentuje”

*) Klacové kompetencie sa neviazu na konkrétny obsah, resp. predmet ale st spojené
s procesudlnou strankou vyucovania.
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dant situaciu. To vyjadruje urcité zodpovedanie si objektov, stavov, ¢in-
nosti, procesov, atd., ktoré mozeme najst na jednej strane v situdcii a na
strane druhej v modeli. Tento vztah vSak v Ziadnom pripade nie je vidy
bijektivny [4].

Zastavame nazor, ze zakladnou ¢rtou matematicky gramotného jedinca
je kompetencia rozoznat v tlohovej situacii problém a slovne ho formulo-
vat, zostavit matematicky model situdcie a pouzit ho pri rieseni. Teda musi
vediet stanovit vychodiska, najst vhodné matematické pojmy (resp. struk-
tary, reprezentécie) stvisiace s tymto problémom, postupne odstrafiovat
prvky reality (matematizacia), tym sa presadzuji matematické rysy situ-
acie, riesit matematicky formulovany problém a ,prelozit“ rieSenie mate-
matického problému do ,re¢i“ realnej situicie (dematematizicia). Vsetky
tieto parcidlne kompetencie st tizko prepojené s matematickym modelo-
vanim a spolu tvoria jednu z najdolezitejsich kategérii klic¢ovych kompe-
tencii, t.j. kompetencie riesenia problémov.

Uvedené nazeranie na podstatu matematického vzdelavania vedie k za-
veru, ze nie rozsah matematického obsahu, ale skor dostato¢ny rozvoj po-
znavacich aktivit je podstatnou zlozkou matematického vzdelania. Tzn.
posun od cielov poznatkovych, informativnych ku ciefom ¢innostnym, ope-
racnym.

Slovné ulohy, ktoré zachytavaja redlne situdcie, mozu byt efektivnym
prostriedkom sprostredkovania opera¢nych vedomosti. Doterajsia Skolska
prax vsak obvykle takéto ulohy vyuziva len zriedka. Je takmer pravi-
dlom, Ze Ziaci rieSia len tie matematické tlohy, ktoré precvi¢uju ucitelom
sprostredkovani vedomost, ktoré st umelé a Casto krat velmi abstraktné.
Kone¢nym ciefom je v podstate ziskat vysledok. Zriedkakedy sa vyuziva
moznost diskutovat o podmienkach riesenia. Malokedy sa rieSenie kvan-
titativnej lohy chape ako matematické modelovanie konkrétnej tlohovej
situécie, takmer nikdy sa rieSenie neopakuje aby sa zistilo, ako sa zmeni
matematicky model pri zmene podmienok a predpokladov a uz vbébec sa
nerie$ia tlohy, v ktorych je zndmy matematicky model a ziaci maju sfor-
mulovat slovné zadanie ulohy. A prave takito tloha bola prostriedkom
nasho prieskumu.

Prieskum

Za najvhodnejsiu a najreprezentativnejsiu skupinu povazujeme 15-roc-
nych ziakov, pretoze maji dostato¢ny aparat na rieSenie nami predloze-
ného problému. Preto tento prieskum prebiehal prave v prvom roc¢niku.
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Prieskum bol realizovany, v janudri 2007 v siedmich triedach vseobecného
gymnazia.

Na zaciatku vyucovacej hodiny ziaci dostali presné in§trukcie na vyplne-
nie pracovného materidlu. Prieskum bol motivovany tym, ze ide o skuto¢né
rieSenie nedosledného Ziaka. Aby sme zlepsili psychologicky moment a po-
silnili déveryhodnost motivacie prepisali sme toto rieSenie rukou. V pracov-
nom materiali sme obmedzili  a y na zeleny a ¢ierny c¢aj kvoli tomu, aby
sa ziaci nezamestnavali vymyslanim co sa za tymito premennymi ukryva.
Taktiez sme vyrie§ili sustavu linearnych rovnic, aby sa nezdrziavali zisto-
vanim ¢omu sa = a y rovna.

Pracovny materidl:
MENO: ...t TRIEDA:................

Sformulujte zadanie k danému rieseniu.

T ... zeleny caj
Yy ... Clerny c¢aj

z+y=50—z=50—y,
220z + 300y = 240 - 50, x =50 —y,
220 - (50 — y) + 300y = 240 - 50,
y = 12,5,
x=50—-125, tj. x=37,5.

Uz od piateho roénika ZS sa ziaci stretdvaji s tlohami, ktoré sa daji riesit
aj cez ststavu rovnic s dvoma nezndmymi. Také tilohy sa vyskytuja bezne
v odportcanych ucebniciach pre dany ro¢nik.

Uloha 30 [3], str. 69: Janko si kipil 2 lizanky a 1 pernik a zaplatil
6,40 Sk. Keby kipil 1 lizanku a 2 perniky, zaplatil by 8,90 Sk. Kolko korin
stdla lizanka a kolko stdl pernik? (Tato aloha je v zbierke tloh oznaend
ako tazkd. Pod nou je v8ak dalSia, podobnd, ktord je uz oznacend ako
zabavna.)

Ziaci v tomto veku maja skisenosti len s rovnicami o jednej neznamej.
No aj napriek tomu tato tlohu vedia vyriesit logickou tvahou.

V deviatom roc¢niku sa na hodindch matematiky za¢inaja preberaf si-
stavy dvoch linedrnych rovnic o dvoch nezndmych. Ziaci sa zvicsa streté-
vaju s konvergentnymi tGlohami (prvého stupiia tvorivosti) typu: Rieste
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sustavu rovnic ... Neskor sa hlada praktické vyuzitie tohto poznatku
v slovnych tlohach. Prepojenie tychto tloh s redlnym Zzivotom je ziakom
Casto nejasné.

Hibka pochopenia preberaného uéiva sa prejavi az po nejakom ¢ase, ked
sa ziaci stretnii so situdciou im uz zndmou no nie bezprostredne prebera-
nou.

V ucebnici pre deviaty ro¢nik sme nagli priklad: .,V ¢ajovni pripravuja
zmes zeleného Caju tak, aby jeden kilogram stal 240 Sk. V dodavke maja
dva druhy zeleného ¢aju a to v cene 220 SK za 1 kg a 300 Sk za 1 kg.
Kolko kilogramov druhu kazdého ¢aju musia v ¢ajovni zmiesat, aby pri-
pravili 50 kg pozadovanej zmesi?“ ([6], priklad 7, str. 104), ktorej riesenia
nam poslazilo ako materidl pre nas prieskum. Nés zaujimalo ako sa ziaci
popasuji s opaénym problémom. Do akej hibky chépu ¢o dany matema-
ticky model predstavuje. Tiez nas zaujimalo ako Zziaci vedia pracovat so
slovom, ako dokdZzu naformulovat zmysluplna slovensku vetu, ktora by vy-
stihovala dany matematicky model (komunikatné kompetencie).

Vysledky prieskumu

V tejto Casti budeme uvadzat presné ziacke formuldcie aj s drobnymi
pravopisnymi chybami, ¢i s nie celkom ,hladkymi“ myslienkovymi po-
stupmi, aby sme zachovali ich autenticitu.

Prieskumu sa zacastnilo 229 ziakov prvého ro¢nika vSeobecného gym-
nazia. Z tejto vzorky sme vylacili 37 ziakov. 20 ziakov odovzdalo prazdny
pracovny materidl. Pouzivali konceptovy papier a nie vSetci ho prilozili
k pracovnému materidlu. Nevieme povedat ¢i Glohu nestihli opisat z po-
mocného papiera, alebo ju nevedeli doformulovat. Z tohto dévodu je zo
vzorky vyltéenych dalsich 17 Ziakov.

Aj ked rieSenie je napisané ako neuplné rieSenie slovnej tlohy, nali sa
aj taki (7), ktori zadanie formulovali slovami: ,V obore R rieSte ststavu
rovnic:“

Na zaklade formulécii 126 ziakov usudzujeme, Ze interpreticiu mate-
matického modelu ststavy dvoch linedrnych rovnic o dvoch neznamych,
nepoznaji.

Z nich 43 riesitelov formuluje len prvi rovnicu:

»Janko md zeleny a ¢ierny c¢aj. Spolu md 50 baleni zeleného a cierneho
Caju. Vypocitajte kolko baleni zeleného a kolko baleni cierneho cCaju md
Janko.“
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Zamyslali sme sa nad touto formuldciou a myslime si, Ze ziak zabudol
na druhd rovnicu. Je tiez mozné, ze ju povazoval za akisi ,Upravu“ tej
prvej.

Dalgich 47 riesitelov si uvedomuje existenciu koeficientov v druhej rov-
nici, ale zabtda na pravi stranu:

»Mama kupila spolu 50 g zeleného a cierneho caju. Za zeleny zaplatila
220 Sk a za cierny 300 Sk. Vypocitagte kolko stoji 1 g zeleného a 1 g
cierneho caju.”

Ak by sme zostavili sistavu podla tejto formulacie, nevedeli by sme
¢omu sa rovna prava strana druhej rovnice. Toto vynechanie pravej strany
je mozno sposobené tym, Ze slovne nevedeli sformulovat prava stranu
v tvare 240 - 50. Keby na pravej strane druhej rovnice vystupovalo len
¢islo 12000, je mozné, ze pocet takychto formulécii by sa znizil.

Formulaciu s vyuzitim pomeru sme necakali (3 Ziaci):

»V sacku sa nachddza 50 g caju. Kolko gramov je zeleného a kolko
cierneho caju, ked vies Ze v 240 sdickoch sa machddzaji caje v pomere
220 : 300¢

Ziak si zrejme az dodato¢ne uvedomuje daldie Gdaje vyskytujice sa
v druhej rovnici ststavy, tak sa snazia zakomponovat ich do formulacie.
Zial zvolili si cestu cez pomer. Myslime si, Zze Ziak nemd interpretaciu
pomeru dostatocne osvojentl.

33 riesitelov vo svojej formulacii pouzilo vsetky ¢iselné tdaje, zo zada-
nej ststavy. Na zaklade takejto formulédcie nevieme najst (zostavit) vhodny
matematicky model, ktory by sme mohli pouzit na vyrieSenie danej situd-
cie:

y<Doma mdme zeleny a cCierny caj. Spolu je v zelenom a ciernom caji
50 g Caju. Zeleny caj vdzi 220 g a cierny caj vdzi 300 g. Kolko vdzi 240 g
zeleného a cierneho éaju?

59 riesitelov pochopilo dany matematicky model. V 12tich formulacidch
je len drobné nepresnost v netplnej Specifikacii:

»Zeleny a cierny caj spolu stoja 50 Sk. 220 kusov zeleného a 300 kusov
cierneho spolu stoja 240krat viac ako keby sme kupovali po jednom. Kolko
stoji zelenyj a kolko Cierny caj?”
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47 riesitelov zvolili cestu jasnej, presnej a zrozumitelnej formulacie bez
zbyto¢nych slov. Podla tejto formulacie vieme zostavit nami poZadovany
matematicky model:

»AE kipime balenie, v ktorom je 1 zeleny a 1 ierny caj, zaplatime
50 Sk. Ak kipime maxi balenie, v ktorom je 220 zelenych a 300 ciernych
cajov, zaplatime 240krdt viac. Kolko stoji zeleny a kolko cierny caj?”

Ako ukézku tiez uvddzame formuléciu ziaka:

»2Do mestskej cajovne doniesli nové druhy cajov. Rozhodli sa, Ze ich
budi preddvat za lepsiu cenu v baleni po 2 druhy a preto sa ich rozhodli
odvazit. Balenie s jednym vrecuskom cierneho a jednym zeleného caju vdzi
50 g. Ak by chceli takto odvdzit vsetkych 220 vrecusok zeleného a 300
vrecusok c¢ierneho caju, museli by tak urobit 240krat. Kolko teda vazi jedno
vrectusko zeleného a kolko vrecisko cierneho Caju?

Toto zadanie tlohy sice koreSponduje s nami zadanym matematickym
modelom, no nie je spéty s redlnym zivotom. A po jeho precitani sa nika
otéazka: ,Preco by to takto niekto robil 7

Velmi nés potesilo, ze medzi ,korektnymi®, presnymi formulaciami sa
na$lo aj niekolko velmi hodnotnych aj z hladiska tvorivosti (originality).
Za vsetky uvadzame jednu:

»Do obchodu objednali 220 krabiciek zeleného caju a 300 krabiciek cier-
neho caju. Janka si kupila 1 krabicku zeleného a jednu krabicku cierneho
cagu. Spolu za ne zaplatila 50 Sk. Kolko zaplatila za krabicku cierneho caju
a kolko za krabicku zeleného caju ak vieme Ze, predavacka za objedndvku
platila 240timi 50 korundckami?

Zaujimalo nas aj ako Casto a ¢i vObec sa ziaci stretli s naformulovanim
ulohy na zéklade rieSenia (¢i modelu). Prekvapilo nés, Ze spomedzi 130tich
opytanych len 7 Ziakov odpovedalo kladne na tato otazku. Aj napriek
tomu, ze v ucebnici pre 9. roénik ZS, sme nasli tilohu ([6], tloha 7, str. 100):

» Vymyslite hadanku o cislach, ktori je mozné riesit touto sustavou
dvoch rovnic s dvomi neznamymsi:

Nl ol e
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Zavery prieskumu

Z kvantitativnej analyzy vysledkov prieskumu vyplyva, Ze len 1/4 z re-
spondentov dokdzala spravne interpretovat zadany matematicky model.
Pri¢iny tohto vysledku vidime hlavne v tychto troch faktoroch:

e Na vyucovacich hodindch sa kladie déraz na algoritmus rieSenia problé-
mov, ktory je jednosmerny v zmysle tejto schémy

Zadanie problému
Zapis (+ rozbor)

Vytvorenie
matematického modelu

!

Riegenie
matematického modelu

Odpoved”

e Dal§im problémom moze byt aj to, Ze ziaci chépu skasku spravnosti
ako overenie riesenia v zmysle matematického modelu a nie v zmysle
zadania. Aj v tomto pripade si Ziaci neoverili, ¢i matematicky model
zodpovedad ich formulécii Glohy.

e Nedostatoénd motivacia, kedze vysledky ziakov z tohto prieskumu nie
st hodnotené znamkou.

Zaver

Na zdklade prieskumu, ktory sme zrealizovali méZeme tvrdit, Ze Ziaci
maji znacny problém s interpretaciou matematického modelu. I napriek
tomu, ze ziaci prvého roc¢nika gymnéazia sa urcite stretli s rieSeniami ta-
kychto Gloh, no nie st schopni na zaklade rieSenia sformulovat zadanie.
Len velmi malo $tudentov ma tato oblast rozvinuta na adekvatnej Grovni,
pricom vSetky metody, ktoré ovladaja, st natolko univerzalne, ze im umoz-
nuja zhromazdovat informéacie a konstruovat matematické modely nielen
v prirodnych, lekdrskych a technickych vedach, ale aj v mnohych tlohéch,
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ktoré riesi ekon6émia, jazykoveda, archeolégia alebo v dalgich oblastiach
spadajtcich do pdsobnosti vied o spolo¢nosti. To upeviuje nds nazor, ze
ziaci riesia problémy algoritmicky bez tvorivého pristupu. Z formulacii
k rieSeniu este vyplyva, ze ziaci, tak ako st zvyknuti, formuluji nereélne si-
tudcie. Preto nevedia v redlnych podmienkach rozpoznat model, pomocou
ktorého by dokézali riesit problém. Mnohé formulécie odpovedali rieSeniu,
no boli prili§ formélne, ¢o savisi s ich komunika¢nymi kompetenciami.

Mozné zlepSenia vidime v tom, aby na vyucovani matematiky prebie-
hala aj diskusia o rieSeni, t.j. diskusia o redlnej pouzitelnosti riesenia. To
moze obohacovat Ziakov v oblasti vytvarania hypotéz, ich dokazovania, ¢i
vyvracania a v presnom vyjadrovani sa. Sucastou diskusie by mala byt
aj tvaha o tom, ako sa zmeni model a rieSenie, ak sa zmenia podmienky
v zadani daného problému.
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Konvergentni geometricka rada
Nnazorne

JAN HOUSKA
Vyzkumny tstav pedagogicky, Praha

V tomto prispévku najdete nékteré priklady, které jsou prevzaty ze
znamé publikace Rogera B. Nelsena: ,Dtkazy beze slov“ (viz [1]) s podti-
tulem ,,Cviceni v ndzorném mysleni“. Kniha uvadi fadu grafickych ,du-
kazt* — spise demonstraci ¢i ilustraci — vztahi ze stfedoskolské matema-
tiky. Autor uvadi, Ze tato sbirka dikazi ma dlouhou historii a jednotlivé
priklady jsou vybrany z mnoha zdroji. Ve zminéné publikaci jsou u jed-
notlivych prikladt pripojena jména autord.

Jedna z ¢asti knihy je vénovana ilustracim souctu nekonecné geomet-
rické fady. Jak je vidét z prilozenych obrazki, soucet nekonecné geome-
trické fady (s kladnym kvocientem men$im neZ jedna) lze snadno ur¢it
z grafického znazornéni pomoci podobnosti nebo stejnolehlosti. Pro dva
stejnolehlé obrazce uréime s zaky stied jejich stejnolehlosti a jeji koefi-
cient. Déle ukazeme, ze znazornéni grafické nekonecné geometrické rady
odpovida souctu obsaht jistych rovinnych atvart nebo (priklady 3 a 4)
délek jistych tisecek, ze kazdy ¢len dané nekonecné fady je na prislusném
obrazku obsazen a ze takova geometrickd fada ma konecny soucet, ktery
lze urcit jednoduchou geometrickou Gvahou. Vysledek vzdy ovérime podle
zndmého vzorce. Uvedené priklady se tykaji nékterych specidlnich piipadt
souctu geometrické fady nebo obecného pripadu pro kladny kvocient. Na-
vic je zde demonstrovano s¢itani tzv. hypergeometrické fady (priklady 5
a 6). Jednotlivé obrazky jsou uvedeny popf. doplnény struénym komenta-
fem, ktery se snazi zachytit hlavni ideu prikladu.

Predlozené ndméty mohou slouzit jako vhodné propedeutika nebo zné-
zornéni limitntho procesu ve vyuce matematiky na stfedni skole a prede-
vSim jako nazorné ukézka souladu geometrického pohledu na algebraickou
formuli pro soucet konvergentni geometrické rady.

Priklad 1
Na obr. 1a — 1d jsou znazornény jednotkové ¢tverce, které jsou tseckami
rovnobéznymi s jeho stranami rozdéleny na mensi pravothelniky, popf.
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na utvary slozené z nékolika ¢tvercli s vyznacenymi obsahy nebo délkami
stran. Jednotlivé obrazky pak bez jakéhokoliv komentére demonstruji na-
sledujici rovnosti.

I
1
2
24
1
2
1
22
Obr. la

W =

3 1+i+i+ 3 _ —
416 64 7 4n — 4k

DN =

Obr. 1b
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Ve v8ech dalsich piikladech budeme predpokladat, ze pro kvocient g
uvazované nekonecné geometrické rady plati 0 < ¢ < 1.

Priklad 2

Na obr. 2 vidime nazornou ilustraci rovnosti

2
g+ql—qg)+ql—¢)°+ ... +q1—¢)"+ ... =1
q q(1-q) q(1-9)»?
Vi
/'7/
e
q(1 - g} el
/// //. (](1 '(1)3
q(1 -9)? A
/ 2
R q(1 -q)
Ve /
‘/ “
q ,// //
Sl S gy q(1-q)
// //
i /
7 /
Ve /
// /
7 /
/ q
S / q(1-9)
/// /
d //
7 /
Obr. 2

Priklad 3
Na obr. 3 vidime ndzornou geometrickou interpretaci rovnosti
2 .3 1
l+q+¢+¢+ ... =—
l—q
Z podobnosti trojahelnik TSP a PQR (uu), totiz vyplyva

TS _ PS - .
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Obr. 3

Priklad 4

Na obr. 4 si mizete prohlédnout ndzornou geometrickou interpretaci
rovnosti

00 a

— n __

s=Y ag =17
n=0

kde a je kladné realné cislo.

Obr. 4
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Trojahelniky ABC a DEF jsou podobné (uu), proto plati

—|BC| = —|EF| neboli — = -4
[AC| ~ |DF|’ I
a
tudiz
= a
5= Z aq" = .
n=0 1- q

Posledni dva priklady demonstruji soucet tzv. hypergeometrické rady.

Priklad 5
Na obr. 5 vidime ndzornou geometrickou interpretaci rovnosti

1
A \
qZA qu
i
1 | C
i l-¢q
q q |
| |
o .
1 1 | | 9
1 1 L t-a
| |
1 [ ]
N
1 a ¢ 1 @ ¢
Obr. 5

Obr. 5 naznacuje, ze hypergeometrickou fadu lze sé¢itat jako nekonec-
nou Fadu konvergentnich geometrickych fad (tzv. Gabrielova schodisté),
obrazek ukazuje dva zptisoby sc¢itani. Podle souc¢tového schématu

N k)—l_ooooi—l_ 1
,;kq _2:: oA

k=1 i=k
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Soucet fady ve vztahu (1) dostaneme také jinym zptsobem. Stali si po-
o0

v8imnout, ze fadu na levé strané (1) dostaneme derivovinim Fady E 7"

k=1
Clen po ¢lenu a ze plati

L k

Priklad 6 1
Obr. 6 geometricky interpretuje predchozi rovnost (1) pro ¢ = 3 Plati

1 1 1 1
142 —t+4d- -+ k4 ... =4 2
t2og 43 g tdot kg (2)
1 T
g8 [T LT ]
1 : 16! 16! 16|
2 | 1
TR U T
4 1 4 1
! 16
———— l 2
1 8
AN
1 8
1
2
: 2 |
Obr. 6

Celou situaci na obr. 6 lze zobecnit, podobné jako piiklad 2 je zobec-
nénim pripadu odpovidajicimu obr. la z prikladu 1.
Literatura
[1] Nelsen, R. B.: Proofs Without Words, Exercises in Visual Thinking, Classroom

Resource Materials Number 1, The Mathematical Association of America, 1993, vii
+ 151 pp., 118-125.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tilloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 10. 3. 2008 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
t¥. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feseni Gloh radi uverejnime.

Uloha 145
Urcete vSechny dvojice (x,y) celych ¢isel, pro néz plati
2 +y* = (z +3)(2y + 4).
Pavel Caldbek
Uloha 146
V rovnostranném trojuhelniku ABD se stranou délky 2 ozna¢me C
stfed strany BD. Tento trojuhelnik rozstfihneme na polovinu podél primky
AC'. Trojthelnik ABC zlistane pevné na misté a trojihelnik AC'D se kolem
néj otodi takto: Nejprve se oto¢i kolem bodu A do polohy AC'B, pak se
oto¢i kolem bodu B do polohy A'C'B a nakonec se oto¢i kolem bodu C do
pavodni polohy AC'D. Urcete obsah rovinného Gtvaru, ktery pokryje pii
tomto pohybu trojahelnik ACD.
Jaroslav Zhouf

Daéle uvadime bilanci za uplynuly (14.) ro¢nik této rubriky, ktery je zaroven
¢tvrtym roc¢nikem dalsiho cyklu dlouhodobé soutéze. Redakce obdrzela
celkem 103 Uplnych nebo ¢asteénych FeSeni od 32 jednotlived (alesponn
jednu vyfeSenou Glohu druhého cyklu pfitom zaslalo 85 fesitell). Za Gplné
vyresSenou tlohu resitel obdrzel 6 bodi, za casteéné vytresenou 3 body; k-
nasobnym laureatem soutéze se stane resitel, ktery ziskd od 11. roc¢niku
alespon k-nasobek ¢isla 93 (rubrika byla zalozena v roce 1993).

Poradi resitelti po ¢tvrtém roc¢niku druhého cyklu dlouhodobé soutéze:
1. Anton Hndth z Moravan (189 b.), 2. Miroslav Hiibsch z Prahy 5 (138 b.),
3. Karol Gajdos z Trnavy (120 b.), 4. Viadimir Pavel z Blovic (117 b.),
5. Jozef Mészdiros z Jelky (114 b.) 6. Jaroslav Han¢l z GMK Bilovec (102
b.), 7. Marek Pechal z G Zlin, Lesni ¢tvrt a Jan Uhlik z G Brno, tf. Kpt.
Jarose, (oba 78 b.).

Dvojnésobnym lauredtem druhého cyklu se po roce stava Anton Hndth,
laureaty se stavaji Karol Gajdos, Viadimir Pavel a Jozef Mészdros. Srde¢né
jim blahopiejeme a posilame knihy z nakladatelstvi Prometheus.
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