MATEMATIKA

Studenti opravuji pisemku

STANISLAV TRAVNICEK — VACLAV MATYAS

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc — Purkyfiovo gymndazium, StraZnice

Sledovali jste nékdy malé déti, kdyz si hraji na skolu? Ty nejaktivnéjsi
si zpravidla vybojuji roli ucitele, protoze je fascinuji — jak se to jevi v jejich
oc¢ich — vnéjsi viidcovska privilegia: ,ucitel“ miize podle nich prikizat, aby
Hzaci poslusné sedéli a mize je podle libosti napominat a zkouSet. Né-
kteri z ,,uciteld“ pritom intuitivné poznaji i zdkladni pravidlo ucitelského
povolani, ze ucitel mtze ucit a zkouset jen to, co sam dobie umi. Vétsi
déti si uz pak na Skolu nehraji a prozivaji svou skolni zivotni etapu v tr-
valém postaveni zaki, vSe posuzuji z hlediska zaka a jen pfi vyjimec¢nych
prilezitostech si polozi otézku, jak by si poc¢inali na misté ucitele.

Naproti tomu dobry ucitel se pti své praci casto vziva do mysleni svych
studentti ¢i zékd, chce-li, aby jeho vyuka byla srozumitelnd a primérend
jejich véku a znalostem. Toto vmysleni se do situace ,druhé strany“ se
vSak i jindy nez ve §kole mtze ukézat docela uzitecné a mize prinést vétsi
vzajemné pochopeni i pozitivni vysledky.

V bohatém a vécném tématu délani a hodnoceni chyb nas zajimalo,
jak se studenti budou divat na zdkovské chyby, kdyz je budou posuzovat
z pozice ucitele. Proto jsme po predbézném vyzkouseni postupu v jedné
tfidé straznického gymndzia udélali v jiné tfidé (s 20 studenty) pokus,
pfi némz jsme témto studentiim svéfili na chvili funkei ucitele. Tématem
pokusu byla oprave a hodnoceni matematické pisemky. Zamérem bylo,
aby si studenti si pfi opravé cizich chyb uvédomovali, jakych chyb se sami
dopoustéji, a toto poznani doplnéné analyzou pisemek a jejich oprav se
projevilo jako pfinos k rozpoznani a napraveni vlastnich chyb a k jejich
prevenci. Chtéli jsme si nejprve ovérit problém, jak tspésné budou studenti
rozpoznavat chyby.
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Priprava pokusu

Formulovali jsme podminky 1. ¢dsti pokusu:

— opravované pisemka bude simulovdna a bude se tykat dvou zaka (tedy
bude mit verze A a B) z toho diivodu, aby byla zarucena samostatnost
studentil pii oprave;

— tématem bude posledni matematické ucivo ve vybrané tiidé jiz bézné
procvicené, studenti budou mit k dispozici spravné reseni a dostatek
casu;

— studentlim nebudou poskytnuty zadné rady a pokyny, jen vyzva: opravte
pisemku tak, jak nejlépe to dovedete;

— hodnoceni vykonu studentii pii opravé pisemky bude pripadné zapoc-
teno do klasifikace, ale jen tomu, kdo si to bude prat;

— pokus analyzujeme a s vysledkem analyzy sezndmime studenty.

Formulovali jsme déle predbézné hypotézy:

— studenti pfijmou pokus kladné, tato novéa role ucitele je bude bavit;

— studenti nemaji zkuSenosti s opravami, takze po formalni strance budou
napodobovat své ulitele. V prvni fazi asi nebudou pfili§ Gspésni.

Zadané pisemky
Postupem dle [1] byla pfipravena dvoupiikladova pisemka: skupina A
(Petr Vitek) a B (Zderika Suchd) z tematického celku Komplexni ¢isla.

A

1. Pro které hodnoty redlného parametru ¢ m4 rovnice (2¢ — 1)z% + 4cx +
+2¢ 4 2 = 0 imaginarni kofeny? ReSte rovnici pro ¢ = 3.

2. Uzitim Moivreovy véty odvodte vzorec cos 3a = 4 cos® o — 3cosa. Od-
vozeny vzorec ovéite pro a = 30°, 45° a 60°.

B

1. Pro které hodnoty redlného parametru ¢ ma rovnice (2¢ + 1)z% — dex +
+2c — 2 = 0 imaginarni kofeny? Reste rovnici pro ¢ = —3.

2. Uzitim Moivreovy véty odvodte vzorec sin3a = 3sina — 4sin® a. Od-
vozeny vzorec ovérte pro a = 30°, 45° a 60°.

Na obr. 1 a, 1 b je zobrazen 1. pfiklad pisemky (skupina A resp. B),
na obr. 2a, 2b je zobrazen 2. piiklad z téchto skupin. Které (pfipravené)
chyby by mél ucitel matematiky opravit, tj. s jakymi chybami byly pisemky
predlozeny studenttim k opravé:
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1. priklad:

Chyby v zaddni
— PV mé ,rendlny“ misto ,redlny“ a chybi mu otaznik v tazaci vété;

— 7S chybi oznaceni parametru ,c“ a pismeno po ,p“ je defektni.
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Formalni chyby

— PV chybi pokracovaci znaky rovnosti, mé kratkou odmocninu a kratkou
zlomkovou ¢aru;

— 7S mé vyrazné chybné umisténu zlomkovou ¢aru za rovnikem.

Véené chyby

— pri vypoc¢tu prvniho diskriminantu meéli oba zaci potiZze s nasobenim
koeficientem ,,—8“, takze jim vySel chybné diskriminant i hledané pod-
minka, aby rovnice méla imaginarni koteny;

— pro feSeni kvadratické rovnice se zapornym diskriminantem pouzili oba
Zaci pri vypoctu kofend chybny vzorec, tj. vzorec pro kladny diskrimi-
nant;

— PV pfi dosazovani ¢ = 3 piehlédl znaménko pii vypocétu koeficientu
v kvadratickém ¢lenu, takze mu vySel koeficient 7 misto spravného 5
a v linedrnim ¢lenu mé chybné znaménko; dostal tak jinou rovnici, nez
mél dostat; pak se ve vzorci pro kofeny kvadratické rovnice opét spletl,
takze dostal spravné znaménko;

— u ZS je jesté maly problém, zda skute¢né uvédoméle zménila znaménko
u vysledné kvadratické rovnice a vypocty zvladla zpaméti.

2. priklad

Chyby v zaddni

— zaci by méli umét spravné napsat ,Moivreova“, u PV je to necitelné
a u ZS je ,Moivrova“;

— u PV ve dvou ptipadech chybi oznaceni stupnt;

— 7S napsala ,odvotte®.

Formdlni chyby

— obéma zaktim chybi pokracovaci znaky rovnosti;

— PV nemd uveden pouzity tvar Moivreovy véty a navic si pletl cos3a
a cos®a; u 180 chybi oznadeni stupit;

— u ZS chybi ve dvou pripadech oznaceni stupi.

Véené chyby

— oba zapomnéli nebo neuméli svilj vzorec upravit na pozadovany kone¢ny
tvar. Pii ovéfovani ,svého“ vzorce si vSak dalsi praci nezjednodusili,
proto se jim toto ovérovani, pokud je jeho ¢ast spravnda, mize zapocitat;
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— v pozadovaném odvozeni maji oba zaci podobnou chybu, kdyz se pri
umochovani ¢isla ,,i“ spletli jednou ve znaménku — kazdy jinak, coz
vSak ndhodou neovlivnilo jejich spravny diléi vysledek;

— PV pfi ovéfovani uréil v prvnich dvou piipadech pravé strany chybné
hodnotu funkce sinus; piSe v8ak spravné vysledky, protoze vi, ze ma byt
L = P, i kdyz ve vSech tifech pripadech hodnotu pravé strany zcela
zjevné nemohl dostat vypoc¢tem. Nenazyvejme to podvod, ale chytra-
Ceni. Vysledky ovérovani mu proto samoziejmé nelze uznat;

— 7S nezvladla vypocet pravé strany v 1. vztahu; nejprve dosadila za cos
30° opacnou hodnotu a pak kratila tfemi ve vyrazu 3 - %.

Prabéh pokusu:

Studenti nejprve napsali ,normalni“ pisemku se stejnym zadanim, jako
je v opravované pisemce (psali ji po probrani daného tematického celku;
tuto pisemku pozdéji vyucujici opravil, oznamkoval a zapocital do klasifi-
kace). Tim se myslenkové dostali do tématu.

Po odevzdani téchto napsanych pisemek dostal pak kazdy student ko-
pii pisemky Petra Vitka nebo Zdenky Suché (stejnou skupinu, jakou psal
predtim) a vzorové vyfeSeni zadanych tloh (tim se v8ichni — i ti méné
uspésni v predchozi pisemce — sezndmili se spravnym feSenim). Pak kaZzdy
Cervenou tuzkou pisemku opravil, oklasifikoval a odevzdal. Pritom byly
dodrzeny vSechny stanovené podminky pokusu.

Ve druhé ¢asti pokusu jsme vysledky opravy pisemky jsme analyzovali
a ziskali jsme tyto poznatky:

a) Formélnich chyb si studenti téméf nevsimali. Chyby v zadani nebyly
opravovany vubec, z dalSich vySe uvedenych formalnich chyb byl jed-
nou doplnén chybéjici znak rovnosti a dvakrat prodlouzen prilis kratky
symbol odmocniny a tfikrat nejasné napsané 3a.

b) Vécné chyby objevili a opravili témér vSichni, ovSem nékteré malokdo,
jiné nikdo. Naprf. nikdo neopravil pouziti vadného vzorce pii vypoctu
imaginarnich kofent kvadratické rovnice. Jen jedna studentka vyznacila
jako chybu, ze ve 2. prikladu nebyl odvozen pozadovany vzorec, tj. ze
odvozeni nebylo dotazeno az do konce. Nékteré zasahy studentt byly
chybné.

c) Studenti méli i technické problémy, jak zachdzet s Cervenou tuzkou —
co a jak zapsat, kde udélat ,fajtku“, co vysvétlit a co Skrtnout. Nékdy
byli bezradni, jak pfi opravé postupovat (napft. pii ovéfovani vzorcl ve
2. prikladu). Studentské opravy byly pak mélo sdélné a v mnoha pii-
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padech by PV ani ZS z ,ucitelské“ opravy nepochopili, kde maji jakou
chybu. Opravy byly proviadény do urcité miry jen formalné, projevo-
val se sklon k pouhému $krtani. Asi jen v poloviné pfipadd se studenti
u chybného mista pokouseli naznacit, v ¢em je chyba nebo jak to mélo
byt, a asi v poloviné pfipad vadné misto jen Skrtli.

d) Klasifikace byla vétsinou pfiméfend (PV 3-4, ZS 2-3) jen s malymi od-
chylkami, i kdyz byly znamky zfejmé odhadovany jen citem. Studenti
ziejmé nehodnotili znalosti PV a ZS, ale sledovali, kolik maji chyb.

e) Ukézalo se, Ze oprava této pisemky byl pro studenty tkol spise tézky.

S odstupem nékolika tydnt se studenti seznamili s analyjzou svych oprav
— zejména jsme s nimi prosli chyby v pisemkich PV a ZS a nedostatky
ve studentskych opravich (opravené pisemky méli pfitom pied sebou).
Mozna, ze bezprostiedné po opravé nékteri studenti ziskali na chvili pocit,
ze oprava, pisemky je zalezitost snadnd, ale po sezndmeni s analyzou jim
doslo, ze sprdvnd oprava pisemky je naroCnd prace a ze opravujici musi
dobie znat, co, jak a pro¢ opravit a samoziejmé hlavné musi znit ma-
tematiku (coz zfetelné koresponduje se zakladnim pravidlem uditelského
povolani, které jsme zminili v 1. odstavci).

Ve 3. ¢asti naseho pokusu se zopakovala jeho 1. i 2. ¢ast, samoziejmé
se zadanim z aktudlni latky o limité, spojitosti a derivacich (viz obr. 3a,
3b). Studenti opét napsali normalni pisemku, byli sezndmeni se spravnym
feSenim a pak opravovali dodanou zakovskou pisemku, jejich oprava byla
vyhodnocena, s vyhodnocenim byli studenti sezndmeni a méli moznost
porovnat svou opravu s opravou spravné provedenou.

I kdyz byly tyto nové simulované pisemky na opravu spiSe nesnadné,
byli studenti pfi jejich opravé jiz o poznani Gspésnéjsi nez v predchozich
castech pokusu. Ukézalo se, ze se studenti poucili z prvni opravy a za-
timco u 1. ¢asti bylo mozno hodnotit Gispésnost opravy zhruba na 40 %,
ve druhé ¢asti to bylo i p¥i pfisném posouzeni uz k 60 %, pfi¢emz nékter
studenti dosdhli jesté lepsiho vysledku. Samoziejmé jejich opravy nedosa-
hovaly kvality opravy pisemky dobrym ucitelem, ale i¢elem pokusu nebylo
ynadélat z nich ucitele matematiky“. Studenti, ktefi opravu provedli rela-
tivné dobrfe, byli opét odménéni ,plusem® do klasifikace.
se, ze vidi spiSe vécné chyby, které byly pfi opravach z velké ¢asti pod-
chyceny, ale objeveni ¢i rozpoznani jinych chyb, i kdyz zavaznych, délalo
vét§iné z nich problémy; k formalnim chybam byli studenti pomérné tole-
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rantni, i kdyZ oproti 1. ¢asti pokusu doslo i zde ke zlepSeni. Pii klasifikaci

byli studenti pfiméiené prisni. K hromadnéjsim nedostatkiim pii opravé

pattilo:

— Pri feSeni prikladu 1b méli zaci upozornit, ze vzhledem ke spojitosti
funkce v zadaném bodé je limita rovna funkéni hodnoté; nebylo opra-
veno.

— Pri feSeni piikladu 1c méli zaci naznacit kraceni; opravili 3 studenti.

— Pfi vypoctu derivace funkce v bodé méli zaci oddélit vypocet derivace
jako funkce a vypocet derivace v bodé; opravila jen tietina studenti.
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— Chybéjici pokracovaci rovnitko ve 2. piikladu studentim nechybélo.

— Chyby v textu opravila méné nez polovina studentti, chybné vyjadieni
»Je dand funkce . .. “ a chybné slovo ,nespojistost” zaregistrovala jedina
studentka.

— Jen nékolika studentiim vadily $patné umisténé nebo kratké zlomkové
cary.

Pres tento vycet lze Tici, ze vét§ina studentt postupovala pfi opraveé
zodpovédné a snaZila se tuto vymeénu roli (stat se na chvili u¢itelem) podle
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svych sil zvladnout a z tohoto hlediska lze povazovat jejich vysledky za

uspokojivé.

Po sezndmeni student se spravnou opravou a s hodnocenim svych
oprav (,své* opravy méli pfitom k dispozici) se konala zavére¢nd beseda.
Zde studenti spole¢né s vyucujicim zhodnotili provedeny pokus a konstato-
vali, Ze je naucil lépe poznat i ,,druhou stranu®“. Na zavér uvedme nékteré
z jejich nazort a poznatki:

1. Vécné chyby musi samoziejmé ucitel opravit. Pak studenti diskutovali
o formdlnich chybach (chyby jazykové, chybna Gprava, naruseni dohod-
nutych pravidel matematického zapisu, ... ) a nakonec dosli k tomu,
Ze i formalni chyby by mély byt opraveny, i kdyz neovlivni klasifikaci.
Uznali, ze v opacném piipadé se zvySuje moznost piipadl, kdy by se
feSeni stalo nesrozumitelnym nebo kdy by tyto formélni chyby ,pfre-
rostly“ ve vécné (preskrtavani pFeskrtaného, dvoji nepodtrhnuté feseni,
z nichz jedno je chybné a ucitel necht si vybere, nedbalé kresleni grafi,
atd.).

2. Vsichni studenti byli pro, aby se v ptipadé, kdy vétsina student pfi
pisemce nevyresi néjakou tlohu spravné, provedl pri opravé pisemky
spravny vypocet na tabuli a to i pfesto, Ze jim tato znalost uz k lepsi
klasifikaci nepomiize (probira se dal$i nové ucivo). Hlavnim motivem
tohoto pristupu vsak nebyla idea kompletace znalosti, ale v podstaté
pochopitelny prakticky tsudek, Ze v budoucnu (maturita, zkousky na
VS a studium na VS) se s podobnym typem tloh jesté mohou znovu
setkat a znalost jejich TeSeni se jim muze hodit.

3. Pii prilezitosti této diskuse byli téz studenti vyzvani, aby se vyjadrili
k postoji ucitele, pokud zjisti opisovani, jak by hypotetické opisovani
zéka pri pisemné praci mél podle jejich nazoru ucitel hodnotit, tedy
zda: a) se jednd o neznalost, kterou je tfeba klasifikovat nedostatec-
nou, b) jednd se o kazensky prestupek za ktery zak muZe ziskat nékteré
z vychovnych opatfeni podle vyhlasky MSMT, ale mél by byt znovu
prezkousen, c) ufitel by se radéji mél tvafit, jako by nic nevidél. Pri
hlasovani bylo necelych 20 % pro postup dle a), ostatni pro to, aby bylo
opisovani hodnoceno jako kazensky prestupek a aby byl zak znovu pie-
zkousen. Nikdo nesouhlasil s tim, aby ucitel opisovani mlcky toleroval.

4. Nakonec se studenti se shodli na tom, Ze pokus byl pro né prinosem,
nebot lépe poznali, ze rozhodovani ucitele pii opravach pisemnych praci
nékdy neni snadné. Shodli se téz na nazoru, ze feSeni matematickych
tloh v pisemkéch neni spravné prevést vyhradné na testy, kde si zak
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vybere ze dvou (nebo vice) moznych odpovédi. I kdyZ pro ucitele jsou
opravy takovych testd podstatné snazsi, ztraci se hodnoceni toho, jak

nez samotny vysledek resené tlohy.

Zavér: Pro vyucujiciho byl tento pokus inspiraci (co jesté u studentt sle-
dovat a ovliviiovat) a pro studenty podnétem k prevenci chyb a k tomu,
aby se s véts§im porozuménim divali na praci ucitele a dovedli rozpoznat
a zhodnotit své chyby i formalni opomenuti.

Literatura

[1] Trdgvnicek, S.: Oprava pisemek z matematiky. UP Olomouc, 2006.

Stredoevropska matematicka
olympiada

JAROSLAV SVRCEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

EUROPEAN

Z podnétu organizacniho vyboru rakouské ma-
tematické olympiady (OMO) byly v pribéhu
47. Mezinarodni matematické olympiddy (MMO)
ve Slovinsku (v roce 2006) delegace stfedoevrop-
skych zemi (Svycarska, Rakouska, Némecka, Slo-
vinska, Chorvatska, Ceské republiky, Slovenska,

EISENSTADT Polska a Madarska) sezndmeny s ndvrhem vytvo-

AUSTRIA 2007 Iit pro matematicky talentované stifedoskolaky
uvedenych zemi novou soutéz. Snahou inicidtort vzniku soutéze bylo umoz-
nit dal§im studenttim zemi stfedni Evropy porovnani svych znalosti z ma-
tematiky v mezindrodnim méfitku. Na tomto jednani byly predbézné sta-
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noveny také cile a pravidla nové mezindrodni matematické soutéze, na-
zvané Stiredoevropska matematické olympidda. Iniciatori jejtho vzniku pii-
tom vychézeli z pravidel dvojstranné mezinarodni matematické soutéze
stredoskolaku ,,Polsko — Rakousko®, ktera existovala az do roku 2006 pl-
nych 29 let. Na svété, a specidlné také v Evropé, existuje celd rada po-
dobnych regionélnich matematickych soutézi (Balkdnskd MO, Baltic Way,
Mediterranean MO, Iberoamerickd MO atd.), jichz se kazdoro¢né Gcastni
soutézici ze zemi spadovych regionti Evropy. Nasi zaci takovou moznost do-
sud neméli, proto jsme uvitali nabidku rakouskych kolegti, kterd umozni
postupné zapojeni dalsich matematicky nadanych stredoskolakti do nové
mezindrodni matematické soutéze.

Prvni ro¢nik St¥edoevropské matematické olympiddy (MEMO — Middle
European Mathematical Olympiad) se uskutecnil v terminu 20.-26. zaii
2007 v rakouském Eisenstadtu — hlavnim mésté spolkové zemé Burgen-
land. SoutéZe se v jejim prvnim roéniku zGcastnilo pouze sedm (z deviti)
stfedoevropskych zemi (Némecko a Madarsko se hodlaji zapojit do soutéze
az od jejiho 2. ro¢niku).

Kazdou zemi mélo pravo reprezentovat 6 soutézicich, ktefi se neztucast-
nili uplynulé MMO ve Vietnamu (viz [2]) a ve 8kolnim roce 2007/08 jsou
jesté studenty stiednich 3kol. Uvodniho roéniku soutéze se nakonec zGcast-
nilo 40 jednotlivch ze 7 zemi stiedni Evropy (slovinské druZstvo pficesto-
valo do Eisenstadtu pouze se ¢tyfmi ucastniky).

Ustiedni komise ¢eské MO vybrala pro 1. Stiedoevropskou matematic-
kou olympiadu Sestici stiedoskoldkil sestavenou z vitéz, resp. ispésnych
Fesiteld tstfedniho kola 56. ro¢niku MO v kategorii A (viz [1]), ktefi se
nezucastnili 48. MMO v ¢ervenci 2007 ve Vietnamu a v uplynulém skolnim
roce 2006/07 jesté nematurovali. Ceské reprezentacni druzstvo tak v abe-
cednim potadi tvorili tito soutézici: Jan Mdca (G Ttebi¢), Matéj Peterka
(G v Praze 6, Nad Aleji), Alena Peterovd (G Dobruska), Samuel Riha
(G Brno, t¥. Kpt. Jarose), Tomds Toufar (GMK v Bilovci) a Jan Varihara
(GLJ Holesov). Vedoucim ceské delegace a jejim zastupcem v jury byl
RNDr. Jaroslav Svréek, CSc. z P¥irodovédecké fakulty UP v Olomouci,
jeho zastupcem a pedagogickym vedoucim byl Mgr. Martin Pandk, Ph.D.

z brnénského oddéleni Matematického tstavu AV CR.

Vlastni soutéz se konala ve dvou soutéznich dnech, a to v sobotu 22. zari,
kdy probéhla soutéz jednotlivcl, a v nedéli 23. zari pak soutéz druzstev.
Po oba soutézni dny fesili jednotlivci, resp. reprezentacni druzstva v ramci
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soutéze druzstev po 4 soutéznich tlohach, na jejichz vypracovani byl kazdy
ze soutéznich dnt vyhrazen cas 5 hodin. Kazd4 tloha byla pfitom hodno-
cena (podle pfedem schvéleného systému hodnoceni kazdé tlohy) celoéi-
selnym poc¢tem bodl v rozpéti 0 — 8.

Podobné jako na MMO mély jednotlivé zemé moznost s jistym casovym
predstihem zaslat organiza¢nimu vyboru navrhy svych tloh pro soutéz.
Z nich pak mezindrodni jury vybrala dvé ¢tvefice tloh, jednu pro soutéz
jednotlivett a druhou pro soutéz druzstev. Je potéSitelné, Ze mezi osmi
vybranymi tlohami byly také dvé tlohy ceské. Jedna z nich byla pou-
Zita v soutézi jednotlivct (autorem byl Marek Pechal) a druhd v soutézi
druzstev (autorem tlohy byl doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSe.).

Néaroc¢nost tloh byla srovnatelné s ilohami z podobnych mezinarodnich
soutézi (véetné MMO). Soutézici jednotlivych zemi tak méli moZnost ziskat
potiebné mezindrodni zkusenosti, které mohou ztro¢it jiz na pristi (49.)
MMO v roce 2008. Pro lepsi posouzeni jejich obtiZnosti (a také trendu
pfi tvorbé novych matematickych Gloh) vdm nejprve predkladdme zadani
obou sad soutéznich Gloh. V zadvorce za tlohou je vzdy uvedena zemé, ktera
ji do soutéz navrhla.

Soutéz jednotlivca
(22. zaxr1 2007)
1. Necht a, b, ¢, d jsou kladnd realnd ¢isla spliwjici rovnost a+b+c+d = 4.
Dokazte, ze
a’be + b2cd + Ada + d?ab < 4.

(Svijcarsko)

2. Je déno k (k je celé ¢islo vétsi nez 1) sad mici. Kazda sada obsahuje n
mich, které jsou oznaceny Cisly 1, 2, ..., n. Kazdy mi¢ obarvime jednou
ze dvou barev (bilou nebo ¢ernou) tak, ze
a) mice oznafené stejnym ¢islem maji stejnou barvu,

b) kazda (k4 1)-prvkova mnoZina micu, které jsou oznaceny (ne nutné
riznymi) ¢isly aq,as, . .., a1 tak, Zze plati a; +as +- - -+ ax = agt1,
neni jednobarevna.

V zavislosti na k urcete nejvétsi mozné ¢islo n, pro néz existuje takové

obarveni mict.

(Slovinsko)
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. Necht k je dand kruZnice a ki, ko, k3 a k4 jsou Ctyfi mensSi kruZnice,
jejichz stredy po fadé O1, Oz, O3 a Oy lezi na kruznici k. Proi =1, 2,
3, 4 se kruznice k; a ki;+1 (ks = k1) protinaji ve dvou bodech A; a B;,
pficemz body A; lezi na kruZnici k. Predpokladejme Ze body Oy, Ay,
O3, As, O3, A3, O4, Ay jsou navzajem ruzné a lezi v tomto poradi na
kruznici k. Dokazte, ze By B B3By je pravouhelnik.

(Svyjcarsko)
. Urcete vSechny dvojice (x,y) kladnych celych ¢isel, které vyhovuji rov-
nici

!l +yl=av.

(Ceskd republika)

Soutéz druizstev
(23. zari 2007)

. Necht a, b, ¢, d jsou libovolna realna ¢isla z uzavieného intervalu (%, 2),
kterd vyhovuji podmince abed = 1. Urcete nejvétsi moznou hodnotu

(o03) (+2) () (4+2)-

(Ceskd republika)

. Prolibovolnou mnoZinu P péti bodd v roviné (v obecné poloze) ozna¢me
a(P) pocet vSech ostrothlych trojihelnika s vrcholy v mnoziné P. Urcete
nejvétsi moznou hodnotu a(P). (Pét bodid v roviné je v obecné poloze,
jestlize zadné t¥i z nich nelezi na téze primce.)
(Svyjcarsko)
. Oznacme s(T') soucet délek vSech hran ¢tyisténu T'. Uvazujme v8echny
CtyTstény, jejichz délky hran jsou navzajem riznd kladna celd ¢isla, pri-
¢emz jedno z nich je 2 a jedno 3. Takové Ctyistény budeme nazyvat
MEMO-¢tytstény.
a) Urcete v8echna kladné celd ¢isla n, pro néz existuje MEMO-¢ty¥stén
T s vlastnosti s(T") = n.
b) Urcete polet navzdjem rizngch MEMO-Gtyfstént T', pro néz plati
s(T) = 2007.
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Dva c¢tyfstény povazujeme za rizné, jestlize jeden z nich nelze pie-
vést, na druhy pomoci slozeni soumérnosti podle roviny, posunuti
nebo otoceni.
(Neni tfeba dokazovat, Ze Ctyfstény nejsou degenerované, tj. maji klad-
ny objem.)
(Rakousko)

4. Urcete vSechna kladnd celd ¢isla k£ s vlastnosti: existuje celé ¢islo a
takové, 7e (a + k) — a® je nasobkem ¢isla 2 007.
(Rakousko)

Texty tloh byly soutézicim piedlozeny (v obou soutézich) v jejich mater-
skych jazycich. Reseni jednotlivych tiloh mohli soutézici odevzdavat rov-
néz v mateiském jazyku. Kazdy ze soutéznich dnd meéli soutézici po dobu
uvodnich 45 minut klast pisemné piipadné dotazy, na néz, stejné jako na
MMO (se souhlasem mezindrodni jury), odpovédél vzdy vedouci piislusné
delegace.

Nasledujici dva dny (23. a 24. 9.) byly vyhrazeny na koordinace Za-
kovskych teseni. To probihalo stejnym zpisobem jako na MMO. Jednani
pii koordinaci Gloh byla vedena v angli¢tiné a némciné. Na zdvéreéném
jednani jury byly také stanoveny hranice pro udéleni zlatych, stiibrnych
a bronzovych medaili. Déle bylo potvzeno definitivni poradi zemi v soutézi
druzstev.

O tom, ze Glohy v 1. ro¢niku soutéze byly pomérné naroc¢né svédcii po-
mérné nizké hranice pro udéleni medaili v soutézi jednotlivct. Pro zlatou
medaili bylo stanoveno bodové rozpéti 23 — 32 bodd, pro stiibrnou 13 — 22
bodi a pro bronzovou medaili 8 — 12 bodd. Nejlepsiho vysledku v soutézi
jednotlivet pfitom dosdhla Joanna Bogdanowicz z Polska, kterd ziskala 26
bodi. Celkové byly udéleny 2 zlaté, 8 stiibrnych a 10 bronzovych medaili.
Nejlepsiho vysledku v soutézi jednotlived dosahli z ¢eského druzstva Sa-
muel Riha (10 b.) a Tomds Toufar (9 b.), ktefi obdrzeli bronzové medaile.

O néco 1épe si vedli nasi soutézici v soutézi druzstev. Diky dobie zor-
ganizované strategii feseni vSech ¢tyr tloh obsadili po zasluze velice pékné
3. misto a domt si tak vSichni pfivezli cennou bronzovou medaili v sou-
t€zi druzstev. Pfed nami skoncilo Polsko s celkovym ziskem 31 bodu (ze
32 moznych) a Chorvatsko se ziskem 25 bodi. Druzstva na 3.—5. misté
dosdhla shodné zisku 21 bodd, ale ¢eské druzstvo (jako jediné z nich) vy-
feSilo bezchybné — bez ztraty bodu — dvé soutézni tlohy (2. a 3.), proto
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v konec¢ném poradi obsadilo 3. pricku pied Slovenskem a Rakouskem. Na
Sestém misté skoncilo Svycarsko (19 b.) a sedmi byli Slovinci (18 b.).

Pro soutézici a ostatni Gcastniky 1. Stredoevropské MO piipravili pora-
datelé na posledni dva dny jednodenni vylety, a to k Neziderskému jezeru
(Neusiedler See) a do Vidné, kde si Gi¢astnici soutéze méli moznost pro-
hlédnout pamétihodnosti hlavniho mésta Rakouska.

Slavnostni ukonceni soutéze se konalo za piitomnosti zastupci politic-
kého zivota zemé Burgenland a ministerstva skolstvi Rakouska v kongre-
sovém sale hotelu Ohr v Eisenstadtu. Pfedseda organiza¢niho vyboru 1.
Stredoevropské olympiddy Univ. Prof. Dr. Gerd Baron predal vSem oce-
nénym medaile a rovnéz podékoval Mag. Thomasi Mihlgassnerovi, fediteli
BRG v Eisenstadtu, ktery byl odpovédny za pribéh a organizaci 1. Stie-
doevropské MO. Podminky pro vlastni soutéz v misté konani byly popravu
oznaceny vedoucimi v8ech delegaci za nadstandardni.

Vedouci ceského druzstva pozval na tomto jednani vSechny delegace
k Gcasti na 2. ro¢niku Stredoevropské matematické olympiddy, kterd se
bude konat pocatkem zari 2008 v Ceské republice, a to pod zastitou prof.
RNDr. Lubomira Dvordka, CSc., rektora UP v Olomouci, na ptadé olo-
moucké univerzity.

Pro zajemce o feSeni uloh olympiddniho typu uvadime zdvérem dvé
odlisna reseni 1. Glohy ze soutéze jednotlivc. Dluzno podotknout, ze tato
uloha se ukazala v soutézi jednotlived jako nejobtiznéjsi.

Reseni 1. tilohy — souté? jednotlivcii. Nechf p > ¢ > r > s je uspoiddani
prvki uvazované mnoziny {a, b, ¢, d} kladnych redlnych ¢&isel, vyhovujicich
podmince ze zadani tlohy a + b+ c+d = 4. Uzitim permutacni nerovnosti
pak dostaneme

a’be + b%cd + Ada+ d?ab=a-abc+b-bed + ¢ - eda + d - dab <

<p-pgr+q-pgs+r-prs+s-qrs = (pg+rs)(pr+gs).

Dvojim uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem
pro kladné realna ¢isla p, ¢, r, s dale obdrzime

pq+7~s+pr-+—qs>2

: = (0+96+n) <

(pg +7s)(pr +gs) < ( 1
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1
=—(a+b+c+d)?t=4.

<1<<p+s)+(q+r)>4 1

=4 2

coz jsme chtéli dokazat.

Jiné€ Teseni. Vzhledem k tomu, Ze se nerovnost nezméni pro kazdou cyklic-
kou permutaci uspofddané ¢tvefice (a, b, ¢, d), miZeme bez Gjmy na obec-
nosti predpokladat, ze a > c. Podobné 1ze predpokladat, ze b > d. Pokud
by totiz platilo b < d, dostaneme cyklickou zaménou usporadané ctvefice
(a,b,c,d) ¢tverici (d,a,b,c), v niz d > b a soufasné a > c¢. Pak plati

a’be + bcd + c*da + d*ab = ac(ab + cd) + bd(bc + ad) . (1)

Proa > cab > dplati (a—c)(b—d) > 0. Tato nerovnost je tedy ekvivaletni
s nerovnosti
ab+cd > be+ ad. (2)

Vyuzitim nerovnosti (2) a uZitim nerovnosti mezi aritmetickym a geome-
trickym primeérem pro dvojici kladnych redlnych ¢isel odhadneme pravou
stranu rovnosti (1) néasledujicim zptisobem

ac(ab+ cd) +bd(be+ ad) < ac(ab+ cd) + bd(ab+ cd) = (ab+ cd)(ac+bd) <

< <(ab+cd)-;(ac+bd)>2:<(a+d)2(b+c)>2S

=4,

- <%(a+b+c+d)2>2
= 2

coz dokazuje dané tvrzeni.
Literatura

[1] Svrcek, J.: Ust¥edni kolo 56. roéniku MO. MFI, ro¢. 17, 2007/08, &. 1.
[2] Svrcéek, J.: 48. Mezinarodni matematicka olympiada. MFI, ro¢. 17, 2007/08, &. 3.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 139 a 140, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lonského (16.) roc¢niku naseho Casopisu.

Uloha 139
Urcete vSechny dvojice a, b prirozenych ¢isel, pro néz jsou hodnoty
odmocnin va? — 8b a Vb2 — 8a cela isla.

Jaromir Simsa
Reseni:

Piedpoklddejme, Zze m = v/a? — 8b a n = v/b> — 8a jsou celd nezdporné
¢isla. Bez Gjmy na obecnosti, s ohledem na symetrii vyrazd, predpokla-
dejme, Ze a > b. Z této nerovnosti a z nerovnosti a®> — 8 > 0 plyne
a® > 8b > 8a. Podle podminek talohy je &slo a pfirozené, tedy a > 8.
Odtud a z nerovnosti b> — 8a > 0 plyne b > 8. Tedy a, b jsou pfirozena
Cisla, pro ktera plati

a>b>8. (1)

V dalsich Gpravach uzijeme vztah (1) a dostaneme
a’®>a®>—8b>a’—8a+8(8—a) = (a—8)? (2)

proto
a>m=+a?>—8b>a-_8.

Protoze ¢islo 8b je sudé, maji ¢isla a a m stejnou paritu a podle pfedchoziho
vztahu plati
m € {a—8,a—6,a—4,a— 2}.

Kazdou z téchto mozZnosti vySetfime zvI4st.

Necht m = a—8, potom v (2) nastane rovnost, tedy platia =baa = 8.
Snadno ovérime, ze ¢isla a = 8 a b = 8 vyhovuji podminkam tlohy.
Necht m = a — 6. Potom z definice ¢isla m plyne

3a—9
2

8=0a>—-m?=12a—36, tedy b=
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a plati

2 __ 12 _90’2_8604—81_(30/—43—3)2_119&
meroses 4 = 1 :

Postupnymi Gpravami dostaneme

43\
1120 =9 (3(1— ?> —36n% = (9a — 43 + 6n) (9a — 43 — 6n) .

Z nerovnosti 9a > 9 -8 > 43 vidime, Ze oba Cinitele na pravé strané
predchozi rovnosti jsou prirozend ¢isla. Tato ¢isla navic pri déleni tiremi
davaji zbytek 2 a ¢islo 9a — 43 + 6n je vétsi nez 9a — 43 — 6n. VSechny
rozklady ¢isla 1120 na sou€in pfirozenych cisel, kterd pti déleni ¢islem 3
davaji zbytek 2, jsou vySetfeny v nasledujici tabulce:

9a —43—-6n| 2| 5| 8|14]20]|32
9a — 43 4 6n | 560 | 224 | 140 | 80 | 56 | 35

93 73 11 1
35 17
a 36| 5| 13|10 9|5
b o= Bo0 15 |9

Dvojice a = 13, b = 15 nevyhovuje predpokladu a > b, tedy v pripadé
m = a — 6 vyhovuje Gloze jedind dvojice ¢isel (a,b), a to dvojice (9;9).
Necht m = a — 4. Potom z definice ¢isla m plyne

8b=0a’—m?=8a—16, tedy b=a—2

a plati
n? = —-8a=a’—12a+4 = (a—6)* - 32.

Tento vztah dale upravime
32=(a—6)?-n’=(a—6—-n)(a—6+n).
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Z nerovnosti @ > 8 vidime, Ze oba Cinitele na pravé strané predchozi rov-
nosti jsou prirozena c¢isla. Vzhledem k tomu, ze rozdil ¢initelt na pravé
strané je 2n, maji oba Cinitele stejnou paritu, pfitom a —6—n < a—6+n.
Vsechny rozklady ¢isla 32 na soucin pfirozenych ¢isel, ktera maji stejnou
paritu, jsou vySetfeny v nasledujici tabulce:

a—6—n| 2| 4
a—6+n|16| 8
n 7| 2
a 15|12
b=a—-2]13|10

V pfipadé m = a — 4 vyhovuji Gloze dvé dvojice ¢isel (a,b), a to dvojice
(15;13) a (12; 10).
Necht m = a — 2. Potom z definice ¢isla m plyne

8b=0a’>-m>=4a—4, tedy a=2b+1

a plati
n? =0 —8a="b>—-16b—8 = (b—8)* — 72.

Tento vztah dale upravime
2=0b-82?-n>=(b-8—-n)b-8+n).

Z nerovnosti b > 8 vidime, ze oba ¢initele na pravé strané piedchozi rov-
nosti jsou prirozena c¢isla. Vzhledem k tomu, ze rozdil ¢initel na pravé
strané je 2n, maji oba Cinitele stejnou paritu, ptitom b—8 —n < b—8+n.
Vsechny rozklady ¢isla 72 na soucin pfirozenych ¢isel, kterd maji stejnou
paritu, jsou vysetifeny v nasledujici tabulce:

b—8—-n| 2| 4| 6
b—8+n|36]18|12
n 17 7 3
b 27119|17
a=2b+1|55|3935

V piipadé m = a — 2 vyhovuji tloze tfi dvojice ¢isel (a,b), a to dvojice
(55;27), (39:19) a (35;17).
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Je-li (a,b) dvojice pfirozenych ¢isel, kterd fesi ilohu, pro kterou plati
a > b, potom i dvojice (b, a) fesi tlohu. VSechny dvojice (a,b) pfirozenych
¢isel, pro néz jsou hodnoty odmocnin va2 — 8b a /b2 — 8a cel ¢&isla, jsou
Z MNoziny

{(8;8),(9;9),(12;10), (15; 13), (35; 17), (39; 19), (55; 27),
(10;12), (13; 15), (17; 35), (19; 39), (27;55)}

Spravné teseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Jozef Mészaros z Jelky, Vladimir Pavel z Blovic, Miroslav Klimos
z GMK v Bilovci a Samuel Riha z G v Brné, t¥. Kpt. Jaroge.

Netplné feSeni zaslali Anton Hndth z Moravan a Le Duc Khanh Chuong
z GChD v Praze.

Uloha 140
Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojihelniku ABC' a g polomér kruznice
jemu vepsané. Pak plati nerovnost

1
_2<

1 . 1 . 1
a? b2 402
Dokazte a zjistéte, kdy nastava rovnost.
Jaroslav Svrcek
Reseni:
Nejprve dokdZeme tvrzeni: Necht «, 83, v jsou velikosti vnitfnich Ghla
v trojihelniku. Potom plati

a f3 B, v
tg—tg — +tg—tg =
8585 Tie ey

’)/ «
te Ltg = = 1.
g te g (3)

Dikaz: Soucet velikosti vnitfnich Ghld v trojihelniku je 180°, plati tedy
2=90°-% — g 5- Vyjadiime tg 3 pomoci zbyvajicich ahli.

1
tg%-tg(goo—§—§>:COtg<%+§>:ﬁ:
tg (5 +
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_l-tggtgh

tg%+tg§
Odtud jiz plyne
a S B. v v, o Y, « g a, p
tgStgl +tgtg L +tgLtg s =tgL (tg s +tgl ) +tgtgl =
gyley Tleytey tigytey g2<g2+g2 g tey
1-tg5tgh B

= (ta+t >+tatﬂ—1

tg%+tg§ g5 TS 85 %5 )
coz jsme chtéli dokazat.

Nyni pristupme k feSeni dané tlohy. Velikosti vnitinich thld pfi vrcho-
lech A, B, C trojuhelniku ABC oznacme «, 3, 7. Ozna¢me dale S stied
kruZnice vepsané trojuhelniku ABC a K jeji dotykovy bod se stranou AB.
Bod S je prisec¢ikem os thldt CAB a CBA, velikosti thla SAK a SBK

jsou po fadé £, 2 (viz obr.). Mame

c=|AB| =|AK|+ |KB| = |SK|cotg%+|SK|cotg§ =

a B
=0 cotg§+c0tg§ .

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem cisel
cotg 5 a cotg g plati

cotg % + cotg g > 24/ cotg % cotg g,
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pfitemz rovnost nastane, pravé kdyz a = 3. Odtud ziskdme

c=0 <cotg % + cotg g) > 204/ cotg % cotg g,

coz upravime na tvar

1 < 1 to &t 8
2 =42 BBy
Cyklickou zdménou dale dostaneme
1 1 v« 1 1 B8~
—<tgatgs, — < -otgstga.
=42 B9 BY @ =192 ©3 875

Sectenim téchto vztahdl a uzitim identity (3) ziskdme

Ll o (0P i te Yt g Bt B) = 2
@ TR T2 g By Ty T | T

coz jsme chtéli dokazat. Rovnost zde nastane, pravé kdyz a = 8 = v, tedy
pro rovnostranny trojihelnik.

Jiné resent:
Pro obsah P trojthelniku ABC plati P = sp, kde s = £(a + b + ¢).
Podle Heronova vzorce obsah trojahelniku vypocteme

P=+/s(s—a)(s—b)(s —c).

Tedy plati v/s(s — a)(s — b)(s — ¢) = sp, odkud plyne

1 s _(s—a)+(s—b)+(s—c):

402 4(s—a)(s—b)(s—c)  4(s—a)(s—b)(s—c)
B 1 1 1 4

A —b—0o ds-a(s—0 s-a(s=b)

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem pro
kladnd (podle trojahelnikové nerovnosti) ¢isla s — a a s — b plati

c=(s—a)+(s—b) >2y/(s —a)(s—D),
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pricemz rovnost nastava, pravé kdyz a = b. Tuto nerovnost upravime na
tvar
1 1

2 = 4(s—a)(s—b)
Cyklickou zdménou dostaneme
1 1

- < l<;
a? ~ 4(s—=b)(s—c)’ b2 T 4(s—a)(s—c)’

Secteni téchto tii nerovnosti s vyuzitim (4) dostaneme
1 n 1 n 1 < 1 n 1 n 1 1
a? b2 2 A(s—Db)(s—c¢) 4(s—a)(s—c)

d(s —a)(s —b)  49%’

coz jsme chtéli dokézat. Rovnost nastava, pravé kdyz a = b = ¢, tedy pravé
kdyz je dany trojihelnik rovnostranny.

Jin€ feseni (podle Karola Gajdose):
Podle vztahu (4) plati

5 _ a+b+c
402 4(s—a)(s—b)(s—c) (—a+b+c)a—b+ec)la+b—rc)

a dand nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

b2 + a® + a®b? 1 1

1
P @ pEs -
1 a+b+c (5)
<—‘— .
~49> (—a+b+c)la—b+c)la+b—c)

Uvédomme si, ze plati

DA (—a+b+c)a—b+c)a+b—rc) =

=bvc*(—a+b+c)(a®—(b—c)) = (6)

= b2 (—a+b+c)a® - b*c*(—a+b+c)(b—c)’.
Vynéasobime obé strany nerovnosti (5) jmenovateli vyrazi na obou stra-

nach této nerovnosti, vyrazy na levé strané upravime podle (6) a po Gpravé

dostaneme nerovnost ekvivalentni s (5) ve tvaru
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—b*cF(—a+b+c)(b—c)? —cFa*(a—b+c)(c—a)—
—a*b*(a+b—c)(a — b)*+
+a’b?’c(—a+b+c) +a*b*c*(a — b+ c) + a*b*c*(a +b—c) <
< a’b’cPla+b+c).

Tato nerovnost je ovSem ekvivalentni s nerovnosti
0 < b’ (—a+b+e)(b—c)? +ca*(a—b+c)(c—a)® +a*b*(a+b—c)(a—Db)?,

kterd ziejmé plati, jelikoz vyrazy na pravé strané jsou podle trojihelnikové
nerovnosti vesmés nezapornd cisla. Rovnost v této nerovnosti nastane,
pravé kdyz a = b =c.

Poznamka. Lze ukazat, Ze identita (3) plati i v obracené podobé. Necht z,
y, z jsou kladné redlnd ¢isla takova, ze plati

oy +yz+zxr =1,

potom existuje trojahelnik s vnitinimi Ghly «, 3, v takovy, ze plati

p 0y

@

Spravné teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jozef Mészdros z Jelky, Jan Capek z G
v Duchcové, Martin Michdlek z GJKT v Hradci Kralové a Josef Ondrej
z G v Roznové p. Radho$tém.

Netplné feSeni zaslali Viadimir Pavel z Blovic a Le Duc Khanh Chuong

z GChD v Praze.

Cestou do redakce naseho Casopisu se zatoulala spravna reSeni lloh 135
a 136 Karola Gajdose z Trnavy, ¢imz se mu omlouvame a zafazujeme ho
mezi uspésné fesitele téchto tloh.
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