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Studenti opravuj� p�semku

STANISLAV TR�VN��EK � V�CLAV MATY��
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Sledovali jste n�kdy mal� d�ti� kdy� si hraj� na �kolu� Ty nejaktivn�j��
si zpravidla vybojuj� roli u�itele� proto�e je fascinuj� � jak se to jev� v jejich
o��ch � vn�j�� v	dcovsk
 privilegia� �u�itel
 m	�e podle nich p�ik
zat� aby
��
ci
 poslu�n� sed�li a m	�e je podle libosti napom�nat a zkou�et� N��
kte�� z �u�itel	
 p�itom intuitivn� poznaj� i z
kladn� pravidlo u�itelsk�ho
povol
n�� �e u�itel m	�e u�it a zkou�et jen to� co s
m dob�e um�� V�t��
d�ti si u� pak na �kolu nehraj� a pro��vaj� svou �koln� �ivotn� etapu v tr�
val�m postaven� �
k	� v�e posuzuj� z hlediska �
ka a jen p�i v�jime�n�ch
p��le�itostech si polo�� ot
zku� jak by si po��nali na m�st� u�itele�
Naproti tomu dobr� u�itel se p�i sv� pr
ci �asto v��v
 do my�len� sv�ch

student	 �i �
k	� chce�li� aby jeho v�uka byla srozumiteln
 a p�im��en

jejich v�ku a znalostem� Toto vm��len� se do situace �druh� strany
 se
v�ak i jindy ne� ve �kole m	�e uk
zat docela u�ite�n� a m	�e p�in�st v�t��
vz
jemn� pochopen� i pozitivn� v�sledky�
V bohat�m a v��n�m t�matu d�l
n� a hodnocen� chyb n
s zaj�malo�

jak se studenti budou d�vat na �
kovsk� chyby� kdy� je budou posuzovat
z pozice u�itele� Proto jsme po p�edb��n�m vyzkou�en� postupu v jedn�
t��d� str
�nick�ho gymn
zia ud�lali v jin� t��d� �s �� studenty� pokus�
p�i n�m� jsme t�mto student	m sv��ili na chv�li funkci u�itele� T�matem
pokusu byla oprava a hodnocen� matematick� p�semky� Z
m�rem bylo�
aby si studenti si p�i oprav� ciz�ch chyb uv�domovali� jak�ch chyb se sami
dopou�t�j�� a toto pozn
n� dopln�n� anal�zou p�semek a jejich oprav se
projevilo jako p��nos k rozpozn
n� a napraven� vlastn�ch chyb a k jejich
prevenci� Cht�li jsme si nejprve ov��it probl�m� jak �sp��n� budou studenti
rozpozn
vat chyby�
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P��prava pokusu

Formulovali jsme podm�nky �� ��sti pokusu�
� opravovan
 p�semka bude simulov
na a bude se t�kat dvou �
k	 �tedy
bude m�t verze A a B� z toho d	vodu� aby byla zaru�ena samostatnost
student	 p�i oprav��

� t�matem bude posledn� matematick� u�ivo ve vybran� t��d� ji� b��n�
procvi�en�� studenti budou m�t k dispozici spr
vn� �e�en� a dostatek
�asu�

� student	m nebudou poskytnuty �
dn� rady a pokyny� jen v�zva� opravte
p�semku tak� jak nejl�pe to dovedete�

� hodnocen� v�konu student	 p�i oprav� p�semky bude p��padn� zapo��
teno do klasi�kace� ale jen tomu� kdo si to bude p�
t�

� pokus analyzujeme a s v�sledkem anal�zy sezn
m�me studenty�

Formulovali jsme d
le p�edb�	n� hypot�zy�
� studenti p�ijmou pokus kladn�� tato nov
 role u�itele je bude bavit�
� studenti nemaj� zku�enosti s opravami� tak�e po form
ln� str
nce budou
napodobovat sv� u�itele� V prvn� f
zi asi nebudou p��li� �sp��n��

Zadan� p�semky
Postupem dle ��� byla p�ipravena dvoup��kladov
 p�semka� skupina A

�Petr V�tek� a B �Zde
ka Such�� z tematick�ho celku Komplexn� ��sla�

A
�� Pro kter� hodnoty re
ln�ho parametru c m
 rovnice ��c� ��x���cx�
��c� �  � imagin
rn� ko�eny� !e�te rovnici pro c  ��

�� U�it�m Moivreovy v�ty odvo"te vzorec cos ��  � cos� �� � cos�� Od�
vozen� vzorec ov��te pro �  ���� �#� a $���

B
�� Pro kter� hodnoty re
ln�ho parametru c m
 rovnice ��c���x�� �cx�
��c� �  � imagin
rn� ko�eny� !e�te rovnici pro c  ���

�� U�it�m Moivreovy v�ty odvo"te vzorec sin ��  � sin� � � sin� �� Od�
vozen� vzorec ov��te pro �  ���� �#� a $���

Na obr� � a� � b je zobrazen �� p��klad p�semky �skupina A resp� B��
na obr� �a� �b je zobrazen �� p��klad z t�chto skupin� Kter� �p�ipraven��
chyby by m�l u�itel matematiky opravit� tj� s jak�mi chybami byly p�semky
p�edlo�eny student	m k oprav��

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



������
���	
�
�
����������

Obr� 	a

������
���	
�
�
����������

Obr� 	b

�� p��klad�

Chyby v zad�n�
� PV m
 �ren
ln�
 m�sto �re
ln�
 a chyb� mu otazn�k v t
zac� v�t��
� ZS chyb� ozna�en� parametru �c
 a p�smeno po �p
 je defektn��
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Form�ln� chyby
� PV chyb� pokra�ovac� znaky rovnosti� m
 kr
tkou odmocninu a kr
tkou
zlomkovou �
ru�

� ZS m
 v�razn� chybn� um�st�nu zlomkovou �
ru za rovn�kem�

V�cn� chyby
� p�i v�po�tu prvn�ho diskriminantu m�li oba �
ci pot��e s n
soben�m
koe�cientem ��%
� tak�e jim vy�el chybn� diskriminant i hledan
 pod�
m�nka� aby rovnice m�la imagin
rn� ko�eny�

� pro �e�en� kvadratick� rovnice se z
porn�m diskriminantem pou�ili oba
�
ci p�i v�po�tu ko�en	 chybn� vzorec� tj� vzorec pro kladn� diskrimi�
nant�

� PV p�i dosazov
n� c  � p�ehl�dl znam�nko p�i v�po�tu koe�cientu
v kvadratick�m �lenu� tak�e mu vy�el koe�cient & m�sto spr
vn�ho #
a v line
rn�m �lenu m
 chybn� znam�nko� dostal tak jinou rovnici� ne�
m�l dostat� pak se ve vzorci pro ko�eny kvadratick� rovnice op�t spletl�
tak�e dostal spr
vn� znam�nko�

� u ZS je je�t� mal� probl�m� zda skute�n� uv�dom�le zm�nila znam�nko
u v�sledn� kvadratick� rovnice a v�po�ty zvl
dla zpam�ti�

�� p��klad

Chyby v zad�n�
� �
ci by m�li um�t spr
vn� napsat �Moivreova
� u PV je to ne�iteln�
a u ZS je �Moivrova
�

� u PV ve dvou p��padech chyb� ozna�en� stup'	�
� ZS napsala �odvo(te
�

Form�ln� chyby
� ob�ma �
k	m chyb� pokra�ovac� znaky rovnosti�
� PV nem
 uveden pou�it� tvar Moivreovy v�ty a nav�c si pletl cos ��
a cos��� u �%� chyb� ozna�en� stup'	�

� u ZS chyb� ve dvou p��padech ozna�en� stup'	�

V�cn� chyby
� oba zapomn�li nebo neum�li sv	j vzorec upravit na po�adovan� kone�n�
tvar� P�i ov��ov
n� �sv�ho
 vzorce si v�ak dal�� pr
ci nezjednodu�ili�
proto se jim toto ov��ov
n�� pokud je jeho �
st spr
vn
� m	�e zapo��tat�
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b

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��&



� v po�adovan�m odvozen� maj� oba �
ci podobnou chybu� kdy� se p�i
umoc'ov
n� ��sla �i
 spletli jednou ve znam�nku � ka�d� jinak� co�
v�ak n
hodou neovlivnilo jejich spr
vn� d�l�� v�sledek�

� PV p�i ov��ov
n� ur�il v prvn�ch dvou p��padech prav� strany chybn�
hodnotu funkce sinus� p��e v�ak spr
vn� v�sledky� proto�e v�� �e m
 b�t
L  P � i kdy� ve v�ech t�ech p��padech hodnotu prav� strany zcela
zjevn� nemohl dostat v�po�tem� Nenaz�vejme to podvod� ale chytra�
�en�� V�sledky ov��ov
n� mu proto samoz�ejm� nelze uznat�

� ZS nezvl
dla v�po�et prav� strany v �� vztahu� nejprve dosadila za cos
��� opa�nou hodnotu a pak kr
tila t�emi ve v�razu � � �

�
�

Pr�b�h pokusu�
Studenti nejprve napsali �norm
ln�
 p�semku se stejn�m zad
n�m� jako

je v opravovan� p�semce �psali ji po probr
n� dan�ho tematick�ho celku�
tuto p�semku pozd�ji vyu�uj�c� opravil� ozn
mkoval a zapo��tal do klasi��
kace�� T�m se my�lenkov� dostali do t�matu�
Po odevzd
n� t�chto napsan�ch p�semek dostal pak ka�d� student ko�

pii p�semky Petra V�tka nebo Zde'ky Such� �stejnou skupinu� jakou psal
p�edt�m� a vzorov� vy�e�en� zadan�ch �loh �t�m se v�ichni � i ti m�n�
�sp��n� v p�edchoz� p�semce � sezn
mili se spr
vn�m �e�en�m�� Pak ka�d�
�ervenou tu�kou p�semku opravil� oklasi�koval a odevzdal� P�itom byly
dodr�eny v�echny stanoven� podm�nky pokusu�
Ve druh� �
sti pokusu jsme v�sledky opravy p�semky jsme analyzovali

a z�skali jsme tyto poznatky�
a� Form
ln�ch chyb si studenti t�m�� nev��mali� Chyby v zad
n� nebyly
opravov
ny v	bec� z dal��ch v��e uveden�ch form
ln�ch chyb byl jed�
nou dopln�n chyb�j�c� znak rovnosti a dvakr
t prodlou�en p��li� kr
tk�
symbol odmocniny a t�ikr
t nejasn� napsan� ���

b� V�cn� chyby objevili a opravili t�m�� v�ichni� ov�em n�kter� m
lokdo�
jin� nikdo� Nap�� nikdo neopravil pou�it� vadn�ho vzorce p�i v�po�tu
imagin
rn�ch ko�en	 kvadratick� rovnice� Jen jedna studentka vyzna�ila
jako chybu� �e ve �� p��kladu nebyl odvozen po�adovan� vzorec� tj� �e
odvozen� nebylo dota�eno a� do konce� N�kter� z
sahy student	 byly
chybn��

c� Studenti m�li i technick� probl�my� jak zach
zet s �ervenou tu�kou �
co a jak zapsat� kde ud�lat �fajfku
� co vysv�tlit a co �krtnout� N�kdy
byli bezradn�� jak p�i oprav� postupovat �nap�� p�i ov��ov
n� vzorc	 ve
�� p��kladu�� Studentsk� opravy byly pak m
lo sd�ln� a v mnoha p���

��% Matematika � fyzika � informatika �� ���������



padech by PV ani ZS z �u�itelsk�
 opravy nepochopili� kde maj� jakou
chybu� Opravy byly prov
d�ny do ur�it� m�ry jen form
ln�� projevo�
val se sklon k pouh�mu �krt
n�� Asi jen v polovin� p��pad	 se studenti
u chybn�ho m�sta pokou�eli nazna�it� v �em je chyba nebo jak to m�lo
b�t� a asi v polovin� p��pad	 vadn� m�sto jen �krtli�

d� Klasi�kace byla v�t�inou p�im��en
 �PV ���� ZS ���� jen s mal�mi od�
chylkami� i kdy� byly zn
mky z�ejm� odhadov
ny jen citem� Studenti
z�ejm� nehodnotili znalosti PV a ZS� ale sledovali� kolik maj� chyb�

e� Uk
zalo se� �e oprava t�to p�semky byl pro studenty �kol sp��e t��k��

S odstupem n�kolika t�dn	 se studenti sezn
mili s anal�zou sv�ch oprav
� zejm�na jsme s nimi pro�li chyby v p�semk
ch PV a ZS a nedostatky
ve studentsk�ch oprav
ch �opraven� p�semky m�li p�itom p�ed sebou��
Mo�n
� �e bezprost�edn� po oprav� n�kte�� studenti z�skali na chv�li pocit�
�e oprava p�semky je z
le�itost snadn
� ale po sezn
men� s anal�zou jim
do�lo� �e spr�vn� oprava p�semky je n
ro�n
 pr
ce a �e opravuj�c� mus�
dob�e zn
t� co� jak a pro� opravit a samoz�ejm� hlavn� mus� zn
t ma�
tematiku �co� z�eteln� koresponduje se z
kladn�m pravidlem u�itelsk�ho
povol
n�� kter� jsme zm�nili v �� odstavci��
Ve �� �
sti na�eho pokusu se zopakovala jeho �� i �� �
st� samoz�ejm�

se zad
n�m z aktu
ln� l
tky o limit�� spojitosti a derivac�ch �viz obr� �a�
�b�� Studenti op�t napsali norm
ln� p�semku� byli sezn
meni se spr
vn�m
�e�en�m a pak opravovali dodanou �
kovskou p�semku� jejich oprava byla
vyhodnocena� s vyhodnocen�m byli studenti sezn
meni a m�li mo�nost
porovnat svou opravu s opravou spr
vn� provedenou�
I kdy� byly tyto nov� simulovan� p�semky na opravu sp��e nesnadn��

byli studenti p�i jejich oprav� ji� o pozn
n� �sp��n�j�� ne� v p�edchoz�ch
�
stech pokusu� Uk
zalo se� �e se studenti pou�ili z prvn� opravy a za�
t�mco u �� �
sti bylo mo�no hodnotit �sp��nost opravy zhruba na �� )�
ve druh� �
sti to bylo i p�i p��sn�m posouzen� u� k $� )� p�i�em� n�kte��
studenti dos
hli je�t� lep��ho v�sledku� Samoz�ejm� jejich opravy nedosa�
hovaly kvality opravy p�semky dobr�m u�itelem� ale ��elem pokusu nebylo
�nad�lat z nich u�itele matematiky
� Studenti� kte�� opravu provedli rela�
tivn� dob�e� byli op�t odm�n�ni �plusem
 do klasi�kace�
P�i oprav� m�li studenti k dispozici spr
vn� zad
n� i �e�en�� Uk
zalo

se� �e vid� sp��e v�cn� chyby� kter� byly p�i oprav
ch z velk� �
sti pod�
chyceny� ale objeven� �i rozpozn
n� jin�ch chyb� i kdy� z
va�n�ch� d�lalo
v�t�in� z nich probl�my� k form
ln�m chyb
m byli studenti pom�rn� tole�
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rantn�� i kdy� oproti �� �
sti pokusu do�lo i zde ke zlep�en�� P�i klasi�kaci
byli studenti p�im��en� p��sn�� K hromadn�j��m nedostatk	m p�i oprav�
pat�ilo�
� P�i �e�en� p��kladu �b m�li �
ci upozornit� �e vzhledem ke spojitosti
funkce v zadan�m bod� je limita rovna funk�n� hodnot�� nebylo opra�
veno�

� P�i �e�en� p��kladu �c m�li �
ci nazna�it kr
cen�� opravili � studenti�
� P�i v�po�tu derivace funkce v bod� m�li �
ci odd�lit v�po�et derivace
jako funkce a v�po�et derivace v bod�� opravila jen t�etina student	�

������
���	
�
�
����
������
������
�����	

Obr� �a
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Obr� �b

� Chyb�j�c� pokra�ovac� rovn�tko ve �� p��kladu student	m nechyb�lo�
� Chyby v textu opravila m�n� ne� polovina student	� chybn� vyj
d�en�
�Je dan
 funkce � � � 
 a chybn� slovo �nespojistost
 zaregistrovala jedin

studentka�

� Jen n�kolika student	m vadily �patn� um�st�n� nebo kr
tk� zlomkov�
�
ry�
P�es tento v��et lze ��ci� �e v�t�ina student	 postupovala p�i oprav�

zodpov�dn� a sna�ila se tuto v�m�nu rol� �st
t se na chv�li u�itelem� podle
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sv�ch sil zvl
dnout a z tohoto hlediska lze pova�ovat jejich v�sledky za
uspokojiv��
Po sezn
men� student	 se spr
vnou opravou a s hodnocen�m sv�ch

oprav ��sv�
 opravy m�li p�itom k dispozici� se konala z
v�re�n
 beseda�
Zde studenti spole�n� s vyu�uj�c�m zhodnotili proveden� pokus a konstato�
vali� �e je nau�il l�pe poznat i �druhou stranu
� Na z
v�r uve"me n�kter�
z jejich n
zor	 a poznatk	�
�� V�cn� chyby mus� samoz�ejm� u�itel opravit� Pak studenti diskutovali
o form
ln�ch chyb
ch �chyby jazykov�� chybn
 �prava� naru�en� dohod�
nut�ch pravidel matematick�ho z
pisu� � � � � a nakonec do�li k tomu�
�e i form
ln� chyby by m�ly b�t opraveny� i kdy� neovlivn� klasi�kaci�
Uznali� �e v opa�n�m p��pad� se zvy�uje mo�nost p��pad	� kdy by se
�e�en� stalo nesrozumiteln�m nebo kdy by tyto form
ln� chyby �p�e�
rostly
 ve v�cn� �p�e�krt
v
n� p�e�krtan�ho� dvoj� nepodtrhnut� �e�en��
z nich� jedno je chybn� a u�itel nech( si vybere� nedbal� kreslen� graf	�
atd���

�� V�ichni studenti byli pro� aby se v p��pad�� kdy v�t�ina student	 p�i
p�semce nevy�e�� n�jakou �lohu spr
vn�� provedl p�i oprav� p�semky
spr
vn� v�po�et na tabuli a to i p�esto� �e jim tato znalost u� k lep��
klasi�kaci nepom	�e �prob�r
 se dal�� nov� u�ivo�� Hlavn�m motivem
tohoto p��stupu v�ak nebyla idea kompletace znalost�� ale v podstat�
pochopiteln� praktick� �sudek� �e v budoucnu �maturita� zkou�ky na
V* a studium na V*� se s podobn�m typem �loh je�t� mohou znovu
setkat a znalost jejich �e�en� se jim m	�e hodit�

�� P�i p��le�itosti t�to diskuse byli t�� studenti vyzv
ni� aby se vyj
d�ili
k postoji u�itele� pokud zjist� opisov
n�� jak by hypotetick� opisov
n�
�
ka p�i p�semn� pr
ci m�l podle jejich n
zoru u�itel hodnotit� tedy
zda� a� se jedn
 o neznalost� kterou je t�eba klasi�kovat nedostate��
nou� b� jedn
 se o k
ze'sk� p�estupek za kter� �
k m	�e z�skat n�kter�
z v�chovn�ch opat�en� podle vyhl
�ky M*MT� ale m�l by b�t znovu
p�ezkou�en� c� u�itel by se rad�ji m�l tv
�it� jako by nic nevid�l� P�i
hlasov
n� bylo necel�ch �� ) pro postup dle a�� ostatn� pro to� aby bylo
opisov
n� hodnoceno jako k
ze'sk� p�estupek a aby byl �
k znovu p�e�
zkou�en� Nikdo nesouhlasil s t�m� aby u�itel opisov
n� ml�ky toleroval�

�� Nakonec se studenti se shodli na tom� �e pokus byl pro n� p��nosem�
nebo( l�pe poznali� �e rozhodov
n� u�itele p�i oprav
ch p�semn�ch prac�
n�kdy nen� snadn�� Shodli se t�� na n
zoru� �e �e�en� matematick�ch
�loh v p�semk
ch nen� spr
vn� p�ev�st v�hradn� na testy� kde si �
k
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vybere ze dvou �nebo v�ce� mo�n�ch odpov�d�� I kdy� pro u�itele jsou
opravy takov�ch test	 podstatn� snaz��� ztr
c� se hodnocen� toho� jak
�
k �lohu �e�il� co� je v p��pad� p��rodn�ch v�d v	bec n�kdy d	le�it�j��
ne� samotn� v�sledek �e�en� �lohy�

Z�v�r� Pro vyu�uj�c�ho byl tento pokus inspirac� �co je�t� u student	 sle�
dovat a ovliv'ovat� a pro studenty podn�tem k prevenci chyb a k tomu�
aby se s v�t��m porozum�n�m d�vali na pr
ci u�itele a dovedli rozpoznat
a zhodnotit sv� chyby i form
ln� opomenut��

L i t e r a t u r a

�	
 Tr�vn��ek� S	
 Oprava p�semek z matematiky� UP Olomouc� 
����

St�edoevropsk� matematick�
olympi�da

JAROSLAV �VR�EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

��
��

Z podn�tu organiza�n�ho v�boru rakousk� ma�
tematick� olympi
dy �+MO� byly v pr	b�hu
�&� Mezin
rodn� matematick� olympi
dy �MMO�
ve Slovinsku �v roce ���$� delegace st�edoevrop�
sk�ch zem� �*v�carska� Rakouska� N�mecka� Slo�
vinska� Chorvatska� ,esk� republiky� Slovenska�
Polska a Ma"arska� sezn
meny s n
vrhem vytvo�
�it pro matematicky talentovan� st�edo�kol
ky

uveden�ch zem� novou sout��� Snahou inici
tor	 vzniku sout��e bylo umo��
nit dal��m student	m zem� st�edn� Evropy porovn
n� sv�ch znalost� z ma�
tematiky v mezin
rodn�m m���tku� Na tomto jedn
n� byly p�edb��n� sta�
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noveny tak� c�le a pravidla nov� mezin
rodn� matematick� sout��e� na�
zvan� St�edoevropsk
 matematick
 olympi
da� Inici
to�i jej�ho vzniku p�i�
tom vych
zeli z pravidel dvojstrann� mezin
rodn� matematick� sout��e
st�edo�kol
k	 �Polsko � Rakousko
� kter
 existovala a� do roku ���$ pl�
n�ch �� let� Na sv�t�� a speci
ln� tak� v Evrop�� existuje cel
 �ada po�
dobn�ch region
ln�ch matematick�ch sout��� �Balk
nsk
 MO� Baltic Way�
Mediterranean MO� Iberoamerick
 MO atd��� jich� se ka�doro�n� ��astn�
sout���c� ze zem� sp
dov�ch region	 Evropy� Na�i �
ci takovou mo�nost do�
sud nem�li� proto jsme uv�tali nab�dku rakousk�ch koleg	� kter
 umo�n�
postupn� zapojen� dal��ch matematicky nadan�ch st�edo�kol
k	 do nov�
mezin
rodn� matematick� sout��e�

Prvn� ro�n�k St�edoevropsk� matematick� olympi
dy �MEMO � Middle
European Mathematical Olympiad� se uskute�nil v term�nu ��� � �$� z
��
���& v rakousk�m Eisenstadtu � hlavn�m m�st� spolkov� zem� Burgen�
land� Sout��e se v jej�m prvn�m ro�n�ku z��astnilo pouze sedm �z dev�ti�
st�edoevropsk�ch zem� �N�mecko a Ma"arsko se hodlaj� zapojit do sout��e
a� od jej�ho �� ro�n�ku��

Ka�dou zemi m�lo pr
vo reprezentovat $ sout���c�ch� kte�� se nez��ast�
nili uplynul� MMO ve Vietnamu �viz ���� a ve �koln�m roce ���&-�% jsou
je�t� studenty st�edn�ch �kol� .vodn�ho ro�n�ku sout��e se nakonec z��ast�
nilo �� jednotlivc	 ze & zem� st�edn� Evropy �slovinsk� dru�stvo p�icesto�
valo do Eisenstadtu pouze se �ty�mi ��astn�ky��

.st�edn� komise �esk� MO vybrala pro �� St�edoevropskou matematic�
kou olympi
du �estici st�edo�kol
k	 sestavenou z v�t�z	� resp� �sp��n�ch
�e�itel	 �st�edn�ho kola #$� ro�n�ku MO v kategorii A �viz ����� kte�� se
nez��astnili �%� MMO v �ervenci ���& ve Vietnamu a v uplynul�m �koln�m
roce ���$-�& je�t� nematurovali� ,esk� reprezenta�n� dru�stvo tak v abe�
cedn�m po�ad� tvo�ili tito sout���c�� Jan M�ca �G T�eb���� Mat�j Peterka

�G v Praze $� Nad Alej��� Alena Peterov� �G Dobru�ka�� Samuel 
�ha
�G Brno� t�� Kpt� Jaro�e�� Tom�� Toufar �GMK v B�lovci� a Jan Va
hara
�GLJ Hole�ov�� Vedouc�m �esk� delegace a jej�m z
stupcem v jury byl
RNDr� Jaroslav �vr�ek� CSc� z P��rodov�deck� fakulty UP v Olomouci�
jeho z
stupcem a pedagogick�m vedouc�m byl Mgr� Martin Pan�k� Ph�D�
z brn�nsk�ho odd�len� Matematick�ho �stavu AV ,R�

Vlastn� sout�� se konala ve dvou sout��n�ch dnech� a to v sobotu ��� z
���
kdy prob�hla sout�� jednotlivc	� a v ned�li ��� z
�� pak sout�� dru�stev�
Po oba sout��n� dny �e�ili jednotlivci� resp� reprezenta�n� dru�stva v r
mci

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



sout��e dru�stev po � sout��n�ch �loh
ch� na jejich� vypracov
n� byl ka�d�
ze sout��n�ch dn	 vyhrazen �as # hodin� Ka�d
 �loha byla p�itom hodno�
cena �podle p�edem schv
len�ho syst�mu hodnocen� ka�d� �lohy� celo���
seln�m po�tem bod	 v rozp�t� � � %�
Podobn� jako na MMO m�ly jednotliv� zem� mo�nost s jist�m �asov�m

p�edstihem zaslat organiza�n�mu v�boru n
vrhy sv�ch �loh pro sout���
Z nich pak mezin
rodn� jury vybrala dv� �tve�ice �loh� jednu pro sout��
jednotlivc	 a druhou pro sout�� dru�stev� Je pot��iteln�� �e mezi osmi
vybran�mi �lohami byly tak� dv� �lohy �esk�� Jedna z nich byla pou�
�ita v sout��i jednotlivc	 �autorem byl Marek Pechal� a druh
 v sout��i
dru�stev �autorem �lohy byl doc� RNDr� Jarom�r �im�a� CSc���
N
ro�nost �loh byla srovnateln
 s �lohami z podobn�ch mezin
rodn�ch

sout��� �v�etn� MMO�� Sout���c� jednotliv�ch zem� tak m�li mo�nost z�skat
pot�ebn� mezin
rodn� zku�enosti� kter� mohou z�ro�it ji� na p���t� �����
MMO v roce ���%� Pro lep�� posouzen� jejich obt��nosti �a tak� trendu
p�i tvorb� nov�ch matematick�ch �loh� v
m nejprve p�edkl
d
me zad
n�
obou sad sout��n�ch �loh� V z
vorce za �lohou je v�dy uvedena zem�� kter

ji do sout�� navrhla�

Sout�	 jednotlivc�
���� z
�� ���&�

�� Nech( a� b� c� d jsou kladn
 re
ln
 ��sla spl'uj�c� rovnost a�b�c�d  ��
Doka�te� �e

a�bc� b�cd� c�da� d�ab � � �

��v�carsko�

�� Je d
no k �k je cel� ��slo v�t�� ne� �� sad m��	� Ka�d
 sada obsahuje n
m��	� kter� jsou ozna�eny ��sly �� �� � � � � n� Ka�d� m�� obarv�me jednou
ze dvou barev �b�lou nebo �ernou� tak� �e
a� m��e ozna�en� stejn�m ��slem maj� stejnou barvu�
b� ka�d
 �k����prvkov
 mno�ina m��	� kter� jsou ozna�eny �ne nutn�
r	zn�mi� ��sly a�� a�� � � � � ak�� tak� �e plat� a��a�� � � ��ak  ak���
nen� jednobarevn
�

V z
vislosti na k ur�ete nejv�t�� mo�n� ��slo n� pro n�� existuje takov�
obarven� m��	�

�Slovinsko�
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� Nech( k je dan
 kru�nice a k�� k�� k� a k� jsou �ty�i men�� kru�nice�
jejich� st�edy po �ad� O�� O�� O� a O� le�� na kru�nici k� Pro i  �� ��
�� � se kru�nice ki a ki�� �k�  k�� prot�naj� ve dvou bodech Ai a Bi�
p�i�em� body Ai le�� na kru�nici k� P�edpokl
dejme �e body O�� A��
O�� A�� O�� A�� O�� A� jsou navz
jem r	zn� a le�� v tomto po�ad� na
kru�nici k� Doka�te� �e B�B�B�B� je pravo�heln�k�

��v�carsko�

�� Ur�ete v�echny dvojice �x� y� kladn�ch cel�ch ��sel� kter� vyhovuj� rov�
nici

x/ � y/  xy �

��esk� republika�

Sout�	 dru	stev
���� z
�� ���&�

�� Nech( a� b� c� d jsou libovoln
 re
ln
 ��sla z uzav�en�ho intervalu h �
�
� �i�

kter
 vyhovuj� podm�nce abcd  �� Ur�ete nejv�t�� mo�nou hodnotu
v�razu �

a�
�
b

��
b�

�
c

��
c�

�
d

��
d�

�
a

�
�

��esk� republika�

�� Pro libovolnou mno�inu P p�ti bod	 v rovin� �v obecn� poloze� ozna�me
a�P� po�et v�ech ostro�hl�ch troj�heln�k	 s vrcholy v mno�in� P� Ur�ete
nejv�t�� mo�nou hodnotu a�P�� �P�t bod	 v rovin� je v obecn� poloze�
jestli�e �
dn� t�i z nich nele�� na t��e p��mce��

��v�carsko�


� Ozna�me s�T � sou�et d�lek v�ech hran �ty�st�nu T � Uva�ujme v�echny
�ty�st�ny� jejich� d�lky hran jsou navz
jem r	zn
 kladn
 cel
 ��sla� p�i�
�em� jedno z nich je � a jedno �� Takov� �ty�st�ny budeme naz�vat
MEMO��ty�st�ny�
a� Ur�ete v�echna kladn
 cel
 ��sla n� pro n�� existuje MEMO��ty�st�n

T s vlastnost� s�T �  n�
b� Ur�ete po�et navz
jem r�zn�ch MEMO��ty�st�n	 T � pro n�� plat�

s�T �  � ��&�
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Dva �ty�st�ny pova�ujeme za r�zn�� jestli�e jeden z nich nelze p�e�
v�st na druh� pomoc� slo�en� soum�rnost� podle roviny� posunut�
nebo oto�en��

�Nen� t�eba dokazovat� �e �ty�st�ny nejsou degenerovan�� tj� maj� klad�
n� objem��

�Rakousko�

�� Ur�ete v�echna kladn
 cel
 ��sla k s vlastnost�� existuje cel� ��slo a

takov�� �e �a� k�� � a� je n
sobkem ��sla � ��&�
�Rakousko�

Texty �loh byly sout���c�m p�edlo�eny �v obou sout���ch� v jejich mate��
sk�ch jazyc�ch� !e�en� jednotliv�ch �loh mohli sout���c� odevzd
vat rov�
n�� v mate�sk�m jazyku� Ka�d� ze sout��n�ch dn	 m�li sout���c� po dobu
�vodn�ch �# minut kl
st p�semn� p��padn� dotazy� na n��� stejn� jako na
MMO �se souhlasem mezin
rodn� jury�� odpov�d�l v�dy vedouc� p��slu�n�
delegace�
N
sleduj�c� dva dny ���� a ��� ��� byly vyhrazeny na koordinace �
�

kovsk�ch �e�en�� To prob�halo stejn�m zp	sobem jako na MMO� Jedn
n�
p�i koordinaci �loh byla vedena v angli�tin� a n�m�in�� Na z
v�re�n�m
jedn
n� jury byly tak� stanoveny hranice pro ud�len� zlat�ch� st��brn�ch
a bronzov�ch medaili� D
le bylo potvzeno de�nitivn� po�ad� zem� v sout��i
dru�stev�
O tom� �e �lohy v �� ro�n�ku sout��e byly pom�rn� n
ro�n� sv�d�� i po�

m�rn� n�zk� hranice pro ud�len� medail� v sout��i jednotlivc	� Pro zlatou
medaili bylo stanoveno bodov� rozp�t� �� � �� bod	� pro st��brnou �� � ��
bod	 a pro bronzovou medaili % � �� bod	� Nejlep��ho v�sledku v sout��i
jednotlivc	 p�itom dos
hla Joanna Bogdanowicz z Polska� kter
 z�skala �$
bod	� Celkov� byly ud�leny � zlat�� % st��brn�ch a �� bronzov�ch medail��
Nejlep��ho v�sledku v sout��i jednotlivc	 dos
hli z �esk�ho dru�stva Sa�
muel 
�ha ��� b�� a Tom�� Toufar �� b��� kte�� obdr�eli bronzov� medaile�
O n�co l�pe si vedli na�i sout���c� v sout��i dru�stev� D�ky dob�e zor�

ganizovan� strategii �e�en� v�ech �ty� �loh obsadili po z
sluze velice p�kn�
�� m�sto a dom	 si tak v�ichni p�ivezli cennou bronzovou medaili v sou�
t��i dru�stev� P�ed n
mi skon�ilo Polsko s celkov�m ziskem �� bod	 �ze
�� mo�n�ch� a Chorvatsko se ziskem �# bod	� Dru�stva na �� � #� m�st�
dos
hla shodn� zisku �� bod	� ale �esk� dru�stvo �jako jedin� z nich� vy�
�e�ilo bezchybn� � bez ztr
ty bodu � dv� sout��n� �lohy ��� a ���� proto
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v kone�n�m po�ad� obsadilo �� p���ku p�ed Slovenskem a Rakouskem� Na
�est�m m�st� skon�ilo *v�carsko ��� b�� a sedm� byli Slovinci ��% b���
Pro sout���c� a ostatn� ��astn�ky �� St�edoevropsk� MO p�ipravili po�a�

datel� na posledn� dva dny jednodenn� v�lety� a to k Nezidersk�mu jezeru
�Neusiedler See� a do V�dn�� kde si ��astn�ci sout��e m�li mo�nost pro�
hl�dnout pam�tihodnosti hlavn�ho m�sta Rakouska�
Slavnostn� ukon�en� sout��e se konalo za p��tomnosti z
stupc	 politic�

k�ho �ivota zem� Burgenland a ministerstva �kolstv� Rakouska v kongre�
sov�m s
le hotelu Ohr v Eisenstadtu� P�edseda organiza�n�ho v�boru ��
St�edoevropsk� olympi
dy Univ� Prof� Dr� Gerd Baron p�edal v�em oce�
n�n�m medaile a rovn�� pod�kovalMag� Thomasi M�hlgassnerovi� �editeli
BRG v Eisenstadtu� kter� byl odpov�dn� za pr	b�h a organizaci �� St�e�
doevropsk� MO� Podm�nky pro vlastn� sout�� v m�st� kon
n� byly popr
vu
ozna�eny vedouc�mi v�ech delegac� za nadstandardn��
Vedouc� �esk�ho dru�stva pozval na tomto jedn
n� v�echny delegace

k ��asti na �� ro�n�ku St�edoevropsk� matematick� olympi
dy� kter
 se
bude konat po�
tkem z
�� ���% v ,esk� republice� a to pod z
�titou prof�
RNDr� Lubom�ra Dvo��ka� CSc�� rektora UP v Olomouci� na p	d� olo�
mouck� univerzity�

Pro z
jemce o �e�en� �loh olympi
dn�ho typu uv
d�me z
v�rem dv�
odli�n
 �e�en� �� �lohy ze sout��e jednotlivc	� Dlu�no podotknout� �e tato
�loha se uk
zala v sout��i jednotlivc	 jako nejobt��n�j���


e�en� �� �lohy � sout�	 jednotlivc�� Nech( p � q � r � s je uspo�
d
n�
prvk	 uva�ovan� mno�iny fa� b� c� dg kladn�ch re
ln�ch ��sel� vyhovuj�c�ch
podm�nce ze zad
n� �lohy a� b� c�d  �� U�it�m permuta�n� nerovnosti
pak dostaneme

a�bc� b�cd� c�da� d�ab  a � abc� b � bcd� c � cda� d � dab �

� p � pqr � q � pqs� r � prs� s � qrs  �pq � rs��pr � qs� �

Dvoj�m u�it�m nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr	m�rem
pro kladn
 re
ln
 ��sla p� q� r� s d
le obdr��me

�pq � rs��pr � qs� �
�
pq � rs� pr � qs

�

��

 
�
�

�
�p� s��q � r�

��
�
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� �
�

�
�p� s� � �q � r�

�

��

 
�
$�
�a� b� c� d��  � �

co� jsme cht�li dok
zat�

Jin� �e�en�� Vzhledem k tomu� �e se nerovnost nezm�n� pro ka�dou cyklic�
kou permutaci uspo�
dan� �tve�ice �a� b� c� d�� m	�eme bez �jmy na obec�
nosti p�edpokl
dat� �e a � c� Podobn� lze p�edpokl
dat� �e b � d� Pokud
by toti� platilo b � d� dostaneme cyklickou z
m�nou uspo�
dan� �tve�ice
�a� b� c� d� �tve�ici �d� a� b� c�� v n�� d � b a sou�asn� a � c� Pak plat�

a�bc� b�cd� c�da� d�ab  ac�ab� cd� � bd�bc� ad� � ���

Pro a � c a b � d plat� �a�c��b�d� � �� Tato nerovnost je tedy ekvivaletn�
s nerovnost�

ab� cd � bc� ad � ���

Vyu�it�m nerovnosti ��� a u�it�m nerovnosti mezi aritmetick�m a geome�
trick�m pr	m�rem pro dvojici kladn�ch re
ln�ch ��sel odhadneme pravou
stranu rovnosti ��� n
sleduj�c�m zp	sobem

ac�ab� cd�� bd�bc�ad� � ac�ab� cd�� bd�ab� cd�  �ab� cd��ac� bd� �

�
�
�ab� cd� � �ac� bd�

�

��

 

�
�a� d��b� c�

�

��

�

�
� �

�
�a� b� c� d��

�

��

 � �

co� dokazuje dan� tvrzen��

L i t e r a t u r a

�	
 �vr�ek� J	
 �st�edn� kolo ��� ro�n�ku MO� MFI� ro�� 	�� 
������� �� 	�
�

 �vr�ek� J	
 ��� Mezin�rodn� matematick� olympi�da� MFI� ro�� 	�� 
������� �� ��
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv
d�me �e�en� �loh ��� a ���� jejich� zad
n� byla zve�ejn�na v dev
t�m
��sle lo'sk�ho ��$�� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha �


Ur�ete v�echny dvojice a� b p�irozen�ch ��sel� pro n�� jsou hodnoty

odmocnin
p
a� � %b a pb� � %a cel
 ��sla�

Jarom�r �im�a


e�en��
P�edpokl
dejme� �e m  

p
a� � %b a n  p

b� � %a jsou cel
 nez
porn

��sla� Bez �jmy na obecnosti� s ohledem na symetrii v�raz	� p�edpokl
�
dejme� �e a � b� Z t�to nerovnosti a z nerovnosti a� � %b � � plyne
a� � %b � %a� Podle podm�nek �lohy je ��slo a p�irozen�� tedy a � %�
Odtud a z nerovnosti b� � %a � � plyne b � %� Tedy a� b jsou p�irozen

��sla� pro kter
 plat�

a � b � %� ���

V dal��ch �prav
ch u�ijeme vztah ��� a dostaneme

a� � a� � %b � a� � %a� %�%� a�  �a� %��� ���

proto
a � m  

p
a� � %b � a� %�

Proto�e ��slo %b je sud�� maj� ��sla a am stejnou paritu a podle p�edchoz�ho
vztahu plat�

m � fa� %� a� $� a� �� a� �g�
Ka�dou z t�chto mo�nost� vy�et��me zvl
�(�

Nech( m  a�%� potom v ��� nastane rovnost� tedy plat� a  b a a  %�
Snadno ov���me� �e ��sla a  % a b  % vyhovuj� podm�nk
m �lohy�
Nech( m  a� $� Potom z de�nice ��sla m plyne

%b  a� �m�  ��a� �$� tedy b  
�a� �
�
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a plat�

n�  b� � %a  �a� � %$a� %�
�

 

�
�a� ��

�

�� � ����

�

�
�

Postupn�mi �pravami dostaneme

����  �

�
�a� ��

�

��

� �$n�  ��a� �� � $n� ��a� ��� $n� �

Z nerovnosti �a � � � % � �� vid�me� �e oba �initele na prav� stran�
p�edchoz� rovnosti jsou p�irozen
 ��sla� Tato ��sla nav�c p�i d�len� t�emi
d
vaj� zbytek � a ��slo �a � �� � $n je v�t�� ne� �a � �� � $n� V�echny
rozklady ��sla ���� na sou�in p�irozen�ch ��sel� kter
 p�i d�len� ��slem �
d
vaj� zbytek �� jsou vy�et�eny v n
sleduj�c� tabulce�

�a� ��� $n � # % �� �� ��

�a� �� � $n #$� ��� ��� %� #$ �#

n ��

�

��

�
�� ��

�
� �

�

a �$ ��

�
�� �� � ��

�

b  �a��
�

�# �

Dvojice a  ��� b  �# nevyhovuje p�edpokladu a � b� tedy v p��pad�
m  a� $ vyhovuje �loze jedin
 dvojice ��sel �a� b�� a to dvojice ��� ���
Nech( m  a� �� Potom z de�nice ��sla m plyne

%b  a� �m�  %a� �$� tedy b  a� �

a plat�
n�  b� � %a  a� � ��a� �  �a� $�� � ���

Tento vztah d
le uprav�me

��  �a� $�� � n�  �a� $� n��a� $ � n��
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Z nerovnosti a � % vid�me� �e oba �initele na prav� stran� p�edchoz� rov�
nosti jsou p�irozen
 ��sla� Vzhledem k tomu� �e rozd�l �initel	 na prav�
stran� je �n� maj� oba �initele stejnou paritu� p�itom a�$�n � a�$�n�
V�echny rozklady ��sla �� na sou�in p�irozen�ch ��sel� kter
 maj� stejnou
paritu� jsou vy�et�eny v n
sleduj�c� tabulce�

a� $� n � �
a� $ � n �$ %

n & �
a �# ��

b  a� � �� ��

V p��pad� m  a�� vyhovuj� �loze dv� dvojice ��sel �a� b�� a to dvojice
��#� ��� a ���� ����
Nech( m  a� �� Potom z de�nice ��sla m plyne

%b  a� �m�  �a� �� tedy a  �b� �

a plat�
n�  b� � %a  b� � �$b� %  �b� %�� � &��

Tento vztah d
le uprav�me

&�  �b� %�� � n�  �b� %� n��b� % � n��

Z nerovnosti b � % vid�me� �e oba �initele na prav� stran� p�edchoz� rov�
nosti jsou p�irozen
 ��sla� Vzhledem k tomu� �e rozd�l �initel	 na prav�
stran� je �n� maj� oba �initele stejnou paritu� p�itom b�%�n � b�%�n�
V�echny rozklady ��sla &� na sou�in p�irozen�ch ��sel� kter
 maj� stejnou
paritu� jsou vy�et�eny v n
sleduj�c� tabulce�

b � % � n � � $
b � % � n �$ �% ��

n �& & �
b �& �� �&

a  �b� � ## �� �#

V p��pad� m  a� � vyhovuj� �loze t�i dvojice ��sel �a� b�� a to dvojice
�##� �&�� ���� ��� a ��#� �&��
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Je�li �a� b� dvojice p�irozen�ch ��sel� kter
 �e�� �lohu� pro kterou plat�
a � b� potom i dvojice �b� a� �e�� �lohu� V�echny dvojice �a� b� p�irozen�ch
��sel� pro n�� jsou hodnoty odmocnin

p
a� � %b a pb� � %a cel
 ��sla� jsou

z mno�iny

f�%� %�� ��� ��� ���� ���� ��#� ���� ��#� �&�� ���� ���� �##� �&��
���� ���� ���� �#�� ��&� �#�� ���� ���� ��&� ##�g

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Miloslav H�bsch z Pra�
hy #� Jozef M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel z Blovic� Miroslav Klimo�
z GMK v B�lovci a Samuel 
�ha z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e�

Ne�pln� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan a Le Duc Khanh Chuong
z GChD v Praze�

�loha ���
Nech( a� b� c jsou d�lky stran troj�heln�ku ABC a � polom�r kru�nice

jemu vepsan�� Pak plat� nerovnost

�
a�
�
�
b�
�
�
c�

� �
���

�

Doka�te a zjist�te� kdy nast
v
 rovnost�
Jaroslav �vr�ek


e�en��
Nejprve dok
�eme tvrzen�� Nech( �� �� � jsou velikosti vnit�n�ch �hl	

v troj�heln�ku� Potom plat�

tg
�

�
tg

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
 �� ���

D�kaz� Sou�et velikost� vnit�n�ch �hl	 v troj�heln�ku je �%��� plat� tedy
�
�
 ��� � �

�
� �

�
� Vyj
d��me tg �

�
pomoc� zb�vaj�c�ch �hl	�

tg
�

�
 tg

�
��� � �

�
� �

�

�
 cotg

�
�

�
�
�

�

�
 

�

tg
�
�
�
� �

�

�  

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



 
�� tg �

�
tg �

�

tg �
�
� tg �

�

�

Odtud ji� plyne

tg
�

�
tg

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
 tg

�

�

�
tg

�

�
� tg

�

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
 

 
�� tg �

�
tg �

�

tg �
�
� tg �

�

�
tg

�

�
� tg

�

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
 ��

co� jsme cht�li dok
zat�
Nyn� p�istupme k �e�en� dan� �lohy� Velikosti vnit�n�ch �hl	 p�i vrcho�

lech A� B� C troj�heln�ku ABC ozna�me �� �� �� Ozna�me d
le S st�ed
kru�nice vepsan� troj�heln�ku ABC a K jej� dotykov� bod se stranou AB�
Bod S je pr	se��kem os �hl	 CAB a CBA� velikosti �hl	 SAK a SBK
jsou po �ad� �

�
� �
�
�viz obr��� M
me

c  jABj  jAKj� jKBj  jSKj cotg �
�
� jSKj cotg �

�
 

 �

�
cotg

�

�
� cotg

�

�

�
�

���
������

Podle nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr	m�rem ��sel
cotg �

�
a cotg �

�
plat�

cotg
�

�
� cotg

�

�
� �

r
cotg

�

�
cotg

�

�
�
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p�i�em� rovnost nastane� pr
v� kdy� �  �� Odtud z�sk
me

c  �

�
cotg

�

�
� cotg

�

�

�
� ��

r
cotg

�

�
cotg

�

�
�

co� uprav�me na tvar
�
c�

� �
���

tg
�

�
tg

�

�
�

Cyklickou z
m�nou d
le dostaneme

�
b�

� �
���

tg
�

�
tg

�

�
�

�
a�

� �
���

tg
�

�
tg

�

�
�

Se�ten�m t�chto vztah	 a u�it�m identity ��� z�sk
me

�
a�
�
�
b�
�
�
c�

� �
���

�
tg

�

�
tg

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
� tg

�

�
tg

�

�

�
 

�
���

�

co� jsme cht�li dok
zat� Rovnost zde nastane� pr
v� kdy� �  �  �� tedy
pro rovnostrann� troj�heln�k�

Jin� �e�en��
Pro obsah P troj�heln�ku ABC plat� P  s�� kde s  �

�
�a � b � c��

Podle Heronova vzorce obsah troj�heln�ku vypo�teme

P  
p
s�s� a��s� b��s� c��

Tedy plat�
p
s�s� a��s� b��s� c�  s�� odkud plyne

�
���

 
s

��s� a��s� b��s� c�
 
�s� a� � �s� b� � �s� c�
��s� a��s� b��s� c�

 

 
�

��s� b��s� c�
�

�
��s� a��s� c�

�
�

��s� a��s� b�
�

���

Podle nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr	m�rem pro
kladn
 �podle troj�heln�kov� nerovnosti� ��sla s� a a s� b plat�

c  �s� a� � �s� b� � �
p
�s� a��s� b��
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p�i�em� rovnost nast
v
� pr
v� kdy� a  b� Tuto nerovnost uprav�me na
tvar

�
c�

� �
��s� a��s� b�

�

Cyklickou z
m�nou dostaneme

�
a�

� �
��s� b��s� c�

�
�
b�

� �
��s� a��s� c�

�

Se�ten� t�chto t�� nerovnost� s vyu�it�m ��� dostaneme

�
a�
�
�
b�
�
�
c�

� �
��s� b��s� c�

�
�

��s� a��s� c�
�

�
��s� a��s� b�

 
�
���

�

co� jsme cht�li dok
zat� Rovnost nast
v
� pr
v� kdy� a  b  c� tedy pr
v�
kdy� je dan� troj�heln�k rovnostrann��

Jin� �e�en� �podle Karola Gajdo�e��
Podle vztahu ��� plat�

�
���

 
s

��s� a��s� b��s� c�
 

a� b� c

��a� b� c��a� b� c��a� b� c�

a dan
 nerovnost je ekvivalentn� s nerovnost�

b�c� � c�a� � a�b�

a�b�c�
 
�
a�
�
�
b�
�
�
c�

�

� �
���

 
a� b� c

��a� b� c��a� b� c��a� b� c�
�

�#�

Uv�domme si� �e plat�

b�c���a� b� c��a� b� c��a� b� c�  

 b�c���a� b� c�
�
a� � �b� c��

�
 �$�

 b�c���a� b� c�a� � b�c���a� b� c��b� c���

Vyn
sob�me ob� strany nerovnosti �#� jmenovateli v�raz	 na obou stra�
n
ch t�to nerovnosti� v�razy na lev� stran� uprav�me podle �$� a po �prav�
dostaneme nerovnost ekvivalentn� s �#� ve tvaru

��$ Matematika � fyzika � informatika �� ���������



�b�c���a� b� c��b� c�� � c�a��a� b� c��c� a���

�a�b��a� b� c��a� b���

� a�b�c���a� b� c� � a�b�c��a� b� c� � a�b�c��a� b� c� �

� a�b�c��a� b� c��

Tato nerovnost je ov�em ekvivalentn� s nerovnost�

� � b�c���a�b�c��b�c���c�a��a�b�c��c�a���a�b��a�b�c��a�b���

kter
 z�ejm� plat�� jeliko� v�razy na prav� stran� jsou podle troj�heln�kov�
nerovnosti vesm�s nez
porn
 ��sla� Rovnost v t�to nerovnosti nastane�
pr
v� kdy� a  b  c�

Pozn�mka� Lze uk
zat� �e identita ��� plat� i v obr
cen� podob�� Nech( x�
y� z jsou kladn
 re
ln
 ��sla takov
� �e plat�

xy � yz � zx  ��

potom existuje troj�heln�k s vnit�n�mi �hly �� �� � takov�� �e plat�

x  tg
�

�
� y  tg

�

�
� z  tg

�

�
�

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora�
van� Miloslav H�bsch z Prahy #� Jozef M�sz�ros z Jelky� Jan �apek z G
v Duchcov�� Martin Mich�lek z GJKT v Hradci Kr
lov� a Josef Ond�ej
z G v Ro�nov� p� Radho�t�m�

Ne�pln� �e�en� zaslali Vladim�r Pavel z Blovic a Le Duc Khanh Chuong
z GChD v Praze�

Cestou do redakce na�eho �asopisu se zatoulala spr
vn
 �e�en� �loh �
�
a �
� Karola Gajdo�e z Trnavy� ��m� se mu omlouv
me a za�azujeme ho
mezi �sp��n� �e�itele t�chto �loh�
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