MATEMATIKA

Prazsky orloj a stereograficka projekce
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1. Uvod

Tento prispévek je volnym pokracovanim ¢lanku [8]: Jakd matematika
se ukryvd v praZském orloji? Vytvoreni matematicko-mechanického mo-
delu prazského orloje se piipisuje Janu Sindelovi' kolem roku 1410. Na
jeho pocest jsme v praci [8] zavedli pojem Sindelovské posloupnosti, s jejiz
pomoci jsme pak ukazali, jak bici stroj orloje souvisi s trojahelnikovymi
¢isly. V tomto prispévku se budeme zabyvat jistou specidlni geometrickou
transformaci, kterd byla pouzita pii konstrukci orloje.

Prazsky orloj je umistén v dolni ¢asti Staromeéstské radnic¢ni véze vysoké
pfiblizné 59 metrii.?2 Jeho astronomicky cifernik (viz obr. 1) je astrolab®
pohénény hodinovym strojem. Zndzorhuje geocentricky model vesmiru
s nehybnou Zemi uprostfed, kolem niz obiha Slunce, Mésic a znameni
zvérokruhu nebeské sféry. Orloj tak vlastné predstavuje jeden z prvnich
analogovych pocitaci, nebot ukazuje pohyby nebeskych téles.

Pii navrhu astronomického ciferniku byla pouzita stereograficka pro-
jekce nebeské sféry na rovinu. V piipadé prazského orloje si nebeskou sféru
predstavme jako kulovou plochu o poloméru cca 40 cm (viz obr. 2). Stied

LJan Ondrejiv, zvany Sindel (cca 1375 — cca 1457), roku 1399 se stal mistrem
svobodnych uméni na prazské univerzité a v roce 1410 zde byl zvolen rektorem, napsal
nékolik matematickych a astronomickych pojednani — napy¥. Canones pro eclipsibus
Solis et Lune.

2Tato vyska je rovna stu prazskych loktii, coz byla tehdejsi jednotka miry. Nékteré
prameny uvadéji nespravnou vysku véze 70 metra.

3 Astrolab je starovéky astronomicky thlomérny p¥istroj k uréovani poloh nebeskych
téles a mistniho Casu.
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promitani S je umistén v severnim polu kulové plochy a projekéni rovina
je k ni teénd s bodem dotyku v jiznim pélu J. Stfed astronomického ci-
ferniku (viz obr. 1) tedy odpovidé jiznimu po6lu nebeské sféry. Nejmensi
vnitini kruznice se stfedem v jiznim pélu znazornuje obratnik Kozoroha
na nebeské sfére, zatimco vnéjsi soustiedna kruznice obratnik Raka. Mezi
témito kruZnicemi je na ciferniku jeSté umisténa dalsi soustiednd kruznice
predstavujici rovnik nebeské sféry (viz obr. 1 a 2).

Obr. 1 Astronomicky cifernik prazského orloje.

V dobé zimniho slunovratu dne 21. prosince se slune¢ni ukazatel na-
chézi na obratniku Kozoroha. Pak se od néj po spirale postupné vzdaluje,
az o letnim slunovratu 21. ¢ervna dosdhne obratniku Raka. Dalsiho pil
roku se zase pomalu piiblizuje k obratniku Kozoroha. Pfitom v dobé jarni
a podzimni rovnodennosti se sluneéni ukazatel nachéazi na nebeském rov-
niku (srov. [12,s.148]).

Dilezitou vlastnosti stereografické projekce je, ze kazdéa kruznice, jez
neprochézi severnim polem, se opét zobrazi na kruZnici (viz véta 2). Proto
ekliptika, tj. drdha Slunce po nebeské sféfe, zobrazuje na kruznici (viz
obr. 2). Jeji stied ale neni ve stfedu ciferniku, ale cel ekliptika se kolem
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Obr. 2 Stereografickd projekce obratniki Raka a Kozoroha, nebeského rovniku
a ekliptiky (nahofe bokorys, dole ptidorys). Primé&r |JS| dané koule je roven poloméru
|JN'| stereografické projekce rovniku.

tohoto bodu excentricky ota¢i (viz obr. 1). Ekliptika je na ciferniku orloje
zndzornéna zlatym prstencem. Po jeho vnitini strané je na cerném pod-
kladu rozmisténo 12 znameni zvérokruhu (tj. zodiaku nebo téz zvifetniku).
Na ekliptice lze pozorovat pfibliznou polohu Slunce, Mésice* a jeho fazi.
Slune¢ni i mési¢ni ukazatel je posuvné uchycen na ptislusné rafii hodino-
vého stroje a je tenkou ojnici spojen se stfedem ekliptiky, aby na ni stale
zustaval. Astronomicky cifernik orloje také umoznuje zjistovat vychody,
kulminace a zdpady jednotlivych znameni zvérokruhu. Shodou okolnosti
stfed nasi Galaxie lezi v souhvézdi Stielce, jehoz znameni je na prstenci

4Draha Mésice nelezi v roviné ekliptiky, ale je od ni sklonéna piiblizné o thel i = 5°,
coZz se na astronomickém ciferniku pro jednoduchost zanedbéva.
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ekliptiky znézornéno zlatou sipkou (viz obr. 1). Z postaveni prstence tedy
muzeme také priblizné urcit, kde se pravé nachazi stfed Galaxie. Ekliptika
se dotyka obou obratnikd ve dvou protilehlych bodech K a R (viz obr. 1
a 2). Jeji stfed lezi ve stfedu spojnice téchto bodi.

Rafie, na jejimz konci je uchycena pozlacena ruka, ukazuje stredoevrop-
sky ¢as (SEC) na stupnici s fimskymi &islicemi. Poznamenejme, ze rozdil
mezi SEC a ptivodnim prazskym ¢asem je jen 138 sekund, nebof Praha
lezi v blizkosti patnactého poledniku.

Slune¢ni ukazatel, ktery je posuvné upevnén na téze rafii, tak obéhne
Zemi nakreslenou uprostied ciferniku jednou za den. Zlaté arabské ¢islice
na vnéjsim cerném prstenci slouzi k oznaceni staroceského casu, ktery se
pocital od zédpadu Slunce (viz [3,s.50]). Tento prstenec se v priubéhu roku
pozvolna kyvavé natacéi o £30°. Cerné arabské ¢islice u zlatych kruhovych
oblouki oznacuji planetni hodiny, pro néz je jedna hodina definovana jako
1/12 doby mezi vychodem a zdpadem Slunce. Sluneéni ukazatel pak urcuje
odpovidajici babylonsky cas, jenz se pocita od vychodu Slunce. Konecné
rucicka s malou Sesticipou hvézdickou (viz obr. 1), kterd je umisténa mezi
znamenimi Berana a Ryb a pevné spojena s prstencem ekliptiky, ukazuje
ptiblizné hvézdny ¢as.® To je hodinovy tGhel jarniho bodu, tj. bodu, v némz
Slunce piechdzi nebesky rovnik z jizni polokoule nebeské sféry na severni
polokouli. V diisledku precese zemské osy se ale jarni bod posunuje po
ekliptice o0 50,26"” za rok. Proto se poloha znameni zvérokruhu na nebeské
sfére méni, zatimco poloha zvifetnikovych a dalsich souhvézdi je v podstaté
neménnd. Jarni bod se tak v soucasnosti nachdzi v souhvézdi Ryb.

Cerné vybarveny kruh v dolni ¢sti ciferniku znézoriiuje astronomic-
kou noc, kdy je Slunce nize nez 18° pod horizontem. Nacervenala oblast
oznacena AVRORA odpovida svitdni a CREPVSCVLVM stmivani (sou-
mraku). Vychod Slunce je oznaten ORTVS a zapad OCCASVS. Modfe
obarvena oblast znamena den.

Soucasti hlavniho hodinového stroje je stroj ukazovaci, jenz obsahuje 3
stejné velkd souosa ozubend kola o primeéru 116 cm z pocatku 15. stoleti
s rucné vysekanymi a pak vypilovanymi zuby (viz obr. 3). Zemé se za rok
(tj- pfiblizné za 365 dni) otodi kolem své osy zhruba 366krat. Této skutec-
nosti jsou prizptisobeny i po¢ty zubl na prvnich dvou kolech. Prvni kolo
maé 365 zubl a otoci prstencem ekliptiky pfiblizné jednou za hvézdny den

5Hv&zdny den zalini okamZikem, kdy jarni bod prochézi mistnim polednikem (vr-
choli) — viz [10,s.50].
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Obr. 3 Ukazovaci stroj orloje obsahuje tii ozubend souosd kola oticejici prstencem
ekliptiky, slune¢nim a mési¢nim ukazatelem. Na prvnim kole, které otac¢i excentricky
umisténou ekliptikou, je pripevnéna olovénd protivaha.

(tj- za 23 hodin 56 minut a 4 sekundy) a 366krat za rok. Druhé kolo, které
ma 366 zubt, otodi sluneéni ukazatel jednou za stiedni slune¢ni den (tj. za
24 hodin) a 365krat za rok. Slune¢ni ukazatel se tedy posune vzhledem ke
zvérokruhu o jeden zub denné. T¥eti kolo mé4 379 zubt® a rotuje v souladu
se stfednim zdanlivym pohybem Mésice, jak ukdzeme nize. Protoze obéh
Mésice kolem Zemé neni nikterak synchronizovan s rotaci Zemé kolem
vlastni osy ani s dobou obé&hu Zemé kolem Slunce, zminéné pocty zubu

6Podle Gaussovy véty [7,s.2] nelze pomoci kruZitka a pravitka rozdélit kruZnici na
379 stejné dlouhych dild, protoZe prvocislo 379 neni tvaru 2™ + 1. Jedna z moZnosti,
jak mohlo byt rovnomérné vypilovino po obvodu mési¢niho kola 379 zubi, je vzit
provazek stejné€ dlouhy jako obvod kola. Natazeny provdzek lze pomoci podobnosti
rozdélit znaCkami na 379 stejné dlouhych dilkid. Pak staci provazek obtocit kolem kola
a znaCky na kolo prenést.
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365, 366 a 379 umoziuji jen piiblizné znazornit skutecné polohy téchto
téles. Hlavni hodinovy stroj od pocatku otacel prodlouzenou hrideli, na
které byla pevné umisténa tii kolecka o 24 zubech, jez zabirala do tii
velkych kol. Tim se dosédhlo toho, Ze se zvérokruh, Slunce a Mésic otaceji
kolem Zemé riznymi thlovymi rychlostmi.

Mésic dorazi do téze polohy se Sluncem jednou za 29,53 dne, coz je tzv.
synodickd doba obéhu (od novu k novu). Tomu jsou pfizpiisobeny pocty
zub na tfetim kole. Mési¢ni ukazatel se opozdi za slune¢nim o 379 — 366 =
= 13 zubt za den. To odpovida Ghlu (1 — 366/379) - 360° = 12, 348°, coz
pomérné dobfe vystihuje skute¢nost, ze se Mésic kazdy den” posune po
ekliptice od Slunce smérem na vychod v pruméru o 12,191° = 360°/29, 53.
Snadno se muzete presvédcit, ze 378 nebo 380 zubi mési¢niho kola by ne-
vystihovalo tak dobfe skuteény posun Mésice. V roce 1865 zacalo byt mé-
si¢ni kolo pohénéno tzv. diferenénim (opravovacim) strojem, ktery pohyb
mésiéniho ukazatele jesté vice zpfesnil (viz [10,s.96]). Presto se poloha
tohoto ukazatele musi vicekrat ro¢né mirné upravovat, mj. také proto, ze
draha Mésice je elipticka.

Jelikoz je i drdha Zemé mirné eliptickd, Slunce se nepohybuje po eklip-
tice rovnomérné. 7 tohoto divodu se v soucasnosti také natoceni prstence
ekliptiky dvakrat do roka prizpusobuje skutec¢né poloze Slunce.

Kolo pohanéjici ekliptiku mé plnou osu. Slune¢ni kolo ma dutou osu,
ktera obklopuje osu prvniho kola. Ttreti mési¢ni kolo mé rovnéz dutou osu
obklopujici osy prvnich dvou kol.

Mési¢ni ukazatel je dutd koule (viz obr. 1), jejiz jedna polovina je na-
tfena cerné. Uvnitf je skryt dimyslny mechanismus s ozubenym kolem
a olovénym zavazickem, ktery otaci Mésicem a ukazuje tak jeho faze. Ener-
gie potiebnd k jeho otaceni se ziskava z pohybu prstence ekliptiky.

Dolni cifernik orloje obsahujici kopie 12 velkych a 12 malych kruhovych
Miénesovych obraz® piedstavuje kalendai. Ota¢i se velice pomalu — jedna
otoCka trva cely rok. Pozlacena stifelka v horni ¢asti ciferniku ukazuje
piislusny den v roce, informuje o svatcich aj. (viz [3, s. 58]).

7Za hodinu se Mé&sic na ekliptice posune od Slunce zhruba o pil stupné a za mi-
nutu o 30"". Za 40 sekund se tedy posune o thel 20", ktery odpovida slune¢ni aberaci
svétla (viz [6,s.157-159]). Proto p¥i Gplném zatméni Slunce jsou Zemé&, Mésic a Slunce
v primce az 40 sekund po stiedu zatmeéni.

80riginél kalend4ini desky je uloZen v Mé&stském muzeu v Praze. Kopii umisténou
na orloji v dne$ni dobé& zhotovil Bohumir Cila.
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2. Vlastnosti stereografické projekce

Podobné jako v predchozi kapitole bude S stfed promitani a J jeho
protéjsi bod na dané kulové plose. Bez Gjmy na obecnosti mzeme pied-
pokladat, ze jeji polomér je 1. Necht o, resp. p je te¢nd rovina prochazejici
bodem S, resp. J.

Na kulové plose zvolme libovolny bod A rizny od S a oznacme (z, 2)
jeho soutadnice v rovind AJS (tj. v roviné merididnového fezu). Pocétek
soufadnic pfitom umistime do bodu J = (0,0), osa « bude vodorovné a osa
z svisla (srov. obr. 2). Pomoci poméru ¢’ : 2 = z : (2 — z) se lze presvéddit,
Ze soufadnice (z',2') stereografické projekce A’ bodu A v téze roviné jsou

A =(z',0) = (22_“’”2,0).

Protoze A lezi na kruznici 22 + (z — 1)? = 1, miiZzeme pro x > 0 vyjadfit
prvni soufadnici bodu A’ jen jako funkci jedné proménné z € (0;2),

o 2 _2\/1—(2—1)2_2\/2,2—,22_2 z
C2—z 2—-z o 2—z 2—-z

(pfipad < 0 by se vySetfoval analogicky). Funkce f : (0;2) — (0;00)
definovana vztahem
z

1) =2 7= (1

je zfejmé rostouci. JestliZe totiZ pro z1,22 € (0,2) plati 21 < z9, pak

21 22 22

< <
2—21 2—21 2—2‘2

a po odmocnéni pravé a levé strany vidime, ze f(z1) < f(z2).

Funkce f je navic tzv. vzajemné jednoznacné zobrazeni, protoze pro
dané z' € (0;00) plati ' = f(2) pro z = 2z'°/(4 + 2'*). Jeji vlastnosti
pouzijeme v dikazu véty 2.

Véta 1. Kruznice lezici na kulové plose a prochézejici stfedem promitani
se pii stereografické projekci zobrazi na primku.

Diikaz. Necht k je libovolna kruznice na kulové ploSe prochdzejici sti‘e-
dem promitani S. Kruznice k urcuje rovinu, ve které lezi i stfed promitani,
a proto v této roviné musi lezet i stereograficky pramét k. Zaroven ale musi
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lezet v projekeni roviné p. Protoze tyto dvé roviny nejsou rovnobézné, je-
jich prinikem je hledand piimka. Kazdy jeji bod A’ je stereografickym
obrazem pravé jednoho bodu A kruZnice k (rizného od S), tj. Gsecka SA’
protind kruznici k v bodé A. Tim je dikaz ukoncen.

Daéle pripomenme, ze hlavni kruznice na dané kulové plose je takova
kruznice, jejiz stied lezi ve stfedu kulové plochy. Napf. rovnik ¢i eklip-
tika jsou piiklady hlavnich kruznic na kulové ploSe reprezentujici nebeskou
sféru (viz obr. 2). Nésledujici véta ukazuje, Ze se ekliptika pii stereografické
projekci zobrazuje na kruznici. Proto je ekliptika na prazském orloji zna-
zornéna vnéjsim okrajem kruhového prstence se zlatou obruci opatienou
stupnici.

Véta 2. Kruznice lezici na kulové ploSe a neprochézejici stfedem pro-
mitani se pri stereografické projekci zobrazi opét na kruznici.

Diikaz. Necht k je libovolnd kruznice na kulové plose neprochazejici
stfedem promitani S. Predpoklddejme nejprve, Ze k neni hlavni kruznici,
a uvazujme te¢ny kuzel ke kulové plose, ktery se ji dotykd pravé v dané
kruznici (viz obr. 4). Vrcholem V' kuZele vedme rovinu w, kterd je rov-
nobhéznd s projekéni rovinou p. Déle budeme nejprve promitat na rovinu
w misto na p. Zvolme libovolné bod A na kruznici k a sestrojme jeho
stereograficky pramét A" € w.

Obr. 4 Stereografickd projekce bodu A leziciho na kruznici k.
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Necht povrchova piimka kuzele prochazejici body V' a A protina rovinu
o v bodé B. Ziejmé plati |AB| = |SB|, protoze vSechny tefny vedené
z bodu B ke kulové plose jsou stejné dlouhé. Navic vidime, Ze trojahelniky
ABS a AV A" jsou podobné. Odtud dostavame, ze také |[AV| = |A"V].
Vzhledem k tomu, ze bod V je stejné vzdalen od vSech bodt na kruznici
k, ma i A"V tuto konstantni délku (nezavislou na volbé A € k). Stereo-
grafickd projekce do roviny w tak zobrazuje kruznici k na kruznici o stfedu
V a poloméru |[A"V|.

Protoze roviny p a w jsou rovnobézné, bude stereograficka projekce kruz-
nice k do roviny p také kruznice o poloméru c|A"V|, kde ¢ = |A'S|/|A"S]|
je koeficient podobnosti a A’ je stereograficka projekce bodu A do roviny
p- Koeficient ¢ je pfitom nezdvisly na volbé A, nebof je roven poméru
vzdalenosti bodu S od rovin p a w.

Piedpoklddejme nyni, Ze k je hlavni kruznici (te¢ny kuzel v tomto pii-
padé degeneruje na valec a nelze tedy pouzit pfedchozi postup). Necht
A € k je libovolny bod. Pak jisté existuje pfirozené ¢islo ng tak, Ze pro
vSechna n > ny muzeme na dané kulové plose definovat kruznice ¢, a d,,
které neprochézeji bodem S a lezi v rovinich rovnobéznych s k ve vzda-
lenosti 1/n tak, jak je zndzornéno na obr. 5. Necht ¢ je hlavni kruZnice
prochézejici A a S. Oznacme body Cy, € ¢, N L a D, € d, N L.

J D, A’ Cy

Obr. 5 Stereografickd projekce bodu A leziciho na hlavni kruZnici k.

7 predchozi ¢asti dikazu vime, Ze ¢,, resp. d,, se zobrazi opét na kruz-
nice ¢/, resp. dj,. Pfitom d], bude zcela uvnitf ¢}, nebot kruznice ¢, a dj,
se nikde neprotinaji a funkce (1) je rostouci.
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Stereografickd projekce A" € p bodu A € k bude lezet uvnit¥ Gsecky
C) D!, pro vSechna n > ng. Vidime, ze C,, - A a D,, - A pron — .
Protoze je funkce (1) spojité, bude téz C!, - A" a D!, — A’ pro n — oo,
tj. |CL. Dl | — 0. Stereograficky obraz k bude tedy také kruznice. Tim je
dtikaz ukoncen.

V dikazu véty 2 je v fadé praci (viz napft. [1,s. 363], [4,s. 341], [5, s. 533])
opomenut pripad, kdy k je hlavni kruznice. Jiny dikaz opirajici se o ana-
lytickou geometrii v trojrozmérném prostoru je podan v [2,s.374-376]
a [9,s.23-27].

Dalsi dilezitéd vlastnost stereografické projekcee je, ze se zachovavaji thly
(viz [4,s.342]). Uhel 23,5°, pod kterym se protiné ekliptika s nebeskym
rovnikem, se tedy v projekci nezméni (srov. obr. 1 a 2).

3. Zavérec¢né poznamky

Pii rekonstrukci astronomického ciferniku orloje kolem roku 1865 re-
stauratofi omylem vyrobili prstenec ekliptiky stejné velky jako nebesky
rovnik a ekliptika se pritom nedotykala zadného z obratnikia. Na sfére
reprezentujici hvézdnou oblohu mé sice ekliptika i nebesky rovnik stejny
prumér |KR| = |MN| — viz obr. 2, ale pro stereografické priaméty plati
|K'R'| > |M'N’|. Az po zdsahu matematika Frantiska J. Studnicky a astro-
noma Karla Hornsteina (viz [12,s.136]) byla k prstenci ekliptiky pfinyto-
vana veétsi zlata obruc tak, ze kazdé znameni zvérokruhu je rozdéleno na 6
dilki po péti stupnich, a to umoziuje priblizné stanovit i datum. I kdyz se
takto zvétsend ekliptika jiz zacala dotykat obou obratniki, poloha slunec-
niho ukazatele dodnes zlstala na nespravné kruznici (viz obr. 1). Pfitom
by stacilo prodlouzit ojnice slune¢niho a mési¢niho ukazatele jen o 7 cm.

Vlastnosti stereografické projekce, kterymi jsme se zabyvali v pred-
chozi kapitole, popsal jiz fecky matematik a astronom Klaudios Ptolemaios
(cca 90 — 160 n.l.) v dilech Geographia a Planisphaerium (viz [9,s. 38],
[11,s.84]). Termin ,stereograficka projekce* zavedl roku 1613 vlamsky ma-
tematik a fyzik Francois d’ Aguillon v dile Sest knih o optice pro filosofy
i matematiky, kterou ilustroval slavny malit Peter Paul Rubens (obr. 6).

Poznamenejme jesté, ze vétsina astrolabi a orloji, které vznikly po roce
1450, mé stied promitani v jiznim polu nebeské sféry, aby bylo mozno urco-
vat polohy hvézd v okoli severniho pélu. Konstrukcei astrolabu se vénuje téz
komentovany preklad [2] spisu Kiistana z Prachatic. Néktefi historikové
pripisuji konstrukci prvniho astroldbu jiz Hipparchovi ve 2. stol. pi.n.1.
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Obr. 6

S astrolabem se setkavame téz na lici nékterych kovovych dvacetikorun
(vydanych v roce 2000).
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O sedminové elipse a trinactinové
hyperbole II

(Resen{ tlohy s odkazem na www stranky)

MILAN KOMAN
Pedagogicka fakulta UK, Praha

Pripomenme si nejdrive konstrukci sedminové elipsy, kterou jsme po-
psali v prvni ¢asti prispévku [1]. Pfevedeme zlomek % na nekone¢ny dese-
tinny rozvoj:

% = 0,142857 142857 142857

Pomoci periody 142857 vytvorime souradnice Sesti bodd, které dostaneme
jako cyklicky po sobé jdouci dvojice Cislic této periody

(]‘74)7 (472)7 (278)7 (875)7 (577)7 (77 ]‘)'

Uvedli jsme, ze témito Sesti body prochézi jedina elipsa, kterou jsme na-
zvali sedminovou elipsou (obr. 1).

(2.8)

Obr. 1 Obr. 2
Tvrzeni, ze v8ech 6 uvazovanych boda lezi skutecné na jediné elipse,
jsme v8ak uvedli bez dikazu. Zaroven jsme vyzvali Ctendrfe, aby se sami

pokusili toto tvrzeni dokazat.
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Regeni uvedeme nyni. Je az prekvapivé jednoduché. Viibec nemusime
pouzivat analytickou geometrii. Sta¢i si uvédomit, ze zobrazenych Sest
bodid tvori vrcholy stfedové soumérného Sestitthelniku. Jeho stfedem S
je spolecny stied tsecek spojujicich dvojice bodl

(1,4) a (8,5), (4,2) a (5,7), (7,1) a (2,8), (%)

viz obr. 2.

Sestrojime-li kuzelosecku z kterychkoliv péti bodi, vzdy je mezi nimi
Ctverice, kterd tvori vrcholy rovnobéznika. Jeho stied S je tak stiedem
sestrojené elipsy. Protoze elipsa je stfedové soumérnd kiivka, musi i Sesty
bod, ktery jsme ke konstrukci nepouzili, lezet na této elipse.

Zbyva jen dodat, pro¢ sestrojenych Sest bodd tvori vrcholy stiedové
soumérného Sestithelniku. To vSak vyplyva z vlastnosti periody 142857
desetinného rozvoje cisla % Plati totiz, ze soucet prvni a ¢tvrté Cislice,
druhé a paté cislice a také tieti a Sesté cislice jsou stejné:

1+8=4+5=2+7=09.

Soutadnice st¥edu S vSech ti{ Gsecek spojujicich body (*) jsou proto rovny
(5, 3)-
Stejny dikaz plati i pro tfindctinovou hyperbolu sestrojenou ze Sesti
bodl
(0,7), (7,6), (6,9), (9,2), (2,3), (3,0)

odvozenych z periody 076923 desetinného rozvoje ¢isla

Uvedené body jsou i v tomto piripadé vrcholy stfedové soumérného Ses-
tithelniku.

Priklady sedminové elipsy a tfinactinové hyperboly miizeme zobecnit
na dalsi ,zlomkové“ kuzelosecky. Ukazeme si to na ,devétatiicetinové“
elipse, kterou dostaneme z periodického desetinného rozvoje zlomku

1
3= 0,076923 076923 076923 . ..
Tento desetinny rozvoj ma tri potiebné vlastnosti:
(i) jeho perioda mé délku 6;
(ii) v jeho periodé maji prvni a ¢tvrté ¢islice, druhé a paté Cislice a také

treti a Sesté Cislice stejné soucty. V naSem pripadé dostaneme soucet
S=046=24+4=5+1=6;
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(iii) postupem, ktery jsme pouzili jiz pro sedminovou elipsu a t¥inacti-
novou hyperbolu dostaneme Sest riznych bodd. V naSem piipadé
dostaneme body

(072)7 (275)7 (576)7 (674)7 (47 ]‘)7 (]‘70)'

(5,6
~2,5) \E
/ /
/ //
©.2 S
A1)
g
e

Perioda = 0 2 5 8 4 1

Obr. 3

Devétatricetinovou elipsu vidite na pravé strané obrazku 3. Oteviete-li
si webové stranky casopisu MFI [2], muZete si s timto obrdzkem pohrat
a sestrojovat dalsi zlomkové kuzelosecky.

Jak pracovat s obrazkem 3 na webu

Zlomkové kuzelosecky budeme ménit. Ukdzeme si to na prikladu kuze-
losecky generované zlomkem

12

3= 0,923076 923076 923076 . ..

Desetinny rozvoj zlomku mé Sesticifernou periodu 923076 (je splnéna pod-
minka (i)). VSechny t¥i sou¢ty prvni a ¢tvrté Cislice periody, druhé a paté
Cislice periody a také tfeti a Sesté Cislice periody jsou stejné a rovnaji se
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S=94+0=2+4+7=3+6 =29 (je splnéna podminka (ii)). Nyni ku-
zelosecku sestrojime. Na obrazku 3 najedeme kurzorem na bod ,S = 6
a tahem svisle nahoru ho premistime do polohy .S = 9“. Pak upravime
na obrazku ¢islice periody. Najedeme kurzorem na bod A a tahem svisle
nahoru ho pfesuneme do polohy ,9“. Podobné presuneme bod B do polohy
2 a bod C do polohy 3. ProtoZe perioda 923076 spliiuje podminka (ii), na
obrazku na diagramu automaticky ,naskoci“ zbylé tii ¢islice této periody
0, 7, 6. Soucasné se v pravé poloviné obrazku objevi hyperbola prochazejici
Sesti body
(9,2), (2,3), (3,0), (0,7), (7,6), (6,9).

Protoze jsou tyto body rtizné, je jimi hyperbola urcena.

Pro ¢tenafe, ktefi nemaji piistup na webovou stranku [2], uvddime
aspon vysledny obrazek 4.

Ctenéii, kteff maj{ moznost pracovat s webovou strankou [2] doporu-
Cujeme prozkoumat vSechny kuzelosecky generované pravymi zlomky se
jmenovatelem 13. Na zavér jesté jednu poznamku. Muze se stat, ze ze
Sesti bodt, které generuje zvoleny zlomek, lezi nékteré v piimce. Potom je
vyslednd kuZzelosecka slozena ze dvou primek.

5.6
ol f’/ N\
e \E
/ ! 649
1'/ I/’
; /
©2 7
M
N

Obr. 4

Jesté nékolik otazek navic:
— Zkuste premyslet, které jmenovatele je mozno volit, chceme-li, aby de-
setinny rozvoj zlomku mél Sesticifernou periodu.

Matematika - fyzika - informatika 17 2007/2008 143



— Jak vypadaji kuzelosecky, které generuji dva zlomky, jejichz soucet se

rovnd 17 Napiiklad kuzelosecky generované zlomky % a % nebo % a %.

— Mizeme kuzelosecky generované zlomky ,s¢itat“? Napriklad vezméme
kuzelosetky generované zlomky % a . Generuje néjakou kuZzelosecku
soucet % + % = %? Jestlize ano, je sou¢tem elipsa nebo hyperbola?

— Mizeme kuzelosecky generované zlomky ,nasobit“? Naptiklad vezméme
kuzelosetky generované zlomky % a . Generuje néjakou kuZzelosecku

1.1

v 1 .y - - .
soucin 7 - 13 = g7 Jestlize ano, je soufinem elipsa nebo hyperbola?
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Jak resit testy SCIO?

JIRI MAZUREK,

Gymnézium a SOS, Orlovéd

Z4ci zékladnich a stiednich gkol se uz nékolik let potykaji pii prijimacich
zkouskach s testy firmy SCIO. Tyto testy zahrnuji verbdlni oddil, analy-
ticky oddil a kvantitativni oddil. Prvni oddil zkoumad znalost vyznamu slov,
druhy testuje zaky z reseni logickych dloh typu ,zebra“a posledni ovéruje
zékladni matematické dovednosti. Nejvétsi problém ¢ini zakdm druhd cast,
jejiz zéklady se obvykle na Skolach neuci. Tento ¢lanek se proto zabyva jen
analytickym oddilem. Je pojat jako ,kucharka®, kterd ma zaktim usnadnit
feSeni problémi tohoto druhu.

Zebra je tloha, kterd obsahuje 2 nebo 3 mnoziny s nékolika prvky. Mno-
zinami mohou byt jména lidi, zvifata, barvy, zaméstnani apod. Zadany
jsou nékteré vztahy mezi prvky riznych mnozin (napf. Zze Prochazkovi
chovaji rybicky) a tkolem je najit vztahy zbyvajici. VétSinou je pfifazeni
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mezi mnozinami vzajemné jednoznac¢né. Kazdému prvku jedné mnoziny
je pfifazen pravé jeden prvek mnoziny druhé. Ctenari MFI se setkali se
zebrami jiz v ¢lancich [1], [2].

Klicem k aspéchu je zvladnuti ,zeber®. Zebry se nejcastéji resi tabulko-
vou nebo spojnicovou metodou, oba pristupy si ukdzeme pii reSeni nasle-
dujici alohy.

Uloha 1
V péti domech (bily, Zluty, zeleny, modry a ¢erveny) bydli pét spoluzaka
(Ales, Bohdan, Cyril, Dana a Eva). Vime, Ze:

e Ales nebydli v modrém ani zeleném domé.
e Ve 7zlutém domé nebydli muz.

e V Cerveném domé bydli Eva nebo Bohdan.
e Cyril ani Dana nebydli v modrém domeé.

Ktery z nasledujicich vyroki je urcité nepravdivy?
A) Cyril bydli v zeleném domé.
B) Eva bydli v ¢erveném domsé.
C) V zeleném domé bydli Bohdan.
D) Bohdan bydli v modrém domsé.
E) Ze zadéni nelze jednozna¢né rozhodnout.

Reseni 1ilohy tabulkovou metodow: Dané informace budeme postupné
zapisovat do tabulky.

»AleS nebydli v modrém ani v zeleném domé.“ Preskrtneme (oznacime
kiizkem) odpovidajici policka:

bily zluty zeleny modry Cerveny
Ale§ X X
Bohdan
Cyril
Dana
Eva
»Ve zlutém domé nebydli muz.“ — Preskrtneme horni tfi pole ve ,zlu-

tém“ sloupci:
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bily zluty zeleny modry Cerveny
Ales X X X
Bohdan X
Cyril X
Dana
Eva
,»V Cerveném domé bydli Eva nebo Bohdan.* — §krtneme v ,¢erveném*

sloupci Alese, Cyrila a Danu:

bily zluty zeleny modry Cerveny
Ales X X X X
Bohdan X
Cyril X X
Dana X
Eva

Vsimneme si, ze v fadku pro AleSe uz zbyla jen jedind moznost: bil4.

Tu zatrhneme koleckem a zbylé radky v ,bilém“ sloupci vyskrtneme:

bily zluty zeleny modry Cerveny
Ales O X X X X
Bohdan X X
Cyril X X X
Dana X X
Eva X
,Cyril ani Dana nebydli v modrém domé.“ — skrtneme oba jmenované

v ,modrém sloupci“:

146
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bily zluty zeleny modry Cerveny
Ales (6] X X X X
Bohdan X X
Cyril X X X X
Dana X X X
Eva X

Cyril tedy musi bydlet v zeleném domé

bily zluty zeleny modry Cerveny
Ales (6] X X X X
Bohdan X X X
Cyril X X (6] X X
Dana X X X X
Eva X X

a Dana bydli tudiz ve zlutém domé.

bily zluty zeleny modry Cerveny
Ales O X X X X
Bohdan X X X
Cyril X X O X X
Dana X (6] X X X
Eva X X X

Vice informaci uz k dispozici nemame, zistala nam tedy posledni ,ne-
jistota® v urceni domu, v némz bydli Eva (Bohdan).

Zadani testt SCIO malokdy vede k Gplnému vyteSeni alohy (k plnému
vyplnéni tabulky), pfesto lze dané otézky zodpovédét. V naSem piipadé je
spravnd moznost C). K textu byvaji vétsinou 3 nebo 4 otdzky — na jednu
otazku tak pripadé ¢as zhruba jedné minuty.

Rychlejsi nez vyplhovani tabulky je spojovani prvka jednotlivych mno-
zin, tedy metoda spojnicovd. Pokud se v textu uvadi, ze dané pojmy k sobé
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pati, spojme je plnou carou (jesté lepsi je pouzit napt. zeleny fix), pokud
k sobé dva pojmy nepatii, spojme je prerusovanou spojnict (resp. Cerveny
fix).

Reseni tilohy spojnicovou metodou: Prvni tii informace alohy 1 se pak
zobrazi takto:

Ales _ bil4
Bohdan — - —= = 7lutd
Cyril = zelena
Dana - — — — _ _ T T =——__ —~=- modra
Eva ~===— gervena

Usoudime, Ze Ale§ bydli v bilém domé, spojime Ale§ a bild plnou ¢arou
a dalsi postup je stejny jako pri uziti tabulky.

Reseni zebry se tfemi mnozinami je analogické. Pfedstavme si, ze k tloze
1 jesté priddme tieti mnozinu: ¢isla popisnd jednotlivych domt (od 1 do
5), a nasledujici informace:

e Ales bydli v domé ¢. 4.

e Cyril ani Dana nebydli v domé ¢. 2.

Nyni mizeme nakreslit vSechny tfi potrebné tabulky: jméno — barva
domu, yméno — cislo domu a barva domu — cislo domu, ale to je prilis
pracné a Casové naroéné (nezapominejme, Ze na feSeni mame pouze jen
nékolik minut!).

Lepsi je naértnout si pouze tabulky dvé, tfeti z nich uz jednoznac¢né
vyplyne. Nékdy si vSak vystac¢ime s tabulkou jedinou:

4 bily zluty zeleny modry Cerveny
4 Ales (6] X X X X
Bohdan X X X
2x Cyril X X O X X
2x Dana X (6] X X X
Eva X X X

Cisla domii piipiseme ke jméntim nebo barvam, kifzek u Cyrila a Dany
znamend popreni vztahu s domem ¢islo 2. (Dodate¢né dvé informace o ¢is-
lech popisnych samoziejmeé nestaci k nalezeni vSech vztahti. Tabulka pouze
ukazuje, jak si tyto informace znézornit!)
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Pr1i uziti ,,cdrové metody*“ se prvky jednotlivych mnozin zapisi do stran
trojahelnika a dalsi postup je totozny s predeslym.

Ponékud jinym zpisobem lze fesit tlohy, v nichz zalezi na poradi nebo
se v nich vyskytuje ,sousednost“.

Uloha 2
Mistrovstvi republiky v béhu na 100 metra se zGcastnilo 6 sprintert A,
B, C, D, E, F. Je znamo, ze

i) Sprinter F dobéhl o jedno misto pted sprinterem C.

ii) Sprinter B obsadil sudé misto v prvni poloviné vysledkové listiny.
iii) A ziskal medaili.
iv) C nebyl posledni.

v) D obsadil liché misto a skoncil bez medaile.
Které z uvedenych tvrzeni je urc¢ité pravdivé?

A) Sprinter F v zévodé zvitézil.
B) Sprinter C skond¢il bez medaile.
C) Sprinter A dobéhl tieti.

D) Posledni skonéil sprinter E.

E) Nelze jednozna¢né rozhodnout.

Reseni. Prestoze lze Tesit tuto tlohu tabulkou (kazdému sprinterovi se
prifadi pravé jedno misto), je lepsi si vytvofit ,bodové“ schéma:

»oprinter F dobéhl o jedno misto pred sprinterem C“ — poznadime si
F-C«.
”»

»oprinter B obsadil sudé misto v prvni poloviné vysledkové listiny“ —

po chvilce premysleni usoudime, ze B skoncil druhy:

o o o o o

B
»A ziskal medaili“ — A je prvni nebo tieti. Mame tedy dvé moznosti:

Matematika - fyzika - informatika 17 2007/2008 149



O =

>
o N

A

,C nebyl posledni — fika jen tolik, ze C obsadil 1., 3., 4. nebo 5. misto.

,D obsadil liché misto a skoncil bez medaile.“ — D musi byt paty!
1 2 3 4 5 6
[e] [e] [e] [e] [e] [e]
A B D
B A D

Z bodu i) ov8em plyne, Ze druhd moZnost (¢tvrty Fadek predeslé ta-
bulky) je vylouena, protoze nikde neméme dvé ,volnd mista“ za sebou
pro béZce F a C. Proto ndm zlstava jen ta prvni (tfeti fadek téZe tabulky):

1 2 3 4
o o o o o o
A B D

Pak ale bézec F dobéhl tieti a bézec C ¢tvrty, posledni je tedy E:

o o o o o o

A B F C D E

Vratime se k testové otdzce 2: posledni skoncil bézec E, spravné je moz-
nost D).

Uloha 3
Do tenisového oddilu chodi 6 chlapcid. Vime, ze Jiti je starsi nez Tomas,
Honza je starsi nez Ivo, Honza je mladsi nez Libor, Petr je mladsi nez Jiri.
Urcete, ktery vyrok je urcité pravdivy.

A) Jiff je starsi nez Honza.
B) Tomsés je stejné stary jako Petr.
C) Ivo je mladsi nez Libor.
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D) Honza je starsi nez Petr.
E) Ivo je mladsi nez Tomas.

Informaci, ze ,,Jifi je starsi nez Tomas“, zapiseme: J — T. Lep$i a nazor-
néjsi pro zaky je prepsat tento vztah do sloupce, kde vy$si jméno znamend
113

Hstarsi“, jako je tomu v rodokmenech. Podobné si znazornime i dalsi tti
véty a dostaneme tyto retézce:

J—»T, H—-I, L—-H J-—>P
Déle si vSimneme, Ze druhy a treti fetézec je mozné spojit do jednoho:
J—»T, L-H—->1I J—>P

Nakonec pravidlo, pomoci néhoz tlohu vyfesime: MizZeme porovnavat
jen osoby v ramci jediného fetézce! Nemuzeme tedy Fict nic o vztahu mezi
Tomasem a Pavlem (1. a 3. Fetézec) nebo o vztahu Jifiho s Liborem, Hon-
zou a Ivem, kteri jsou ve druhém fretézci. Projdeme-li nabizené odpovédi,
jedind spravna je odpovéd C).

Vyse uvedené Glohy patii spise mezi ty jednodussi. Jsou pouze ,,odrazo-
vym mustkem® k feSeni (iloh slozitéjsich a jejich smyslem je uvést postupy
vedouci k cili. Ty lze v hodinach matematiky velmi dobfe nacvicit. Jejich
zvladnuti pak mtze v kone¢ném dutsledku prispét i ke zdadrnému slozeni
prijimacich zkouSek na stfedni, resp. vysokou 8kolu. A o to jde fadé zaka

ZS a SS predevsim.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadéani dalsi dvojice Gloh nasi pravidelné rubriky. Jejich fe-
Seni zaslete nejpozdéji do 10. 1. 2008 na adresu: Redakce casopisu MFI,
tf. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni l1ze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni Gloh radi uvetejnime.

Uloha 143

Urcity obnos mensi nez 1000 K¢ je rozdélen do deseti ¢islovanych hro-
madek (v celych korunéch), pficemz plati:

— Kdyz z 1. hromadky odebereme desetinu piislusné ¢astky a pridame ji
ke 2. hroméadce,

— pak ze 2. takto zvétsené hromadky odebereme desetinu prislusné c¢astky
a pridame ji ke 3. hroméadce,

— pak z 9. takto zvétsené hromadky odebereme desetinu pfislusné castky
a pridame ji k 10. hromadce,

— az nakonec z takto zvétsené 10. hromadky odebereme desetinu piislusné
Castky a pridame ji k 1. hromadce,

pak bude ve vSech hromadkach tyz obnos.

Kolik K¢ bylo v jednotlivych hromadkach pivodné a kolik nakonec?

Stanislav Trdvnicek

Uloha 144

Obdélnik ABCD o rozmérech mxn je rozdélen na mn jednotkovych
¢tverci. Uvazujme libovolny systém piimek, v jejichz sjednoceni lezi
vSechny vrcholy zminénych jednotkovych ¢tverci s vyjimkou bodu A. Do-
kazte, ze kazdy takovy systém obsahuje alespon m + n primek.

Jaromir Simsa
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