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P�i �e�en� n�kter�ch matematick�ch �loh m��eme dostat slo�en� iracio	
nality
 tedy v�razy
 v nich� pod odmocninou jsou op�t v�razy s odmocni	
nami� My se budeme zab�vat v�razy typu
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Prove�me si jeho d�kaz�
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p
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p
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p
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b pak dost
v
me
�po dosazen� za x
 y� dokazovan� vzorec� �Budeme jej zde d
le pou��vat
jen pro p�irozen
 ��sla a
 b��

Na prvn� pohled v ��� z jednoho v�razu dost
v
me sou�et nebo rozd�l
dvou v�raz� slo�it�j��ch� Jestli�e je v�ak a� � b �pln� �tverec
 v�c vy	
pad
 jinak� Zab�vejme se d
le jen t�mito p��pady� nejprve nav
�eme na
p��klad ��
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Zjednodu�te v�raz
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d�ete znovu sin ���� �V�zvu  zjedno	
du�te! si zde vylo��me jako  p�eve�te na v�raz bez slo�en� iracionality!��
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Pou�it� vzorce ��� se v �loh
ch
 kde se vyskytuj� slo�en� iracionality

uplatn� �asto� Uve�me si n�kter� z nich �zad
n� jsou �erp
na z r�zn�ch
zahrani�n�ch sb�rek �loh ze st�edo�kolsk� matematiky
 ale jak d
le uvid�me

nen� t��k� takov� �lohy sestavit��
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I kdy� prvn� dva rozklady bychom bystr�mu �e�iteli p�iznali
 t�et� rozklad
by mohl b�t u� probl�mem pro ka�d�ho� Vid�me
 �e pou�it� vzorce � je
pohodln�j���

Vzorec ��� v�ak nepou��vejme mechanicky bez rozmyslu� V n
sleduj�c�m
p��kladu uvid�me
 �e se n�kdy m��eme bez n�j docela dob�e obej�t�
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P��klad �
Zjednodu�te v�raz
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Na t�chto �loh
ch je p�ekvapuj�c�
 �e pom�rn� slo�it� zad
n� d
v
 pak
n�kdy docela jednoduch� v�sledek� Pokud by si cht�l �ten
� vyzkou�et
pou�it� vzorce � je�t� na jin�ch p��kladech
 uve�me dv� cvi�en�
 kde v�	
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 p�irozen
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Obr�cen� �loha
$ten
� si m��e snadno vytvo�it i s
m vhodn� p��klady� Zvol�me	li si

p�edem v�sledek
p
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D
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p
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 tedy �p� q�� � A� � C�B
 tak�e

C�B � A� � �p� q��� ���

odkud ur��me B a C� Znam�nko mezi v�razy pod odmocninou ve vypo�te	
n�m  zad
n�! bude pak shodn� se znam�nkem v zadan�m v�sledku�
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p
��� �

p
��

Tento postup od v�sledku k zad
n� n
m umo�%uje vhodn� zkombinovat
v�sledky a postupn� tak sestavit zad
n� i slo�it�j��ch �loh�
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Pro v�razy
p
A� C

p
B jsou na prav� stran� vzorce ��� v�razy

s
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a p�edpokl
d
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 �e A��C�B je �pln� �tverec� Pod�vejme se
 kdy dosta	
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 C � � �B i C je lich��
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L i t e r a t u r a

��� Odv�rko� O�� Matematika pro gymn�zia �Funkce	
 Prometheus� Praha ����
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O sedminov� elipse a t�in�ctinov�
hyperbole I

MILAN KOMAN

Pedagogick� fakulta Praha UK� Praha

Pt
te se
 co je sedminov� elipsa a co t�in�ctinov� hyperbola& Co m��e
m�t elipsa spole�n�ho se zlomkem �

�
a co hyperbola se zlomkem �

��
& $t�te

d
le a uvid�te�
V�imneme si nejd��ve sedminov� elipsy �viz ����� Vezm�me zlomek �

�

a napi�me jeho desetinn� rozvoj�

�
�
� �����#�� ���#�� ���#�� � � �

Dostaneme nekone�n� desetinn� rozvoj s periodou ���#��� $�slice t�to
periody se v rozvoji cyklicky opakuj�� Za ��slic�  �! n
sleduje v rozvoji op�t
��slice  �!� Z dvojic ��slic
 kter� v rozvoji po sob� bezprost�edn� n
sleduj�

vytvo��me tak kart�zsk� sou�adnice �esti bod��

��� ��� ��� ��� ��� #�� �#� ��� ��� ��� ��� ���

Body zn
zorn�me �nejl�pe pomoc� Cabri	geometrie� v soustav� sou�ad	
nic �obr� ��� Vybereme z nich n�kter�ch � bod� a pomoc� Cabri	konstrukce
 Ku�elose�ka! sestroj�me ku�elose�ku
 kter
 zvolen�mi body proch
z�� Do	
staneme elipsu
 kter
 k na�emu p�ekvapen� proch
z� i zbyl�m �est�m bo	
dem
 bez ohledu na to
 ze kter�ch p�ti bod� vyjdeme� P�itom je zn
mo
 �e
ku�elose�ka
 a tedy i na�e elipsa
 je ur�ena pouze p�ti body
 z nich� �
dn�
t�i nele�� v p��mce��� Pro� i �est� bod na t�to elipse le��
 je �zat�m� ot
zka�

�� Jak zn�mo� rovnice ku�elose�ky m� v kart
zsk
 soustav� sou�adnic tvar

ax� � bxy � cy� � dx� ey � f � ��

Jeden koe�cient m��eme zvolit �nap�
 f	 a zb�v� ur�it p�t koe�cient�
 Proto pot�ebu�
jeme zn�t p�t bod�� kter�mi ku�elose�ka proch�z�
 Z jejich sou�adnic ur��me nezn�m

koe�cienty� a tedy rovnici dan
 ku�elose�ky
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Obr
 � Obr
 �

Podobn� je tomu se t�in
ctinovou hyperbolou� Nap��eme op�t perio	
dick� desetinn� rozvoj jedn� t�in
ctiny�

�
��

� �����"�� ���"�� ���"�� � � �

Pomoc� periody ���"�� ur��me podobn� jako v p�ede�l�m p��pad� �est
bod�

��� ��� ��� ��� ��� "�� �"� ��� ��� ��� ��� ���

Snadno se p�esv�d��me
 �e t�mito �esti body proch
z� op�t jedin
 ku�elo	
se�ka
 tentokr
t hyperbola �obr� ���

Ale to je�t� nen� v�e� Z period obou ��sel m��eme dostat dal�� ku�e	
lose�ky� Uk
�eme si to pro jednu sedminu� Tentokr
t budeme sou�adnice
bod� sestavovat z po sob� n
sleduj�c�ch dvojic ��slic periody ���#���

���� ���� ���� �#�� ��#� #��� �#�� ���� ���� ���� ���� ����

Pomoc� Cabri geometrie se m��eme op�t snadno p�esv�d�it
 �e tyto body
le�� na jedin� elipse �obr� ���

����
����

Obr
 �
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Podobn� m��eme naj�t z periody jedn� t�in
ctiny dal�� hyperbolu� To
u� ale p�enech
me na�im �ten
��m�


kol pro �ten��e
Zkuste se zamyslet nad t�m
 pro� sestrojen�mi �esticemi bod� je v�dy

ur�ena pr
v� jedna ku�elose�ka ' to je v p��pad� jedn� sedminy elipsa
a v p��pad� jedn� t�in
ctiny hyperbola�

Ne� vyjde dal�� ��slo na�eho �asopisu m
te �as na rozmy�lenou� V n�m
v
m�
� uk
�eme �e�en� na�eho �kolu

� a z
rove% v
m d
me mo�nost pohr
t si na www str
nk
ch na�eho �a	
sopisu s probl�mem n	tinov�ch ku�elose�ek pomoc� Cabri Java apletu

a to i v p��pad�
 �e nepracujete s Cabri geometrii�

L i t e r a t u r a

��� Weisstein� E�� One seventh ellipse
 In Wolfram Mathworld
http���mathworld
wolfram
com�One�SeventhEllipse
html

Invarianty a poloinvarianty ve �kolsk�

matematice

RADEK HORENSK�

St�edn� �kola elektrotechnick�� Lipn�k nad Be�vou

V �loh
ch �kolsk� matematiky
 zejm�na p�i pr
ci s matematicky talen	
tovan�mi �
ky na st�edn�ch �kol
ch
 se m��eme setkat s �lohami
 jejich�
�e�en� jsou zalo�ena na vyu�it� tzv� metody invariant	 a poloinvariant	�
Invariantem p�itom rozum�me vlastnost nebo m��itelnou veli�inu
 kter

se p�i jist� transformaci
 resp� p�i opakov
n� n�jak�ho postupu nem�n��
Poloinvariantem pak rozum�me veli�inu
 kter
 se p�i dan�ch procesech ne	
zv�t�uje
 resp� nezmen�uje� Je zn
mo
 �e ka�d� p�irozen� ��slo d
v
 p�i
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d�len� dev�ti stejn� zbytek jako sou�et v�ech jeho ��slic� Tento zbytek je
proto mo�no pova�ovat za invariant� Poloinvariantem je naproti tomu zby	
tek
 kter� postupn� z�sk
v
me p�i v�po�tu nejv�t��ho spole�n�ho d�litele
�za pou�it� Eukleidova algoritmu��

Hled
n� invariant� je ve sv� podstat� experiment
 v n�m� se sna��me
uplatnit pot�ebn� znalosti a zku�enosti� P�i �e�en� dan� �lohy zkoum
me

jak�m zp�sobem na sob� veli�iny z
vis�� Mnohdy se stane
 �e invariant

kter� objev�me
 n
m k vy�e�en� probl�mu p��mo nepom��e
 jindy nalez	
neme vhodn�ch invariant� hned n�kolik�

Invarianty a poloinvarianty se vyskytuj� ve v�ech v�dn�ch oborech ko	
lem n
s
 tedy nejenom v matematice� Pro ilustraci uve�me nyn� n�kolik
matematick�ch invariant��

� P�i�teme	li ke ka�d�mu �lenu dan� aritmetick� posloupnosti re
ln�ch
��sel libovolnou re
lnou konstantu
 dostaneme op�t posloupnost arit	
metickou
 dokonce se stejnou diferenc�� Invariantem m��e b�t jak za	
chov
n� skute�nosti
 �e posloupnost bude op�t aritmetick

 tak hod	
nota diference t�chto posloupnost��

� Vyn
sob�me	li ka�d� �len dan� aritmetick� posloupnosti re
ln�ch ��	
sel libovolnou re
lnou konstantou
 dostaneme znovu aritmetickou po	
sloupnost� V tomto p��pad� je invariantem zachov
n� aritmetick� po	
sloupnosti
 poloinvariantem je pak hodnota diference uva�ovan�ch
posloupnost��

� Vyn
sob�me	li ka�d� �len dan� geometrick� posloupnosti re
ln�ch
��sel libovolnou re
lnou konstantou
 dostaneme op�t geometrickou
posloupnost
 dokonce se stejn�m kvocientem� Invariantem je jak za	
chov
n� skute�nosti
 �e posloupnost bude op�t geometrick

 tak hod	
nota kvocientu t�chto posloupnost��

� Umocn�me	li ka�d� �len dan� geometrick� posloupnosti re
ln�ch ��	
sel libovolnou kladnou re
lnou konstantou
 dostaneme znovu geo	
metrickou posloupnost� V tomto p��pad� je invariantem zachov
n�
geometrick� posloupnosti
 poloinvariantem je pak hodnota kvocientu
uva�ovan�ch posloupnost��

� Vyn
sob�me	li d�lky v�ech stran dan�ho troj�heln�ku kladn�m re
l	
n�m ��slem
 z�sk
me op�t d�lky stran n�jak�ho troj�heln�ku� Inva	
riantem je zde spln�n� troj�heln�kov� nerovnosti� Sou�asn� jsou
zachov
ny i velikosti odpov�daj�c�ch vnit�n�ch �hl� troj�heln�ku�
�O tom se snadno m��eme p�esv�d�it nap�� z kosinov� v�ty� Jedn
 se
evidentn� o podobn� troj�heln�ky��
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� U�it�m libovoln�ho shodn�ho zobrazen� v rovin� z�stanou zachov
ny
d�lky v�ech stran i velikosti �hl�� Jsou to tedy invarianty dan�ho
zobrazen��

� Pro v�echna re
ln
 ��sla c plat�
 �e hodnota diskriminantu kvadra	
tick� funkce y � �x�c���� je rovna ��slu �� Jedn
 se o funkce
 kter�
vzniknou posunut�m paraboly y � x� � � ve sm�ru osy x� Invarian	
tem je tedy hodnota diskriminantu� Dal��m invariantem je hodnota
rozd�lu ko�en� kvadratick� rovnice
 kter� je st
le roven dv�ma
 nebo�
ko�eny dan� rovnice jsou ��sla c� � a c� ��

� Zv�t��me	li ve statistick�m souboru v�echny hodnoty o kladnou re
l	
nou konstantu c
 zv�t�� se o tuto konstantu i hodnota aritmetick�ho
pr�m�ru� Vzhledem k de(nici n�kter�ch charakteristik polohy �i va	
riability je v d�sledku t�to transformace hodnota st�edn� absolutn�
odchylky �i rozptylu dan�ho souboru dat st
le stejn

 je to tedy rov	
n�� invariant�

Metoda invariant�
 stejn� jako u�it� Dirichletova principu
 pat�� k meto	
d
m
 kter� nevy�aduj� obs
hl� matematick� apar
t� P�i �e�en� konkr�tn�ch
�loh je nejobt��n�j�� nal�zt vhodn� invariant
 kter� n
m umo�n� �lohu vy	
�e�it�

P�i �e�en� n
sleduj�c�ch �loh uk
�eme konkr�tn� vyu�it� dan� metody�

P��klad �
Na tabuli jsou naps
na v�echna p�irozen
 ��sla od � do ���� Uva�ujme

n
sleduj�c� operaci� Sma�eme libovoln
 dv� ��sla a m�sto nich nap��eme na
tabuli jejich sou�et� Tuto operaci opakujeme tak dlouho
 dokud na tabuli
nez�stanou posledn� t�i ��sla� M��eme t�mto zp�sobem nakonec z�skat na
tabuli t�i po sob� jdouc� ��sla&

�e�en�� Uk
�eme
 �e takov
 situace nenastane� Jestli�e na tabuli sma�eme
libovoln
 dv� ��sla a nahrad�me je jejich sou�tem
 z�stane sou�et v�ech
��sel napsan�ch na tabuli zachov
n� Tento sou�et je konstantn� a je roven

� � � � � � � � � � ��� �
�
�
� ��� � �� � ���� � � ����

Sou�et t�� po sob� jdouc�ch p�irozen�ch ��sel c� �
 c a c�� je v�ak roven
��slu �c
 tj� je to n
sobek ��sla �� $�slo � ��� v�ak n
sobkem ��sla � nen��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��



Pozn�mka� K vy�e�en� t�to �lohy jsme vyu�ili faktu
 �e sou�et v�ech ��sel
napsan�ch na tabuli z�st
v
 nezm�n�n� Je proto invariantem dan� operace�
Sou�asn� je invariantem i zbytek
 kter� z�sk
me p�i d�len� dan�ho sou�tu
��slem ��

P��klad �
Na tabuli jsou naps
na v�echna cel
 nez
porn
 ��sla od � do � ����

Uva�ujme n
sleduj�c� operaci� Sma�eme libovoln
 dv� ��sla a m�sto nich
nap��eme na tabuli jejich rozd�l �od v�t��ho ��sla ode�teme men���� Tuto
operaci opakujeme tak dlouho
 dokud na tabuli nez�stane posledn� ��slo�
M��eme t�mto zp�sobem nakonec z�skat na tabuli ��slo �&

�e�en�� Uk
�eme
 �e takov
 situace nastat nem��e� Jestli�e na tabuli sma	
�eme libovoln
 dv� ��sla a nahrad�me je jejich rozd�lem
 z�stane zachov
na
parita sou�tu v�ech ��sel na tabuli� Jestli�e sma�eme dv� lich
 ��sla
 na	
hrad�me je ��slem sud�m
 sma�eme	li dv� sud
 ��sla
 op�t je nahrad�me
��slem sud�m� P�i smaz
n� sud�ho a lich�ho ��sla zap��eme na tabuli ��slo
lich�� Ve v�ech t�ech p��padech se ale nezm�n� parita sou�tu v�ech ��sel
napsan�ch na tabuli� Sou�et v�ech ��sel napsan�ch na tabuli je roven

� � � � � � � � � � � � ���� �
�
�
� � ��� � �� � � ���� � ��� ""��

Sou�tem je lich� ��slo
 proto i posledn� ��slo napsan� na tabuli mus� b�t
lich�� $�slo � v�ak tuto vlastnost nespl%uje�

Pozn�mka� K vy�e�en� t�to �lohy jsme vyu�ili faktu
 �e rozd�lem dvou
sud�ch nebo dvou lich�ch ��sel je ��slo sud�
 ale rozd�lem ��sel s r�znou
paritou je ��slo lich�� Po�et lich�ch ��sel napsan�ch na tabuli je bu� st
le
lich� nebo st
le sud�� Invariantem je tedy zbytek
 kter� dostaneme p�i
d�len� sou�tu v�ech ��sel napsan�ch na tabuli ��slem �� Sou�asn� vid�me

�e po�et lich�ch ��sel napsan�ch na tabuli je poloinvariantem
 nebo� se p�i
dan� operaci tento po�et nezvy�uje
 bu� z�st
v
 nezm�n�n
 nebo po�et
lich�ch ��sel klesne o dv�� Na za�
tku bylo na tabuli ��� lich�ch ��sel

proto i posledn� ��slo napsan� na tabuli mus� b�t nutn� lich��

P��klad �
Rozhodn�te
 zda lze dan� konvexn� patn
cti�heln�k roz�ezat na �� troj	

�heln�k� tak
 �e v�echny vrcholy takto z�skan�ch troj�heln�k� le�� na hra	
nici dan�ho patn
cti�heln�ku�
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�e�en�� Uka�me
 �e takov� roz�ez
n� nen� mo�n�� Le��	li v�echny vrcholy na
hranici dan�ho patn
cti�heln�ku
 lze vybrat t�i sousedn� body tak
 aby byly
vrcholy n�kter�ho z uva�ovan�ch troj�heln�k�� Od��zneme	li t�mto zp�	
sobem z patn
cti�heln�ku troj�heln�k
 z�stane n
m mnoho�heln�k s mi	
nim
ln� �trn
cti �hly� Nejmen�� �tvar
 kter� tak m��eme po od�ez
n�
�� troj�heln�k� z�skat
 je �ty��heln�k� Nen� tedy mo�n� z�skat dvan
ct
troj�heln�k�� Budeme	li sledovat sou�et vnit�n�ch �hl� ve v�ech roz�eza	
n�ch �
stech
 zjist�me
 �e p�i od�ez
n� troj�heln�ku
 jeho� vrcholy jsou
t�i sousedn� vrcholy dan�ho mnoho�heln�ku
 se sou�et vnit�n�ch �hl� ne	
zm�n�� Bude	li m�t od�ez
van� troj�heln�k vrchol v n�kter�m vnit�n�m
bod� n�jak� strany mnoho�heln�ku
 sou�et v�ech vnit�n�ch �hl� vzroste
s ka�d�m takov�m bodem o �#��� Sou�ty velikost� v�ech vnit�n�ch �hl�
tvo�� neklesaj�c� posloupnost� Sou�et vnit�n�ch �hl� ka�d�ho konvexn�ho
patn
cti�heln�ku je

���� �� � �#�� � ������

ale sou�et vnit�n�ch �hl� dvan
cti troj�heln�k� je pouze � ����� Celkov�
sou�et velikost� v�ech vnit�n�ch �hl� je tedy poloinvariantem
 resp� mini	
m
ln� hodnota sou�tu je tedy invariantem� )lohu je mo�no zobecnit pro
libovoln� p��m� �ezy veden� patn
cti�heln�kem
 v tomto p��pad� s ka�d�m
pr�se��kem �se�ek uvnit� �tvaru vzroste celkov� sou�et �hl� o �����

P��klad �
Rozhodn�te
 zda lze ��sla �� �� � � � � �� rozd�lit do �� skupin po t�ech

��slech tak
 �e nejv�t�� ��slo v ka�d� skupin� je rovno sou�tu zb�vaj�c�ch
dvou&

�e�en�� Uk
�eme
 �e to nelze� V ka�d� skupin� se vyskytuj� bu� v�echna
t�i ��sla sud
 nebo jedno ��slo sud� a dv� lich
� To ale znamen

 �e lich�ch
��sel mus� b�t celkov� sud� po�et� To je ale v rozporu se zad
n�m
 proto�e
mezi ��sly � a� �� je pr
v� �� lich�ch ��sel a �� sud�ch� Invariantem je
v tomto p��pad� parita sou�tu v�ech ��sel� V ka�d� uva�ovan� skupin�
mus� b�t sou�et sud�
 kde�to celkov� sou�et ��sel od � do �� je roven ���

tedy ��slu lich�mu�

Pozn�mka� Invariant
 kter� jsme odvodili
 je pro �e�en� �lohy nutnou pod	
m�nkou� Pokud bychom danou �lohu cht�li zobecnit pro ��sla od � do �k
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zjist�me
 �e pro n�kter
 p�irozen
 k �loha �e�iteln
 b�t m��e� Pro posou	
zen�
 zda se v�ak jedn
 tak� o podm�nku posta�itelnou
 bychom museli
nal�zt vhodn� algoritmus pro sestaven� dan�ch trojic�

P��klad �
V klobouku je �� b�l�ch a �# �ern�ch kuli�ek� N
hodn� vybereme dv�

kuli�ky� Jsou	li r�zn� barvy
 vhod�me nazp�t b�lou kuli�ku� Jsou	li stejn�
barvy
 hod�me m�sto nich do klobouku �ernou kuli�ku z p�edem p�ipraven�
krabi�ky
 v n�� m
me dostate�n� po�et �ern�ch kuli�ek� Postup opakujeme
tak dlouho
 dokud v klobouku nez�stane jedin
 kuli�ka� Jakou bude m�t
barvu&

�e�en�� Pokud vyt
hneme dv� kuli�ky r�zn� barvy
 tj� jednu b�lou a jednu
�ernou
 vrac�me zp�t do klobouku b�lou kuli�ku
 proto se po�et b�l�ch
kuli�ek nem�n�
 stejn� tak jako v p��pad� vyta�en� dvou �ern�ch kuli�ek�
Vyt
hneme	li v�ak dv� kuli�ky b�l�
 nahrad�me je kuli�kou �ernou
 po�et
b�l�ch kuli�ek se tedy zmen�� o �� Vid�me tedy
 �e p�i ka�d�m vyta�en�
z�stane lich� po�et b�l�ch kuli�ek� Jedn
 se o vlastnost
 kter
 z�st
v
 st
le
zachov
na
 je to tedy invariant� Na konci tedy mus� v klobouku z�stat �
b�l
 kuli�ka�

P��klad 	
V kart�zsk� soustav� sou�adnic jsou obarveny jistou barvou m���ov�

body podle n
sleduj�c�ch pravidel� Je	li obarven bod o sou�adnic�ch �a� b�

m��eme obarvit i bod o sou�adnic�ch �a��� b� ��� Jsou	li ob� sou�adnice
bodu �a� b� sud
 ��sla
 m��eme obarvit i bod � �

�
a� �

�
b�� Jsou	li obarveny

body �a� b� a �b� c�
 lze obarvit i bod o sou�adnic�ch �a� c�� Na po�
tku je
obarven bod ���� ���� Rozhodn�te
 zda m��e b�t dan�m zp�sobem obarven
bod o sou�adnic�ch ��"� #���

�e�en�� Sledujme
 jak se m�n� rozd�l dan�ch sou�adnic p�i jednotliv�ch
transformac�ch� Po�
te�n� rozd�l b� a je �#� P�i�teme	li k ob�ma sou�ad	
nic�m ��slo �
 z�stane rozd�l zachov
n� Uka�me
 �e rozd�l z�st
v
 n
sobkem
��sla �� Je	li b� a rozd�lem dvou sud�ch ��sel a sou�asn� n
sobkem sedmi

je vzhledem k nesoud�litelnosti ��sel � a � d�liteln� sedmi i rozd�l polo	
vi�n�ch hodnot� Stejn� tak z d�litelnosti ��slem � pro rozd�ly b� a a c� b

plyne d�litelnost i pro rozd�l c� a� V�echny obarven� body tedy maj� roz	
d�l sou�adnic roven n
sobku sedmi� D�litelnost dan�ho rozd�lu ��slem �
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z�st
v
 p�i v�ech popsan�ch transformac�ch zachov
na
 je tedy invarian	
tem� Vzhledem k tomu
 �e #�� �" � �� nen� n
sobkem sedmi
 nem��eme
proto bod o sou�adnic�ch ��"� #�� dan�m zp�sobem obarvit�

Pozn�mka� D�litelnost rozd�lu ��slem � v�ak nen� jedin�m invariantem� Ji	
n�m invariantem
 kter� zde k �e�en� nevyu�ijeme
 je nap��klad uspo�
d
n�
sou�adnic
 prvn� sou�adnice bude v�dy men�� ne� sou�adnice druh
�

P��klad �
Na ka�d�m z vrchol� dan�ho dvan
cti�heln�ku je polo�ena mince� Na

jeho obvodu zvol�me libovoln� dv� mince a p�em�st�me je na sousedn� vr	
choly
 a to tak
 �e jednu minci p�esuneme po obvodu ve sm�ru chodu
hodinov�ch ru�i�ek a druhou proti sm�ru chodu hodinov�ch ru�i�ek� Roz	
hodn�te
 zda lze v�ech dvan
ct minc� p�em�stit t�mto zp�sobem spole�n�
na jedin� vrchol�

�e�en�� Ozna�me pro jednoduchost vrcholy dan�ho dvan
cti�heln�ku po	
stupn� ��sly � a� ��
 podobn� jako hodiny na cifern�ku� P�em�st�me	li dv�
mince na sousedn� pole
 potom se sou�et ��sel pod ob�ma mincemi nezm�n�
�pokud ani jedna z minc� neproch
z� mezi poli � a ��� nebo se zv�t�� �i
zmen�� dan� sou�et pr
v� o ��� Pokud by bylo mo�no p�em�stit v�echny
mince na jedinou hrom
dku
 byl by celkov� sou�et ��sel pod v�emi mincemi
n
sobkem dvan
cti� Ale jejich sou�et je

� � � � � � � � � � �� � �#�

nen� tedy n
sobkem dvan
cti
 p�i d�len� dvan
cti d
v
 zbytek �� Invarian	
tem je tedy celkov� zbytek p�i d�len� ��� Dan� mince nelze proto p�em�stit
do jedin�ho vrcholu�

P��klad 
 ���� ro�n�k MO
 A	III	��
Na n�kter� pole �tvercov� �achovnice n� n
 �n � �� postav�me (gurku

a pak s n� t
hneme st��dav�  �ikmo! a  p��mo!�  *ikmo! znamen
 na
pole
 kter� m
 s p�edchoz�m spole�n� pr
v� jeden bod�  P��mo! znamen

na sousedn� pole
 kter� m
 s p�edchoz�m spole�nou stranu� Ur�ete v�echna
n
 pro n�� existuje v�choz� pole a posloupnost tah� za��naj�c�  �ikmo! tak

�e (gurka projde celou �achovnici a na ka�d�m poli se octne pr
v� jednou�
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�e�en�� Pro sud
 n je dan
 �loha �e�iteln

 proto�e lze nal�zt cestu vy	
ch
zej�c� z rohov�ho pole tak
 �e postupn� projdeme celou �achovnici po
sousedn�ch bloc�ch typu ��n� Uka�me
 �e pro lich
 n � � takov
 cesta ne	
existuje� Uva�ujme �achovnici s �ern�m polem v rohu� Ka�d� tah  �ikmo!
spoj� dv� pole stejn� barvy ze sousedn�ch �ad �achovnice� Pro lich
 n je
v�ak po�et �ern�ch pol� v libovoln�ch dvou sousedn�ch �ad
ch odli�n��
Proto minim
ln� jedno pole v prvn� �ad� a jedno pole v posledn� �ad�
nen� mo�no spojit  �ikmo! s jin�m polem �achovnice� Vzhledem k tomu

�e ob� pole nemohou b�t koncov�m polem cesty �cesta m��e kon�it ta	
hem  p��mo!
 kter� spojuje dv� sousedn� pole r�zn� barvy
 ale takov� pole
m��e b�t jen jedno�
 nen� mo�n� danou �achovnici p�edepsan�m zp�sobem
proj�t�

Pozn�mka� Invariant
 kter� lze p�i �e�en� t�to �lohy pou��t
 je d
n rozd�lem
po�tu �ern�ch pol� na lich�ch �
dc�ch a po�tu �ern�ch pol� na sud�ch
�
dc�ch �achovnice n � n� Tento rozd�l je v p��pad� lich�ho n roven ��slu
n� P�i dodr�en� v�ech podm�nek ze zad
n� �ka�d� �ern� pole ze sud� �ady
je spojeno s n�jak�m �ern�m polem z lich� �ady� v�ak m��e tento rozd�l
b�t roven maxim
ln� ��slu ��
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv
d�me �e�en� �loh ��� a ��#
 jejich� zad
n� byla zve�ejn�na v sedm�m
��sle lo%sk�ho ����� ro�n�ku na�eho �asopisu�


loha ���
V oboru nez
porn�ch re
ln�ch ��sel ur�ete v�echna �e�en� soustavy rov	

nic
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�x� � x�
�
� x�

�
�

�x� � x�
�
� x�

�
�

�x� � x�� � x���

Pavel Cal�bek

�e�en��
Nejprve p�edpokl
dejme �bez �jmy na obecnosti�
 �e nap�� x� � ��

Z druh� rovnice dan� soustavy plyne x� � x� � �� Zkou�kou snadno
ov���me
 �e trojice ��� �� �� je �e�en�m dan� soustavy rovnic�

Nyn� hledejme �e�en� dan� soustavy rovnic v oboru kladn�ch re
ln�ch
��sel� Ozna�me m � minfx�� x�� x�g � � a M � maxfx�� x�� x�g � ��
Bez �jmy na obecnosti p�edpokl
dejme
 �e x� � m� Z druh� rovnice dan�
soustavy vypl�v


m� � x�
�
� �x� � x�

�
� �m�m��

tedy
m� �m� � �m � m�m� ���m� �� � ��

Proto�e m je kladn� ��slo
 plyne odtud m � h������
Podobn� zjist�me
 �e

M� 	 �M �M��

Odtud M � ��� �i�
Vzhledem k tomu
 �e m 	M 
 plyne z obou p�edch
zej�c�ch vztah�

m �M � ��

Pokud tedy existuje �e�en� dan� soustavy v oboru kladn�ch re
ln�ch ��sel

mus� nutn� platit x� � x� � x� � �� Zkou�kou snadno ov���me
 �e trojice
��� �� �� je tak� �e�en�m dan� soustavy�

Dan
 soustava m
 dv� �e�en� v oboru nez
porn�ch ��sel� Jsou jimi trojice
��� �� �� a ��� �� ���

Pozn�mka� Jeliko� je dan
 soustava cyklick

 m��eme bez �jmy na obec	
nosti p�edpokl
dat
 �e jedna ze slo�ek �e�en� je nap��klad nejv�t��
 nelze
v�ak p�edpokl
dat
 �e slo�ky �e�en� jsou uspo�
d
ny v jist�m po�ad�� Toto
si bohu�el neuv�domili auto�i n�kter�ch ne�pln�ch �e�en��
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Spr
vn� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan a Miloslav H
bsch
z Prahy ��

Ne�pln� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy
 Jozef M�sz�ros z Jelky
a Vladim�r Pavel z Blovic�


loha ��

Do dan�ho �tverce ABCD vepi�te obd�ln�k KLMN tak
 aby jeho vr	

choly K
 L
 M 
 N le�ely po �ad� na stran
ch AB
 BC
 CD
 DA uva�o	
van�ho �tverce a p�itom aby p�ti�heln�ku KLCMN bylo mo�no vepsat
kru�nici �tj� aby byl te�nov���

Jaroslav �vr�ek

�e�en��
Nech� vrcholy K
 L
 M 
 N obd�ln�ku KLMN le�� po �ad� na stra	

n
ch AB
 BC
 CD
 DA �tverce ABCD� Potom jsou z�ejm� troj�heln�ky
�viz obr� �� NAK a LCM resp� KBL a MDN shodn�
 p�itom troj�hel	
n�ky NAK a KBL jsou podobn� s koe(cientem k� Ozna�me a
 b po �ad�
velikosti odv�sen NA a AK pravo�hl�ho troj�heln�ku NAK� Potom pro
velikosti stran AB a BC �tverce ABCD plat�

jABj � jAKj� jKBj � b� ka�

jBCj � jBLj� jLCj � kb� a�

���
������

Obr
 �

Ze shodnosti stran AB a BC plyne

b� ka � kb� a�
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co� uprav�me na tvar
�b� a���� k� � ��

Z rovnosti k � � plyne
 �e KLMN je �tverec
 co� odporuje zad
n�� Nutn�
tedy plat� a � b
 odtud ji� dostaneme
 �e �se�kyMN a LK jsou osov� sou	
m�rn� podle �hlop���ky AC
 resp� �se�ky LM a KN jsou osov� soum�rn�
podle �hlop���ky BD�

Ozna�me � kru�nici vepsanou p�ti�heln�ku KLCMN � Kru�nice � se
dot�k
 stran BC
 CD �tverce ABCD
 jej� st�ed S tedy le�� na ose �hlu
BCD
 co� je �hlop���ka AC �tverce ABCD�

Obd�ln�kKLMN sestroj�me pomoc� stejnolehlosti� Nech� �� je libovoln

kru�nice se st�edem S�
 kter
 se dot�k
 polop��mek CB a CD� Sestroj�me
obd�ln�k K �L�M �N � takov�
 �e K �N � je te�na ke kru�nici �� kolm
 na
polop��mku CA
 K �L� resp� M �N � jsou te�ny ke kru�nici �� rovnob��n�
s p��mkou AC a body L�
 M � le�� po �ad� na polop��mk
ch CB
 CD �viz
obr� ��� Takov� obd�ln�k K �L�M �N � m��eme sestrojit pr
v� jedn�m zp�	
sobem� Ozna�me N pr�se��k polop��mky CN � s �se�kou DA a uva�ujme
stejnolehlost h se st�edem C
 kter
 p�ev
d� obd�ln�k K �L�M �N � v obd�l	
n�k KLMN 
 kter� je veps
n po�adovan�m zp�sobem do �tverce ABCD�
Obrazem kru�nice �� je pak kru�nice � vepsan
 p�ti�heln�ku KLCMN �
T�m je �jednozna�n�� ur�en obd�ln�k KLMN dan�ch vlastnost��

���
������

Obr
 �

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy
 Anton Hn�th z Mora	
van
 Miloslav H
bsch z Prahy �� Jozef M�sz�ros z Jelky a Vladim�r Pavel
z Blovic�
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