MATEMATIKA

O jistych slozenych iracionalitach

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pr1i reSeni nékterych matematickych tloh mtizeme dostat slozené iracio-
nality, tedy vyrazy, v nichz pod odmocninou jsou opét vyrazy s odmocni-
nami. My se budeme zabyvat vyrazy typu vV A+ CvVB (kde 4, B, C jsou
kladnd ¢isla a B neni aplny ¢tverec), které lze nazvat surdické (vzhledem
k tomu ze historické pojmenovéni éisel typu 7 4 /13, tj. souctu slozeného
z Cisla racionélniho a iracionélniho, je édisla surdickd (viz [2]). Kazdy ta-
kovy surdicky vyraz lze samoziejmé upravit na tvar, kde C' = 1, nebot
A+ CVB = A ++VC?B. Déle budeme piedpokladat, ze plati A2 > C?B;
smysl této podminky uvidime dale.

Priklad 1
Vypoctéte sin 15°.

5y s o .« [1—cosa .
Reseni. Pouzijeme vzorec sm§ = - — pro a = 30°. Jezto

V3
3 -5 2—-+3 1
cos30° = i, mame sin 15° = 2 = V3 = -\/2—V/3. Zde
2 2 4 2
A=2,B=3,C=1.
V uéebnici [1] je v historické pozndmce v ¢asti 6.5 uveden vzorec, ktery
asi pred 1000 lety objevili arabsti matematikové:

m:\/a-%\/;?——bi\/a—\ém, "

kde a > 0, b > 0, a® > b.
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Provedme si jeho dtkaz:
Oznacme

Tr = a+\/l_)+\/a—\/5.
Pak
Sz
22 =a+vVb+a—Vb+2Va — :4%‘11)7

a++vVaz—b

.y
v 2

Oznacime-li

y:\/a+\/5—\/a—\/5,

dostaneme stejnym postupem

a—+va®-b
y=2 5 .

Ze ziejmych rovnosti 4y = 2V a + Vb, t—y = 2v/a — Vb pak dostdvame
(po dosazeni za x, y) dokazovany vzorec. (Budeme jej zde déle pouZivat
jen pro pfirozend ¢isla a, b.)

Na prvni pohled v (1) z jednoho vyrazu dostavame soucet nebo rozdil
dvou vyrazii slozitéjsich. Jestlize je vSak a®> — b Gplny &étverec, véc vy-
pada jinak. Zabyvejme se dale jen témito pripady; nejprve navazeme na
priklad 1.

Priklad 2

Zjednoduste viraz v/2 — v/3 a vyjadiete znovu sin 15°. (Vyzvu ,zjedno-
duste” si zde vylozime jako ,pfevedte na vyraz bez sloZené iracionality.)

Reseni. Podle vzorce (1) je

\/ﬁgz\/ﬂém—\/%\ém:%(ﬁ—l):

:1(\/6—\/5),tj.
(V6-v2).

1 =N

sin 15° =
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Pouziti vzorce (1) se v tlohach, kde se vyskytuji sloZené iracionality,
uplatni ¢asto. Uvedme si nékteré z nich (zadéni jsou Cerpdna z rtznych
zahranic¢nich sbirek tloh ze stfedoskolské matematiky, ale jak dale uvidime,
neni t&zké takové Glohy sestavit).

Priklad 3

Zjednoduste vyraz V = \/13 +300/2 + V9 + 4v2.

Reseni. Vyraz upravujeme zevnitf.

\/9+4\/§:\/9+\/3—2:\/9+\/z1——32+\/9—\/721—32:
e
\/2+\/§+1:\/3+x/§:\/3—;1+\/3;21:\/§+1,
V =1/13 +30(v2 + 1) = \/43 + /1800 =

43 + /1479 — 1800 43 — \/T479 — 1800
2 * 2 -

:\/43;7+\/432—7:5+3\/§_

Poznamka. Tento ptiklad by bylo moZno vyfesit i bez pouziti vzorce (1),
ale museli bychom postupné pfijit na to, ze
9+4vV2=8+4v2+1=(V8)? +2V8+1=(V8+1)%
3+vV8=2+2V2+1=(V2)?+2V2+1=(V2+1)
43+ V1800 = 43 + 30vV2 =25+2-5-3V2+9-2 = (5 + 3v2)%,

I kdyz prvni dva rozklady bychom bystrému fesiteli priznali, tfeti rozklad
by mohl byt uz problémem pro kazdého. Vidime, Ze pouziti vzorce 1 je
pohodlnéjsi.

Vzorec (1) v8ak nepouZivejme mechanicky bez rozmyslu. V nasledujicim
prikladu uvidime, ze se nékdy mizeme bez néj docela dobie obejit.
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Priklad 4
Zjednoduste vyraz

Reseni

V:\/2+\/§-\/2+\/2+\/§-\/4—(2+\/2+\/§)=

:\/2+\/§-\/2+\/2+\/§-\/2—\/2+\/§=
:\/2+\/§-\/4—(2+\/§):\/2+\/§-\/2—\/§:\/4T3:1.

Nékdy lze vice druhti Gprav spolu kombinovat.

Priiklad 5
Dokazte, ze plati:

\/8+2\/10+2\/_+\/8 20/10 + 2v5 = vV2(v5 + 1).

Reseni. Kdyby byla zadéna jen Gprava vyrazu na levé strané, postupovali
bychom patrné podle vzorce (1). Zde si v8ak miZeme moznd praci uleh¢it
(posudte sami), kdyZ dokazovanou rovnost nejprve umocnime dvéma:

8421/10 + 2v5+8—1/10 + 2\/5+2\/64 — 4(10 + 2v/5) = 2(5+1+2V/5),
16 + 2\/4(16 —10 — 2v/5) = 4(3 + V5)
—V20=V5-1.

Na zavér mizeme pouZit vzorec (1):

\/—7—\/ﬁ F V5-1=P
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Na téchto tlohéch je prekvapujici, Zze pomérné slozité zadani dava pak
nékdy docela jednoduchy vysledek. Pokud by si chtél ¢tendf vyzkousSet
pouziti vzorce 1 je§té na jinych prikladech, uvedme dvé cviceni, kde vy-
sledkem jsou jista prirozend cisla.

Cviceni: Zjednoduste:

Vi=13-V5-(3+V5) (V10— V2),

V2=< 2+ V3 + 23 )2.
VEtV2i VB V-2

Obracena uloha
Ctenaf si mize snadno vytvofit i sam vhodné piiklady. Zvolime-li si
pfedem vysledek /p + /g nebo /p — /q, kde p > ¢ a kde alespofi jedno
z kladnych ¢isel p, ¢ neni druhou mocninou, je
. A2 +/A—-C?B ‘= A?2 —\/A-(C°B

2 ’ 2

, takze
A=p+q. (2)
Dale je p— q = VA2 — C2B, tedy (p — q)? = A% — OB, takze
C’°B =A%~ (p—q)°, (3)

odkud uré¢ime B a C'. Znaménko mezi vyrazy pod odmocninou ve vypocte-
ném ,zadani“ bude pak shodné se znaménkem v zadaném vysledku.

Priklad 6
Sestavte tlohu, jejiz vysledkem bude &slo v/7 — 2.

Reseni. Plati /7 —2 = /7T — V4, takze p = 7, ¢ = 4. Podle (2), (3) je
A=T7T+4=11,C’B=121—(7-4)?2=112=16-7,0odkud B =7,C =4,
znaménko mezi vyrazy pod odmocninou bude zaporné.
Vysledn4 tloha: Zjednoduste vijraz V- = /11 — 4y/7.

Tento postup od vysledku k zadani nam umoziuje vhodné zkombinovat

vvvvvv
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Pro vyrazy /A + Cv/B jsou na pravé strané vzorce (1) vyrazy

\/Ai\/fp - (C?B
2

a predpokladame, ze A% — C?B je tplny ¢tverec. Podivejme se, kdy dosta-
neme vysledek bez zlomki. K tomu je t¥eba, aby ¢itatel A ++/ A2 — C2B
byl sudy, coz nastava, kdyz B V C je sudé. V ptikladu 2 tomu tak nebylo,
zde A=2,B=3,C=1(B1iC jeliché), v piikladu vznikly zlomky v di-
sledku lichého c¢itatele a dvojky ve jmenovateli zlomku pod odmocninou.

V této souvislosti upozornéme jesté na jednu vlastnost trojic (A, B,
C): Vysledek piisluiny k trojici (kA, B, kC) je vk-ndsobkem vysledku

islusného k (A4, B, C). Tak napi. k trojici (2, 3, 1), tj- k V2 —+/3

pr
prislusi podle prlkladu 2 vysledek:

V2-v3= (\f V2) = \[(\/5—1)

Uvazujeme-li k trojici (2, 3, 1) pro k = 2 trojici (4, 3, 2), dostaneme

4-2v/3=Vv2-\/2-V3=V3-1.

Zde jsou A i BC sudé, takze ve vysledku uz zlomek neni. Podobné zvolme
nyni napi. k = 3; dostaneme

12-6vV3=v3(V3-1)=3-3.

I takto lze tedy vytvaret nové priklady.

Literatura

[1] Odwvdrko, O.: Matematika pro gymnézia (Funkce). Prometheus, Praha 2002.
(2] Hruby, D.: Surdické vyrazy. Utitel matematiky, ro&. 7 (1998 — 99), &. 1
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O sedminové elipse a trinactinové
hyperbole I

MILAN KOMAN
Pedagogicka fakulta Praha UK, Praha

Ptate se, co je sedminovd elipsa a co trindctinovd hyperbola? Co mize
mit elipsa spoleéného se zlomkem 1 a co hyperbola se zlomkem -7 Ctéte
dale a uvidite.

Vsimneme si nejdifve sedminové elipsy (viz [1]). Vezméme zlomek 1
a napiSme jeho desetinny rozvoj:

% = 0,142857 142857 142857 . ..

Dostaneme nekoneény desetinny rozvoj s periodou 142857. Cislice této
periody se v rozvoji cyklicky opakuji. Za cislici ,,7¢ nasleduje v rozvoji opét
Cislice ,,1“. Z dvojic ¢islic, které v rozvoji po sobé bezprostiedné nésleduji,
vytvorime tak kartézské soutradnice Sesti bod:

(]‘74)7 (47 2)7 (27 8)7 (87 5)7 (57 7)7 (77 ]‘)'

Body znézornime (nejlépe pomoci Cabri-geometrie) v soustavé soutad-
nic (obr. 1). Vybereme z nich nékterych 5 bodt a pomoci Cabri-konstrukce
»,Kuzelosecka” sestrojime kuzelosecku, ktera zvolenymi body prochazi. Do-
staneme elipsu, kterd k nasemu piekvapeni prochézi i zbylym Sestym bo-
dem, bez ohledu na to, ze kterych péti bodi vyjdeme. Pfitom je znamo, ze
kuzelosecka, a tedy i nase elipsa, je urcena pouze péti body, z nichz zadné
tfi nelezi v pfimce.®) Pro¢ i Sesty bod na této elipse lezi, je (zatim) otazka.

*) Jak znamo, rovnice kuzelosetky mé v kartézské soustavé souradnic tvar
ax? + by +cy®> +de + ey + f = 0.
Jeden koeficient mtZeme zvolit (napf. f) a zbyvé ur€it pét koeficient. Proto pot¥ebu-

jeme znat pé€t bodi, kterymi kuZelosecka prochdzi. Z jejich souradnic ur¢ime neznamé
koeficienty, a tedy rovnici dané kuZelosecky.
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Podobné je tomu se tfindctinovou hyperbolou. NapiSeme opét perio-
dicky desetinny rozvoj jedné tfinactiny:

1—13 = 0,076923 076923 076923 . . .

Pomoci periody 076923 urcime podobné jako v predeslém pripadé Sest
bodt
(0,7),(7,6),(6,9),(9,2),(2,3),(3,0).

Snadno se presvédcime, ze témito Sesti body prochézi opét jedind kuzelo-
seCka, tentokrat hyperbola (obr. 2).

Ale to jesté neni v8e. Z period obou ¢isel mizeme dostat dalsi kuze-
losecky. Ukazeme si to pro jednu sedminu. Tentokrat budeme soufadnice
bodi sestavovat z po sobé nésledujicich dvojic ¢islic periody 142857:

(14,42), (42, 28), (28,85), (85,57), (57, 71), (71, 14).

Pomoci Cabri geometrie se mizeme opét snadno presvédcit, ze tyto body
lezi na jediné elipse (obr. 3).

Toit~_(28.85)

-100

Obr. 3
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Podobné miizeme najit z periody jedné tifindctiny dalsi hyperbolu. To
uz ale prenechame nasim ctenditm.

Ukol pro &tendfe
Zkuste se zamyslet nad tim, pro¢ sestrojenymi Sesticemi bodt je vzdy
urcena pravé jedna kuzeloseCka — to je v pripadé jedné sedminy elipsa
a v pripadé jedné tfindctiny hyperbola.
Nez vyjde dalsi ¢islo naseho ¢asopisu méate ¢as na rozmyslenou. V ném
vam:
e ukdzeme teSeni naseho tkolu,
e a zaroven vdm ddme moznost pohrat si na www strankdch naseho ca-
sopisu s problémem n-tinovych kuzelosecek pomoci Cabri Java apletu,
a to i v pripadé, ze nepracujete s Cabri geometrii.

Literatura

[1] Weisstein, E.: One seventh ellipse. In Wolfram Mathworld
http://mathworld.wolfram.com/One-SeventhEllipse.html

Invarianty a poloinvarianty ve skolské
matematice

RADEK HORENSKY

Stiedni 8kola elektrotechnickd, Lipnik nad Becvou

V tulohach skolské matematiky, zejména pii praci s matematicky talen-
tovanymi zaky na stfednich Skolach, se mizeme setkat s lohami, jejichz
feSeni jsou zalozena na vyuziti tzv. metody invarianti a poloinvarianti.
Invariantem pritom rozumime vlastnost nebo méritelnou velicinu, kteréd
se pii jisté transformaci, resp. pfi opakovani néjakého postupu neméni.
Poloinvariantem pak rozumime veli¢inu, ktera se pfi danych procesech ne-
zvétsuje, resp. nezmensuje. Je znamo, ze kazdé prirozené Cislo dava pri
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déleni deviti stejny zbytek jako soucet vSech jeho cislic. Tento zbytek je
proto mozno povazovat za invariant. Poloinvariantem je naproti tomu zby-
tek, ktery postupné ziskdvame pii vypoctu nejvétsiho spole¢ného délitele
(za pouziti Eukleidova algoritmu).

Hledéni invariantd je ve své podstaté experiment, v némz se snazime
uplatnit potfebné znalosti a zkuSenosti. Pii feSeni dané tlohy zkoumame,
jakym zptsobem na sobé veli¢iny zavisi. Mnohdy se stane, Ze invariant,
ktery objevime, ndm k vyfeSeni problému piimo nepomtze, jindy nalez-
neme vhodnych invariant hned nékolik.

Invarianty a poloinvarianty se vyskytuji ve vSech védnich oborech ko-
lem nés, tedy nejenom v matematice. Pro ilustraci uvedme nyni nékolik
matematickych invarianti:

e Pricteme-li ke kazdému ¢lenu dané aritmetické posloupnosti redlnych
¢isel libovolnou redlnou konstantu, dostaneme opét posloupnost arit-
metickou, dokonce se stejnou diferenci. Invariantem mizZe byt jak za-
chovani skutecnosti, ze posloupnost bude opét aritmeticka, tak hod-
nota diference téchto posloupnosti.

e Vynasobime-li kazdy ¢len dané aritmetické posloupnosti redlnych ¢i-
sel libovolnou realnou konstantou, dostaneme znovu aritmetickou po-
sloupnost. V tomto pfipadé je invariantem zachovani aritmetické po-
sloupnosti, poloinvariantem je pak hodnota diference uvazovanych
posloupnosti.

e Vynasobime-li kazdy clen dané geometrické posloupnosti redlnych
¢isel libovolnou redlnou konstantou, dostaneme opét geometrickou
posloupnost, dokonce se stejnym kvocientem. Invariantem je jak za-
chovani skutecnosti, ze posloupnost bude opét geometricka, tak hod-
nota kvocientu téchto posloupnosti.

e Umocnime-li kazdy ¢len dané geometrické posloupnosti redlnych ¢i-
sel libovolnou kladnou redlnou konstantou, dostaneme znovu geo-
metrickou posloupnost. V tomto pripadé je invariantem zachovani
geometrické posloupnosti, poloinvariantem je pak hodnota kvocientu
uvazovanych posloupnosti.

e Vynasobime-li délky vsech stran daného trojihelniku kladnym redl-
nym cislem, ziskdme opét délky stran néjakého trojihelniku. Inva-
riantem je zde splnéni trojihelnikové nerovnosti. Soucasné jsou
zachovany i velikosti odpovidajicich vnitfnich (hli trojihelniku.
(O tom se snadno miZeme presvédéit napf. z kosinové véty. Jednd se
evidentné o podobné trojihelniky.)
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e Uzitim libovolného shodného zobrazeni v roviné ztistanou zachovany
délky vSech stran i velikosti thld. Jsou to tedy invarianty daného
zobrazeni.

e Pro vSechna redlnd cisla c¢ plati, Ze hodnota diskriminantu kvadra-
tické funkce y = (x —¢)? — 1 je rovna ¢islu 4. Jedn4 se o funkce, které
vzniknou posunutim paraboly y = 2% — 1 ve sméru osy «. Invarian-
tem je tedy hodnota diskriminantu. Dal$im invariantem je hodnota
rozdilu kotenu kvadratické rovnice, ktery je stile roven dvéma, nebot
kofeny dané rovnice jsou Cisla ¢ — 1 a ¢+ 1.

o Zvétsime-li ve statistickém souboru vSechny hodnoty o kladnou real-
nou konstantu ¢, zvétsi se o tuto konstantu i hodnota aritmetického
praméru. Vzhledem k definici nékterych charakteristik polohy ¢i va-
riability je v dusledku této transformace hodnota stfedni absolutni
odchylky ¢i rozptylu daného souboru dat stale stejnd, je to tedy rov-
néz invariant.

Metoda invarianti, stejné jako uziti Dirichletova principu, patii k meto-
dam, které nevyzaduji obsahly matematicky aparat. Pii feseni konkrétnich
uloh je nejobtiznéjsi nalézt vhodny invariant, ktery nam umozni Glohu vy-
resit.

Pri reSeni nésledujicich tloh ukdzeme konkrétni vyuziti dané metody.

Priklad 1

Na tabuli jsou napsana vSechna prirozena ¢isla od 1 do 100. Uvazujme
nasledujici operaci: Smazeme libovolna dvé ¢isla a misto nich napiSeme na
tabuli jejich soucet. Tuto operaci opakujeme tak dlouho, dokud na tabuli
nezistanou posledni tii ¢isla. Mzeme timto zptisobem nakonec ziskat na
tabuli tfi po sobé jdouci ¢isla?

Reseni. Ukazeme, 7Ze takové situace nenastane. Jestlize na tabuli smazeme

libovolna dvé cisla a nahradime je jejich souCtem, zlstane soucet vsech
¢isel napsanych na tabuli zachovan. Tento soucet je konstantni a je roven

1
1+2+3+ ... +100:§-100-(1+100):5050.

Soucet tii po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel ¢ — 1, ¢ a ¢ + 1 je vSak roven
¢islu 3¢, tj. je to nasobek &isla 3. Cislo 5050 vSak nasobkem &isla 3 neni.
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Pozndmka. K vyteSeni této tlohy jsme vyuzili faktu, Ze soucet v8ech Cisel
napsanych na tabuli zistava nezménén. Je proto invariantem dané operace.
Soucasné je invariantem i zbytek, ktery ziskdme pii déleni daného souctu
Cislem 3.

Priklad 2

Na tabuli jsou napsana vSechna celd nezapornd ¢isla od 0 do 1234.
Uvazujme néasledujici operaci: Smazeme libovolna dvé c¢isla a misto nich
napiseme na tabuli jejich rozdil (od vétsiho ¢isla odecteme mensi). Tuto
operaci opakujeme tak dlouho, dokud na tabuli nezistane posledni ¢islo.
Mizeme timto zpisobem nakonec ziskat na tabuli ¢islo 27

Reseni. Ukdzeme, Ze takova situace nastat nemtize. Jestlize na tabuli sma-
zeme libovolna dvé ¢isla a nahradime je jejich rozdilem, zlistane zachovana
parita souctu vSech Cisel na tabuli. Jestlize smazeme dvé liché cisla, na-
hradime je ¢islem sudym, smazeme-li dvé suda cisla, opét je nahradime
¢islem sudym. Pfi smazani sudého a lichého cisla zapiSeme na tabuli ¢islo
liché. Ve vsech tiech pripadech se ale nezméni parita souctu vSech cisel
napsanych na tabuli. Soucet vSech ¢isel napsanych na tabuli je roven

1
O+1+2+3+ ... +1234:5-1235-(0+1234):761995.

Souctem je liché cislo, proto i posledni ¢islo napsané na tabuli musi byt
liché. Cislo 2 vSak tuto vlastnost nespliiuje.

Pozndmka. K vyfeSeni této ulohy jsme vyuzili faktu, Ze rozdilem dvou
sudych nebo dvou lichych ¢isel je ¢islo sudé, ale rozdilem ¢isel s riiznou
paritou je ¢islo liché. Pocet lichych ¢isel napsanych na tabuli je bud stéle
lichy nebo stale sudy. Invariantem je tedy zbytek, ktery dostaneme pfi
déleni souctu vSech ¢isel napsanych na tabuli ¢islem 2. Soucasné vidime,
7e pocet lichych ¢isel napsanych na tabuli je poloinvariantem, nebot se pii
dané operaci tento pocet nezvySuje, bud ziistdva nezménén, nebo pocet
lichych cisel klesne o dvé. Na zacatku bylo na tabuli 617 lichych cisel,
proto i posledni ¢islo napsané na tabuli musi byt nutné liché.

Priklad 3

Rozhodnéte, zda lze dany konvexni patnactithelnik roziezat na 12 troj-
uhelnikt tak, ze vSechny vrcholy takto ziskanych trojuhelnikd lezi na hra-
nici daného patnactithelniku.
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Reseni. Ukazme, Ze takové rozfezani neni mozné. Lezi-li vechny vrcholy na
hranici daného patnéctitthelniku, lze vybrat tii sousedni body tak, aby byly
vrcholy nékterého z uvazovanych trojuhelnikd. Odfizneme-li timto zpt-
sobem z patnactithelniku trojahelnik, zistane nam mnohotdhelnik s mi-
nimalné ¢trnacti thly. Nejmensi Gtvar, ktery tak mulzeme po odifezani
11 trojuhelnikd ziskat, je ¢tyrahelnik. Neni tedy mozné ziskat dvanict
trojahelnikti. Budeme-li sledovat soucet vnitinich Ghlt ve vSech rozieza-
nych c¢astech, zjistime, Ze pfi odfezani trojuhelniku, jehoz vrcholy jsou
t¥i sousedni vrcholy daného mnohothelniku, se soucet vnitinich hld ne-
zmeéni. Bude-li mit odfezavany trojihelnik vrchol v nékterém vnitinim
bodé néjaké strany mnohothelniku, soucet vSech vnitinich Ghld vzroste
s kazdym takovym bodem o 180°. Soucty velikosti vSech vnitfnich Ghla
tvori neklesajici posloupnost. Soucet vnitinich Ghli kazdého konvexniho
patnéctithelniku je

(15— 2) - 180° = 2 340°,

ale soucet vnitinich thli dvanécti trojihelniki je pouze 2160°. Celkovy
soucet velikosti vSech vnitinich hld je tedy poloinvariantem, resp. mini-
malni hodnota soué¢tu je tedy invariantem. Ulohu je mozno zobecnit pro
libovolné primé fezy vedené patnactithelnikem, v tomto pripadé s kazdym
prisecikem tGsecek uvniti Gtvaru vzroste celkovy soucet Ghld o 360°.

Priklad 4

Rozhodnéte, zda lze ¢isla 1,2,...,33 rozdélit do 11 skupin po tfech
Cislech tak, ze nejvétsi cislo v kazdé skupiné je rovno souctu zbyvajicich
dvou?

Reseni. Ukdzeme, Ze to nelze. V kazdé skupiné se vyskytuji bud’ vSechna
tTi ¢isla suda nebo jedno ¢islo sudé a dvé licha. To ale znamend, ze lichych
¢isel musi byt celkové sudy pocet. To je ale v rozporu se zaddnim, protoze
mezi ¢isly 1 az 33 je pravé 17 lichych cisel a 16 sudych. Invariantem je
v tomto pripadé parita souctu vsech cisel. V kazdé uvazované skupiné
musi byt soucet sudy, kdezto celkovy soucet ¢isel od 1 do 33 je roven 561,
tedy cislu lichému.

Pozndmka. Invariant, ktery jsme odvodili, je pro feSeni tlohy nutnou pod-
minkou. Pokud bychom danou tlohu chtéli zobecnit pro ¢isla od 1 do 3k,
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zjistime, Ze pro nékterd prirozend k tloha fesitelnad byt mutze. Pro posou-
zeni, zda se vSak jedna také o podminku postacitelnou, bychom museli
nalézt vhodny algoritmus pro sestaveni danych trojic.

Priklad 5

V klobouku je 15 bilych a 18 cernych kulicek. Nahodné vybereme dvé
kulicky. Jsou-li rizné barvy, vhodime nazpét bilou kulicku. Jsou-li stejné
barvy, hodime misto nich do klobouku ¢ernou kulicku z pfedem pfipravené
krabicky, v niz mame dostatecny pocet cernych kuli¢ek. Postup opakujeme
tak dlouho, dokud v klobouku neziistane jediné kulicka. Jakou bude mit
barvu?

Reseni. Pokud vytdhneme dvé kulicky riizné barvy, tj. jednu bilou a jednu
Cernou, vracime zpét do klobouku bilou kulicku, proto se pocet bilych
kulicek neméni, stejné tak jako v pripadé vytazeni dvou Cernych kulicek.
Vytahneme-li vSak dvé kulicky bilé, nahradime je kulickou ¢ernou, pocet
bilych kulicek se tedy zmensi o 2. Vidime tedy, ze pii kazdém vytazeni
ziistane lichy pocet bilych kulicek. Jedna se o vlastnost, kterd zlistava stale
zachovana, je to tedy invariant. Na konci tedy musi v klobouku zistat 1
bila kulicka.

Priklad 6

V kartézské soustavé souradnic jsou obarveny jistou barvou mfiizové
body podle nésledujicich pravidel: Je-li obarven bod o soufadnicich [a; b],
muizeme obarvit 1 bod o soufadnicich [a + 1;b + 1]. Jsou-li obé& soufadnice
bodu [a;b] sud4 &sla, mizeme obarvit i bod [fa;1b]. Jsou-li obarveny
body [a;b] a [b;¢], lze obarvit i bod o soutfadnicich [a;c]. Na pocatku je
obarven bod [36; 64]. Rozhodnéte, zda mize byt danym zptisobem obarven
bod o soufadnicich [49; 81].

Reseni. Sledujme, jak se méni rozdil danych soufadnic pfi jednotlivych
transformacich. Pocatec¢ni rozdil b — a je 28. Pricteme-li k obéma soutrad-
nicim ¢islo 1, zistane rozdil zachovan. Ukazme, Ze rozdil zistava nasobkem
¢isla 7. Je-li b — a rozdilem dvou sudych ¢isel a soucasné ndsobkem sedmi,
je vzhledem k nesoudélitelnosti ¢isel 2 a 7 délitelny sedmi i rozdil polo-
vicnich hodnot. Stejné tak z délitelnosti ¢islem 7 pro rozdily b —a a c—b
plyne délitelnost i pro rozdil ¢ — a. VSechny obarvené body tedy maji roz-
dil soufadnic roven nasobku sedmi. Délitelnost daného rozdilu cislem 7
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zustava pii vSech popsanych transformacich zachovéana, je tedy invarian-
tem. Vzhledem k tomu, ze 81 — 49 = 32 neni nasobkem sedmi, nemidzeme
proto bod o souradnicich [49;81] danym zpisobem obarvit.

Poznamka. Délitelnost rozdilu ¢islem 7 vSak neni jedinym invariantem. Ji-
nym invariantem, ktery zde k feSeni nevyuzijeme, je naptiklad usporadani
soutadnic, prvni souradnice bude vzdy mensi nez souradnice druha.

Priklad 7

Na kazdém z vrcholti daného dvanactitthelniku je polozena mince. Na
jeho obvodu zvolime libovolné dvé mince a premistime je na sousedni vr-
choly, a to tak, ze jednu minci pfesuneme po obvodu ve sméru chodu
hodinovych rucicek a druhou proti sméru chodu hodinovych rucicek. Roz-
hodnéte, zda lze vSech dvanact minci premistit timto zptisobem spole¢né
na jediny vrchol.

Reseni. Ozna¢me pro jednoduchost vrcholy daného dvandctithelniku po-
stupné ¢isly 1 az 12, podobné jako hodiny na ciferniku. Piemistime-li dvé
mince na sousedni pole, potom se soucet ¢isel pod obéma mincemi nezméni
(pokud ani jedna z minci neprochédzi mezi poli 1 a 12) nebo se zvétsi ¢i
zmens$i dany soucet pravé o 12. Pokud by bylo mozno premistit vSechny
mince na jedinou hromadku, byl by celkovy soucet ¢isel pod v§emi mincemi
nasobkem dvandcti. Ale jejich soucet je

14243+ ... +12="78,

neni tedy nasobkem dvandcti, pti déleni dvanacti dava zbytek 6. Invarian-
tem je tedy celkovy zbytek pii déleni 12. Dané mince nelze proto premistit
do jediného vrcholu.

Ptiklad 8 (56. ro¢nik MO, A-III-1)

Na nékteré pole ¢tvercové Sachovnice n X n, (n > 2) postavime figurku
a pak s ni tdhneme stiidavé ,§ikmo“ a ,piimo“. ,Sikmo“ znamend na
pole, které mé s predchozim spole¢ny pravé jeden bod. ,Piimo*“ znamené
na sousedni pole, které mé s predchozim spole¢nou stranu. Uréete vSechna
n, pro néz existuje vychozi pole a posloupnost tahi za¢inajici ,,sikmo“ tak,
ze figurka projde celou sachovnici a na kazdém poli se octne pravé jednou.
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Reseni. Pro sud4 n je dand aloha fesitelnd, protoze lze nalézt cestu vy-
chézejici z rohového pole tak, ze postupné projdeme celou Sachovnici po
sousednich blocich typu 2 x n. Ukazme, ze pro lichd n > 3 takova cesta ne-
existuje. Uvazujme Sachovnici s ¢ernym polem v rohu. Kazdy tah ,Sikmo“
spoji dvé pole stejné barvy ze sousednich fad Sachovnice. Pro lichd n je
v8ak pocet Cernych poli v libovolnych dvou sousednich radach odlisny.
Proto miniméalné jedno pole v prvni fadé a jedno pole v posledni radé
neni mozno spojit ,8ikmo“ s jinym polem Sachovnice. Vzhledem k tomu,
Ze obé pole nemohou byt koncovym polem cesty (cesta muZe konéit ta-
hem ,primo“, ktery spojuje dvé sousedni pole rizné barvy, ale takové pole
miZe byt jen jedno), neni mozné danou Sachovnici pfedepsanym zptsobem
projit.

Pozndmka. Invariant, ktery lze pii feSeni této ilohy pouzit, je dan rozdilem
poc¢tu Cernych poli na lichych tadcich a poctu ¢ernych poli na sudych
tadcich 8achovnice n x n. Tento rozdil je v pripadé lichého n roven cislu
n. Pfi dodrZeni v8ech podminek ze zadani (kazdé ¢erné pole ze sudé rady
je spojeno s néjakym Cernym polem z liché rfady) vSak mize tento rozdil
byt roven maximalné ¢islu 1.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni uloh 137 a 138, jejichz zadani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lonského (16.) roc¢niku naseho Casopisu.

Uloha 137
V oboru nezapornych realnych ¢isel urcete vSechna feSeni soustavy rov-
nic
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2r) + 25 = T3,
21y + 73 = a3,
2x3 + 27 = 3.
Pavel Caldbek
Reseni:

Nejprve piedpokladejme (bez Gjmy na obecnosti), Ze napt. x; = 0.
Z druhé rovnice dané soustavy plyne zo = x3 = 0. Zkouskou snadno
ovéiime, ze trojice (0;0;0) je feSenim dané soustavy rovnic.

Nyni hledejme feSeni dané soustavy rovnic v oboru kladnych reilnych
¢isel. Oznatme m = min{z;,z2,23} > 0 a M = max{zy,zs,23} > 0.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze 1 = m. Z druhé rovnice dané
soustavy vyplyva

m? =z} = 2xy + 23 > 2m + m?,

tedy
m?® —m? —2m =m(m +1)(m —2) > 0.

Protoze m je kladné &islo, plyne odtud m € (2; +00).
Podobné zjistime, ze
M3 < 2M + M?.

Odtud M € (0;2).
Vzhledem k tomu, ze m < M, plyne z obou predchazejicich vztahd

m=M =2.

Pokud tedy existuje feSeni dané soustavy v oboru kladnych realnych cisel,
musi nutné platit 1 = x5 = x3 = 2. Zkouskou snadno ovérime, ze trojice
(2;2;2) je také feSenim dané soustavy.

Dané soustava ma dveé feSeni v oboru nezdpornych ¢isel. Jsou jimi trojice
(0;0;0) a (2;2;2).
Pozndmka. Jelikoz je dand soustava cyklickd, mizeme bez Gjmy na obec-
nosti predpokladat, ze jedna ze slozek reSeni je naptiklad nejvétsi, nelze
vsak predpokladat, ze slozky feSeni jsou usporadany v jistém poradi. Toto
si bohuzel neuvédomili autofi nékterych netplnych reseni.
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Spravné teSeni zaslali Anton Hndth z Moravan a Miloslav Hiibsch
z Prahy 5.

Netplné teseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky
a Viadimir Pavel z Blovic.

Uloha 138

Do daného ¢tverce ABC D vepiste obdélnik K LM N tak, aby jeho vr-
choly K, L, M, N lezely po tadé na stranich AB, BC, CD, DA uvazo-
vaného Ctverce a pritom aby pétithelniku KLCMN bylo mozno vepsat
kruZnici (tj. aby byl te¢novy).

Jaroslav Svrcek
Reseni:

Necht vrcholy K, L, M, N obdélniku KLMN lezi po fadé na stra-
nach AB, BC, CD, DA ¢tverce ABCD. Potom jsou ziejmé trojuhelniky
(viz obr. 1) NAK a LCM resp. KBL a M DN shodné, pfitom trojihel-
niky NAK a KBL jsou podobné s koeficientem k. Oznacme a, b po fadé
velikosti odvésen NA a AK pravouhlého trojihelniku NAK. Potom pro
velikosti stran AB a BC' ¢tverce ABCD plati

|AB| = |AK| + |KB| = b + ka,
|BC| = |BL| + |LC| = kb + a.

D ka M b C
kb a
N
L
¢ kb
A b K ka B
Obr. 1

Ze shodnosti stran AB a BC' plyne
b+ ka = kb+ a,
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coz upravime na tvar

(b—a)(1—k)=0.

Z rovnosti k = 1 plyne, ze KLM N je ¢tverec, coz odporuje zadani. Nutné
tedy plati a = b, odtud jiz dostaneme, ze isecky M N a LK jsou 0sové sou-
mérné podle thlopiicky AC, resp. usecky LM a KN jsou osové soumérné
podle thlopticky BD.

Ozna¢me ¢ kruznici vepsanou pétithelniku K LCM N. Kruznice £ se
dotyké stran BC', C'D ¢tverce ABCD, jeji stfed S tedy lezi na ose thlu
BCD, coz je uhloptictka AC ¢tverce ABC'D.

Obdélnik K LM N sestrojime pomoci stejnolehlosti. Necht ¢’ je libovolna
kruznice se stfedem S’, kterd se dotyka poloptimek CB a C'D. Sestrojime
obdélnik K'L'M'N' takovy, ze K'N' je tetna ke kruznici £’ kolmé na
poloptimku CA, K'L’ resp. M'N’ jsou teény ke kruznici ¢’ rovnobézné
s piimkou AC a body L', M' lezi po fadé na polopiimkich CB, CD (viz
obr. 2). Takovy obdélnik K'L'M'N’ miZeme sestrojit pravé jednim zpi-
sobem. Ozna¢me N prisecik polopfimky C'N' s Gise¢kou DA a uvazujme
stejnolehlost h se stfedem C, kterd prevadi obdélnik K'L'M'N' v obdél-
nik KLM N, ktery je vepsan pozadovanym zptsobem do ¢tverce ABC'D.
Obrazem kruZnice ¢’ je pak kruZznice ¢ vepsand pétithelniku KLCMN.
Tim je (jednoznac¢né) uréen obdélnik K LM N danych vlastnosti.

D M M C
S’ I
N Y
L
A’I
A K B

Obr. 2
Spravné teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-

van, Miloslav Hibsch z Prahy 5. Jozef Mészaros z Jelky a Viadimir Pavel
z Blovic.
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