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K obl�ben�m a p�itom jednoduch�m p��klad�m z oblasti rekrea�n� ma�
tematiky pat�� bezesporu �loha dok�zat� 	e v ka�d� skupin� �esti lid� se
najdou t�i osoby� kter� se navz�jem znaj�� nebo t�i osoby� kter� se navz�jem
neznaj�
� Podobn� problematika se objevila mj
 tak� v �

 ro�n�ku mate�
matick� olympi�dy� a to v kategorii C
 M�n� u	 je zn�mo� 	e tato logick�
h���ka m� dalekos�hl� zobecn�n�� je	 vytv��ej� v�znamnou kombinatoric�
kou metodu� kter� se mezi odborn�ky ��k� Ramseyova teorie
� Pot�� co
vylo	�me jej� z�klady� pop��eme v tomto �l�nku dv� �pon�kud p�ekvapiv��
�e�en� jednoho obt�	n�ho geometrick�ho probl�mu o konvexn�ch mnoho�
�heln�c�ch


Zm�n�n� tvrzen� o dvojic�ch zn�m�ch a nezn�m�ch ve skupin� �esti
lidech je mo	n� zobecnit v n�kolika etap�ch
 Prvn� z nich vede k n�sledu�
j�c�mu v�sledku


V�ta �

Pro libovoln� p�irozen� ��sla a� b �ob� v�t�� ne	 �� existuje p�irozen�
��slo N s vlastnost�� V jak�koliv skupin� N osob se v	dy najde a lid�� kte��
se navz�jem znaj�� nebo b lid�� kte�� se navz�jem neznaj�


�P�edpokl�d�me� �e vztah �zn�t se� je symetrick�� tj� A zn� B� pr�v� kdy� B zn� A�
�Frank Plumpton Ramsey 	
��
�
�
��� anglick� matematik a �losof� p�ed�asn� ze�

snul� autor nepo�etn�ch� p�esto velice v�znamn�ch prac� z matematick� logiky� kombi�
natoriky� pravd�podobnosti a matematick� ekonomie�
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Ne	 p�ikro��me k d�kazu t�to v�ty� uve�me� 	e nejmen�� vyhovuj�c� hod�
notu N z v�ty � �z�vislou na parametrech a� b� naz�v�me Ramseyov�m
	�slem R�a� b�
 Tak podle �vodn�ho p��kladu o jak�koliv �estici lid� plat�
nerovnost R��� �� � �
 Proto	e v�ak skupina p�ti lid� po	adovanou vlast�
nost m�t nemus� �jsou�li nap�
 v p�tici osob A�B�C�D�E dvojice zn�m�ch
fA�Bg� fB�Cg� fC�Dg� fD�Eg� fE�Ag a 	�dn� jin��� plat� ve skute�nosti
rovnost R��� �� � �


D
kaz v�ty �� Nejprve vy�et��me p��pad� kdy minfa� bg � �
 Tehdy
plyne tvrzen� a up�es�uj�c� rovnosti R�a� �� � a� R��� b� � b z n�sleduj�c�ho
trivi�ln�ho poznatku� Pokud se ve skupin� N osob nenajde 	�dn� dvojice
nezn�m�ch �resp
 zn�m�ch�� pak se ka	d� dv� osoby znaj� �resp
 neznaj��


Zbyl� p��pady v�ty � nyn� dok�	eme u	it�m principu matematick� in�
dukce vzhledem k sou�tu a�b
 Prvn� induk�n� krok u	 vlastn� m�me hotov�
druh� induk�n� krok zalo	�me na �vaze� ze kter� v p��pad� minfa� bg � �
vyplyne rovnou odhad Ramseyov�ch ��sel ve tvaru

R�a� b� � R�a� �� b� �R�a� b� �� � ���

M�jme tedy skupinu S slo	enou z N osob
 Zvolme libovolnou osobu A � S
a zbyl� osoby rozd�lme do dvou t��d Tz a Tn� kter� se s A znaj�� resp

neznaj�
 P�edpokl�dejme� 	e v cel� skupin� S se nenajde ani a lid�� kte��
se navz�jem znaj�� ani b lid�� kte�� se navz�jem neznaj�
 Pak se ve t��d� Tz
nenajde ani a � � lid�� kte�� se navz�jem znaj�� a pochopiteln� ani b lid��
kte�� se navz�jem neznaj�� tak	e je v n� nejv��eR�a��� b��� osob
 Podobn�
se zd�vodn�� 	e ve t��d� Tn je nejv��e R�a� b����� osob
 Proto pro po�et
N osob v cel� skupin� S plat� nerovnost

N � ��
�
R�a��� b���

�
�
�
R�a� b�����

�
� R�a��� b��R�a� b������

�jedni�ka za znakem ��� zna�� zapo��t�n� osoby A�
 Vzpomeneme�li na
p�edpoklad� z n�ho	 jsme nerovnost odvodili� vid�me� 	e pro ka	d� cel�
N � R�a� �� b��R�a� b� �� je vlastnost z v�ty � ji	 zaru�ena� a nejmen��
vyhovuj�c� N � R�a� b� tud�	 spl�uje nerovnost ���


K ukon�en�mu d�kazu v�ty � dodejme� 	e nerovnosti ��� poskytuj�
pouze hrub� odhady Ramseyov�ch ��sel� jejich up�es�ov�n� je v�ak obt�	n�
natolik� 	e v p��pad� minfa� bg � � je dosud zn�mo jen n�kolik hodnot
R�a� b�
 Dokonce je nyn� v�echny vyp��eme
 S ohledem na z�ejm� rovnosti

�
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R�a� b� � R�b� a�� kter� plynou ze symetrie vztah� �zn�t se� a �neznat se�
v de�nici Ramseyov�ch ��sel� uvedeme zn�m� ��sla R�a� b� jen pro dvojice
�a� b� spl�uj�c� nerovnosti a � b � ��

R����� � � R����� �  R����� � ��
R����� � �� R�
��� � �� R����� � ��
R� ��� � �� R����� � �� R����� � ��

Pohl�dn�me na v�tu � abstraktn�ji
 M�li jsme v n� zad�nu N �prvkovou
mno	inu �stru�n�ji �N �mno	inu�� a jak�koliv rozd�len� v�ech jej�ch dvoj�
prvkov�ch podmno	in do dvou t��d �dvojic zn�m�ch a dvojic nezn�m�ch
lid��
 V dal��m zobecn�n� budou do dvou t��d rozd�leny v�echny p�prvkov�
podmno	iny �stru�n�ji �p�podmno	iny�� dan� N �mno	iny s pevn� zvole�
n�m p � N � tak	e volbou p � � dostaneme p�vodn� v�tu �


V�ta �

Pro libovoln� p�irozen� ��sla p� a� b� kde a � p a b � p� existuje
p�irozen� ��slo N s touto vlastnost�� Rozd�l�me�li v�echny p�podmno	iny
dan� N �mno	iny S libovoln� do dvou t��d T� a T� �jedna z nich m�	e
b�t i pr�zdn��� pak existuje a�mno	ina X� � S� jej�	 p�podmno	iny jsou
v�echny ve t��d� T�� nebo existuje b�mno	ina X� � S� jej�	 p�podmno	iny
jsou v�echny ve t��d� T�


Nejmen�� N z v�ty � naz�v�me Ramseyov�m ��slem Rp�a� b�
 Rozmys�
lete sami� pro� obecn� plat�

Rp�a� b� � Rp�b� a� � Rp�a� p� � a � R��a� b� � a� b� � �

D
kaz v�ty 
 lze zalo	it na analogick� �vaze jako d�kaz v�ty �
 Za p�ed�
pokladu minfa� bg � p � � zvol�me v dan� N �mno	in� S pevn� prvek x

a v �N � ���mno	in� S� � S n fxg rozd�l�me v�echny �p� ���podmno	iny
do dvou vhodn�ch t��d T �

� a T �

�
 Sami promyslete jak a dokon�ete celou
�vahu� kter� tentokr�t vede k nerovnostem

Rp�a� b� � Rp���a
�� b���� � kde a� � Rp�a��� b� a b� � Rp�a� b��� �

Je a	 neuv��iteln�� 	e v p��pad� p � � je dosud zn�ma jedin� netrivi�ln�
hodnota Rp�a� b�� toti	 R���� �� � ��


Nyn� uvedeme nejobecn�j�� variantu Ramseyovy v�ty� ve kter� v�echny
p�podmno	iny dan� mno	iny rozd�lujeme ne do dvou� ale jak�hokoliv da�
n�ho po�tu t��d� kter� ozna��me s �tak	e volbou s � � dostaneme v�tu ��
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P�i n�sledn�ch geometrick�ch �vah�ch ov�em vysta��me s v�tou �� proto
o d�kazu v�ty �� kter� je nav�c obdobn� p�edchoz�m d�kaz�m� nebudeme
uv�d�t 	�dn� podrobnosti


V�ta �

Pro libovoln�ch s� � p�irozen�ch ��sel p� a�� a�� � � � � as� kde ai � p pro
ka	d� i � �� � � � � s� existuje p�irozen� ��slo N s vlastnost�� Rozd�l�me�li
v�echny p�podmno	iny dan�N �mno	iny S libovoln� do s t��d T�� T�� � � � � Ts
�n�kter� z nich mohou b�t i pr�zdn��� pak pro n�kter� i � �� � � � � s se najde
ai�mno	ina Xi � S� jej�	 p�podmno	iny jsou v�echny ve t��d� Ti


Nejmen�� takov� N naz�v�me Ramseyov�m ��slem Rp�a�� a�� � � � � as�


V�tu � m�	eme ilustrovat alespo� jednou uk�zkou
 Nap��klad ��slo
R���� �� �� je nejmen�� N � p�i kter�m plat�� Obarv�me�li ka	dou stranu
i ka	dou �hlop���ku dan�ho N ��heln�ku jednou z barev �erven�� modr�
a zelen�� pak v	dy n�kter� obarven� �se�ky vytvo�� �erven� troj�heln�k�
modr� p�ti�heln�k nebo zelen� osmi�heln�k �za jednobarevn� pova	ujeme
mnoho�heln�k� kter� m� v�echny strany i �hlop���ky obarveny stejnou
barvou�
 !emu se rovn� Ramseyovo ��slo R���� �� ��� patrn� nikdy ne�
zjist�me
 V p��pad� minfa� b� cg � � zn�me jedin� ��slo R��a� b� c�� toti	
R���� �� �� � �

 Uv�domte si� jak� v�znam toto ��slo v podan� interpretaci
m�� a doka	te sami nerovnost R���� �� �� � �
� zadanou na �
 Mezin�rodn�
matematick� olympi�d� v roce � ��
 �Naj�t p��klad� kter� by potvrzoval
nerovnost R���� �� �� � ��� v�ak rad�ji nezkou�ejte� i kdy	 je �asopisecky
publikov�no� jak takov� p��klad pom�rn� nenahodile sestrojit
�

!ten��i si patrn� uv�domili� 	e tematika obarvov�n� stran a �hlop���ek
mnoho�heln�k� popsan� v p�edchoz�m odstavci nen� a	 tolik geometrickou�
jako sp��e grafovou problematikou �hled�n� �pln�ch monochromatick�ch
podgraf� v �pln�ch kone�n�ch grafech s obarven�mi hranami�
 Podstatn�
v�ce geometrie v sob� nese v�sledek� kter�m se budeme od t�to chv�le a	
do konce �l�nku zab�vat a kter� v roce � �� poprv� dok�zali Paul Erd�s
�� ��"�  �� a George Szekeres �� ��"�##��


V�ta �

Pro ka	d� p�irozen� ��slo k � � existuje cel� ��slo N s vlastnost��
Zvol�me�li v rovin�N bod� tak� aby 	�dn� t�i z nich nele	ely v p��mce� pak
v	dy n�kter�ch k zvolen�ch bod� vytvo�� vrcholy konvexn�ho k��heln�ku
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S uveden�m tvrzen�m jako zaj�mavou hypot�zou p�i�la v roce � �� mezi
sv� p��tele " tehdej�� budape�$sk� vysoko�kol�ky " studentka Esther Klei�
nov�� �� ��"�##��� kter� sama nejd��ve vymyslela a dok�zala tvrzen� o v��
b�ru �tve�ice bod� tvo��c�ch vrcholy konvexn�ho �ty��heln�ku� tedy p��pad
v�ty � pro nejmen�� netrivi�ln� k � �
� Uk�	eme jako Kleinov�� 	e tehdy
vyhovuje hodnota N � �


M�jme tedy v rovin� d�nu libovolnou p�tici bod�� z nich	 	�dn� t�i
nele	� v p��mce
 Rozli��me t�i mo	n� p��pady podle toho� zda konvexn�m
obalem takov� p�tice bod� je p�ti�heln�k� �ty��heln�k� nebo troj�heln�k
�obr
 ��


���������	
Obr� 


V prvn�m p��pad� ka	d� �ty�i z dan�ch bod� tvo�� vrcholy konvexn�ho
�ty��heln�ku� ve druh�m p��pad� jsou to �ty�i vrcholy konvexn�ho obalu

Ve t�et�m p��pad� m�	eme dan� body ozna�it ��sly � a	 � tak� aby body �
a � le	ely uvnit� troj�heln�ku ���
 P��mka �� v	dy protne pr�v� dv� z jeho
stran� tud�	 jeho vrcholy m�	eme o��slovat tak� aby neprotnutou z�stala
strana ��
 Pak body �� �� �� � jsou vrcholy konvexn�ho �ty��heln�ku
 T�m
je d�kaz v�ty � pro k � � hotov
 Z�rove� je jasn�� 	e uva	ovan� hodnota
N � � je nejmen�� mo	n�� nebo$ n�kter� �tve�ice bod� �neobsahuj�c� trojici
koline�rn�ch bod�� nejsou vrcholy konvexn�ho �ty��heln�ku% dostaneme je�
kdy	 trojici vrchol� jak�hokoliv troj�heln�ku dopln�me do �tve�ice jeho
libovoln�m vnit�n�m bodem


!ten�� se s�m m�	e pokusit o d�kaz v�ty � pro dal�� hodnotu k � �

Nezbytn� diskuse o mo	n�ch vz�jemn�ch poloh�ch N bod� se pro ka	d�

�D�ky svatb� Szekerese a Kleinov� v roce 
�
� Erd�s pozd�ji za�al tematiku v�ty 

ozna�ovat jako Happy End Problem� Toto pojmenov�n� se v�eobecn� ujalo� jak m��ete
ov��it �googlov�n�m� na internetu�

�Pro k � 
 je v�ta � trivi�ln�� nebo� ka�d� troj�heln�k je konvexn�� tak�e po�adova�
nou vlastnost m� ji� nejmen�� v �vahu p�ich�zej�c� N � 
�
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dal�� N � �� 
� �� � � � ne�m�rn� prodlu	uj�
 P�esto lze s tu	kou v ruce do�
sp�t k z�v�ru� 	e pro k � � je nejmen�� N rovno  
 Nalezen� nejmen��ho N
pro k � � je ov�em i nad mo	nosti sou�asn�ch po��ta��% zn�mo je pouze�
	e hledan� N spl�uje nerovnosti �
 � N � �

 V�eobecn� se v���� 	e to
bude uveden� krajn� hodnota N � �
� kter� je ve shod� s tzv
 Erd&sovou
hypot�zou� je	 pat�� k nejatraktivn�j��m neroz�e�en�m probl�m�m kombi�
natorick� geometrie
 Podle n� pro ka	d� k m� nejmen�� N vyhovuj�c� v�t� �
vyj�d�en� N � �k�� � �
�

V�nujme se v�ak samotn� existen	n� v�t� �
 K ob�ma jej�m odli�n�m d��
kaz�m� kter� uvedeme� budeme pot�ebovat n�sleduj�c� u	ite�n� krit�rium
toho� kdy dan�ch k bod� tvo�� vrcholy konvexn�ho k��heln�ku
 Jeho for�
mulace tak trochu napov�d�� 	e pro d�kaz v�ty � by mohla dob�e poslou	it
pr�v� Ramseyova teorie


Lemma �

Dan�ch k bod� roviny� z nich	 	�dn� t�i nele	� v p��mce� tvo�� vrcholy
konvexn�ho k��heln�ku� pr�v� kdy	 v 	�dn�m troj�heln�ku s vrcholy ve
t�ech dan�ch bodech nele	� 	�dn� z ostatn�ch k � � dan�ch bod�� tedy�
pr�v� kdy	 ka	d� �ty�i z dan�ch bod� jsou vrcholy konvexn�ho �ty��hel�
n�ku


D
kaz lemmatu �� kter� nyn� pod�me� nen� obt�	n� ani nijak trikov�
 P�ed�
n� je jasn�� 	e vrcholy konvexn�ho k��heln�ku popsanou vlastnost maj��
'�dn� z t�chto k bod� nele	� v konvexn�m obalu ostatn�ch k � � bod��
a tedy ani v 	�dn�m troj�heln�ku� kter� tyto body ur�uj�


P�edpokl�dejme nyn� naopak� 	e dan�ch k bod� netvo�� vrcholy konvex�
n�ho k��heln�ku� tak	e jejich obalem je konvexn� k���heln�kM � kde k� � k

Pak n�kter� z dan�ch bod� �kter�koliv z t�ch� kter� jsou r�zn� od vrchol�
M� mus� le	et uvnit� M � tedy uvnit� jednoho z k� � � troj�heln�k� ����
���� ��k� � ��k�� na kter� lze cel� k���heln�k M rozd�lit �obr
 ��


Proto	e v�echny vrcholy t�chto troj�heln�k� �tedy vrcholy M� jist� pat��
k p�vodn�m k dan�m bod�m� je d�kaz lemmatu � hotov


�V�me pouze� �e tato Erd�sova hypot�za plat� pro k � f
� �� �g� vzhledem ke kr�se
jej�ho vzorce by bylo docela smutn� 	i kdy� v z�jmu v�deck�ho pozn�n��� kdyby ji n�kdo
n�jak�m protip��kladem vyvr�til�

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



���
���

Obr� �

Nyn� ji	 m�me v�e p�ipraveno k tomu� abychom dok�zali v�tu � stejn�m
zp�sobem� jako to ud�lali Erd&s a Szekeres� toti	 s pomoc� Ramseyovy te�
orie
 Uva	ujme tedy libovolnou rovinnou mno	inu S tvo�enou N body�
z nich	 	�dn� t�i nele	� v p��mce
 V�echny �tve�ice bod� z S rozd�lme do
dvou t��d Tk a Tn takto� Do t��dy Tk za�ad�me �tve�ice tvo��c� vrcholy kon�
vexn�ch �ty��heln�k�� do t��dy Tn ostatn� �tve�ice
 Vyu	ijeme nyn� v�tu �
pro a � k a b � �
 Bude�li v S alespo� R��k� �� bod�� bude v	dy mo	n�
aspo� jeden z v�b�r�� kter� te� pro p�ehlednost pop��eme a okomentujeme
odd�len�

�i� V�b�r k bod� z S s vlastnost�� Ka	d� �tve�ice vybran�ch bod� le	�

v Tk
 Podle lemmatu � v�ech k vybran�ch bod� pak vytvo�� vrcholy
konvexn�ho k��heln�ku


�ii� V�b�r p�ti bod� z S s vlastnost�� ka	d� �tve�ice vybran�ch bod� le	�
v Tn� tj
 	�dn� �ty�i z vybran�ch p�ti bod� nejsou vrcholy konvexn�ho
�ty��heln�ku
 Jak jsme ji	 dok�zali� takov� situace je v�ak vylou�ena
�prvotn� v�sledek Kleinov��


Proto mus� existovat v�b�r �i� a v�ta � s obecn�m k je tak dok�z�na

Pro ka	d� k vyhovuje libovoln� N � R��k� ��


P�ejdeme nyn� k druh�mu d�kazu v�ty �� kter� je kuri(zn� t�m� 	e ho ob�
jevil a	 v roce � 
� v USA univerzitn� student Tarsy� kdy	 skl�dal zkou�ku
z kombinatoriky
 Po metodick� str�nce je zaj�mav� srovn�n� jeho postupu
s prvn�m d�kazem v�ty � z roku � ��� kter� byl� jak jsme vid�li� postaven
na rozd�len� do dvou t��d v�ech 	tve�ic bod� vybran�ch z dan� mno	iny S

Tarsy�v d�kaz je zalo	en na zcela odli�n�m rozd�len� do dvou t��d v�ech
trojic bod� z S� tedy v�ech troj�heln�k� s vrcholy v S
 Toto rozd�len� nyn�
pop��eme


Nech$ tedy S je op�t libovoln� mno	ina tvo�en�N body v rovin�� z nich	
	�dn� t�i nele	� v p��mce
 Tyto body ozna��me ��sly �� �� �� � � � � N a pak
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v�echny troj�heln�ky ijk �� � i � j � k � N� rozd�l�me do dvou t��d
Tk� Tz n�sleduj�c�m zp�sobem� T��da Tk bude obsahovat ty troj�heln�ky
ijk� kter� jsou pops�ny v kladn�m sm�ru �obr
 � vlevo�� troj�heln�ky ijk
popsan� v z�porn�m sm�ru �obr
 � vpravo� vytvo�� t��du Tz


����
Obr� 


!�m m�	e p�isp�t takov� klasi�kace troj�heln�k� k d�kazu v�ty �) Odpo�
v�� poskytuje n�sleduj�c� tvrzen�


Lemma �

Jsou�li troj�heln�ky ijk� ijl� ikl� jkl pops�ny ve stejn�m sm�ru� tvo��
body i� j� k� l vrcholy konvexn�ho �ty��heln�ku


D
kaz provedeme pomoc� obr
 � s troj�heln�kem ijk popsan�m v kladn�m
sm�ru �pro z�porn� sm�r popisu �ty� uva	ovan�ch troj�heln�k� je cel�
d�kaz stejn��


����
�����	
�

Obr� �

Posu�me nyn�� kde m�	e le	et �tvrt� bod l� kdy	 troj�heln�ky ijl� ikl� jkl
jsou rovn�	 pops�ny v kladn�m sm�ru
 Srovn�me�li jejich popisy s popi�
sem troj�heln�ku ijk� zjist�me� 	e bod l le	� ve t�ech polorovin�ch� a to
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v polorovin� ijk� v polorovin� opa�n� k polorovin� ikj a v polorovin� jki

Tyto t�i poloroviny jsou na obr�zku vyzna�eny ��rkov�n�m u hrani�n�ch
p��mek� jejich pr�nikem je neomezen� oblast� kter� je vybarvena
 Je vid�t�
	e ka	d� bod t�to oblasti �a tedy i bod l� tvo�� s body i� j� k vrcholy
konvexn�ho �ty��heln�ku
 T�m je d�kaz lemmatu � ukon�en


Nyn� ji	 snadno dokon��me Tarsy�v d�kaz v�ty �
 M��li uva	ovan�mno�
	ina S alespo� R��k� k� bod�� pak podle v�ty � lze z S vybrat k bod� tak�
	e �p�i zvolen�m o��slov�n� v�ech bod� z S� v�echny troj�heln�ky s vrcholy
ve vybran�ch bodech le	� ve t��d� Tk nebo ve t��d� Tz� jsou tedy v�echny
pops�ny ve stejn�m sm�ru
 Proto podle lemmatu � tvo�� ka	d� �ty�i z vy�
bran�ch bod� vrcholy konvexn�ho �ty��heln�ku
 To v�ak podle lemmatu �
znamen�� 	e v�ech k vybran�ch bod� jsou vrcholy konvexn�ho k��heln�ku
a druh� d�kaz v�ty � je hotov


��� ro�n�k matematick� olympi�dy
�lohy I� kola

KATEGORIE Z 

Z��I��

Do t�� pr�zdn�ch pol� na obr�zku pat�� takov� p�irozen� ��sla� aby sou�
�in t�� ��sel na ka	d� stran� troj�heln�ku byl stejn�


����
Jak� nejmen�� a jak� nejv�t�� ��slo m�	e b�t za t�to podm�nky vepsan�

v �ed� vybarven�m poli)
Libor �im
nek

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



Z��I��

Alena� B�ra� !en�k a David si spole�n� koupili tandem * j�zdn� kolo
pro dva
 Na proj�	�ku vyr�	ej� v	dy ve dvojici
 Ka	d� jel s ka	d�m u	
alespo� jednou a nikdo jin� se na tandemu je�t� nevezl
 Alena byla na
proj�	�ce jeden�ctkr�t� B�ra dvacetkr�t� !en�k jen �ty�ikr�t


Ur�ete� kolikr�t minim�ln� a kolikr�t maxim�ln� mohl b�t na proj�	�ce
David


Libor �im
nek

Z��I��

Ve �tvercov� s�ti� jej�	 �tverce maj� stranu d�lky �# cm� je nar�sov�na
kru	nice se st�edem S ve vyzna�en�m m��	ov�m bod� a polom�rem �# cm

Body A� B� C a D jsou pr�se��ky kru	nice se s�$ov�mi p��mkami


��
����

Ur�ete obsah vybarven� plochy ABCD

Libor �im
nek

Z��I��

Dominik si vyrobil �prvo��seln� domino� * ka	d� kostka odpov�dala
jednomu dvojm�stn�mu prvo��slu tak� 	e na ka	d� polovin� kostky byla
jedna ��slice tohoto prvo��sla
 '�dn� dvojm�stn� prvo��slo v dominu ne�
chyb�lo a 	�dn� prvo��slo nebylo na dvou kostk�ch
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��������
Dominik se rozhodl� 	e v�echny kostky uspo��d� do kru	nice tak� aby
kostky le	�c� vedle sebe sousedily stejnou ��slic�� viz obr�zek
 Jeho kamar�d
Bo�ek mu �ekl� 	e to nelze prov�st
 M�l Bo�ek pravdu)

Michaela Petrov�

Z��I��

Na stole s kruhovou deskou o pr�m�ru #��m je �nak�ivo� polo	en�
�tvercov� ubrus se stranou �m
 Jeden c�p ubrusu p�e�n�v� p�es hranu
desky stolu #��m� sousedn� c�p #��m


��
��

Ur�ete d�lku p�esahu zbyl�ch dvou c�p�

Sv�tlana Bedn��ov�

Z��I��

!ty�i tat�nkov� cht�li d�tem sponzorovat ly	a�sk� z�jezd

Prvn� sl�bil� �D�m ���## K���
druh� sl�bil� �D�m t�etinu toho� co vy ostatn� dohromady��
t�et� sl�bil� �J� d�m �tvrtinu toho� co vy ostatn� dohromady��
�tvrt� sl�bil� �A j� d�m p�tinu toho� co vy ostatn� dohromady
�

Kolik korun sl�bil druh�� t�et� a �tvrt� tat�nek)
Marta Volfov�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��




KATEGORIE Z�

Z	�I��

Mysl�m si nez�porn� ��slo ve tvaru zlomku s celo��seln�m �itatelem
a jmenovatelem ��
 Kdy	 je nap��i ve tvaru desetinn�ho ��sla� bude m�t
p�ed i za desetinnou ��rkou po jedn� ��slici� ob� tyto ��slice budou ne�
nulov�
 !�sel� kter� maj� ob� uveden� vlastnosti� je v�ce
 Pokud je v�ak
se�ad�m od nejmen��ho po nejv�t��� bude to �moje� p�edposledn�


Jak� ��slo si mysl�m)
Sv�tlana Bedn��ov�

Z	�I��

��
��

Na ka	dou st�nu hrac� kostky jsme napsali
jin� prvo��slo men�� ne	 �# tak� aby sou�ty dvou
��sel na protilehl�ch st�n�ch byly v	dy stejn�

Kostku jsme polo	ili na prvn� pol��ko pl�nu na
obr�zku
 Potom jsme kostku p�evraceli nazna�
�en�m sm�rem po pl�nu
 P�i ka	d�m dotyku
kostky s pl�nem jsme na odpov�daj�c� pol��ko
napsali ��slo� kter�m se ho kostka dotkla


Kter�m sv�m ��slem se kostka pl�nu nedot�
kla� jestli	e sou�et v�ech napsan�ch ��sel byl ��)

�Pl�n je tvo�en �tverci� kter� jsou stejn� velk� jako st�ny kostky
�
Monika Dillingerov�

Z	�I��

Gra�k v redakci novin dostal dva obr�zky� aby je um�stil k �l�nku
 Prvn�
origin�l byl �� cm �irok� a  cm vysok�� druh� m��il na ���ku �� cm a na
v��ku �� cm
 Gra�k se rozhodl um�stit obr�zky na str�nku vedle sebe tak�
aby se dot�kaly a aby oba m�ly stejnou v��ku
 Po vyti�t�n� m�ly obr�zky
dohromady zauj�mat ���ku ���� cm
 Obr�zky tedy vhodn� zmen�il� ani	 by
je jakkoli o�ez�val


Jak� bude v��ka vyti�t�n�ch obr�zk�)
Libor �im
nek
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Z	�I��

M�me d�ny t�i navz�jem r�zn� nenulov� ��slice
 Na tabuli nap��eme
v�echna trojcifern� ��sla� kter� lze slo	it z t�chto ��slic� p�i�em	 pro ka	d�
��slo pou	ijeme v�echny t�i ��slice
 Sou�et napsan�ch ��sel je � 

�


Se kter�mi t�emi ��slicemi jsme pracovali) Ur�ete v�echna �e�en�

Libor �im
nek

Z	�I��

��
��

Na v�	i radnice jsou hodiny� kter� maj� bl�zko
st�edu cifern�ku dv��ka pou	�van� p�i �dr	b�

Dv��ka se v�ak otev�raj� ven� co	 je nepraktick� *
nap��klad p�esn� v ���# zakryje velk� ru�i�ka
dv��ka� kter� pak nejdou otev��t po dobu� je	 kon��
p�esn� v �����


Kolik minut denn� dv��ka nelze otev��t)
�Nezapome�te� 	e dv��ka m�	e zakr�t i mal�

ru�i�ka% cel� dv��ka le	� v kruhu� kter� tato ru�i�ka
opisuje
�

Libor �im
nek

Z	�I��

V kv�dru ABCDEFGH je um�st�no t�leso PQRSTUVX � jeho	 vr�
choly jsou st�edy hran kv�dru� viz obr�zek


����
�����	
�

Vypo�t�te objem a povrch hranolu� je�li� jABj � �cm� jBCj � � cm�
jBF j � �cm


Marie Krej	ov�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �� 



KATEGORIE Z


Z
�I��

��
��

Na ka	dou st�nu hrac� kostky jsme napsali
jin� prvo��slo men�� ne	 �# tak� aby sou�ty dvou
��sel na protilehl�ch st�n�ch byly v	dy stejn�

Kostku jsme polo	ili na prvn� pol��ko pl�nu na
obr�zku nejv�t��m ��slem dol�
 Potom jsme kos�
tku p�evraceli nazna�en�m sm�rem po pl�nu

P�i ka	d�m dotyku kostky s pl�nem jsme na
odpov�daj�c� pol��ko napsali ��slo� kter�m se ho
kostka dotkla


Kter�m ��slem se kostka dotkla zbarven�ho pol��ka� jestli	e sou�et v�ech
napsan�ch ��sel byl nejv�t�� mo	n�)

�Pl�n je tvo�en �tverci� kter� jsou stejn� velk� jako st�ny kostky
�
Monika Dillingerov�

Z
�I��

Na obr�zku je �tvercov� s�$� jej�	 �tverce maj� stranu d�lky � cm
 V s�ti
je zakreslen obrazec vybarven� �ed�
 Libor m� nar�sovat p��mku� kter� je
rovnob�	n� s p��mkouMO a rozd�luje �ed� obrazec na dv� ��sti o stejn�m
obsahu


���
������

V jak� vzd�lenosti od p��mky MO povede Libor tuto rovnob�	ku)
Libor �im
nek
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Z
�I��

Turist� pl�novali dlouhou t�ru na t�i dny s t�m� 	e ka	d� den ujdou
t�etinu cel� trasy
 To dodr	eli jen prvn� den
 Druh� den u�li pouze t�etinu
zbyl� cesty a t�et� den� unaveni� jen �tvrtinu zbytku
 Posledn�ch �� km do
c�le je dovezlo ter�nn� auto


Jak dlouh� m�la b�t cel� t�ra a kolik kilometr� turist� u�li prvn�� druh�
a t�et� den)

Marta Volfov�

Z
�I��

Pan Hor�k je o � roky star�� ne	 jeho 	ena a jejich prvorozen� syn je
o � roky star�� ne	 jejich druhorozen�
 V�ichni �ty�i �lenov� rodiny slav�
narozeniny ve stejn� den� nyn� maj� dohromady �� let
 P�ed � lety bylo
�len�m t�to rodiny dohromady �� let
 Ur�i dne�n� st��� rodi�� i obou d�t�


Marta Volfov�

Z
�I��

Zuzka napsala p�tim�stn� ��slo
 Kdy	 p�ipsala jedni�ku na konec tohoto
��sla� dostala ��slo� kter� je t�ikr�t v�t�� ne	 ��slo� kter� by z�skala� kdyby
napsala jedni�ku p�ed p�vodn� ��slo


Kter� p�tim�stn� ��slo Zuzka napsala)
Libu�e Hozov�

Z
�I��

Je d�n obd�ln�k ABCD
 Bodem A vedeme p��mku� kter� protne �se�ku
CD v bod� X tak� 	e pro obsahy vznikl�ch �tvar� plat� SAXD � SABCX �
� � � �
 Bodem X vedeme p��mku� kter� protne �se�ku AB v bod� Y tak�
	e plat� SAXY � SY BCX � � � �
 Nakonec bodem Y vedeme p��mku� kter�
protne �se�ku XC v bod� Z tak� 	e plat� SXY Z � SY BCZ � � � �


Vypo��tej pom�r obsah� SAXD � SAXZY 

Monika Dillingerov�
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Zaj�mav� matematick� 	lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a ���� jejich	 zad�n� byla zve�ejn�na v p�t�m
��sle tohoto ��

� ro�n�ku na�eho �asopisu


�loha ���

Ur�ete v�echny dvojice �x� y� cel�ch ��sel� pro kter� plat�

x� � y� � �x� ����y � ���

Pavel Cal�bek

�e�en�� Rovnici uprav�me na tvar

�x� y�� � �x� �y � ���

Pro libovoln� cel� ��sla x� y je v�raz na prav� stran� ��slo d�liteln� dv�ma�
tedy i v�raz na lev� stran� mus� b�t d�liteln� dv�ma
 Pokud m� rovnice
�e�en� v oboru cel�ch ��sel� existuje cel� ��slo k tak� 	e plat�

x� y � �k�

�x� �y � �� � �k��

Odtud

x �
�k� � �k � �

�
� y �

�k� � �k � �

�
�

Nech$ ��slo k d�v� p�i d�len� p�ti zbytek j� tedy existuj� cel� ��sla m a j�
kde j � f#� �� �� �� �g� tak� 	e plat� k � ��m� �� � j
 Potom

x � �#m� � ��m� �mj � �j � � �
�j� � �j � �

�
�

y � �#m� � ��m� �mj � �j � �� �
�j� � �j � �

�
�

���

Vzhledem k tomu� 	e m a j jsou cel� ��sla� jsou x a y cel�� pr�v� kdy	
��sla �

�
��j� ��j � �� a �

�
��j� � �j � �� jsou cel�� tj
 pr�v� kdy	 j � f�� �g


Na�li jsme nutnou podm�nku existence �e�en�
 Na druhou stranu zkou�kou
snadno ov���me� 	e ka	d� z dvojic �vznikl�ch ze vztahu ��� volbou j � ��
j � ��
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�x� y� � ��#m� � �m� �� �#m� � ��m� ��

�x� y� � ��#m� � �m� �� �#m� � �m�

���

���

pro libovoln� cel� ��slo m vyhovuje dan� rovnici

Dan� rovnici vyhovuje nekone�n� mnoho cel�ch ��sel� ka	d� z nich se

d� zapsat jedn�m ze zp�sob� ��� nebo ���� kde m je libovoln� cel� ��slo


Spr�vn� �e�en� zaslali� Karol Gajdo� z Trnavy� Jozef M�sz�ros z Jelky
a Vladim�r Pavel z Blovic


Ne�pln� �e�en� zaslal Anton Hn�th z Moravan


�loha ���

V rovnostrann�m troj�heln�ku ABD se stranou d�lky � ozna�me C

st�ed stranyBD
 Tento troj�heln�k rozst�ihneme na polovinu pod�l p��mky
AC
 Troj�heln�kABC z�stane pevn� na m�st� a troj�heln�k ACD se kolem
n�j oto�� takto� Nejprve se oto�� kolem bodu A do polohy AC �B� pak se
oto�� kolem bodu B do polohy A�CB a nakonec se oto�� kolem bodu C do
p�vodn� polohy ACD
 Ur�ete obsah rovinn�ho �tvaru� kter� pokryje p�i
tomto pohybu troj�heln�k ACD


Jaroslav Zhouf

�e�en�� V��ka rovnostrann�ho troj�heln�ku se stranou d�lky � je jACj �
�
p
�
 Vid�me� 	e troj�heln�k ACD pokryje p�i sv�m pohybu oblast� kter�

je sjednocen�m kruh� kA�A% ��� kB�B% �� a kC�C%
p
�� bez vnit�ku troj��

heln�ku ABC �viz obr�zek� kde jsou z�rove� tmav�� barvou zv�razn�ny
kl��ov� polohy troj�heln�ku ACD�
 Ozna�me P pr�se��k kru	nic ka�A% ��
a kc�C%

p
��� Q pr�se��k kru	nic ka a kb�B% ��


Troj�heln�k ABQ je rovnostrann�
 Troj�heln�k ACP je rovnoramenn�
se z�kladnou AP d�lky � a rameny d�lek

p
�
 Pro velikost � �hlu PAC

plat�

cos� �
jAP j
� jACj �

p
�

�
�

Jeliko	 v dal��m textu budeme hledat obsahy kruhov�ch v�se��� uv�d�jme�
na rozd�l od za	it�ch zvyklost�� velikosti �hl� v obloukov� m��e
 Tedy

� � arccos

p
�

�
a sin� �

p
�� cos� � �

r
�

�
�
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����
����
����
����

Oblast pokrytou pohybem troj�heln�ku ACD rozd�lme na n�kolik ��st��

a� Kruhov� v�se� kruhu kA ohrani�en� body P a Q
 Velikost nekonvexn�ho
�hlu PAQ je

�� � j�QABj � j�BACj � j�CAP j � �� � �

�
� �

�
� � �

��

�
� ��

tedy velikost jemu odpov�daj�c� kruhov� v�se�e kruhu kA je

S� � ��
�

�
� � �

��
� �� � ���

b� Rovnostrann� troj�heln�k ABQ% jeho obsah je

S� �
p
��

c� Kruhov� v�se� kruhu kB ohrani�en� body Q a A�
 Velikost �hlu A�BQ

je

j�A�BCj� j�CBAj� j�ABQj � �

�
�
�

�
�
�

�
� �
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a velikost kruhov� v�se�e kruhu kB ohrani�en� body Q a A� je

S� �
�

�
� �� � ���

d� Troj�heln�k A�BC% jeho obsah je

S� �

p
�

�
�

e� Kruhov� v�se� kruhu kC ohrani�en� body A� a P 
 Jestli	e velikost vnit��
n�ho �hlu p�i z�kladn� AP rovnoramenn�ho troj�heln�ku APC je �� po�
tom velikost vnit�n�ho �hlu p�i vrcholu C je ����
 Velikost �vedlej��ho�
�hlu A�CP potom je

� � j�ACP j � � � �� � ��� � ��

a velikost jemu odpov�daj�c� kruhov� v�se�e kruhu kC je

S� � �� � ��
��

� ���

f� Troj�heln�k ACP � jeho obsah je

S� �
�

�
jACj � jAP j � sin j�CAP j � �

�
� �
p
� � sin� �

p
� �
r

�

�
�
p
��

Obsah plochy� kterou pokryje p�i sv�m pohybu troj�heln�k ACD je tedy

S� � S� � S� � S� � S� � S� � ��� � ��� �
p
� � �� �

p
�

�
� ���

p
� �

� �� � ��
�

�

p
� �

p
� � �� � arccos

p
�

�
�

�

�

p
� �

p
� � �#����

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan a Vladim�r Pavel z Blo�
vic


Ne�pln� �e�en� zaslal Karol Gajdo� z Trnavy

Pavel Cal�bek
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