MATEMATIKA

Ramseyova cisla a jejich uplatnéni
v geometril

JAROMIR SIMSA
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

K oblibenym a pfitom jednoduchym piikladim z oblasti rekrea¢ni ma-
tematiky patii bezesporu uloha dokdzat, ze v kaZdé skupiné Sesti lidi se
najdou ti osoby, které se navzdjem znagji, nebo tri osoby, ktere se navzdijem
neznaji.' Podobné problematika se objevila mj. také v 57. roéniku mate-
matické olympiddy, a to v kategorii C. Méné uz je zndmo, Ze tato logickd
hiicka méa dalekosahla zobecnéni, jez vytvareji vyznamnou kombinatoric-
kou metodu, které se mezi odborniky ¥iké Ramseyova teorie.? Poté, co
vylozime jeji zéklady, popiSeme v tomto ¢lanku dvé (ponékud prekvapiva)
feSeni jednoho obtizného geometrického problému o konvexnich mnoho-
thelnicich.

Zminéné tvrzeni o dvojicich zndmych a nezndmych ve skupiné Sesti
lidech je mozné zobecnit v nékolika etapach. Prvni z nich vede k nasledu-
jicimu vysledku.

Véta 1

Pro libovolnd pfirozend ¢isla a, b (obé vétsi neZ 1) existuje pfirozené
¢islo N s vlastnosti: V jakékoliv skupiné N osob se vzdy najde a lidi, kteii
se navzajem znaji, nebo b lidi, ktefi se navzajem neznaji.

IPfedpokladame, ze vztah ,znat se“ je symetricky, tj. A zna B, pravé kdyz B zna A.

2 Frank Plumpton Ramsey (1903-1930), anglicky matematik a filosof, pfed&asng ze-
snuly autor nepocetnych, presto velice vyznamnych praci z matematické logiky, kombi-
natoriky, pravdépodobnosti a matematické ekonomie.
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Nez prikro¢ime k ditkazu této véty, uvedme, ze nejmensi vyhovujici hod-
notu N z véty 1 (zavislou na parametrech a, b) nazyvime Ramseyovym
¢islem R(a,b). Tak podle avodniho piikladu o jakékoliv Sestici lidi plati
nerovnost R(3,3) < 6. ProtoZe vSak skupina péti lidi pozadovanou vlast-
nost mit nemusi (jsou-li napf. v pétici osob A, B, C, D, E dvojice zndmych
{A,B},{B,C},{C,D},{D,E}, {E, A} a zadné jiné), plati ve skutecnosti
rovnost R(3,3) = 6.

Dikaz véty 1. Nejprve vySetiime pripad, kdy min{a,b} = 2. Tehdy
plyne tvrzeni a upfesiujici rovnosti R(a, 2) = a, R(2,b) = b z nasledujiciho
trividlniho poznatku: Pokud se ve skupiné N osob nenajde zddna dvojice
neznamych (resp. znamych), pak se kazdé dvé osoby znaji (resp. neznaji).

Zbylé pripady véty 1 nyni dokdzeme uzitim principu matematické in-
dukce vzhledem k sou¢tu a+b. Prvni indukéni krok uz vlastné mame hotov,
druhy indukéni krok zalozime na tGvaze, ze které v pfipadé min{a,b} > 3
vyplyne rovnou odhad Ramseyovych ¢isel ve tvaru

R(a,b) < R(a —1,b) + R(a,b— 1). (1)

Méjme tedy skupinu S slozenou z N osob. Zvolme libovolnou osobu 4 € S
a zbylé osoby rozdélme do dvou t¥id T, a Ty, které se s A znaji, resp.
neznaji. Predpokladejme, ze v celé skupiné S se nenajde ani a lidi, ktefi
se navzajem znaji, ani b lidi, ktefi se navzajem neznaji. Pak se ve tridé T,
nenajde ani a — 1 lidi, ktefi se navzdjem znaji, a pochopitelné ani b lidi,
ktefi se navzdjem neznaji, takze je v ni nejvyse R(a—1,b)—1 osob. Podobné
se zdvodni, ze ve tfidé T, je nejvyse R(a,b— 1) — 1 osob. Proto pro pocet
N osob v celé skupiné S plati nerovnost

N <1+ (R(a—1,b)-1)+ (R(a,b—1)—1) = R(a—1,b) + R(a,b—1) — 1,

(jednicka za znakem ,,<“ znali zapo¢itani osoby A). Vzpomeneme-li na
predpoklad, z néhoZz jsme nerovnost odvodili, vidime, Ze pro kazdé celé
N > R(a—1,b) + R(a,b—1) je vlastnost z véty 1 jiz zarucena, a nejmensi
vyhovujici N = R(a,b) tudiZ splituje nerovnost (1).

K ukon¢enému dikazu véty 1 dodejme, Ze nerovnosti (1) poskytuji
pouze hrubé odhady Ramseyovych ¢isel, jejich upfesnovani je vSak obtizné
natolik, Ze v ptipadé min{a,b} > 3 je dosud zndmo jen nékolik hodnot
R(a,b). Dokonce je nyni vSechny vypiSeme. S ohledem na zfejmé rovnosti
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R(a,b) = R(b,a), které plynou ze symetrie vztaht ,znat se“ a ,neznat se“
v definici Ramseyovych ¢&isel, uvedeme znama ¢isla R(a,b) jen pro dvojice
(a,b) spliwjici nerovnosti a > b > 3:

R(3,3) = 6 R(4,3) = 9 R(5,3) = 14
R(6,3) = 18 R(7,3) = 23 R(8,3) = 28
R(9,3) = 36 R(4,4) = 18 R(54) = 25

Pohlédnéme na vétu 1 abstraktnéji. Méli jsme v ni zadanu N-prvkovou
mnozinu (stru¢néji ,,N-mnozinu®“) a jakékoliv rozdéleni vSech jejich dvoj-
prvkovych podmnozin do dvou t¥id (dvojic zndmych a dvojic nezndmych
lidi). V dalsim zobecnéni budou do dvou t¥{d rozdéleny vSechny p-prvkové
podmnoZiny (stru¢néji ,p-podmnoZiny*) dané N-mnoZiny s pevné zvole-
nym p < N, takze volbou p = 2 dostaneme pivodni vétu 1.

Véta 2

Pro libovolné pfirozend cisla p, a, b, kde a > p a b > p, existuje
prirozené ¢islo N s touto vlastnosti: Rozdélime-li vSechny p-podmnoziny
dané N-mnoziny S libovolné do dvou t¥id T a Ty (jedna z nich muze
byt i prazdnd), pak existuje a-mnozina X; C S, jejiz p-podmnoziny jsou
vSechny ve t¥idé 77, nebo existuje b-mnozina X, C S, jejiz p-podmnoziny
jsou v8echny ve tiidé 1.

Nejmensi N z véty 2 nazyvame Ramseyovym ¢islem Rp(a,b). Rozmys-
lete sami, pro¢ obecné plati

Rp(a7b) :Rp(baa)a RP(aap) =a, Rl(a7b) =a+b-1.

Diikaz vety 2 lze zalozit na analogické Givaze jako dikaz véty 1. Za pred-
pokladu min{a,b} > p + 1 zvolime v dané N-mnoziné S pevny prvek x
av (N —1)-mnoziné S’ = S\ {z} rozdélime vechny (p — 1)-podmnoziny
do dvou vhodnych t¥id 7] a T3. Sami promyslete jak a dokoncete celou
uvahu, kterd tentokrat vede k nerovnostem

R,(a,b) < R,_1(a',b')+1, kde a =R,(a—1,b) a b =R,(a,b—-1).

Je az neuvéritelné, ze v pripadé p > 3 je dosud zndma jedind netrividlni
hodnota R,(a,b), totiz R3(4,4) = 13.

Nyni uvedeme nejobecnéjsi variantu Ramseyovy véty, ve které vsechny
p-podmnoziny dané mnoziny rozdélujeme ne do dvou, ale jakéhokoliv da-
ného poctu t¥id, ktery oznacime s (takZe volbou s = 2 dostaneme vétu 2).

Matematika - fyzika - informatika 17 2007/2008 579



Pti néaslednych geometrickych ivahach ovSem vystacime s vétou 2, proto
o dikazu véty 3, ktery je navic obdobny predchozim diikaztim, nebudeme
uvadét zadné podrobnosti.

Véta 3

Pro libovolnych s + 1 pfirozenych ¢isel p, a1, as, ..., as, kde a; > p pro
kazdé i = 1,...,s, existuje pfirozené Cislo N s vlastnosti: Rozdélime-li
vSechny p-podmnoziny dané N-mnoziny S libovolné do s tiid 71,75, ..., T
(nékteré z nich mohou byt i prazdné), pak pro nékteré i = 1,..., s se najde
a;-mnozina X; C S, jejiz p-podmnoziny jsou vSechny ve tridé T;.

Nejmensi takové N nazyvame Ramseyovym Cislem R, (a1, a2, .., as).

Vétu 3 mulzeme ilustrovat alespon jednou ukazkou. Napiiklad c¢islo
R»(3,5,8) je nejmensi N, pfi kterém plati: Obarvime-li kazdou stranu
i kazdou uhlopricku daného N-thelniku jednou z barev cervend, modra
a zelend, pak vzdy nékteré obarvené tisecky vytvori ¢erveny trojuhelnik,
modry pétithelnik nebo zeleny osmithelnik (za jednobarevny povazujeme
mnohouhelnik, ktery mé vSechny strany i thlopiicky obarveny stejnou
barvou). Cemu se rovnd Ramseyovo ¢islo Ry (3,5,8), patrné nikdy ne-
zjistime. V pfipadé min{a,b,c} > 3 zname jediné ¢islo Ry(a,b,c), totiz
R»(3,3,3) = 17. Uvédomte si, jaky vyznam toto ¢islo v podané interpretaci
mad, a dokaZte sami nerovnost R»(3,3,3) < 17, zadanou na 6. Mezindrodni
matematické olympiddé v roce 1964. (Najit ptiklad, ktery by potvrzoval
nerovnost R»(3,3,3) > 16, vSak radéji nezkousejte, i kdyZz je ¢asopisecky
publikovano, jak takovy piiklad pomérné nenahodile sestrojit.)

Ctenafi si patrné uvédomili, ze tematika obarvovani stran a thlopiicek
mnohothelnikd popsand v predchozim odstavci neni az tolik geometrickou,
jako spiSe grafovou problematikou (hleddni Gplnych monochromatickych
podgrafi v Gplnych koneénych grafech s obarvenymi hranami). Podstatné
vice geometrie v sobé nese vysledek, kterym se budeme od této chvile az
do konce ¢lanku zabyvat a ktery v roce 1935 poprvé dokézali Paul Erdos
(1913-1996) a George Szekeres (1911-2005).

Véta 4

Pro kazdé prirozené Cislo k& > 3 existuje celé Cislo N s vlastnosti:
Zvolime-li v roviné N bodd tak, aby zadné tii z nich nelezely v pfimce, pak
vzdy nékterych k zvolenych bodd vytvori vrcholy konvexniho k-thelniku.
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S uvedenym tvrzenim jako zajimavou hypotézou piisla v roce 1933 mezi
své pratele — tehdejsi budapestské vysokoskolaky — studentka FEsther Klei-
novd® (1911-2005), kterd sama nejdiive vymyslela a dokéazala tvrzeni o vy-
béru ¢tverice bodu tvoricich vrcholy konvexniho ¢tytahelniku, tedy piipad
véty 4 pro nejmensi netrividlni k = 4.* Ukézeme jako Kleinovd, Ze tehdy
vyhovuje hodnota N = 5.

Méjme tedy v roviné danu libovolnou pétici bodd, z nichz zadné tri
nelezi v ptimce. Rozlisime tfi mozné ptipady podle toho, zda konvexnim
obalem takové pétice bodu je pétithelnik, ¢tyifahelnik, nebo trojihelnik
(obr. 1).

Obr. 1

V prvnim pripadé kazdé ¢tyfi z danych bodd tvoii vrcholy konvexniho
ctyrahelniku, ve druhém pripadé jsou to ¢tyri vrcholy konvexniho obalu.
Ve tretim pripadé mtzeme dané body oznacit ¢isly 1 az 5 tak, aby body 4
a b lezely uvnitf trojuhelniku 123. Piimka 45 vzdy protne praveé dvé z jeho
stran, tudiz jeho vrcholy mizeme ocislovat tak, aby neprotnutou zistala
strana 12. Pak body 1, 2, 4, 5 jsou vrcholy konvexniho ¢tyrthelniku. Tim
je dikaz véty 4 pro k = 4 hotov. Zaroven je jasné, Ze uvazovanad hodnota
N =5 je nejmensi mozné, nebot nékteré étverice bodl (neobsahujici trojici
kolinearnich bodi) nejsou vrcholy konvexniho ¢tyfihelniku; dostaneme je,
kdyZz trojici vrcholi jakéhokoliv trojuhelniku doplnime do ¢tvefice jeho
libovolnym vnitinim bodem.

Ctenaf se sam mize pokusit o dikaz véty 4 pro dalsi hodnotu k = 5.
Nezbytné diskuse o moznych vzajemnych polohdch N bodi se pro kazdé

3Diky svatb& Szekerese a Kleinové v roce 1937 Erdos pozdé&ji zacal tematiku véty 3
oznacovat jako Happy End Problem. Toto pojmenovani se vSeobecné ujalo, jak mizete
ovéfit ,googlovanim® na internetu.

4Pro k = 3 je véta 4 trivialni, nebot kazdy trojihelnik je konvexni, takZe pozadova-
nou vlastnost ma jiz nejmensi v ivahu prichdzejici N = 3.
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dalsi N =6,7,8,... neamérné prodluzuji. Presto lze s tuzkou v ruce do-
spét k zavéru, ze pro k = 5 je nejmensi IV rovno 9. Nalezeni nejmensiho N
pro k = 6 je ovSem i nad moznosti soucasnych pocitacd; zndmo je pouze,
ze hledané N spliuje nerovnosti 17 < N < 37. VSeobecné se véri, ze to
bude uvedend krajni hodnota IV = 17, kterd je ve shodé s tzv. Erdosovou
hypotézou, jez patii k nejatraktivnéjsim nerozieSsenym problémim kombi-
natorické geometrie. Podle ni pro kazdé k mé nejmensi N vyhovujici vété 4
vyjadieni N = 2F=2 4 15

Vénujme se vSak samotné existencni vété 4. K obéma jejim odlisnym di-
kaztim, které uvedeme, budeme potiebovat nasledujici uziteéné kritérium
toho, kdy danych k bodu tvori vrcholy konvexniho k-tihelniku. Jeho for-
mulace tak trochu napovidé, ze pro diikaz véty 4 by mohla dobie poslouzit
pravé Ramseyova teorie.

Lemma 1

Danych k bodd roviny, z nichz zadné tii nelezi v primce, tvoii vrcholy
konvexniho k-thelniku, pravé kdyz v zadném trojihelniku s vrcholy ve
tfech danych bodech nelezi zadny z ostatnich k& — 3 danych bodi, tedy,
prévé kdyz kazdé ctyti z danych bodt jsou vrcholy konvexniho ¢tyitahel-
niku.

Dikaz lemmatu 1, ktery nyni podame, neni obtizny ani nijak trikovy. Pred-
né je jasné, ze vrcholy konvexniho k-thelniku popsanou vlastnost maji:
Z4dny z téchto k bodl nelezi v konvexnim obalu ostatnich k — 1 bodi,
a tedy ani v zddném trojihelniku, které tyto body urcuji.

Predpoklddejme nyni naopak, ze danych k& bodl netvori vrcholy konvex-
niho k-thelniku, takZe jejich obalem je konvexni k'-Ghelnik M, kde k' < k.
Pak néktery z danych bodu (kterykoliv z téch, které jsou rizné od vrchola
M) musi lezet uvnité M, tedy uvnitf jednoho z k' — 2 trojuhelnika 123,
134, 1(k' — 1)K', na které lze cely k'-Ghelnik M rozdélit (obr. 2).

ProtoZe vSechny vrcholy téchto trojuhelnika (tedy vrcholy M) jisté patii
k piivodnim k danym bodim, je diikaz lemmatu 1 hotov.

5Vime pouze, %e tato Erdosova hypotéza plati pro k € {3,4,5}; vzhledem ke krése
jejiho vzorce by bylo docela smutné (i kdyZz v zdjmu védeckého poznani), kdyby ji nékdo
néjakym protipiikladem vyvratil.
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Obr. 2

Nyni jiz médme vSe pripraveno k tomu, abychom dokazali vétu 4 stejnym
zptsobem, jako to udélali Erdos a Szekeres, totiz s pomoci Ramseyovy te-
orie. Uvazujme tedy libovolnou rovinnou mnozinu S tvofenou N body,
z nichz zadné t1i nelezi v pfimce. VSechny ¢tverice bodd z S rozdélme do
dvou tiid Ty a T, takto: Do t¥idy Ty zaradime Ctverice tvorici vrcholy kon-
vexnich ¢tyfthelnikd, do tfidy 7y, ostatni Ctvefice. Vyuzijeme nyni vétu 2
proa =k a b =>5. Bude-li v S alesponr R4(k,5) bodt, bude vzdy moZny
aspon jeden z vybéri, které ted pro prehlednost popiseme a okomentujeme
oddélené.

(i) Vybér k bodud z S s vlastnosti: Kazd4 ¢tvefice vybranych bodi lezi

v Tx. Podle lemmatu 1 vSech k& vybranych bodt pak vytvoii vrcholy
konvexniho k-thelniku.

(ii) Vybér péti bodi z S s vlastnosti: kazda ¢tvefice vybranych bodu lezi
v Ty, tj. zadné ¢tyti z vybranych péti bod nejsou vrcholy konvexniho
¢tyrahelniku. Jak jsme jiz dokazali, takova situace je vSak vyloucena
(prvotni vysledek Kleinové).

Proto musi existovat vybér (i) a véta 4 s obecnym k je tak dokdzana.
Pro kazdé k vyhovuje libovolné N > R4(k,5).

Prejdeme nyni k druhému diikazu véty 4, ktery je kuridézni tim, Ze ho ob-
jevil az v roce 1975 v USA univerzitni student Tarsy, kdyz skladal zkousku
z kombinatoriky. Po metodické strance je zajimavé srovnani jeho postupu
s prvnim dikazem véty 4 z roku 1935, ktery byl, jak jsme vidéli, postaven
na rozdéleni do dvou tfid vSech ctveric bodl vybranych z dané mnoziny S.
Tarsytv dikaz je zaloZen na zcela odlisném rozdéleni do dvou t¥id vSech
trojic bodi z S, tedy vSech trojahelniki s vrcholy v S. Toto rozdéleni nyni
popiseme.

Necht tedy S je opét libovolnd mnozina tvofend N body v roving, z nichz
zadné tii nelezi v primce. Tyto body oznacime ¢isly 1,2,3,..., N a pak
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v8echny trojahelniky ijk (1 < i < j < k < N) rozdélime do dvou tfid
Tk, T, nasledujicim zptsobem: Trida Ty bude obsahovat ty trojihelniky
ijk, které jsou popsény v kladném sméru (obr. 3 vlevo), trojihelniky ijk
popsané v zaporném sméru (obr. 3 vpravo) vytvori t¥idu 75,.

k J

1 J 1 k

Obr. 3

Cim muzZe piispét takova klasifikace trojihelnika k dikazu véty 4? Odpo-
véd poskytuje nasledujici tvrzeni.

Lemma 2
Jsou-li trojuhelniky ijk, ijl, ikl, 7kl popsdny ve stejném sméru, tvori
body i, 7, k, [ vrcholy konvexniho ¢tyrihelniku.

Diikaz provedeme pomoci obr. 4 s trojihelnikem ¢7k popsanym v kladném
sméru (pro zaporny smér popisu Ctyf uvaZovanych trojihelnikii je cely
dikaz stejny).

e

Obr. 4

Posudme nyni, kde mtze leZet ¢tvrty bod [, kdyz trojuhelniky iji, ikl, jkl
jsou rovnéz popsany v kladném sméru. Srovname-li jejich popisy s popi-
sem trojuhelniku ijk, zjistime, ze bod [ lezi ve tiech polorovinach, a to
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v poloroviné ijk, v poloroviné opac¢né k poloroviné ikj a v poloroviné jki.
Tyto tii poloroviny jsou na obrazku vyznaceny ¢arkovadnim u hrani¢nich
primek, jejich prinikem je neomezend oblast, kterd je vybarvena. Je vidét,
Ze kazdy bod této oblasti (a tedy i bod ) tvoii s body 4, j, k vrcholy
konvexniho ¢tyfahelniku. Tim je dikaz lemmatu 2 ukoncen.

Nyni jiz snadno dokonc¢ime Tarsytv dikaz véty 4. Ma-li uvazovana mno-
Zina S alesponn R3(k, k) bodt, pak podle véty 2 lze z S vybrat k bodd tak,
Ze (pfi zvoleném ocislovani v8ech bodt z S) vSechny trojthelniky s vrcholy
ve vybranych bodech lezi ve t¥idé Ty nebo ve tridé T,, jsou tedy vSechny
popsany ve stejném sméru. Proto podle lemmatu 2 tvori kazdé ¢tyti z vy-
branych bodi vrcholy konvexniho ¢tyrahelniku. To vSak podle lemmatu 1
znamena, ze vSech k vybranych bodd jsou vrcholy konvexniho k-thelniku
a druhy dikaz véty 4 je hotov.

58. rocnik matematické olympiady
Ulohy 1. kola

KATEGORIE 79

7Z9-1-1
Do t¥i prazdnych poli na obrazku patii takova pfirozend ¢isla, aby sou-
¢in tii cisel na kazdé strané trojihelniku byl stejny.

Jaké nejmensi a jaké nejvétsi ¢islo miize byt za této podminky vepsané
v $edé vybarveném poli?
Libor Simiinek
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7912

Alena, Bara, Cen¢k a David si spole¢né koupili tandem — jizdni kolo
pro dva. Na projizdku vyrédzeji vzdy ve dvojici. Kazdy jel s kazdym uz
alespon jednou a nikdo jiny se na tandemu je$té nevezl. Alena byla na
projizdce jedenéctkrat, Bara dvacetkrat, Cenék jen Gtyfikrat.

Urcete, kolikrat minimélné a kolikrat maximéalné mohl byt na projizdce
David.
Libor Simiinek

Z9-1-3

Ve ¢tvercové siti, jejiz ¢tverce maji stranu délky 10cm, je narysovana
kruznice se stfedem S ve vyznaceném miizovém bodé a polomérem 20 cm.
Body A, B, C a D jsou pruseciky kruZznice se sitovymi pfimkami.

Urcete obsah vybarvené plochy ABCD.
Libor Simiinek

7914

Dominik si vyrobil ,prvociselné domino“ — kazda kostka odpovidala
jednomu dvojmistnému prvocislu tak, ze na kazdé poloviné kostky byla
jedna ¢islice tohoto prvoéisla. Zadné dvojmistné prvoéislo v dominu ne-
chybélo a zaddné prvocislo nebylo na dvou kostkach.
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QQHH un°°

Dominik se rozhodl, Ze vSechny kostky usporadd do kruznice tak, aby
kostky lezici vedle sebe sousedily stejnou ¢islici, viz obrazek. Jeho kamarad
Borek mu fekl, Ze to nelze provést. Mél Borek pravdu?

Michaela Petrovd

7Z9-1-5

Na stole s kruhovou deskou o priméru 0,6 m je ,nakfivo“ polozeny
¢tvercovy ubrus se stranou 1m. Jeden cip ubrusu pfec¢nivd pies hranu
desky stolu 0,5m, sousedni cip 0,3 m.

0,5m

Urcete délku presahu zbylych dvou cipt.
Svétlana Bedndiovd

79-1-6

Ctyfii tatinkové chtéli détem sponzorovat lyzaisky zajezd.
Prvni slibil: ,Dam 11500 K¢,«
druhy slibil: |Dam tfetinu toho, co vy ostatni dohromady,“
treti slibil: ,,J4 dam c¢tvrtinu toho, co vy ostatni dohromady,*
¢tvrty slibil: A ja ddm pétinu toho, co vy ostatni dohromady.“

Kolik korun slibil druhy, tieti a ¢tvrty tatinek?

Marta Volfova
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KATEGORIE Z8

7Z8-1-1

Myslim si nezaporné cislo ve tvaru zlomku s celociselnym Ccitatelem
a jmenovatelem 12. Kdyz je napisi ve tvaru desetinného c¢isla, bude mit
pred i za desetinnou ¢arkou po jedné Cislici, obé tyto Cislice budou ne-
nulové. Cisel, kterd maji ob& uvedené vlastnosti, je vice. Pokud je vSak
sefadim od nejmensiho po nejvétsi, bude to ,moje“ predposledni.

Jaké ¢islo si myslim?

Svétlana Bedndrovd

Z8-1-2

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali
jiné prvocislo mensi nez 20 tak, aby soucty dvou
¢isel na protilehlych sténdch byly vzdy stejné.
Kostku jsme polozili na prvni policko planu na
obrazku. Potom jsme kostku prevraceli nazna-
Cenym smérem po planu. Pri kazdém dotyku
kostky s planem jsme na odpovidajici policko
napsali ¢islo, kterym se ho kostka dotkla.

Kterym svym c¢islem se kostka planu nedot-
kla, jestlize soucet vSech napsanych ¢isel byl 867

(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.)
Monika Dillingerovd

7Z8-1-3

Grafik v redakci novin dostal dva obrazky, aby je umistil k ¢lanku. Prvni
origindl byl 13 cm Siroky a 9cm vysoky, druhy méfil na §iftku 14cm a na
vysku 12 cm. Grafik se rozhodl umistit obrazky na stranku vedle sebe tak,
aby se dotykaly a aby oba mély stejnou vysku. Po vytisténi mély obrazky
dohromady zaujimat §itku 18,8 cm. Obrazky tedy vhodné zmensil, aniz by
je jakkoli ofezaval.

Jaké bude vyska vytisténych obrazka?

Libor Simiinek
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Z8-1-4

Mame dény tfi navzajem rizné nenulové cislice. Na tabuli napiSeme
vSechna trojcifernd ¢isla, kterd lze slozit z téchto cislic, pricemz pro kazdé
Cislo pouzijeme vSechny tfi Cislice. Soucet napsanych ¢isel je 1776.

Se kterymi tfemi ¢islicemi jsme pracovali? Uréete vSechna feSeni.

Libor Siminek

Z8-1-5

Z8-1-6

V kvaddru ABCDEFGH je umisténo téleso PQRSTUV X, jehoZz vr-

Na vézi radnice jsou hodiny, které maji blizko
sttedu ciferniku dvifka pouZivand pii adrzbé.
Dvirka se vSak oteviraji ven, coz je nepraktické —
napiiklad presné v 12:09 zakryje velkd rucicka
dvirka, ktera pak nejdou oteviit po dobu, jez konci
presné v 12:21.
Kolik minut denné dviika nelze oteviit?

(Nezapomeiite, Ze dvifka mtze zakryt i mald
rucicka; celd dvirka lezi v kruhu, ktery tato rucicka

opisuje.)

choly jsou stredy hran kvadru, viz obrazek.

Vypoctéte objem a povrch hranolu, je-li: |[AB| = 8cm, |BC| = 6cm,

|BF| = 4cm.

N
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KATEGORIE Z7

7711

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali
jiné prvocislo mensi nez 20 tak, aby soucty dvou
¢isel na protilehlych sténdch byly vzdy stejné.
Kostku jsme polozili na prvni policko planu na
obrazku nejvétsim cislem dold. Potom jsme kos-
tku prevraceli naznacenym smérem po planu.
Pri kazdém dotyku kostky s planem jsme na
odpovidajici policko napsali ¢islo, kterym se ho
kostka dotkla.

Kterym ¢islem se kostka dotkla zbarveného policka, jestlize soucet vSech
napsanych ¢isel byl nejvétsi mozny?
(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.)
Monika Dillingerovd

7Z7-1-2

Na obrazku je ¢tvercova sit, jejiz ¢tverce maji stranu délky 1cm. V siti
je zakreslen obrazec vybarveny Sedé. Libor ma narysovat primku, kterd je
rovnobéznd s pfimkou MO a rozdéluje Sedy obrazec na dvé ¢asti o stejném
obsahu.

M ]

V jaké vzdalenosti od piimky MO povede Libor tuto rovnobézku?
Libor Simiinek
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Z7-1-3

Turisté planovali dlouhou taru na tfi dny s tim, ze kazdy den ujdou
tretinu celé trasy. To dodrzeli jen prvni den. Druhy den usli pouze tretinu
zbylé cesty a tieti den, unaveni, jen ¢tvrtinu zbytku. Poslednich 24 km do
cile je dovezlo terénni auto.

Jak dlouha méla byt cela tira a kolik kilometra turisté usli prvni, druhy
a tfeti den?
Marta Volfovd

7714
Pan Horék je o 3 roky starsi nez jeho Zena a jejich prvorozeny syn je
o 4 roky starsi nez jejich druhorozeny. Vsichni Ctyfi ¢lenové rodiny slavi
narozeniny ve stejny den, nyni maji dohromady 81 let. Pied 5 lety bylo
¢lendm této rodiny dohromady 62 let. Urc¢i dnesni staii rodict i obou déti.
Marta Volfovd

Z7-1-5
Zuzka napsala pétimistné ¢islo. Kdyz pripsala jednicku na konec tohoto
Cisla, dostala cislo, které je trikrat vétsi nez cislo, které by ziskala, kdyby
napsala jednicku pred ptivodni ¢islo.
Které pétimistné c¢islo Zuzka napsala?
Libuse Hozovad

Z7-1-6

Je dan obdélnik ABC' D. Bodem A vedeme piimku, kterd protne Gsecku
CD v bodé X tak, ze pro obsahy vzniklych Gtvarta plati Saxp : Sapcx =
=1:2. Bodem X vedeme pfimku, ktera protne iseCku AB v bodé Y tak,
ze plati Saxy : Syscx = 1: 2. Nakonec bodem Y vedeme primku, kterd
protne tsecku XC v bodé Z tak, ze plati Sxyz : Sypocz =1:2.

Vypocitej pomér obsahit Saxp : Saxzy-

Monika Dillingerovd
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni Gloh 145 a 146, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
¢isle tohoto (17.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 145
Urcete vSechny dvojice (x,y) celych éisel, pro kterd plati
@ +y? = (z +3)(2y +4).
Pavel Calabek

Reseni: Rovnici upravime na tvar
(x —y)? =4z + 6y + 12.

Pro libovolna celd ¢isla x, y je vyraz na pravé strané ¢islo délitelné dvéma,
tedy i vyraz na levé strané musi byt délitelny dvéma. Pokud ma rovnice
feSeni v oboru celych cisel, existuje celé ¢islo k tak, ze plati

x—y =2k,
4z + 6y + 12 = 4k>.
Odtud

_ 2k*4+6k—6 2k> — 4k — 6
T= y=—7% -
Necht ¢islo k dava pri déleni péti zbytek j, tedy existuji celd cisla m a j,
kde j € {0,1,2,3,4}, tak, ze plati k = 5(m — 1) + j. Potom

. 252 + 6 —
w:10m2—14m+4mj—4j+4+%M,
. . (1)
2j% — 45 — 6
y:10m2—24m+4mj—4j+14+%.

Vzhledem k tomu, ze m a j jsou celd ¢isla, jsou x a y celd, pravé kdyz
disla 1(25% + 65 — 6) a £(25% — 45 — 6) jsou celd, tj. pravé kdyz j € {3,4}.
Nasli jsme nutnou podminku existence feseni. Na druhou stranu zkouskou
snadno ovéfime, Ze kazda z dvojic (vzniklych ze vztahu (1) volbou j = 3,
j=4)
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(z,y) = (10m® — 2m — 2,10m> — 12m + 2) (2)
(z,y) = (10m> + 2m — 2,10m?> — 8m) (3)
pro libovolné celé ¢islo m vyhovuje dané rovnici.

Dané rovnici vyhovuje nekonecné mnoho celych ¢isel, kazdé z nich se
d4 zapsat jednim ze zpisobt (2) nebo (3), kde m je libovolné celé ¢islo.

Spravné feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky
a Vladimir Pavel z Blovic.

Netplné feseni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Uloha 146
V rovnostranném trojihelniku ABD se stranou délky 2 oznacme C
stfed strany BD. Tento trojuhelnik rozstfihneme na polovinu podél primky
AC'. Trojuhelnik ABC zstane pevné na misté a trojuhelnik AC'D se kolem
néj otodi takto: Nejprve se oto¢i kolem bodu A do polohy AC’'B, pak se
oto¢i kolem bodu B do polohy A'C'B a nakonec se oto¢i kolem bodu C do
pavodni polohy AC'D. Urcete obsah rovinného atvaru, ktery pokryje pii
tomto pohybu trojahelnik ACD.
Jaroslav Zhouf

Reseni: Vygka rovnostranného trojihelniku se stranou délky 2 je |AC| =
= /3. Vidime, 7e trojthelnik AC'D pokryje pii svém pohybu oblast, ktera
je sjednocenim kruhti k4(4;2), kg(B;2) a kc(C;/3) bez vnitiku troja-
helniku ABC' (viz obrazek, kde jsou zaroven tmavsi barvou zvyraznény
klicové polohy trojahelniku ACD). Oznaéme P prisecik kruznic k,(A;2)
a k.(C;/3), Q prisecik kruznic k, a ky(B;2).

Trojahelnik ABQ je rovnostranny. Trojihelnik AC'P je rovnoramenny
se zékladnou AP délky 2 a rameny délek v/3. Pro velikost ¢ thlu PAC
plati

AP _ V3

21AC| 37
Jelikoz v dal§im textu budeme hledat obsahy kruhovych vyseci, uvadéjme,
na rozdil od zazitych zvyklosti, velikosti Ghlt v obloukové mire. Tedy

2
@:arccos? a Sin@:m:\/;-

cosp =
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Oblast pokrytou pohybem trojihelniku AC'D rozdélme na nékolik ¢asti:

a) Kruhové vysec kruhu k4 ohrani¢end body P a . Velikost nekonvexniho
uhlu PAQ je

21 — |LQAB| — |/BAC| — |LCAP| =2n — 2 - Z _p =22 _

tedy velikost jemu odpovidajici kruhové vysece kruhu k4 je

3
2™ —

51 =A4r o

(p:37r—2g0.

b) Rovnostranny trojahelnik ABQ); jeho obsah je

Sy = V3.

¢) Kruhovd vyse¢ kruhu kg ohrani¢end body @ a A’. Velikost Ghlu A’ BQ
je

+ o=

|£ZA'BC| +|£CBA| + |ZABQ| = % + %

w| A
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a velikost kruhové vysece kruhu kp ohranicené body @ a A’ je

1
5325'47{:27‘(.

d) Trojthelnik A’ BC} jeho obsah je
3
Sy = %

e) Kruhova vyse¢ kruhu k¢ ohrani¢end body A’ a P. JestliZe velikost vniti-
niho thlu pii zdkladné AP rovnoramenného trojihelniku APC je ¢, po-
tom velikost vnitfniho thlu pfi vrcholu C' je m—2¢p. Velikost (vedlejsiho)
Ghlu A’CP potom je

7 —|LACP| =7 — (1 —2¢) =2¢

a velikost jemu odpovidajici kruhové vysece kruhu k¢ je

f) Trojahelnik ACP, jeho obsah je

1 1 2
56:§|AC|-|AP|-sm|40AP|:52-\/§-sin<p:\/§-\/;:\/i.

Obsah plochy, kterou pokryje p¥i svém pohybu trojihelnik ACD je tedy
V3
Si+ Sy + 83+ Ss+ S5 + Se :(37r—2<p)+\/§+27r+7+34p+\/§:

3 3 3
:57T+<p+§\/§+\/§:57r+arccos§+§\/§+\/§m20,68.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan a Viadimir Pavel z Blo-
vic.

Netplné teseni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.
Pavel Calabek
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