INFORMATIKA

Poklesla podposloupnost
(Ulohy z MO — kategorie P, 20. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Jubilejnim dvacitym pokracova-

nim naseho seridlu zajimavych pro-

- gramatorskych wloh z Matematické

A | “o) ( olympiady - kategorie P bude jedna

i =N .5’2: technickd hricka s posloupnostmi

(1 J 2 ¢sel. Uloha pochézi z krajského

kola 47. ro¢niku soutéze (8kolni rok

1997/1998) a je blizka tloze o nejdelsi
vybrané rostouci podposloupnosti, kterou jsme vam predstavili pred péti
lety v 8. dilu seridlu [1] a jiz diive byla uvefejnéna také v ucebnici [2].
Zacneme jako obvykle zadanim soutézni Glohy:

* Kk

Budeme zkoumat konec¢né posloupnosti celych ¢isel. Podposloupnosti
délky K vybranou ze zadané posloupnosti rozumime libovolnou uspoia-
danou K-tici ¢isel takovou, ze vSechna jeji ¢isla se nachézeji v ptivodni
posloupnosti a navic poradi ¢isel v K-tici je stejné jako poradi téchto cisel
v puvodni posloupnosti. O posloupnosti ¢isel ay, as, ..., ax fekneme, ze
je nejvyse s jednim poklesem, jestlize bud a; < a;41 pro vSechna i od 1 do
K — 1, nebo pokud existuje jediny index j z rozmezi od 1 do K — 1, pro
ktery plati a; > ajy:. NapiSte program, ktery urci délku nejdelsi takové
podposloupnosti vybrané ze zadané posloupnosti N celych ¢isel, aby byla
nejvyse s jednim poklesem. Pii navrhu programu se zaméite na dosazeni
co nejvétsi rychlosti vypoctu.
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Priklad: Pro zadanou vstupni posloupnost 597 3 78 24 1 bude vysledkem
¢islo 6, nebot nejdelsi vybranéd podposloupnost s nejvyse jednim poklesem
je tvofena Sesti prvky: 577 8 2 4.

* ok ok

Jak jsme jiz zminili v Gvodu, pfi feSeni tohoto prikladu se mizeme inspi-
rovat o néco jednodussi lohou urcit délku nejdelsi rostouci podposloup-
nosti vybrané ze zadané posloupnosti ¢isel. Rzné varianty jejitho feseni
lze nalézt v [1] a [2]. Rovnéz v nasi dnesni Gloze pouzijeme misto velmi po-
malého systematického zkoumani vsech vybranych podposloupnosti radé;ji
chytfejsi postup zalozeny na prubézném ukladani vhodnych mezivysledka
do pomocného pole. Pivodni exponencidlni ¢asovou slozitost feSeni tak
dok4zeme snizit az na velmi dobrou slozitost O(N?), kde N je délka zkou-
mané posloupnosti. Za toto vyrazné zrychleni vypoctu zaplatime o néco
vétsimi pamétovymi ndroky, potfebné pomocné datové struktury vsak bu-
dou mit velikost pouze linedrné zavislou na N.

Zadanou posloupnost ¢isel si ulozime do pole A. Dalsi dvé celociselna
pole B, C stejné velikosti (tzn. indexovand od 1 do N) budeme pouzivat
pri vypoctu jako pracovni. Hodnota B; bude predstavovat délku maxi-
maln{ neklesajici podposloupnosti vybrané z posloupnosti A;, A1, ...,
Ap, pficemz tato podposloupnost zacind prvkem A;. Hodnota C; zase ur-
¢uje délku maximalni podposloupnosti s pravé jednim poklesem vybrané
z posloupnosti A;, A;11, ..., Ay, pfi¢emz tato podposloupnost rovnéz za-
¢ind prvkem A;. Budeme si muset prubézné pocitat oba tyto tdaje, nebot
predem nevime, zda nejdelsi vybrana podposloupnost s nejvyse jednim
poklesem bude neklesajici, nebo zda moznost jednoho poklesu skutecné
vyuzije, a pokud ano, tak ve kterém svém misté. Jednotlivé hodnoty B;,
C; snadno spoc¢itdme odzadu, tzn. v poradi indexi N, N —1, ..., 1. Na
stanoveni ¢isel B; a C; pro ur¢ité konkrétni ¢ staci jednou sekvenéné projit
useky poli A, B, C od indexu i + 1 do N. Pfi vypoc¢tu B; neni zadny po-
kles dovolen. Proto B; uré¢ime tak, ze o 1 zvys$ime maximalni By vybrané
pro takova k od ¢ + 1 do N, pro néz A; < Ag. Malicko komplikovanéjsi je
urceni hodnoty C;. Tam se naopak pravé jeden pokles predpoklada, pri-
¢emz bud se jiz uskute¢nil nékde mezi indexy od ¢ + 1 do N, nebo ho
provedeme pravé ted za prvkem posloupnosti s indexem ¢. Prvni p¥ipad
odpovida tomu, ze o 1 zvys$ime maximalni Cj vybrané pro takova k od
i+ 1 do N, pro kterd A; < Aj. Ve druhém piipadé bychom o 1 zvySovali
maximalni Bj, vybrané pro takova k od i + 1 do N, pro kterd naopak
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A; > Ajg. Z obou moznosti si vybereme tu, kterd pro nas bude vyhodnéjsi,
tzn. kterd dava vyssi vyslednou hodnotu. Zpiisob vypoctu téchto hodnot
ukazuje nazorné také pripojend programovd ukazka. Vysledna délka ma-
ximalni podposloupnosti s nejvyse jednim poklesem je pak rovna maximu
ze viech hodnot uloZenych v polich B, C' (bud vyuZijeme moZnost jednoho
poklesu, nebo nikoliv). Pfi urceni ¢isel B;, C; pro jeden konkrétni index 4
vykoname radové N operaci. To se opakuje celkem N-krat, pro jednotlivé
indexy 7. Algoritmus méa proto kvadratickou ¢asovou slozitost, vyzaduje

provést fadové O(IN?) operaci.

program Max_1_pokles;

{Program ur¢i v zadané posloupnosti celyjch &isel
délku nejdelSi vybrané podposloupnosti s nejvySe
jednim poklesem.}

const MaxN = 1000; {maximalni polet Cisel}
var A,B,C: array[1l..MaxN] of integer;
{A -- zadana posloupnost &isel,
B -- délka maximdlniho neklesajiciho aseku,
C -- délka maximadlniho Gseku s pravé jednim
poklesem}
N: integer; {pocet &isel}
V: integer; {vysledna délka podposloupnosti}

I, K: integer;

begin
write(’Pocet &isel: 7);
read(N) ;
if N = 0 then
V:=0
else
begin
writeln(’Posloupnost &isel:’);
for I:=1 to N do
begin
read(A[I]);
B[I]:=1; C[I]:=0
end;
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for I:=N-1 downto 1 do {stanoveni hodnot B[I], C[I]}

for K:=I+1 to N do {zkoumame moZnost navazani A[I]}
if A[I] > A[K] then {zde nastane jedinj pokles}
begin
if C[I] < B[K]+1 then
begin

C[I]:=B[K]+1;
if C[I] > V then V:=C[I]

end
end
else {zde 1ze navazat bez poklesu}
begin
if B[I] < B[K]+1 then
begin

B[I]:=B[K]+1;
if B[I] > V then V:=B[I]
end;

if C[I] < C[K]+1 then
begin
C[I]:=C[K]+1;
if C[I] > V then V:=C[I]
end

end;

writeln(’Délka nejdel8i vybrané podposloupnosti’);
writeln(’s nejvySe jednim poklesem: ’,V)
end.

(Autorkou tvodni ilustrace je Mgr.Jaroslava Cermakova z Hlinska v Cechéch.)
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Geometricka tloha resena s pritelem
pocitacem

VACLAV ZEMEK

Gymnézium, Prachatice

Dovolte, abych vam predstavil Mirku a Jirku. Oba studenti maji radi
matematiku, ale k feSeni Gloh pfistupuji riznym zpasobem. Mirka ovlada
matematické poucky, tlohy fesi deduktivné. Jirka rdd experimentuje na
pocitadi s vyuzitim programt Cabri geometrie, Derive, MS Excel, feSeni
tloh hledd induktivnim postupem. Posudte, jak si spole¢né poradili s touto
ulohou:

Do elipsy vepiste pravouhelnik, ktery ma strany rovnobézné s osami
elipsy a jehoz obsah je ze vSech vepsanych pravouhelnikt nejvétsi.
a) Navrhnéte postup konstrukce pravothelnika.

b) Urcete jeho rozméry i obsah.
c) Vypoditejte pomér obsahi elipsy a pravothelnika.

Reste obecné i pro délky poloos elipsy a = 5 cm, b = 3 cm.

Mirka: Vim, ze kdybychom vepisovali pravouihelnik do kruznice, nejveétsi
obsah by mél ¢tverec. Myslis, ze pro elipsu to bude stejné?

Jirka: Pripada mi logické, ze dilezity bude tvar elipsy. Myslim, ze pro
elipsu to bude obdélnik, ktery bude mit delsi stranu rovnobéznou s hlavni
osou. Uvidime. Udélame si obrazek v Cabri geometrii. Mtzes napsat rov-
nici elipsy?

Mirka: Kdyz zvolime stied elipsy v poc¢atku soustavy souradnic a hlavni

2 2
ST . - Yy
osu v soufadnicové ose z, mizeme pouzit vzorec — + i 1.
a
2 2
Rovnice elipsy s danymi poloosami je % + 9= 1.

Jirka: Pro zobrazeni mnoziny bodi, které jsou v Cabri urceny vyrazem,
potfebujeme jesté vyjadrit y.
Mirka: To neni problém. Pro ¢ast elipsy v poloroviné y > 0 plati:

y = §\/25—:62.

5
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Jirka: To mi pro obrazek v Cabri staci. Nejdiive sestrojime mnozinu

. . 3 y y L "

bodid danou vyrazem 3\/ 25 — 22 a pak kuzelosecku, kterd je dana pé&ti

body této mnoziny. Do elipsy vepiSeme obdélnik K LM N, jehoz rozméry

lze ménit pohybem bodu P po tsefce OB. Zjistil jsem, Ze nejvétsi obsah
(30,00 cm?) mé obdélnik s rozméry pfiblizné 7,11 cm a 4,22 cm.

b
3 sqrt( 25425
[+
N M
30,00 cm?
1
1 P
A o U 22 crfp B
7.11¢cm A
)
Obr. 1

Mirka: KdyZ opiSeme elipse obdélnik se stfednimi ptickami AB, CD,
m3 obsah 60 cm?, tedy piesné dvojnasobek obsahu vepsaného obdélniku.
Nebude mezi nimi néjaka souvislost?

Jirka: Zkusil jsem udélat pomér rozmérd vepsaného obdélniku, vychazi
1,68. To je zaokrouhlena hodnota pomeéru poloos elipsy a zaroven poméru
rozmért opsaného obdélniku. Takze vepsany a opsany obdélnik jsou po-
dobné. Z toho plyne konstrukce . ..

Mirka: To neni jesté jisté. Méli bychom tuto hypotézu nejdiive dokazat
napiiklad uzitim diferencidlniho poctu a pak premyslet o konstrukénim
vyuziti. Vim, jak na to. Z kladnych soufadnic bodu M|[z;y] na elipse vy-
pocitdme obsah obdélniku

ol 12225 — 22

3
S =dzy =4z - -/25—
Ty Tz 5

Pak vypocitame derivaci funkce

_ 12z/25 — a?

f:S 3
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a polozime ji rovnu nule ...

Jirka: Véfim, ze tento vyraz umis derivovat, ale neni nyni vhodna pfi-
lezitost pro uziti programu Derive? Vypodcita derivaci, vytesi rovnici, urci
rozméry obdélniku s maximalnim obsahem dfive, nez najde§ vzorce pro
derivaci soucinu a derivaci slozené funkce.

2 2
d 12:x(25 - x ) 12:025 - 2:x )

dx 5

2

5.(25 - x )
2

12:(25 - 2:x )

2
5.0(25 - x )
5.2 5.2

X = - v X =
2 2

-3.535533905 v x = 3.535533905

x
"

Obr. 2

Numerické feseni jesté doplnime grafy funkce f i jeji derivace f'. Zajima
nas jen ¢ast grafu pro kladné hodnoty proménné i funkce.

30
20

10

Obr. 3
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Z grafa vyplyva, Ze pro x = 5—\/5 ma funkce maximum. Nyni jiZz snadno
dopocditame rozméry a maximalni obsah vepsaného obdélniku. Vychazi:
kE=5v2,1=23v2, 5 =30.

Mirka: Vysledky se celkem shoduji s tim, co jsme zjistili v Cabri geo-
metrii. Obsah vychazi stejné a rozméry se rovnaji, kdyz je zaokrouhlime
na desetiny. Pomér rozmérd vepsaného obdélniku je k : [ = 5 : 3, coz je
(pfesné) rovno poméru hlavnich poloos. Nyni je tfeba dokdzat, Ze tento
vztah plati obecné.

Jirka: V programu Derive vypada vypocet takto:

2 2 b
Sz daxayfla - x )i
a

2 2
d 2 2 b 4.b:(a - 2:x )
— 4.x.J(a -X Jr— | —
dx a 2 2
afla - x)
2 2 b
4:(a - 2:x Yr—
a
=0
2 2
Ja - x)
J2:a J2-a
X = = v X =
2 2
Obr. 4

Mirka: Ostatni jiz mohu dopocitat sama. Rozméry vepsaného obdélniku
vychdzi k = av/2 | = b\/2, obsah S = 2ab, pomér rozméri k : [ = a : b.
Pomér rozméri vepsaného obdélniku je roven poméru délek poloos elipsy,
tedy i rozmériam opsaného obdélniku. Opsany a vepsany obdélnik jsou po-
dobné. Z toho plyne konstrukce vepsaného obdélniku pro libovolnou elipsu.
Elipse opiseme obdélnik a zobrazime ho ve stejnolehlosti se stiedem ve
stfedu elipsy na vepsany obdélnik. Staci spojit iseckami vrcholy opsaného
obdélniku se stiedem elipsy a najit priseciky téchto tsecek a elipsy.

Jirka: To se mi zd4a pfilis pracné. Sestrojit opsany obdélnik neni nutné.
Usecky BC' a OM maji spole¢ny stied S. Takze najdeme stied Gsecky BC
a polopfimka OS pak protne elipsu ve vrcholu obdélniku M. Pak doplnime
dalsi vrcholy vepsaného obdélniku K LM N.
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g
4
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Obr. 5

Mirka: Jesté jsme nevytesili pomér obsahi elipsy a obdélniku.

Jirka: V Cabri vychazi podil pfiblizné 1,57 a neméni se pii zméné roz-
meéru elipsy.

Mirka: Toto cislo je priblizné polovinou ¢isla 7. Musime jesté dokazat,
ze tomu tak je pro libovolnou elipsu. Obsah obdélniku jiz zndme, ur¢ime
jesté obsah elipsy pomoci integralniho poc¢tu. Ale je v tom potiz. Horni

bva? — z2
a

oblouk elipsy je vyjadien funkci y = , ale tu integrovat zatim

neumime.
Jirka: Ale Derive to umi. Obsah poloviny elipsy je roven ur¢itému inte-

® bva? — x2
grélu/ - =
a

b
, jehoz hodnota je %.
—a

b
Mirka: Pomér obsahii elipsy a vepsaného obdélniku je ;r_ab = g =
a
= 7 : 2. Vysledek souhlasi s pfibliznou hodnotou, kterou jsme zjistili

v Cabri geometrii.

Tuto Glohu pocitac¢ se svymi programy za Mirku a Jirku sam nevytesil.
V prvni fazi jim umoznil 1épe pochopit, jak se zménami rozméri pravo-
thelnika souvisi zmény obsahu. Usnadnil jim vytvoreni hypotézy o tvaru
pravouhelniku. Pfi ur¢ovani maxima obsahu uZzitim derivace jim uSettil
¢as a zabranil mechanickym chybam. Obsah elipsy by bez vhodného pro-
gramu sami nevypocitali, i kdyz jim byl jasny princip. Po¢ita¢ jim umoznil
dokoncdit vypocet.

Mozné se vam zdé, ze Gloha je zcela neprakticka a mtze zaujmout jen
matematika. Opak je v8ak pravdou. Nedavno Mirku a Jirku navstivily uci-
telky materské skoly, kterym ve skiini prebyvalo z doby Velikonoc mnoho
elips a naopak chybély klasické papiry tvaru obdélniku na malovani. Mirka
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a Jirka jim poradili, jak vystifihnout z elips obdélniky o maximalnim ob-
sahu, aby ani ¢tvere¢ni centimetr papiru nepfiSel nazmar. Nevérite?

*okk

Poznamka redakce: Vynalézavost Mirky a Jirky v tomto naptl humor-
ném vypravéni byla pifkladni. Skoda, Ze neznali afinni zobrazeni. Védéli
by, ze jejich elipsa je afinnim obrazem kruZnice k s tymz stfedem a s po-
lomérem a, pricemz hlavni osa elipsy je osou afinity a Gsecky kolmé k ose
afinity se zkracuji v poméru b/a. Ctverec vepsany do kruznice k je ve-
psanym pravoihelnikem o maximalnim obsahu, ma thlopricky velikosti
2a, tedy strany o velikosti av/2 a obsah 2a?. Hledany obdélnik je afinnim
obrazem toho ¢tverce vepsaného do kruznice k, ktery ma dvé strany rov-
nobé&zné s osou afinity, jejich obrazy maji touz délku av/2, a dvé strany

b
kolmé k ose afinity a ty se zkracuji na — - av/2 = bv/2. Rozméry obdélniku
a

jsou tedy av/2, bv/2 a jeho obsah 2ab. Pomér obsahu kruhu a obsahu ve-
psaného ¢tverce je ma? : 2a® = 7 : 2 a tento pomér se pii afinnim zobrazeni
nemeéni. Uzitim afinity lze lehce ziskat i jednoduchou metodu konstrukce
hledaného obdélniku.

Z HISTORIE

Frantisek Béhounek (1898 — 1973)

1. Védecké zacatky

FrantiSsek B€hounek se narodil 27. fijna
1898 v Praze 7, HoleSovicich — Bubnech.
Tamtéz v letech 1909 — 1916 absolvoval c.
k. stdtni redlku (1. az 7. t¥idu). Jak poz-
déji priznal, typickym rysem, ktery utva-
tel cely jeho zivot, byl sklon k romantice.
Proto se vedle matematiky a fyziky a as-
tronomie (byla soulasti fyziky), velmi za-
jimal o historii, v niz nachdzel mnoho ro-
mantickych prvki. OvSem bez absolvova-
ni gymnézia nemohl historii na univerzité

Frantisek Béhounek
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