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Jubilejn�m dvac�t�m pokra�ov��
n�m na�eho seri�lu zaj�mav�ch pro�
gram�torsk�ch �loh z Matematick	
olympi�dy 
 kategorie P bude jedna
technick� h���ka s posloupnostmi
��sel� 
loha poch�z� z krajsk	ho
kola ��� ro�n�ku sout��e ��koln� rok
���������� a je bl�zk� �loze o nejdel��

vybran	 rostouc� podposloupnosti� kterou jsme v�m p�edstavili p�ed p�ti
lety v �� d�lu seri�lu ��� a ji� d��ve byla uve�ejn�na tak	 v u�ebnici ����
Za�neme jako obvykle zad�n�m sout��n� �lohy�

� � �

Budeme zkoumat kone�n	 posloupnosti cel�ch ��sel� Podposloupnost�
d	lky K vybranou ze zadan	 posloupnosti rozum�me libovolnou uspo���
danou K�tici ��sel takovou� �e v�echna jej� ��sla se nach�zej� v p�vodn�
posloupnosti a nav�c po�ad� ��sel v K�tici je stejn	 jako po�ad� t�chto ��sel
v p�vodn� posloupnosti� O posloupnosti ��sel a�� a�� � � � � aK �ekneme� �e
je nejv��e s jedn�m poklesem� jestli�e bu� ai � ai�� pro v�echna i od � do
K � �� nebo pokud existuje jedin� index j z rozmez� od � do K � �� pro
kter� plat� aj � aj��� Napi�te program� kter� ur�� d	lku nejdel�� takov	
podposloupnosti vybran	 ze zadan	 posloupnosti N cel�ch ��sel� aby byla
nejv��e s jedn�m poklesem� P�i n�vrhu programu se zam��te na dosa�en�
co nejv�t�� rychlosti v�po�tu�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �� 



P��klad� Pro zadanou vstupn� posloupnost � � �  � � � � � bude v�sledkem
��slo !� nebo" nejdel�� vybran� podposloupnost s nejv��e jedn�m poklesem
je tvo�ena �esti prvky� � � � � � ��

� � �

Jak jsme ji� zm�nili v �vodu� p�i �e�en� tohoto p��kladu se m��eme inspi�
rovat o n�co jednodu��� �lohou ur�it d	lku nejdel�� rostouc� podposloup�
nosti vybran	 ze zadan	 posloupnosti ��sel� R�zn	 varianty jej�ho �e�en�
lze nal	zt v ��� a ���� Rovn�� v na�� dne�n� �loze pou�ijeme m�sto velmi po�
mal	ho systematick	ho zkoum�n� v�ech vybran�ch podposloupnost� rad�ji
chyt�ej�� postup zalo�en� na pr�b��n	m ukl�d�n� vhodn�ch meziv�sledk�
do pomocn	ho pole� P�vodn� exponenci�ln� �asovou slo�itost �e�en� tak
dok��eme sn��it a� na velmi dobrou slo�itost O�N��� kde N je d	lka zkou�
man	 posloupnosti� Za toto v�razn	 zrychlen� v�po�tu zaplat�me o n�co
v�t��mi pam�"ov�mi n�roky� pot�ebn	 pomocn	 datov	 struktury v�ak bu�
dou m�t velikost pouze line�rn� z�vislou na N �

Zadanou posloupnost ��sel si ulo��me do pole A� Dal�� dv� celo��seln�
pole B� C stejn	 velikosti �tzn� indexovan� od � do N� budeme pou��vat
p�i v�po�tu jako pracovn�� Hodnota Bi bude p�edstavovat d	lku maxi�
m�ln� neklesaj�c� podposloupnosti vybran	 z posloupnosti Ai� Ai��� � � � �
AN � p�i�em� tato podposloupnost za��n� prvkem Ai� Hodnota Ci zase ur�
�uje d	lku maxim�ln� podposloupnosti s pr�v� jedn�m poklesem vybran	
z posloupnosti Ai� Ai��� � � � � AN � p�i�em� tato podposloupnost rovn�� za�
��n� prvkem Ai� Budeme si muset pr�b��n� po��tat oba tyto �daje� nebo"
p�edem nev�me� zda nejdel�� vybran� podposloupnost s nejv��e jedn�m
poklesem bude neklesaj�c�� nebo zda mo�nost jednoho poklesu skute�n�
vyu�ije� a pokud ano� tak ve kter	m sv	m m�st�� Jednotliv	 hodnoty Bi�
Ci snadno spo��t�me odzadu� tzn� v po�ad� index� N � N � �� � � � � �� Na
stanoven� ��sel Bi a Ci pro ur�it	 konkr	tn� i sta�� jednou sekven�n� proj�t
�seky pol� A� B� C od indexu i# � do N � P�i v�po�tu Bi nen� ��dn� po�
kles dovolen� Proto Bi ur��me tak� �e o � zv���me maxim�ln� Bk vybran	
pro takov� k od i# � do N � pro n�� Ai � Ak� Mali�ko komplikovan�j�� je
ur�en� hodnoty Ci� Tam se naopak pr�v� jeden pokles p�edpokl�d�� p�i�
�em� bu� se ji� uskute�nil n�kde mezi indexy od i # � do N � nebo ho
provedeme pr�v� te� za prvkem posloupnosti s indexem i� Prvn� p��pad
odpov�d� tomu� �e o � zv���me maxim�ln� Ck vybran	 pro takov� k od
i# � do N � pro kter� Ai � Ak� Ve druh	m p��pad� bychom o � zvy�ovali
maxim�ln� Bk vybran	 pro takov� k od i # � do N � pro kter� naopak
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Ai � Ak� Z obou mo�nost� si vybereme tu� kter� pro n�s bude v�hodn�j���
tzn� kter� d�v� vy��� v�slednou hodnotu� Zp�sob v�po�tu t�chto hodnot
ukazuje n�zorn� tak	 p�ipojen� programov� uk�zka� V�sledn� d	lka ma�
xim�ln� podposloupnosti s nejv��e jedn�m poklesem je pak rovna maximu
ze v�ech hodnot ulo�en�ch v pol�ch B� C �bu� vyu�ijeme mo�nost jednoho
poklesu� nebo nikoliv�� P�i ur�en� ��sel Bi� Ci pro jeden konkr	tn� index i
vykon�me ��dov� N operac�� To se opakuje celkem N �kr�t� pro jednotliv	
indexy i� Algoritmus m� proto kvadratickou �asovou slo�itost� vy�aduje
prov	st ��dov� O�N�� operac��

program Max���pokles�

�Program ur�� v zadan� posloupnosti cel	ch ��sel

d�lku nejdel
� vybran� podposloupnosti s nejv	
e

jedn�m poklesem��

const MaxN 
 ����� �maxim�ln� po�et ��sel�

var A�B�C� array����MaxN� of integer�

�A �� zadan� posloupnost ��sel�

B �� d�lka maxim�ln�ho neklesaj�c�ho �seku�

C �� d�lka maxim�ln�ho �seku s pr�v� jedn�m

poklesem�

N� integer� �po�et ��sel�

V� integer� �v	sledn� d�lka podposloupnosti�

I� K� integer�

begin

write��Po�et ��sel� ���

read�N��

if N 
 � then

V�
�

else

begin

writeln��Posloupnost ��sel����

for I�
� to N do

begin

read�A�I���

B�I��
�� C�I��
�

end�
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V�
�

end�

for I�
N�� downto � do �stanoven� hodnot B�I�� C�I��

for K�
I�� to N do �zkoum�me mo�nost nav�z�n� A�I��

if A�I� � A�K� then �zde nastane jedin	 pokles�

begin

if C�I� � B�K��� then

begin

C�I��
B�K����

if C�I� � V then V�
C�I�

end

end

else �zde lze nav�zat bez poklesu�

begin

if B�I� � B�K��� then

begin

B�I��
B�K����

if B�I� � V then V�
B�I�

end�

if C�I� � C�K��� then

begin

C�I��
C�K����

if C�I� � V then V�
C�I�

end

end�

writeln��D�lka nejdel
� vybran� podposloupnosti���

writeln��s nejv	
e jedn�m poklesem� ��V�

end�

�Autorkou �vodn� ilustrace je Mgr�Jaroslava 	erm�kov� z Hlinska v 	ech�ch�
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Geometrick� �loha 
e�en� s p
�telem
po
�ta
em

V�CLAV ZEMEK

Gymn�zium� Prachatice

Dovolte� abych v�m p�edstavil Mirku a Jirku� Oba studenti maj� r�di
matematiku� ale k �e�en� �loh p�istupuj� r�zn�m zp�sobem� Mirka ovl�d�
matematick	 pou�ky� �lohy �e�� deduktivn�� Jirka r�d experimentuje na
po��ta�i s vyu�it�m program� Cabri geometrie� Derive� MS Excel� �e�en�
�loh hled� induktivn�m postupem� Posu�te� jak si spole�n� poradili s touto
�lohou�

Do elipsy vepi�te pravo�heln�k� kter� m� strany rovnob��n	 s osami
elipsy a jeho� obsah je ze v�ech vepsan�ch pravo�heln�k� nejv�t���
a� Navrhn�te postup konstrukce pravo�heln�ka�
b� Ur�ete jeho rozm�ry i obsah�
c� Vypo��tejte pom�r obsah� elipsy a pravo�heln�ka�

$e�te obecn� i pro d	lky poloos elipsy a % � cm� b %  cm�

Mirka� V�m� �e kdybychom vepisovali pravo�heln�k do kru�nice� nejv�t��
obsah by m�l �tverec� Mysl��� �e pro elipsu to bude stejn	&

Jirka� P�ipad� mi logick	� �e d�le�it� bude tvar elipsy� Mysl�m� �e pro
elipsu to bude obd	ln�k� kter� bude m�t del�� stranu rovnob��nou s hlavn�
osou� Uvid�me� Ud�l�me si obr�zek v Cabri geometrii� M��e� napsat rov�
nici elipsy&

Mirka� Kdy� zvol�me st�ed elipsy v po��tku soustavy sou�adnic a hlavn�

osu v sou�adnicov	 ose x� m��eme pou��t vzorec
x�

a�
#
y�

b�
% ��

Rovnice elipsy s dan�mi poloosami je
x�

��
#
y�

�
% ��

Jirka� Pro zobrazen� mno�iny bod�� kter	 jsou v Cabri ur�eny v�razem�
pot�ebujeme je�t� vyj�d�it y�

Mirka� To nen� probl	m� Pro ��st elipsy v polorovin� y � ' plat��

y %
 
�

p
��� x��
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Jirka� To mi pro obr�zek v Cabri sta��� Nejd��ve sestroj�me mno�inu

bod� danou v�razem
 
�

p
��� x� a pak ku�elose�ku� kter� je d�na p�ti

body t	to mno�iny� Do elipsy vep��eme obd	ln�k KLMN � jeho� rozm�ry
lze m�nit pohybem bodu P po �se�ce OB� Zjistil jsem� �e nejv�t�� obsah
� '�'' cm�� m� obd	ln�k s rozm�ry p�ibli�n� ���� cm a ���� cm�

���
�����	

Obr� �

Mirka� Kdy� op��eme elipse obd	ln�k se st�edn�mi p���kami AB� CD�
m� obsah !' cm�� tedy p�esn� dvojn�sobek obsahu vepsan	ho obd	ln�ku�
Nebude mezi nimi n�jak� souvislost&

Jirka� Zkusil jsem ud�lat pom�r rozm�r� vepsan	ho obd	ln�ku� vych�z�
��!�� To je zaokrouhlen� hodnota pom�ru poloos elipsy a z�rove( pom�ru
rozm�r� opsan	ho obd	ln�ku� Tak�e vepsan� a opsan� obd	ln�k jsou po�
dobn	� Z toho plyne konstrukce � � �

Mirka� To nen� je�t� jist	� M�li bychom tuto hypot	zu nejd��ve dok�zat
nap��klad u�it�m diferenci�ln�ho po�tu a pak p�em��let o konstruk�n�m
vyu�it�� V�m� jak na to� Z kladn�ch sou�adnic bodu M �x) y� na elipse vy�
po��t�me obsah obd	ln�ku

S % �xy % �x �  
�

p
��� x� %

��x
p
��� x�

�
�

Pak vypo��t�me derivaci funkce

f � S %
��x

p
��� x�

�
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a polo��me ji rovnu nule � � �
Jirka� V���m� �e tento v�raz um�� derivovat� ale nen� nyn� vhodn� p���

le�itost pro u�it� programu Derive& Vypo��t� derivaci� vy�e�� rovnici� ur��
rozm�ry obd	ln�ku s maxim�ln�m obsahem d��ve� ne� najde� vzorce pro
derivaci sou�inu a derivaci slo�en	 funkce�

���
�����	

Obr� �

Numerick	 �e�en� je�t� dopln�me grafy funkce f i jej� derivace f �� Zaj�m�
n�s jen ��st grafu pro kladn	 hodnoty prom�nn	 i funkce�

���
���
��	

Obr� �
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Z graf� vypl�v�� �e pro x %
�
p
�

�
m� funkce maximum� Nyn� ji� snadno

dopo��t�me rozm�ry a maxim�ln� obsah vepsan	ho obd	ln�ku� Vych�z��
k % �

p
�� l %  

p
�� S %  '�

Mirka� V�sledky se celkem shoduj� s t�m� co jsme zjistili v Cabri geo�
metrii� Obsah vych�z� stejn� a rozm�ry se rovnaj�� kdy� je zaokrouhl�me
na desetiny� Pom�r rozm�r� vepsan	ho obd	ln�ku je k � l % � �  � co� je
�p�esn�� rovno pom�ru hlavn�ch poloos� Nyn� je t�eba dok�zat� �e tento
vztah plat� obecn��

Jirka� V programu Derive vypad� v�po�et takto�

���
���
��	

Obr� �

Mirka� Ostatn� ji� mohu dopo��tat sama� Rozm�ry vepsan	ho obd	ln�ku
vych�z� k % a

p
� l % b

p
�� obsah S % �ab� pom�r rozm�r� k � l % a � b�

Pom�r rozm�r� vepsan	ho obd	ln�ku je roven pom�ru d	lek poloos elipsy�
tedy i rozm�r�m opsan	ho obd	ln�ku� Opsan� a vepsan� obd	ln�k jsou po�
dobn	� Z toho plyne konstrukce vepsan	ho obd	ln�ku pro libovolnou elipsu�
Elipse op��eme obd	ln�k a zobraz�me ho ve stejnolehlosti se st�edem ve
st�edu elipsy na vepsan� obd	ln�k� Sta�� spojit �se�kami vrcholy opsan	ho
obd	ln�ku se st�edem elipsy a naj�t pr�se��ky t�chto �se�ek a elipsy�

Jirka� To se mi zd� p��li� pracn	� Sestrojit opsan� obd	ln�k nen� nutn	�

se�ky BC a OM maj� spole�n� st�ed S� Tak�e najdeme st�ed �se�ky BC
a polop��mka OS pak protne elipsu ve vrcholu obd	ln�kuM � Pak dopln�me
dal�� vrcholy vepsan	ho obd	ln�ku KLMN �
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���

Obr� �

Mirka� Je�t� jsme nevy�e�ili pom�r obsah� elipsy a obd	ln�ku�
Jirka� V Cabri vych�z� pod�l p�ibli�n� ���� a nem�n� se p�i zm�n� roz�

m�r� elipsy�
Mirka� Toto ��slo je p�ibli�n� polovinou ��sla �� Mus�me je�t� dok�zat�

�e tomu tak je pro libovolnou elipsu� Obsah obd	ln�ku ji� zn�me� ur��me
je�t� obsah elipsy pomoc� integr�ln�ho po�tu� Ale je v tom pot��� Horn�

oblouk elipsy je vyj�d�en funkc� y %
b
p
a� � x�

a
� ale tu integrovat zat�m

neum�me�
Jirka� Ale Derive to um�� Obsah poloviny elipsy je roven ur�it	mu inte�

gr�lu
Z a

�a

b
p
a� � x�

a
� jeho� hodnota je

�ab

�
�

Mirka� Pom�r obsah� elipsy a vepsan	ho obd	ln�ku je
�ab

�ab
%

�

�
%

% � � �� V�sledek souhlas� s p�ibli�nou hodnotou� kterou jsme zjistili
v Cabri geometrii�

Tuto �lohu po��ta� se sv�mi programy za Mirku a Jirku s�m nevy�e�il�
V prvn� f�zi jim umo�nil l	pe pochopit� jak se zm�nami rozm�r� pravo�
�heln�ka souvis� zm�ny obsahu� Usnadnil jim vytvo�en� hypot	zy o tvaru
pravo�heln�ku� P�i ur�ov�n� maxima obsahu u�it�m derivace jim u�et�il
�as a zabr�nil mechanick�m chyb�m� Obsah elipsy by bez vhodn	ho pro�
gramu sami nevypo��tali� i kdy� jim byl jasn� princip� Po��ta� jim umo�nil
dokon�it v�po�et�

Mo�n� se v�m zd�� �e �loha je zcela nepraktick� a m��e zaujmout jen
matematika� Opak je v�ak pravdou� Ned�vno Mirku a Jirku nav�t�vily u�i�
telky mate�sk	 �koly� kter�m ve sk��ni p�eb�valo z doby Velikonoc mnoho
elips a naopak chyb�ly klasick	 pap�ry tvaru obd	ln�ku na malov�n�� Mirka
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a Jirka jim poradili� jak vyst�ihnout z elips obd	ln�ky o maxim�ln�m ob�
sahu� aby ani �tvere�n� centimetr pap�ru nep�i�el nazmar� Nev���te&

���

Pozn�mka redakce� Vynal	zavost Mirky a Jirky v tomto nap�l humor�
n	m vypr�v�n� byla p��kladn�� *koda� �e neznali a+nn� zobrazen�� V�d�li
by� �e jejich elipsa je a+nn�m obrazem kru�nice k s t�m� st�edem a s po�
lom�rem a� p�i�em� hlavn� osa elipsy je osou a+nity a �se�ky kolm	 k ose
a+nity se zkracuj� v pom�ru b�a� ,tverec vepsan� do kru�nice k je ve�
psan�m pravo�heln�kem o maxim�ln�m obsahu� m� �hlop���ky velikosti
�a� tedy strany o velikosti a

p
� a obsah �a�� Hledan� obd	ln�k je a+nn�m

obrazem toho �tverce vepsan	ho do kru�nice k� kter� m� dv� strany rov�
nob��n	 s osou a+nity� jejich obrazy maj� tou� d	lku a

p
�� a dv� strany

kolm	 k ose a+nity a ty se zkracuj� na
b

a
� a
p
� % b

p
�� Rozm�ry obd	ln�ku

jsou tedy a
p
�� b

p
� a jeho obsah �ab� Pom�r obsahu kruhu a obsahu ve�

psan	ho �tverce je �a� � �a� % � � � a tento pom�r se p�i a+nn�m zobrazen�
nem�n�� U�it�m a+nity lze lehce z�skat i jednoduchou metodu konstrukce
hledan	ho obd	ln�ku�

Z HISTORIE

Franti�ek B�hounek ����� 
 ��� �

�� V�deck� za��tky

Franti�ek B�hounek se narodil ��� ��jna
���� v Praze �� Hole�ovic�ch � Bubnech�
Tamt�� v letech ���� � ���� absolvoval c�
k� st�tn� re�lku ��� a� �� t��du
� Jak poz�
d�ji p�iznal� typick m rysem� kter utv��
�el cel jeho �ivot� byl sklon k romantice�
Proto se vedle matematiky a fyziky a as�
tronomie �byla sou��st� fyziky
� velmi za�
j�mal o historii� v n�� nach�zel mnoho ro�
mantick ch prvk!� Ov�em bez absolvov��
n� gymn�zia nemohl historii na univerzit�
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