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Pascal�v troj�heln�k
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Sestaven� Pascalova troj�hel�
n�ku pat�� mezi vd��n� �lohy
v po��te�n� f�zi v�uky progra�
mov�n�	 
kolem je sestavit �tj	
vytisknout� tento 
troj�heln�k�
pro zadan� p�irozen� ��slo N 	
Nap�	 pro N � � dostaneme�
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P�i �e�en� t�to �lohy samoz�ejm� nejde o troj�heln�kov� tvar v�sledku�
ale o v�po�et ��sel v jednotliv�ch ��dc�ch	 V n�t�m ��dku �po��naje nul�
t�m� tato ��sla jsou� jak v�me�
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	 D�le si uk��eme p���

stup k �e�en� zadan� �lohy u t�� st�edo�kolsk�ch student�	
Prvn� z nich vy�el pr�v� z t� skute�nosti� �e sta�� po��tat kombina�n�

��sla
�
n

k

�
	 Pou�il prom�nn� typu Real a a� p�i tisku se vr�til do celo��seln�ho

typu Longint	 Pro v�po�et kombina�n�ho ��sla de�noval funkci KombC	
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Zad�v� se N jako po�et ��dk� �program funguje pro N od � do ��� tedy
maxim�ln� Pascal�v troj�heln�k m� �� ��dk� a je vytvo�en pro n od � do
��� na dal�� ��dek u� rozsah datov�ho typu Longint nesta���	

Poznamenejme je�t�� �e by bylo vhodn�j�� v�bec nevn��et do �e�en� to�
hoto ryze celo��seln�ho probl�mu datov� typ Real a prov�d�t cel� v�po�et
p��mo v prom�nn�ch typu Longint� by� v takov�m p��pad� vzhledem ke
st��daj�c�mu se n�soben� a d�len� prom�nn� KC m��eme program pou��t
pouze do hodnoty N � ��	 Za pozn�mku d�le stoj�� �e prom�nn� Q��
podm�nka Q� � Q� i v�tev else uveden� uvnit� for�cyklu jsou naprosto
zbyte�n�	

program PasTrojA�

var

I� J� N� Integer�

function KombC�N� K� Integer�� Real�

var

M� Integer�

Q�� Q�� KC� Real�

begin

Q� �� N � K�

Q� �� 	�

if N 
 K then

begin

KC �� ��

for M �� K � � to N do

if Q� � Q� then

begin

Q� �� Q� � ��

KC �� KC 
 M � Q�

end

else

KC �� KC 
 M�

KombC �� KC

end

else

KombC �� �

end�
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begin

Write��Pascaluv trojuhelnik� pocet radku� ���

ReadLn�N��

for I �� 	 to N � � do

begin

for J �� 	 to I do

Write�Trunc�KombC�I� J��� � ���

WriteLn

end�

ReadLn

end�

Druh� �e�itel vyu�il zn�m� vlastnosti kombina�n�ch ��sel�
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a tvo�il n�sleduj�c� ��dek se��t�n�m dvojic prvk� v ��dku p�ed�

choz�m	 P�itom ve dvourozm�rn�m poli A uchov�v� v�echny vypo�ten�
hodnoty a nakonec toto pole A vytiskne	 Toto �e�en� je vcelku elegantn�
a v�razn� rychlej�� ne� p�edchoz�� vytknout bychom mu mohli zbyte�n�
velk� pam��ov� n�roky a tak� zbyte�n� nulov�n� v�ech prvk� pole A na
za��tku v�po�tu	

program PasTrojB�

var

I� J� N� Integer�

A� array �	���	� 	���	� of Longint�

begin

Write��Pascaluv trojuhelnik� pocet radku� ���

ReadLn�N��

for I �� 	 to N do

for J �� 	 to N do

A�I� J� �� 	�

A�	�	� �� ��

for I �� � to N do

for J �� � to I do

A�I� J� �� A�I � �� J � �� � A�I � �� J��

for I �� � to N do

begin
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for J �� � to I do

Write�A�I� J�� � ���

WriteLn

end�

ReadLn

end�

T�et� �e�itel p�ibral do �e�en� soum�rnost Pascalova troj�heln�ku�
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	 Narozd�l od p�edchoz�ho �e�en� pracuje jen se dv�ma ��dky �jed�

norozm�rn�mi poli� StaryR a NovyR a �daje nach�zej�c� se v NovyR se
ihned tisknou� p�i�em� druh� polovina ��dku se tiskne v opa�n�m po�ad�
vzhledem k �	 polovin�	 Mus� se ov�em rozli�ovat� jestli je v ��dku sud�
nebo lich� po�et ��sel	 Po tisku p�esune program pole NovyR do pole Sta�
ryR a prov�d� se v�po�et prvn� poloviny nov�ho ��dku tou� metodou jako
u p�edchoz�ho programu	

program PasTrojC�

var

I� J� K� N� Integer�

StaryR� NovyR� array �	���	� of Longint�

SudyPocet� Boolean�

begin

Write��Pascaluv trojuhelnik� pocet radku� ���

ReadLn�N��

for I �� 	 to N do

NovyR�I� �� 	�

K �� ��

SudyPocet �� false�

NovyR��� �� ��

for I �� � to N do

begin

for J �� � to K do

Write�NovyR�J�� � ���

for J �� K � Ord�SudyPocet� � � downto � do

Write�NovyR�J�� � ���

WriteLn�

if SudyPocet then
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K �� K � ��

SudyPocet �� not SudyPocet�

StaryR �� NovyR�

for J �� � to K do

NovyR�J� �� StaryR�J � �� � StaryR�J��

if not SudyPocet then

NovyR�J� �� NovyR�J� � StaryR�J � ��

end�

ReadLn

end�

V n�sleduj�c�m redak�n�m �e�en� je za N volen nikoli po�et ��dk�� ale
n posledn�ho ��dku� co� je p�irozen�j��� a volba je poji�t�na� aby nedo�lo
k zad�n� N mimo p��pustn� rozsah �p�edchoz� programy v tomto p��pad�
tak �i onak havaruj��	 V�po�et ��dk� se prov�d� stejnou metodou jako
v programu PasTrojB� ale s t�m� �e vypo�ten� hodnoty se ihned tisknou
�jako v programu PasTrojC�	 T�m se vzhledem k programu PasTrojB velmi
sn��� pam��ov� n�ro�nost	 Na rozd�l od PasTrojC se v�ak po��taj� cel�
��dky� proto�e organizace zp�tn�ho tisku �	 poloviny ��dku a hl�d�n� su�
dosti a lichosti po�tu �len� zbyte�n� komplikuj� program� ani� by vznikla
jak�koli zjistiteln� �spora	 Pracuje se tak� se dv�ma ��dky jako v pro�
gramu PasTrojC� ale ka�d� z t�chto ��dk� je st��dav� 
star�� a 
nov���
tak�e se u�et�� p�esouv�n� nov�ho ��dku do star�ho	

program PasTrojR�

const

MaxN � ���

var

I� J� K� N� Integer�

KC� array �	���� 	��MaxN��� of Longint�

begin

Write��Pascaluv trojuhelnik� radek 	 az� ���

repeat

ReadLn�N�

until N in ����MaxN��

for I �� 	 to � do

for J �� 	 to N � � do
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KC�I� J� �� 	�

KC�	��� �� ��

K �� 	�

for I �� � to N � � do

begin

for J �� � to I do

begin

KC�� � K� J� �� KC�K� J � �� � KC�K� J��

Write�KC�� � K� J�� � ��

end�

WriteLn�

K �� � � K�

end�

ReadLn

end�

P�edlo�en� programy mohou b�t vhodn�m materi�lem pro posouzen�
jejich p�ednost� a nedostatk�	 �Po str�nce form�ln�ho z�pisu zdrojov�ho
textu byly v�ak redak�n� upraveny� tak�e p�vodn� form�ln� nedostatky u�
zde vid�t nejsou	� V�imn�me si� �e v programech PasTrojB a PasTrojC

byl proveden jen hrub� odhad rozsahu N �v PasTrojA prov�d�n nebyl��
�e v programech pracuj�c�ch s cel�mi ��sly je tu �asov� slo�itost O�N��
a v PasTrojA je to O�N��� v�imn�me si i pam��ov� slo�itosti� zvl��t�
u PasTrojB	
Studenti mohou �e�it i r�zn� �pravy zad�n�� nap�	 po�adavek tisku jen

k posledn�ch ��dk� Pascalova troj�heln�ku nebo v�po�et Pascalova troj��
heln�ku i pro v�t�� N � kde by se m�sto �len� p�esahuj�c�ch form�t Longint
tiskly nap�	 hv�zdi�ky	

�Autorkou ilustrace je Mgr� Jaroslava �erm�kov� z Hlinska v �ech�ch��
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Graf nespojit� funkce s parametry
v Excelu

V�CLAV MATY��

Purky�ovo gymn�zium� Str��nice

V �l�nku #�$ jsme probrali pou�it� posuvn�k� p�i zobrazov�n� funkc�
s parametry	 Nyn� se pod�v�me na p��pady t�ch nespojit�ch funkc�� kter�
maj� v n�kter�m bod� nevlastn� limitu nebo jednostrann� nevlastn� limity	

Funkce y �
a

�x� b��
 c

Vid�me� �e tato funkce m� bod nespojitosti b� nen� v n�m de�nov�na
a m� v n�m limitu  � v p��pad�� �e a � �� a limitu �� v p��pad�� �e
a � �	 Excel nen� nejvhodn�j�� prost�edek pro zobrazov�n� neomezen�ch
�a tedy i nespojit�ch� funkc�	 Jestli�e toti� vol�me bodov� graf a pod�
typ 
Bodov� s datov�mi body spojen�mi pomoc� hladk�ch spojnic a bez
zna�ek�� pak t�m vlastn� po Excelu po�adujeme� aby v�echny jemu p�ed�
kl�dan� funkce pova�oval za spojit�	
V p��pad� na�� funkce� pokud hodnota b nen� v tabulce funkce� spoj� Ex�

cel zadan� tabulkov� bod #x�� y�$� kde x� � b je hodnota nejbli��� k b zleva�
s tabulkov�m bodem #x�� y�$� kde x� � b je hodnota nejbli��� k b zprava�
tak�e graf je spojit�	 V tomto p��pad� je vhodn� volit v obr�zku rozsah
funk�n�ch hodnot tak� aby uveden� 
nepovolen�� spojen� vy�lo mimo ob�
r�zek	 Ov�em vzhledem k tomu� �e m�me funkci s parametry� nepoda�� se
to pro v�echny kombinace hodnot parametru a mus�me b�t v��i Excelu
trochu tolerantn�	 Ke zlep�en� dojde� vol�me�li tabulku nez�visle prom�nn�

hust���� proto�e pak vyjdou body x� a x� velmi bl�zko b a onen spojovac�
efekt se uk��e jen velmi vz�cn�	
Jestli�e se bod b vyskytuje v tabulce funkce jako jedna z hodnot ne�

z�visle prom�nn�� pak Excel hodnotu funkce samoz�ejm� nevypo��t� �na�
b�dne n�m 
zahr�dky��� ale graf vykresl� tak� jako by hodnota funkce byla
nula� tedy velmi radik�ln� jej pozm�n�	 I tento p��pad vy�aduje na�i tole�
ranci	 Samoz�ejm� v jednotliv�ch p��padech lze z�sahem do tabulky obr��
zek vylep�it� ale pracujeme�li s parametry� pak takov� mimo��dn� z�sah
do tabulky ji m��e pro dal�� pr�ci znehodnotit	

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



Postupem popsan�m v #�$ lze z�skat graf na�� funkce� ale tento graf n�s
neuspokoj� z toho d�vodu� �e pro v�t�� n�zornost pr�b�hu funkce n�m
budou chyb�t asymptoty� zde je horizont�ln� asymptota y � c a verti�
k�ln� asymptota x � b	 Tyto asymptoty� proto�e jde o p��mky� lze z�skat
z dvouhodnotov�ch tabulek �viz obr	 �� a to tak� �e v jednom obr�zku zob�
raz�me t�i 
bodov� �ady�� zadan� funkce n�m vytv��� �adu � a asymptoty
�adu � a �adu � �tak je tak� zad�v�me�	 Pro n�zornost je vhodn� pro graf
funkce volit pon�kud tlust�� ��ru �poklepem lev�m tla��tkem my�i na ��ru
grafu lze otev��t okno� v n�m� lze volit tlou��ku i barvu grafu�	 N�zornost
zv���me� kdy� pro asymptoty vol�me jinou barvu	

���
���
���
���

Obr� �

Takto zpracovan� graf lze pou��t p�i prob�r�n� u�iva v ��sti �	� #�$
Racion�ln� a polynomick� funkce	

Funkce y �
ax b

cx d

Tato funkce nen� de�nov�na v bod� �d
c
a pokud �itatel nen� n�sobkem

jmenovatele� je p��mka x � �
d
c
vertik�ln� asymptotou grafu funkce	 Je�to
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lim
x���

ax b

cx d
�
a

c
�

je p��mka y � a
c
horizont�ln� asymptotou grafu t�to funkce	 Zadanou

funkci uve%me je�t� na tvar� v n�m� lze n�zorn�ji rozpozn�vat vlastnosti
funkce	 Upravujme�

ax b

cx d
�
a

c
�

x d
c
 b

a
�

d
c

x d
c

�
a

c
 

�

x d
c

�

a

c
�

bc� ad

ac
� yp 

k

x� xp
� ���

kde jsme ozna�ili xp � �d
c
� yp � a

c
� k � bc�ad

c�
	

Z ��� je vid�t� �e grafem na�� funkce je hyperbola vznikl� posunut�m
grafu funkce y � k

x
	 Jestli�e by tedy novou sou�adnicovou soustavu tvo�

�ily asymptoty zadan� hyperboly� m�la by na�e hyperbola v t�to soustav�
rovnici pr�v� y � k

x
	

Je�t� se zab�vejme 
spojovac� vlastnost�� Excelu u t�to funkce	 Pro
k � � plat�

lim
x�xp�

ax b

cx d
� ��� lim

x�xp�

ax b

cx d
�  � �

To znamen�� �e 
posledn� bod vlevo naho�e� tabulky funkce� tj	 bod
#x�� y�$� kde x� � xp a je nejbl��e k xp� se n�m v grafu spoj� s bodem
#x�� y�$� kde x� je nejmen�� tabulkovou hodnotou nez�visle prom�nn� x�
pro ni� x� � xp� spojovac� �arou je �se�ka� kter� jde velmi strm� zleva
shora vpravo dol�	 Je�li tabulka x dostate�n� hust�� je strmost prakticky
vertik�ln� a my m��eme vyu��t tuto 
�se�ku nav�c� tak� �e ji pova�ujeme
za vertik�ln� asymptotu	 Na obr	 � jsou vytvo�eny ob� asymptoty a proto�e
obr�zek nen� barevn�� vid�me� �e nedovedeme odli�it asymptotu od fale��
n�ho grafu	 P�i nep��zniv� volb� konstant �obr	 �� v�ak m��e dopadnout
obr�zek katastrof�ln�	

Takto zpracovan� graf lze pou��t p�i prob�r�n� u�iva v kapitole � #�$
Line�rn� lomen� funkce	
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Funkce y � a tg�bx c�  d

Je volen rozsah x od ���� do ��� s krokem �	 P��prava posuvn�k� pro�
b�h� jako u p�edchoz�ch funkc�� jen parametr c vol�me ve v�t��m rozsahu
�zde od ��� do ���	 Proto je vhodn� pro tento parametr volit Form�t
ovl�dac�ho prvku jemn�ji� nap�	 do �� ���	 P�i zad�v�n� v�po�tu hodnot
funkce do tabulky mus�me d�t pozor na to� �e Excel pracuje s goniometric�
k�mi funkcemi v obloukov� m��e� tak�e je t�eba p�ev�st bx c do obloukov�
m�ry	 Do bu&ky C� tedy zad�me�

'F'�(TG��B�('F'� 'F'��(PI��)�"�� 'F'"

Spojen� 
konc�� jednotliv�ch v�tv� op�t vytv��� dojem asymptot �obr	
��	 Graf funkce tangens vych�z� troch 
hrub��� z toho d�vodu jsme roz�
sah b omezili jen na interval ��� �	 Graf by bylo mo�no zjemnit t�m� �e
bychom v tabulce volili krok �� pak ov�em rozsah tabulky velmi naroste
a je u�ite�n� zde zn�t p��kazy Ctrl Home� resp	 Ctrl End �z kl�vesnice� pro
posun kurzoru na jej� za��tek resp	 konec	
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Obr� �

Grafy goniometrick�ch funkc� s parametry p�ipraven� v Excelu lze vy�
u��t p�i prob�r�n� u�iva v ��sti �	� a �	� #�$	

L i t e r a t u r a

��
 Maty��� V�� Graf funkce s parametry v Excelu� MFI� ro�� �� �	�������� �� 	� s� ����
�	
 Odv�rko� O�� Matematika pro gymn�zia �Funkce�� Prometheus� Praha 	��	�
�

 Odv�rko� O�� Matematika pro gymn�zia �Goniometrie�� Prometheus� Praha 	��	�
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