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Mno�iny bod� ur�en� druh�mi
mocninami vzd�lenost� od dan�ch
bod�
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V r�mci analytick� geometrie se na st�edn� �kole �asto setk�v�me s �lo�
hami vy�et�it mno�inu bod	 dan� vlastnosti
 V tomto �l�nku se budeme
zab�vat ot�zkou� jak�m geometrick�m �tvarem je mno�ina� jej�� body
jsou ur�eny pomoc� druh�ch mocnin jejich vzd�lenost� od n
kolika dan�ch
bod	
 Vy�e��me nejprve t�i jednoduch� p��klady tohoto typu


P��klad �
Ur�ete� jak�m geometrick�m �tvarem je mno�ina v�ech bod	 X � pro

kter� plat�
jXAj� � jXBj� � d�

kde A� B jsou krajn� body dan� �se�ky a d je dan� nez�porn� re�ln� ��slo


�e�en�� �se�ku AB d�lky a um�st�me ve zvolen� sou�adnicov� soustav
 tak�
�e bod A le�� v po��tku a bod B m� sou�adnice �b� ��� tak�e vzd�lenosti
bodu X �x� y� od bod	 A� B jsou

jXAj� � x� � y�� jXBj� � �x � b�� � y��

M��li bod X danou vlastnost� zjist�me �po ekvivalentn�ch �prav�ch�� �e
pro jeho sou�adnice plat��
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Hledan�m �tvarem je tedy
a� kru�nice� je�li d � �

�b
��

b� jedin� bod �a to st�ed �se�ky AB�� je�li d � �
�b

��
c� pr�zdn� mno�ina� je�li d � �

�b
�


P��klad �
Ur�ete� jak�m geometrick�m �tvarem je mno�ina v�ech bod	 X � pro

kter� plat�
jXAj� � jXBj� � d�

kde A� B jsou krajn� body dan� �se�ky a d je dan� re�ln� ��slo


�e�en�� �se�ku AB d�lky a um�st�me ve zvolen� sou�adnicov� soustav

stejn
 jako v p�edchoz�m p��kladu � bod A le�� v po��tku a bod B m�
sou�adnice �b� ��
 Proto�e pro vzd�lenosti bodu X �x� y� od bod	 A� B plat�

jXAj� � x� � y�� jXBj� � �x � b�� � y��

dostaneme z dan� podm�nky snadn�mi �pravami� �e bod X �x� y� le�� na
p��mce o rovnici

x �
b� � d

�b
�

Vzhledem k tomu� �e tyto �pravy byly ekvivalentn�� m� tak� ka�d�
bod X t�to p��mky danou vlastnost
 Znamen� to� �e hledan�m �tvarem
je p��mka� kter� je kolm� na p��mku AB


P��klad �
Ur�ete� jak�m geometrick�m �tvarem je mno�ina v�ech bod	 X � pro

kter� plat�

jXAj� � jXCj� � jXEj� � jXBj� � jXDj� � jXF j� � ��

kde A� B� C� D� E� F jsou vrcholy pravideln�ho �esti�heln�ku


�e�en�� Pravideln� �esti�heln�k ABCDEF o stran
 d�lky a um�st�me ve
zvolen� sou�adnicov� soustav
 tak� �e jeho st�ed je v po��tku a vrchol A
m� sou�adnice �a� ��� zb�vaj�c� vrcholyB� C�D� E� F pak maj� po �ad
 sou�
�adnice

�
�
�a�

�
�a
p

�
�
�
�� �

�a�
�
�a
p

�
�
� ��a� ��� �� �

�a�� �
�a
p

�
�
�
�
�
�a�� �

�a
p

�
�



Vypo�teme�li druh� mocniny vzd�lenost� libovoln�ho bodu X �x� y� od vr�
chol	 dan�ho �esti�heln�ku� zjist�me� �e v�raz

jXAj� � jXCj� � jXEj� � jXBj� � jXDj� � jXF j�
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je identicky roven nule
 Znamen� to� �e dan� podm�nce vyhovuj� v�echny
body X � tak�e hledan�m �tvarem je cel� rovina


V uveden�ch p��kladech jsme vid
li� �e mno�inou v�ech bod	 ur�en�ch
druh�mi mocninami jejich vzd�lenost� od dan�ch bod	 m	�e b�t n
kter�
z t
chto �tvar	�

cel� rovina� p��mka� kru�nice� jedin� bod� pr�zdn� mno�ina

Nask�t� se ot�zka� zda nemohou nastat i jin� mo�nosti
 Abychom ji

zodpov
d
li� zobecn�me p�edch�zej�c� p��klady a vy�e��me �lohu o druh�ch
mocnin�ch vzd�lenost� obecn



�loha
Ur�ete� jak�m geometrick�m �tvarem je mno�ina v�ech bod	 X � pro

kter� plat�
nX

i��

kijXAij� � k�

kde A�� A�� � � � � An jsou dan� body a k�� k�� � � � � kn� k jsou dan� re�ln�
��sla


�e�en�� Zvol�me sou�adnicovou soustavu a sou�adnice ka�d�ho bodu Ai

ozna��me �xi� yi�
 Pro sou�adnice �x� y� bodu X pak podle dan� podm�nky
plat��

nX
i��

ki
�
�x � xi�

� � �y � yi�
�
�
�

nX
i��

ki�x
� � y� � �xxi � �yyi � x�i � y�i � �

� �x� � y��
nX

i��

ki � �x
nX

i��

kixi � �y
nX

i��

kiyi �
nX

i��

ki�x
�
i � y�

i
� � k�

Pro p�ehlednost ozna��me ��sla

nX
i��

ki�

nX
i��

kixi�

nX
i��

kiyi� �k �
nX

i��

ki�x�i � y�i �

po �ad
 a� b� c� d a dostaneme tak rovnici

ax� � ay� � �bx� �cy � d � ��
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Je�li a �� �� uprav�me ji dopln
n�m na �tverec na tvar

�
x� b

a

��

�
�
y � c

a

��
�
b� � c� � ad

a�
�

odkud je vid
t� �e hledan�m �tvarem je
a� kru�nice� je�li b� � c� � ad�
b� jedin� bod� je�li b� � c� � ad�
c� pr�zdn� mno�ina� je�li b� � c� � ad


Je�li a � �� dostaneme rovnici

�bx� �cy � d � ��

odkud je z�ejm�� �e hledan�m �tvarem je
a� p��mka� je�li b� � c� �� � a d libovoln��
b� cel� rovina� je�li b � c � d � ��
c� pr�zdn� mno�ina� je�li b � c � � a d �� �


Obr�cen�m tohoto postupu doch�z�me k z�v
ru� �e plat� n�sleduj�c� tvr�
zen��

V�ta �o druh�ch mocnin�ch vzd�lenost��

Mno�ina v�ech bod	 X � pro n
� plat�
X

kijXAij� � k� kde Ai jsou
dan� body a ki� k dan� re�ln� ��sla� je pr�v
 jeden z t
chto �tvar	� cel�
rovina� p��mka� kru�nice� jedin� bod� pr�zdn� mno�ina


Tato v
ta umo��uje zjistit� jak�m �tvarem je mno�ina bod	 vyj�d�en�
pomoc� druh�ch mocnin jejich vzd�lenost� od n
kolika dan�ch bod	� ani�
je nutn� odvozovat rovnici tohoto �tvaru
 Uka�me si to v n�sleduj�c�ch
p��kladech


P��klad �
Ur�ete� jak�m geometrick�m �tvarem je mno�ina v�ech bod	 X � pro

n
� plat�
jXAj� � jXBj� � jXCj� � ��

kde ABC je dan� rovnostrann� troj�heln�k
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�e�en�� Tuto �lohu dostaneme� polo��me�li v obecn� �loze o druh�ch moc�
nin�ch vzd�lenost� n � �� k� � k� � �� k� � ��� k � �
 Vzhledem k tomu�
�e plat�

k� � k� � k� �� ��

je �tvarem� kter� vypln� body X � kru�nice nebo jedin� bod nebo pr�zdn�
mno�ina
 Z dan� podm�nky je v�ak ihned vid
t� �e vyhovuje bod X � A

�nebo je jAAj� � jABj� � jACj� � �� a tak� bod X � B �nebo je
jBAj� � jBBj� � jBCj� � ��
 Znamen� to� �e hledan� �tvar obsahuje
aspo� dva body� tak�e se jedn� o kru�nici


P��klad �
Ur�ete� jak�m geometrick�m �tvarem je mno�ina v�ech bod	 X � pro

n
� plat�
jXAj� � jXCj� � jXBj� � jXDj� � ��

kde ABCD je dan� pravo�heln�k


�e�en�� Stejn
 jako v p�ede�l�m p��kladu jde o speci�ln� p��pad obecn�
�lohy o druh�ch mocnin�ch vzd�lenost�� kter� dostaneme pro n � �� k� �
� k� � �� k� � k� � ��
 Proto�e je nyn�

k� � k� � k� � k� � ��

je hledan�m �tvarem pr�zdn� mno�ina� p��mka nebo cel� rovina
 Pr�zdn�
mno�ina ani p��mka v�ak t�mto �tvarem b�t nemohou� nebo � jak se
snadno p�esv
d��me � danou podm�nku spl�uj� v�echny vrcholy dan�ho
pravo�heln�ku
 Nap�
 pro bod X � A je jAAj � � a

jACj� � jABj� � jBCj� � jABj� � jADj��

P��klad 	
Ur�ete� jak�m geometrick�m �tvarem je mno�ina v�ech bod	 X � pro

n
� plat�
jPX j � � jQX j�

kde P � Q jsou dan� r	zn� body a je dan� kladn� ��slo r	zn� od jedn�
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�e�en�� Na prvn� pohled se nezd�� �e by se jednalo o zvl��tn� p��pad na��
obecn� �lohy
 Sta�� si v�ak uv
domit� �e dan� podm�nka je ekvivalentn�
s podm�nkou

jPX j� � ��jQX j� � ��

kter� vznikne z obecn� �lohy pro n � �� k� � �� k� � ��
 Je tedy
k� � k� �� �� co� znamen�� �e hledan�m �tvarem je kru�nice� bod nebo
pr�zdn� mno�ina
 Proto�e v�ak na p��mce PQ le�� dva body X� �� X�� je�
jich� pom
r vzd�lenost� od bod	 P � Q je roven dan�mu ��slu � � �� � �� ��
je hledan�m �tvarem kru�nice
 �Je to zn�m� Apolloniova kru�nice
�

L i t e r a t u r a

��� Calda� E�� Apolloniova kru�nice a kruhov	 kule
n�k� Rozhledy MF� ro
� �� 
������

� ��

��� Vasiljev� N� B� � Gutenmacher� V� L�� P��mky a k�ivky� Praha� Mlad� fronta �����

Didakticko�motiva�n� v�bava u�itel�a

matematiky

DU�AN JEDIN�K

Trnavsk� univerzita� Trnava� SLOVENSKO

V
dy pripraven�
Jednou z pozit�vnych charakterist�k �spe�n�ho u�itel!a matematiky je aj

jeho pripravenos na improviz�ciu �napr
 na suplovan�ch vyu�ovac�ch ho�
din�ch� v mimovyu�ovacom �ase� pri z�ujmovej �innosti a pod
�
 K tomu
m"�e posl��i jeho didakticko	motiva
n� v�bava � zvl�� pripraven� s��
bor r"znorod�ch podnetov aj pre ne�akan� situ�cie
 U�itel! matematiky
nem� pon�ka len �daje z predp�san�ch u�ebn�c a zbierok �loh� ale aj
in� motiva�n� inform�cie a populariza�n� podnety� napr
 aj v�ber titu�
lov z populariza�nej� z�bavnej a rekrea�no�pou�nej i historickej literat�ry
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s matematickou tematikou alebo �ivotopisn� inform�cie o v�znamn�ch ma�
tematikoch a ich pozoruhodn�ch dielach
 Zodpovedn� u�itel! by mal ma 
v�dy #po ruke$ svoj typick� �ir�� s�bor podnetov �ulo�en� aj vo svojej
l!udskej pam%ti�� �loh i pr�kladov� zauj�mav�ch my�lienok a didaktick�ch
postupov� historick�ch pozn�mok� praktick�ch uk��ok� aby presved�oval
o tom� �e jeho pomer k matematickej kult�re je �iven� trval�m a hlbok�m
vz ahom pre pestr� svet inform�ci� s jednoduch�m� ale aj vel!mi podnet�
n�m pozad�m
 Tieto ciele sleduje to� �o naz�vame didakticko	motiva
n�
v�bava u
itel�a matematiky


M�lokto z u�itel!ov matematiky pochybuje o tom� �e pre pedagogick�
pr�cu s� potrebn� nielen vhodn� pr�klady a �lohy� ich didaktick� spra�
covanie� motiva�n� podnety� ale aj pozoruhodn� cit�ty� &lozo&ck� �vahy
a historick� pozn�mky
 Ich ��elov� v�ber je ur�ite r"znorodo pestr�
 Spo�
lo�n�m menovatel!om asi m"�e by z�mer motiva�no�didaktick�
 'iakom
potrebujeme uk�za z�kladn� my�lienkov� postupy charakteristick� pre
matematick� myslenie� obsa�nos t�m logickej argument�cie i ��nrov� pes�
tros sprac�vanej problematiky
 Ka�d� u�itel! �kolskej matematiky m� svoj
#odborn� obzor$
 Postupn� presahovanie tejto l�nie by si mal pravidelne
pripravova (al��m �t�diom podnetn�ch zdrojov inform�ci�


Rie�enie 
loh ako 
stredn� �innos�

Z�kladnou zlo�kou motiva�no�didaktickej v�bavy u�itel!a matematiky
je pestr� s�bor �loh s pozoruhodn�m textom� s r"znou tematikou� po�
stupne sa zvy�uj�cou ob a�nos ou a cielen�m mo�n�m pou�it�m vo zvo�
lenej chv�li didaktick�ho p"sobenia
 U�itel! matematiky v prvom rade na
premyslen�ch zadaniach pr�kladov a �loh� v postupoch ich rie�enia a do�
kazovania spr�vnosti� uplat�uje svoju metodick� sp"sobilos � didaktick�
z�sady i praktick� sk�senosti
 Zmysluplne pripraven� �lohy s� aj zdrojom
my�lienkov�ch podnetov a motiva�n�ch impulzov
 S�bor pon�kan�ch �loh
�napr
 uk��ka �
� �
� a ich didakticko�motiva�n� �rove� m"�e by pomerne
dobrou charakteristikou kvality u�itel!skej pr�ce


S
bor didakticko�motiva�n�ch 
loh ��
 uk��ka�

�� Ako si zapam�ta� ��slo na �� desatinn�ch miest�
� � ����� ��� )�� �*� +�� ��* �)� )�� �*� �+� � � �
M�m� 
 bo�e� 
 dobr�� zapam�ta� si tak�to 
�sel rad� Vel�k� slov�tny
Archimedes� pom�haj tr�pen�mu� daj mu moc naspam�� zna� kr�sne aj
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sl�vne s�ce� ale tak protivn� n�m� ach� 
�slice Ludolfove�
�po�et p�smen v jednotliv�ch slov�ch je pr�slu�n� ��slica v desatinnom
vyjadren� ��

�� Ne�akan� vyjadrenie � rovnica srdca�
Zn�zornite v ortonorm�lnej s�stave s�radn�c bin�rnu rel�ciu

y �
�
�

�
x� � jxj � )
x� � jxj� �

�
p

�)� x�
	

�� Rozdelenie koristi � spravodliv� zbojn�ci�
Ako si traja zbojn�ci rozdelia r"znorod� koris � ak si navz�jom ned"ve�
ruj� a ka�d� z nich je presved�en�� �e dok��e koris rozdeli na rovno�
cenn� �asti


�� Rozhovor dvoch matematikov�
A� S��in veku mojich troch synov je �)

B� T�to inform�cia nesta�� na ur�enie veku ka�d�ho z nich

A� S��et veku synov je rovnak� ako po�et okien na dome� ktor� vid�me

pred sebou

B� Ani teraz sa ned� ur�i vek tvojich synov

A� Najstar�� z mojich synov m� �ierne vlasy

B� ,akujem� to mi sta��
 U� pozn�m vek tvojich synov


Kol!ko rokov m� ka�d� z matematick�ch synov a kol!ko okien bolo na
budove� ktor� videli pred sebou-

�� �tvorec iba kru
idlom
Zostrojte v�etky vrcholy �tvorca ABCD� ale iba kru�idlom� ak s� dan�
vrcholy A� B


	� Ne
n� cit a pravdepodobnos��
Desa l!ud� si n�hodne sadne okolo okr�hleho stola
 Ak� je pravdepo�
dobnos � �e ur�it� dvaja l!udia bud� sedie vedl!a seba-

�� �o je v�hodnej�ie pre pracuj
cich�
M�te rozhodn� � bu( zn��i ceny v�robkov o �� . a nemeni platy
pracovn�kov� alebo nemeni ceny v�robkov a zv��i o �� . platy
 Zd"�
vodnite� �o je v�hodnej�ie pre pracovn�kov


�� Tak� trojuholn�k neexistuje�
Uk��te� �e neexistuje trojuholn�k� ktor�ho v��ky by mali vel!kos �� �� �

�d/�kov�ch jednotiek�
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�� Aj tak� existuje�
Dok��te� �e v rovine existuje trojuholn�k� ktor�ho v�etky v��ky s� men�
�ie ne� � cm a obsah trojuholn�ka je v%��� ako mili0n cm�


��� Z�hada dvan�stich duk�tov
Medzi dvan�stimi duk�tmi je jeden falo�n� �nem� rovnak� hmotnos 
ako ostatn��
 Stanovte postup ak�m n�jdete tento falo�n� duk�t najviac
tromi v��eniami na rovnoramenn�ch v�hach


Postrehy v�zna�n�ch osobnost� ��
 uk��ka�

� Naju�l�achtilej�ia sila na�ej du�e je schopnos�� ktor� sa spolieha na me	
ranie a v�po
et�

Plat0n
� Filozo�a sveta je obsiahnut� v grandi
znej knihe otvorenej pre v�etk�ch
� mysl�m t�m knihu pr�rody� Je nap�san� re
ou matematiky� Bez nej
nemo�no pochopi� ani jedno slovo� bez nej zostane iba m�rne kr��enie
v bludnom labyrinte�� � Dve pravdy si nikdy nem��u odporova��

G
 Galilei
� �lohou vedy je vz�al�ova� 
loveka od zla� usmer�ova� jeho mysel� k v�
�ej
dokonalosti�

M
 Kopern�k
� Cel� l�udsk� d�stojnos� spo
�va v myslen�� Sna�me sa preto� aby sme
mysleli spr�vne� v tom je princ�p mravnosti � � � Nemo�no popiera� exis	
tenciu v�etk�ho� 
o nie je pochopitel�n��

B
 Pascal
� Z �vah o pr�kladoch je mo�n� vytvori� met
du�

R
 Descartes
� Matematiku u� len preto je potrebn� �tudova�� �e ona rozum do poriadku
d�va�

M
 V
 Lomonosov
� Najtvrd��m orie�kom pri rie�en� probl�mov je polo�i� si spr�vnu ot�zku�
Jedin� cesta ako sa to d� nau
i� je � sk��a� to�

P
 Halmos
� Pr�ca matematikov mala v�dy za ciel� prinies� nov� poznatky u�ito
n�
pre in� l�udsk� 
innos��

P
 Vop
nka
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� Matematika d�va naj
istej�� a bezprostredn� z��itok pravdy� v tom je jej
hodnota pre v�eobecn� vzdelanie�

M
 Laue
� To najd�le�itej�ie v �ivote je hra� sa� A je ��ast�m� ak 
lovek zapoj� do
hry svoj mozog�

E
 Rubik
� Zaujatie matematikou sa d� porovna� so z�ujmom o mytol
giu� literat	
�ru� alebo hudbu� Je to jedna z najvlastnej��ch oblast� 
loveka� v nej sa
prejavuje l�udsk� podstata� t��ba po intelektu�lnej sf�re �ivota� ktor� je
jedn�m z prejavov harm
nie sveta�

H
 Weyl
� Milujem matematiku nielen preto� �e je mo�n� jej pou�itie v technike�
ale aj preto� �e je kr�sna� �e do nej 
lovek vlo�il svoju rozko� z hry a �e
matematiky je schopn� aj tej najvy��ej hry a umo��uje n�m zmoc�ova�
sa nekone
na� M� 
o poveda� o nekone
ne a o ide�ch� M� neuzavret�
povahu l�udsk�ho tvorenia�

R
 P�terov�

S
bor historick�ch pozn�mok ��
 uk��ka�

Stredovek� zbierka 
loh

Ani v #temnom$ stredoveku nebola matematika m1tva
 Na dvore Karola
Vel!k�ho v Aachene okolo roku ++� sa pou��vala jedna z prv�ch zbierok
zauj�mav�ch �loh z matematiky s podnetn�m n�zvom #�lohy na cibrenie
umu mlad�ch$
 Jej autorom bol u�itel!� &lozof i b�snik Alcuin z Yorku �asi
+�� � *��� p"vodn�m keltsk�m menom Alh�win� tj
 priatel! chr�mu�
 U�
v tejto u�ebnici sa vyskytuje zn�ma �loha o pltn�kovi� vlku� koze a kapuste

Sk�ste zdokonali svoje myslenia vyrie�en�m �lohy� Ako rozdeli ��� minc�
medzi ��� os"b� aby mu�i dostali po troch� �eny po dvoch a ka�d� dve deti
spolu po jednej minci
 U� vo svojej dobe vzdelanec Alcuin vedel� #Rozumne
sa p�ta�� znamen� vyu
ova��$

�tvorec protikladov

Carihradsk� mn�ch a &lozof Michael Sellos� �ij�ci v ��
 storo��� navr�
hol �pred n�m podobn� sch�mu pou��val aj vzdelan� r�msky re�n�k L� A�
Apuleius v druhom storo��� usporiada v�eobecn� kladn� v�rok ��x � M�
��x�� v�eobecn� z�porn� v�rok ��x � M ����x��� �iasto�n� kladn� v�rok
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��x � M ���x� a �iasto�n� z�porn� v�rok ��x � M ����x� do �tvorcovej
sch�my a vyzna�i ich logick� vz ahy�

�����
����	

�x �M � ��x� �x �M � ���x�

2

�x �M � ��x� �x �M � ���x�

protire
iv� �logicky protikladn�� sporn�� kontradikt0rne� neg�cia� opak� je�
den je pravdiv� � druh� nepravdiv���
protiviace sa �kontr�rne� nem"�u by obidva pravdiv�� ale m"�u by obidva
nepravdiv���
podprotiviace sa �subkontr�rne� m"�u by obidva pravdiv�� nem"�u by 
obidva nepravdiv���
podradenos�� nadradenos� vzhl!adom na pravdivos �subsumcia� pre ne�
pr�zdnu M z pravdivosti nadraden�ho v�roku vypl�va pravdivos podra�
den�ho v�roku� z nepravdivosti podraden�ho v�roku vypl�va nepravdivos 
nadraden�ho v�roku�


Nikdy nebude prvo��slom

Kol!ko bolo �ien �spe�n�ch vo #vel!kej$ matematike- Prvou �enou� ktor�
z�skala cenu Par��skej akad�mie za vypracovanie matematickej te0rie pru��
nosti dosiek bola Sophie Germainov� ��++) � �*���
 Pracovala aj v te0rii
��sel
 Tam jednoducho uk�zala� Pre ka�d� prirodzen� 
�slo n � � plat��

�slo �n� � �� je 
�slo zlo�en� �to znamen�� �e ak je n � � nie je nikdy
prvo��slo�
 Pozrite sa na vtipn� d"kaz�

n��� � n���n�����n� � �n��������n�� � �n�����n��n�����n��

Ani jeden zo s��initel!ov sa pre n � � nerovn� jednej� to znamen�� �e m�
dvoch r"znych delitel!ov� ktor� sa nerovnaj� ��slu sam�mu ani jednotke

Teda je to ��slo zlo�en�
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Zauj�mav� rie�enia vtipn�ch 
loh ��
 uk��ka �

�arovn� trik ako k
zeln�k

�loha
Nap��te si svoje trojcifern� ��slo
 Urobte z neho (al�ie ��slo s obr�ten�m

porad�m ��slic
 Od��tajte men�ie z t�chto ��sel od v%��ieho
 Z v�sledku mi
povedzte cifru na mieste jednotiek
 Poviem v�m cel� v�sledok


Rie�enie� Sk�sme to� ���+� +��� +��� ��+ � ��*� poviete *

Ja si predstav�m ��x � � � *� teda x � �� v�� v�sledok bol ��*
 V �om je
podstata-

���a� ��b� c� ���c� ��b� a � ��a� ��c � ���a� c�

V�sledok od��tania trojcifern�ch� tzv
 reverzn�ch ��sel je v�dy delitel!n� ��

Tento fakt vyu�ijeme na ur�enie rozdielu �a � c� a teda aj cel�ho v��

sledku


Vyn�js� sa aj z m�la

�loha
V zn�zornenom z�pise s��inu dvoch kladn�ch cel�ch ��sel stanovte ne�

zap�san� ��slice �s� nazna�en� bodkami��

� � �
� � � �
� � � �

� � + �
� � �
� � � � �

Rie�enie� Mus�me vych�dza z toho m�la� �o vid�me a z toho� �o o n�so�
ben� vieme
 Ak rozlo��me ��slo ��+� na s��in prvo��siel dostaneme ��+� �
� �� � ���� teda aby sme dostali toto ��slo ako s��in trojcifern�ho a jed�
nocifern�ho ��sla treba )�� � �
 Potom n�sobenec bude )�� a druh� cifra
n�sobitel!a �
 Preto�e tret� �iasto�n� s��in je trojcifern�� tak prv� ��slica
n�sobitel!a mus� by iba �
 Aby prv� �iasto�n� s��in bol �tvorcifern� a cel�
kov� s��in iba p% cifern�� tak posledn� cifra n�sobitel!a m"�e by len �
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Nazna�en� s��in je

) � �
� � � �

� � � �
� � + �
) � �

� � � ) �

Tane�n� z�znam svedomit�ch diev�at

�loha
Na tane�nom ve�ierku bolo �� mlad�ch l!ud� �chlapci a diev�at��
 M�ria

tancovala so siedmimi chlapcami� Ol!ga s "smimi� Viera s deviatimi� at(

Posledn� Helena tancovala so v�etk�mi chlapcami
 Kol!ko chlapcov bolo
na ve�ierku-

Rie�enie� Na prv� pohl!ad sa zd�� �e zadanie �lohy je ak�si zm%to�n�

Nevieme men� v�etk�ch diev�at ani ich po�et
 Ozna�me si po�et diev�at x


Pozn�me iba po�et tane�n�kov s jednotliv�mi svedomit�mi diev�atami�

x



M � � � � � � � � � � � � �+ chlapcov
O � � � � � � � � � � � � � * chlapcov
V � � � � � � � � � � � � � � chlapcov
� � � � � � � � � � � � �

H � � � � � � � � � � � � � y �y je po�et v�etk�ch chlapcov�

Teda x�t� diev�a tancovalo s y chlapcami�

x� � � � � � � � y � � � � �

x� � � � � � � � y � � � � �






prv� diev�a tancovalo s y � �x� �� chlapcami

Usudzujeme� �e y � �x � �� � y � x� � � +

Vyrie�ime s�stavu rovn�c� y � x � )� x� y � ��
Dostaneme y � �� a x � +
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Na ve�ierku bolo teda + diev�at a �� chlapcov

Svedomit� postup pri zozn�men� sa so zadan�m �lohy n�m priniesol

po�adovan� v�sledok


Stru�n� spomienky na matematikov ��
 uk��ka�

Obdivoval usporiadanie ��sel do magick�ch �tvorcov
 V geometrii vytu�
�il nov� mo�nosti vyu��van�m s�radn�c
 Vybadal spojenie medzi �lohami
na ur�ovanie doty�n�c
 Bol pr�vnikom� matematiku sledoval ako z�l!ubu

Pierre Fermat ���
 *
 �)�� � ��
 �
 �))��� franc�zsky sudca� do dej�n
matematiky sa zap�sal svojou domnienkou� ktor� pre�ila bez d"kazu cel�

storo�ia �Fermatovu vetu dok�zal A� Wiles� ���� � ���
 Nap/�a sa jeho
predpove(� #Mnoh� bud� prich�dza� a odch�dza�� ale veda sa bude st�le
obohacova��$ Jeho kore�pondencia s B
 Pasca�om sa zap�sala do z�kladov
te0rie pravdepodobnosti


Prv� profesorka matematiky v Eur0pe predn��ala na univerzite v 3to�
kholme �od �**��
 #Medzi v�etk�mi vedami� ktor� odkr�vaj� l�udstvu cestu
k poznaniu z�konov pr�rody� najmohutnej�ia a najvzne�enej�ia je mate	
matika�$ So�a Vasiljevna Kovalevsk� ���
 �
 �*�� � ��
 �
 �*���� rusk�
matemati�ka� vytvorila znamenit� �t�die v te0rii diferenci�lnych rovn�c
a analytickej mechanike
 Z�skala Bordinovu cenu� ocenenia par��skej Aka�
d�mie vied� 3v�dskej akad�mie i �lenstvo v Akad�mii vied v Petrohrade

Vynikala matematickou erud�ciou� liter�rnym talentom a l!udskou odva�
hou
 Zv�raznila pr�vo sebauplatnenia �ien v oblastiach dovtedy pre nich
nedostupn�ch


Prispel k aritmetiz�cii matematiky� podal aritmetick� de&n�ciu iraci�
on�lnych ��sel
 Karl Weierstrass ���
 ��
 �*�� � ��
 �
 �*�+�� nemeck�
matematik� dobudoval z�klady matematickej anal�zy� vytvoril presne zd"�
vodnen� te0riu eliptick�ch funkci�� ovplyvnil te0riu analytick�ch funkci�
i varia�n� po�et
 Vedel� �e matematika nesmie str�ca kontakt s (al��mi
vedami
 #Nemo�no by� skuto
n�m matematikom a neby� trochu aj b�sni	
kom
$

Met�dy rozv�jania �tudijnej motiv�cie �)
 uk��ka�

Nazna�me si tie princ�py a postupy zvy�ovania motiv�cie� ako protipr��
klady pre demotiva�n� �initele u�enia sa �autoritat�vny �t�l vyu�ovania�
memorovanie� strnulos a f�dnos vyu�ovac�ch met0d� m�lo tvorivosti� ak�
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tivity a originality�� ktor� m"�u by u�ito�n� pri vyu�ovan� �kolskej mate�
matiky�

�
 Vyu�ovanie hrou a dramatiz�cia aj matematickej �innosti� �iv� a n��
zorn� vyu�ovanie� rozmanitos a zmena rytmu


�
 Uplat�ovanie princ�pu sebavyjadrovania �iaka a jeho zodpovednosti za
v�sledky matematickej pr�ce� zv�raznenie jeho individuality


�
 Zauj�mavos pon�kan�ch matematick�ch �loh� mo�nos primeran�ho
s� a�enia a uplatnenia sk�senost�� vhodn� ocenenie �spechu� vytv�ranie
prostredia medzil!udskej spolupr�ce


�
 Probl�mov� alebo programovan� u�enie �tvorba hypot�z� aktivita� sp%t�
n� v%zba� vlastn� tempo�


�
 Tvorivos � autentick� pocit sebarealiz�cie� oddelenie produkcie od hod�
notenia� cielen� rozvoj predstavivosti a zmyslupln�ch asoci�ci�� s�stre�
denos na pr�cu a zapojenie celej osobnosti


)
 Individu�lny pr�stup k �iakom� skupinov� vyu�ovanie� rozv�janie cito�
v�ho vz ahu aj k probl�mom� rozvoj hodnotiaceho myslenia� hierarchia
ciel!ov� aktu�lnos a u�ito�nos z�skan�ch poznatkov


+
 Samostatn� akt�vne individu�lne vyu��vanie informa�n�ch zdrojov
a fondov� uplat�ovanie zmysluplnosti a �ir�ieho v�znamu vzdelanosti
i matematickej kult�ry


Aj vo vyu�ovan� �kolskej matematiky maj� nezanedbatel!n� �lohu osved�
�en� motiva�n� postupy v�eobecn�ho didakticko�pedagogick�ho p"sobenia�
n�zornos � probl�mov� pr�stup� individu�lna starostlivos � zadanie prime�
rane obtia�nych �loh pre (al�ie samostatn� �t�dium� pravideln� opakova�
nie


3t�dium �kolskej matematiky m� vzbudi � usmerni a udr�a z�ujem
a schopnos pou��va matematick� sp"sob myslenia a argument�cie v r"z�
nych �ivotn�ch situ�ci�ch ka�dodenn�ho l!udsk�ho �ivota
 Hans Freuden�
thal� didaktik matematiky� navrhoval
 #Umiestnite �iakov do tak�ch si	
tu�ci�� kde bud� vo vz�ahu s tak�mi re�lnymi javmi� ktor�ch organiza
	
n�m princ�pom je ur
it� matematick� �trukt�ra�$ Matematick� kult�ra
l!udstva patr� k nenahraditel!n�mu civiliza�n�mu odkazu nielen pre�itia
l!udsk�ho rodu� ale aj jeho vedecko�technick�ho a technologick�ho rozvoja
do informa�no�po��ta�ovej spolo�nosti ��
 storo�ia
 Od d"b Plat0na �asi
��+� ��+ pred n
 l
� a� dodnes prin��aj� rozvinut� matematick� disci�
pl�ny aj podnety duchovno�&lozo&ck� a metodologick�
 #Matematika je
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ako sila l�udsk�ho ducha povolan� nahradi� n�m nedokonalos� na�ich zmys	
lov i kr�tky 
as n��ho �ivota$ �J
 B
 Fourier� �+)* � �*���
 Matematick�
myslenie je pre n�s impulzom aj pre cestu k nekone�nu �potencion�lnemu
i aktu�lnemu�


V�ber z didakticko�populariza�nej literat
ry �+
 uk��ka�

Jednou z mo�nost�� ako m"�u u�itelia #po�tov a merby$ z�ska popula�
riza�n� a motiva�n� impulzy� je poznanie vhodn�ch inform�ci� z pr�slu�nej
literat�ry
 Pon�kam stru�n� v�ber slovenskej a �eskej kni�nej produkcie
z posledn�ho obdobia �od roku ������

And
l� J
� Matematika n�hody
 Praha� Matfyzpress� ����

Barrow� J
 D
� P� na nebes�ch �O po
�tan�� my�len� a byt� �� Praha� Mlad�
fronta� ����

Cryan� D
 a kol
� Logika� Praha� Port�l� ����

Devlin� K
� Jazyk matematiky� Praha� Argo a Doko��n� ����

Hejn�� M
 � Ku�ina� F
� D�t�� �kola a matematika
 Praha� Port�l� ����

Karf�kov�� L
� 3�r� Z
� ��slo a jeho symbolika od antiky po renesanci� Brno�
CDK� ����

Ku�ina� F
� Deset geometrick�ch transformac�
 Praha� Prometheus� ����

Matou�ek� J
 � Ne�et�il� J
� Kapitoly z diskr�tn� matematiky� Praha� Ka�
rolinum� ����

Nagel� E
 � Newman� J
 R
� G�del�v d�kaz
 Brno� VUTIUM� ����

Pun�och��� M
� Nedaleko nekone
na� Praha� Academia� ����

Rektorys� K
� Co je a k 
emu je vy��� matematika� Praha� Academia� ����

Singh� S
� Velk� Fermatova v�ta
 Praha� Academia� ����

Smullyan� R
� Naveky nerozhodnuto� Praha� Academia� ����

Smullyan� R
� �eherez�diny h�danky a dal�� podivuhodn� �lohy� Praha�
Port�l� ����

Quine� W
 V
� Od stimulu k v�de
 Praha� Filozo&a� ����

Vop
nka� P
� Uheln� k�men evropsk� vzd�lanosti a moci �Souborn� vyd�n�
rozprav o geometrii�� Praha� Pr�h� ����

Vop
nka� P
� Vypr�ven� o kr�se novobarokn� matematiky� Praha� Pr�h�
����


�
itok i z�
itok z v�bavy

Odpor��am zodpovedn�m u�itel!om matematiky� aby si sprac�vali a do�

p/�ali svoju osobn� motiva�no�didaktick� v�bavu a pr�ve �ou charakte�
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rizovali svoj sp"sob pr�ce� zameranie pedagogickej �innosti a zv�raz�o�
vali pon�kan� priority
 4as str�ven� pri v�bere podnetn�ch zlo�iek pestrej
a r"znorodej motiva�no�didaktickej v�bavy ur�ite nebude zbyto�n�� z��it�
kuje sa v plnohodnotnej informa�nej komunik�cii so �tudentmi


Ohl�dnut� za krajsk�mi koly

	
� ro�n�ku MO

PAVEL LEISCHNER

Pedagogick� fakulta JU� �esk� Bud�jovice

Jednota �esk�ch matematik	 a fyzik	 vyd�v� ve spolupr�ci s �st�edn�
komis� MO bro�ury jednotliv�ch ro�n�k	 matematick� olympi�dy
 Tyto
tradi�n
 obsahuj� zpr�vu o pr	b
hu sout
�e v kategori�ch A� B� C a P�
seznam nejlep��ch �e�itel	� texty a �e�en� v�ech �loh� zpr�vu o p��slu�n�m
ro�n�ku MMO a dal�� �daje
 Mnoh�ho �ten��e by asi zaj�mala i celkov�
�sp
�nost v �e�en� jednotliv�ch �loh� co bylo pro studenty p��li� t
�k�� s ��m
si naopak poradili snadno apod
 Ve snaze naj�t aspo� ��ste�nou odpov
(
na tyto ot�zky jsem po��dal p�edsedy krajsk�ch komis� MO o poskytnut�
pot�ebn�ch �daj	
 Na z�klad
 informac� z�skan�ch z jeden�cti kraj	 jsem
se pokusil vyhodnotit II
 �krajsk�� kola v kategori�ch A� B a C z hlediska
obt��nosti �loh a p��stupu student	 k jejich �e�en�
 Vzhledem k rozsahu
p��sp
vku neuv�d�me texty �loh� ani jejich �pln� �e�en�
 Ty najde �ten��
v ��� nebo ���


P�ipome�me� �e ��astn�k druh�ho kola m
l za �kol vy�e�it samostatn

�ty�i �lohy
 Za ka�dou z nich z�skal ) bod	� pokud ji vy�e�il zcela spr�vn


Za chybn� �e�en� mu bylo ud
leno m�n
 bod	 podle z�va�nosti chyb
v souladu s centr�ln
 vydan�mi pokyny k hodnocen� dan� �lohy
 4as�
kter� byl stanoven na �e�en� �loh �inil � hodiny


Pod�vejme se nejprve na kategorii C� je� je ur�ena student	m �
 ro��
n�k	 �ty�let�ch S3 a odpov�daj�ch ro�n�k	 v�celet�ch gymn�zi�
 Z ta�
bulky � je patrn�� �e nejlep��ch v�sledk	 sout
��c� dos�hli v �loze C�II���
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Tabulka �� Relativn� �etnosti �e�itel� podle podle po�tu z�ska�
n�ch bod� pro kategorii C � po�et �e�itel�� ���

Po
et z�skan	ch bod� C�II�� C�II�� C�II�� C�II��

� nebo ne�e�ili ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����

tj
 v �
 �loze
 Dokonce to byla nej�sp
�n
j�� �loha ze v�ech t�� kategori�

'�ci m
li ur�it ��slice x� y a z �des�tkov� soustavy� tak� aby platila rovnost

x� y

z
� z� yx �

kde prav� strana rovnice p�edstavuje z�pis ��sla �v des�tkov� soustav
�
slo�en� ze z jednotek� y desetin a x setin
 5e�itel� v
t�inou rovnici spr�vn

p�epsali na tvar

x� y

z
� z �

y

��
�

x

���
�

kterou �e�ili postupn�m dosazov�n�m mo�n�ch ��slic
 Po �prav
 lze v�ak
vhodn�m odhadem zjistit� �e z � f�� �� �� �g� viz vzorov� �e�en� v ��� nebo
����
 Nejh	�e naopak dopadly ob
 geometrick� �lohy C�II�� a C�II��
 Ve
druh� z nich dokonce )�. �e�itel	 nez�skalo ani bod� p�esto�e �lo o celkem
snadnou konstruk�n� �lohu
 �kolem bylo sestrojit lichob
�n�k vepsan� do
kru�nice o polom
ru � cm� je�li d�na vzd�lenost d � � cm jej�ho st�edu
S od pr	se��ku P �hlop���ek lichob
�n�ku a d�le j�BACj � +��
 4ten��
jist
 snadno zjist�� �e sta�� sestrojit �se�ku SP � kru�nici k se st�edem S

a polom
rem � cm a p��mky p� q� kter� proch�zej� bodem P a maj� sou�asn

od �se�ky SP odchylku ���
 Pr	se��ky t
chto p��mek s kru�nic� k jsou
vrcholy lichob
�n�ku


Jak uvid�me d�le� jsou geometrick� �lohy pro studenty opravdu veli�
k�m probl�mem a m
lo by se jim na �kol�ch v
novat v�ce pozornosti

P�esto m�m pocit� �e v�sledky �lohy ovlivnila nevhodn� formulace zad�n�
a pokyny k hodnocen�
 Zad�n� toti� za��nalo slovy� #Popi�te konstrukci li�
chob
�n�ku 
 
 
$
 Mnoz� studenti opravdu uvedli jen slovn� popis konstrukce
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bez obr�zku a bez zd	vodn
n�
 Za to v�ak podle pokyn	 hodnocen� mohli
z�skat nejv��e t�i body� nebo se m
lo sn��it bodov� hodnocen� o � bod�
pokud neur�ili po�et �e�en�� a dal�� � body� kdy� nezd	vodnili� �e body
S� P le�� na ose z�kladny lichob
�n�ku
 V tabulce � dob�e vid�me� jak se
to projevilo na v�sledc�ch
 Jedna t�etina �e�itel	 z�skala aspo� � body�
co� nen� tak �patn� v�sledek ve srovn�n� s nejt
���mi �lohami ostatn�ch
kategori�


V �loze C�II�� byly zad�ny t�i d�l�� d	kazov� �koly z planimetrie obd�l�
n�ku
 Za vy�e�en� ka�d�ho z nich mohl ��k z�skat maxim�ln
 � body
 Prvn�
�kol byl snadn�� k jeho vy�e�en� sta�ila znalost st��dav�ch a vrcholov�ch
�hl	
 Druh� dva �koly byly n�ro�n
j��
 D�ky t
mto okolnostem z�skalo �+.
sout
��c�ch ��� body� zhruba ��. ani jeden bod a ��. aspo� � body
 Po�
dobn�� ale znateln
 hor��� bylo rozlo�en� �sp
�nosti v �loze C�II��� kter�
vedla� podobn
 jako �loha C�II��� na diofantickou rovnici
 Cesta ke spr�v�
n�mu v�sledku v�ak zde vy�adovala v�ce d	vtipu


V kategorii B �studenti druh�ch ro�n�k	 �ty�let�ch S3 a odpov�daj�c�ch
ro�n�k	 v�celet�ch gymn�zi�� byly op
t podstatn
 hor�� v�sledky v geome�
trick�ch �loh�ch B�II�� a B�II��
 Prvn� z nich byla v�po�etn�� na vyu�it�
Pythagorovy v
ty� a t�kala vz�jemn� polohy kru�nic
 Velmi podobn�� ale
pon
kud t
��� �loha byla zad�na ji� v dom�c�m kole
 O�ek�vali jsme proto
pom
rn
 vysokou �sp
�nost� a tak jsme ji za�adili jako prvn� z p�edpokl��
dan� �tve�ice
 Opak byl pravdou� )�. z�skalo nejv��e dva body
 V
t�ina
z nich z�skala ��� body� a to jen d�ky tomu� �e za zji�t
n� spr�vn� polohy
st�ed	 dot�kaj�c�ch se kru�nic byl ud
len � bod
 Sestaven� pot�ebn�ch rov�
nic vy�adovalo objevit v obr�zku t�i pravo�hl� troj�heln�ky �nebo vyu��t
kosinovou v
tu� kter� v�ak je�t
 nebyla v b
�n�ch hodin�ch matematiky
prob�r�na�
 K tomu bylo zapot�eb� vyzna�it v obr�zku ostro�hl�ho troj��
heln�ka v��ku
 Ti sout
��c�� kte�� rovnice sestavili� je v
t�inou tak� vy�e�ili�
jak nazna�uje tabulka �
 Z n� je patrn�� �e �*. �e�itel	 z�skalo ��) bod	

Chyb
lo zde tedy um
n� objevit v obr�zku pot�ebn� souvislosti
 Tent�� ne�
dostatek lze konstatovat u d	kazov� B�II��� jej�� �e�en� vy�adovalo objevit
Thaletovy kru�nice ur�en� stranou a patami v��ek v ostro�hl�m troj�hel�
n�ku� resp
 t�mi� patami v��ek a �se�kou� je� spojuje t�et� vrchol troj�hel�
n�ku s jeho ortocentrem
 Tato �loha dopadla v kategorii B nejh	�e� )+.
student	 nez�skalo ani jedin� bod a pouze ��. dos�hlo ��) bod	


Nej�sp
�n
j�� byla �loha B�II��� v n�� m
li ��ci vy�e�it rovnice s doln�
celou ��st� re�ln�ho ��sla x � snad proto� �e toto t�ma se vyskytlo v obou
p�edchoz�ch kolech
 Slovn� �loha B�II��� v n�� bylo t�eba sestavit a vy�e�it
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soustavu nerovnic� byla druh� nejl�pe hodnocen� �loha v t�to kategorii

M�me�li posoudit celou �tve�ici� pak je nutno ��ci� �e �lohy byly relativn

t
�k� a p��li� se svou obt��nost� navz�jem neli�ily� V ka�d� z nich dos�hla
v�ce ne� polovina �e�itel	 nejv��e dva body


Tabulka �� Relativn� �etnosti �e�itel� podle podle po�tu z�ska�
n�ch bod� pro kategorii B � po�et �e�itel�� ���

Po
et z�skan	ch bod� B�II�� B�II�� B�II�� B�II��

� nebo ne�e�ili ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����

Kategorie A je ur�ena student	m S3 v posledn�ch dvou ro�n�c�ch studia

Nejlep�� �e�itel� II
 �krajsk�ho� kola jsou pozv�ni k ��asti ve III
 ��st�ed�
n�m� kole a z v�t
z	 III
 kola je pak sestaven t�m� kter� reprezentuje
na�i republiku na Mezin�rodn� matematick� olympi�d

 Vzhledem k t
mto
okolnostem jsou pro II
 a III
 kola vyb�r�ny podstatn
 n�ro�n
j�� �lohy ne�
v ni���ch kategori�ch
 To se znateln
 projevuje i na v�sledc�ch� jak vid�me
v tabulce �
 Nejl�pe dopadla �loha A�II�� �d	kaz algebraick� nerovnosti��
v n�� sice ��. �e�itel	 z�skalo nejv��e dva body� av�ak aspo� p
t bod	 za
jej� �e�en� m
lo ��. student	
 To p�edstavuje pom
rn
 vysokou �sp
�nost
ve srovn�n� s v�sledky u ostatn�ch �loh


Tabulka �� Relativn� �etnosti �e�itel� podle podle po�tu z�ska�
n�ch bod� pro kategorii A � po�et �e�itel�� ���

Po
et z�skan	ch bod� A�II�� A�II�� A�II�� A�II��

� nebo ne�e�ili ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����

� � � ���� ���� ���� ����
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Nejt
��� byla op
t planimetrick� �loha A�II��� v n�� pln�ch ��. sou�
t
��c�ch nedos�hlo v�ce ne� dva body� *. jich bylo hodnoceno z�skalo ���
body a �. pak ��) bod	
 Byla to �loha na vy�et�en� mno�iny bod	 v ro�
vin
� kter� byla pom
rn
 dob�e �e�iteln� vyu�it�m mocnosti bodu ke kru��
nici
 Ve spr�vn�m �e�en� je t�eba dok�zat jistou vlastnost te�en kru�nic�
kterou n
kte�� p�ijali bez d	kazu
 Dal�� typickou a tradi�n� chybou� kter�
se vyskytla i zde� je opomenut� d	kazu rovnosti hledan� mno�iny a nale�
zen�ho geometrick�ho �tvaru v obou sm
rech
 Nav�c se �e�itel� �asto spo�
kojovali s nalezen�m jednoho oblouku kru�nice navzdory tomu� �e hledan�
mno�ina obsahovala oblouky dva
 �loha A�II�� vy�adovala �e�it soustavu
t�� kvadratick�ch rovnic o t�ech nezn�m�ch
 Co do obt��nosti je podle ta�
bulky � srovnateln� �av�ak trochu snaz��� s �lohou A�II�� �nalezen� dvojic
p�irozen�ch ��sel s dan�mi vlastnostmi�
 V obou je relativn� �etnost dosa�
�en� nejv��e dvou bod	 kolem +�.
 V�sledku ��) bod	 dos�hlo p�itom
��. �e�itel	 v �loze A�II�� a ��. �e�itel	 v �loze A�II��


Z�v
rem bych r�d zd	raznil� �e c�lem tohoto p��sp
vku nebylo srovn�n�
v�sledk	 mezi kraji
 To by nem
lo smysl prov�d
t ji� z toho d	vodu� �e
individu�ln� krit�ria opravuj�c�ch se mohou li�it� n
kdy i v�razn
ji
 Cht
li
jsme zjistit� jak obt��n� se jevily jednotliv� �lohy i sout
�n� kola v r�mci
cel� republiky
 Z uveden� anal�zy je patrn�� �e v�razn
 nejhor��ch v�sledk	
bylo dosa�eno v geometrick�ch �loh�ch
 To je bohu�el trval� jev
 Synte�
tick� geometrie je dnes ve v�uce matematiky okrajovou z�le�itost�� a tak
na�i studenti neum� �a� na ��dk� v�jimky� prov�d
t rozbory a diskuse kon�
struk�n�ch �loh� ani vy�et�ovat mno�iny bod	 dan�ch vlastnost�
 Rovn
�
maj� s velk� pot��e s d	kazov�mi geometrick�mi �lohami


L i t e r a t u r a

��� Hor�k� K� a kol�� ��� ro
n�k matematick� olympi�dy na st�edn�ch �kol�ch� J�MF�
Praha ����� ISBN ��������������

��� http���www�math�muni�cz� rvmo�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a ���� jejich� zad�n� byla zve�ejn
na ve t�et�m
��sle tohoto ��)
� ro�n�ku na�eho �asopisu


V minul�m ��sle na�eho �asopisu byly v t�to rubrice uvedeny dv
 nov�
�lohy
 Tiska�sk� �otek jim v�ak m�sto spr�vn�ch ��sel ��� a ��� p�i�adil
��sla ��� a ��)
 Za tuto chybu se �ten��	m velmi omlouv�me


�loha ���
Doka�te� �e v desetinn�m rozvoji ��sla a � ��������� je za desetinnou

��rkou �p�ed prvn� platnou ��slic�� pr�v
 ��� nul

Stanislav Tr�vn�
ek

�e�en��
Nech b � ��������� potom a � ������b
 D	kaz tvrzen� dan� �lohy je

ekvivalentn� s ov
�en�m nerovnost� ��� � b � �
 Nerovnost b � � je p�itom
z�ejm�
 Polo�me nyn�

xi �

�
���
i

�
����i

�

Z�ejm
 plat� x� � �������
������� � �

� a x� � �����������
	������ � �

	 
 Pro i � f�� �� � � � �
��*g dostaneme

� �
xi
�

xi
�

����
�i
�
� �����i
� ����i��

����
i� �����i
� ����i

�
���� i

�����i� ��
� ��

tedy �xi� je klesaj�c� posloupnost kladn�ch ��sel
 Podle binomick� v
ty plat�

b �
�
�� �

����

����
� x� � x� � x� � � � � � x����

V n�sleduj�c�m v�razu jsou v�echny v�razy v z�vork�ch kladn�� plat� proto

b � �x��x����x��x��� � � � ��x����x���� � x��x� � �
�� �

	 � �
	 � ����

Odtud ji� plyne� �e v desetinn�m rozvoji ��sla a je za desetinnou ��rkou
�p�ed prvn� platnou ��slic�� pr�v
 ��� nul
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Jin� �e�en��
Plat�

������� � log ������ � ���

Vyn�soben�m jednotliv�ch �len	 v t
chto nerovnostech kladn�m ��slem
��� dostaneme nerovnost

������ � ��� � ��������� � log a � �����

Odtud ji� plyne� �e v desetinn�m rozvoji ��sla a je za desetinnou ��rkou
�p�ed prvn� platnou ��slic�� pr�v
 ��� nul


Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan� Miloslav H�bsch
z Prahy �� Jozef M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel z Blovic� Ji�� Steckbauer
z Kv
tn�� Tom�� Jav�rek z G v Jesen�ku� V�t Orava z GMK v B�lovci
a Zbyn�k Kone
n� z G v Brn
� t�
 Kpt
 Jaro�e


Ne�pln� �e�en� zaslali�Karol Gajdo� z Trnavy a Tom�� Jeziorsk� z GMK
v B�lovci


�loha ���
Nech bod R le�� na stran
 BC �tverce ABCD
 Uva�ujme d�le �tverec

BPQR� jeho� vrchol P je bod polop��mky opa�n� k polop��mce BA
 Nech 
X je pr	se��k p��mek AR a BD a Y pr	se��k p��mek BQ a PC


a� Doka�te� �e p��mky AR a PC jsou navz�jem kolm�

b� Doka�te� �e p��mky XY a AB jsou rovnob
�n�


Gottfried Perz �Graz�

�e�en��
Uva�ujme oto�en� O kolem st�edu B o orientovan� prav� �hel RBP 


Body A a R se v tomto oto�en� zobraz� po �ad
 na body C a P 
 Obrazem
p��mky AR je tedy p��mka CP � proto jsou ob
 navz�jem kolm�


���
���
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Oba �hly DBC a CBQ maj� velikost ���� proto obrazem p��mky BD

v oto�en� O je p��mka BQ
 Pr	se��k Y p��mek BQ a PC je tedy v tomto
oto�en� obrazem X pr	se��ku p��mek AR a BD
 Jeliko� X je bodem osy
�hlu ABC� m� bod X stejnou vzd�lenost d od obou jeho ramen BA a BC

Bod Y m� tud�� stejnou vzd�lenost d od p��mky BP �tedy AB�
 T�m jsme
uk�zali� �e p��mka XY je rovnob
�n� s p��mkou AB


Spr�vn� �e�en� zaslali� Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Moravan�
Miloslav H�bsch z Prahy �� Franti�ek J�chim z Volyn
� Jozef M�sz�ros
z Jelky� Vladim�r Pavel z Blovic� Ji�� Steckbauer z Kv
tn�� Vladim�r  �rek
z Olomouce� Hana Bendov� z G v 4esk� L�p
� Tom�� Jeziorsk�� Miroslav
Klimo�� a Miroslav �tufka� v�ichni z GMK v B�lovci� Zbyn�k Kone
n��
Samuel ��ha� Ji�� �ih�k a Hana �ormov� v�ichni z G v Brn
� t�
 Kpt

Jaro�e� Jan Korbel z G v Jihlav
� Jana Medkov� z G v Brn
� K�enov�
a Tom�� Princ z WG v Ostrav
�Porub



�Pavel Cal�bek�

	
� ro�n�k MO v Polsku

Matematick� olympi�da v Polsku pat�� k nejstar��m p�edm
tov�m sou�
t
��m na sv
t

 M� o dva roky del�� tradici ne� na�e MO� ve �koln�m roce
���)6�+ prob�h� ji� jej� �*
 ro�n�k
 Na rozd�l od na�� MO �e�� v�ak v�ichni
pol�t� st�edo�kol�ci stejn� �lohy � v polsk� MO tedy neexistuj� v
kov� ka�
tegorie
 Pro na�e �ten��e uv�d�me na uk�zku dv
 ze �esti �loh� kter� byly
p�edlo�eny �koncem leto�n�ho �nora� sout
��c�m II
 kola �*
 ro�n�ku MO
v Polsku


�� Nech P �x� je polynom s celo��seln�mi koe&cienty
 Maj��li rovnice
P �x� � � a P �P �P �x��� � � spole�n� re�ln� ko�en� pak maj� spole�n�
celo��seln� ko�en
 Doka�te


�� Jsou�li a� b� c� d p�irozen� ��sla� pro n
� plat� ad � b��bc�c�� je ��slo

a� � b� � c� � d�

slo�en�
 Doka�te

�Jaroslav �vr
ek�
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