MATEMATIKA

Mnoziny bodl urcené druhymi
mocninami vzdalenosti od danych

bodii

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V ramci analytické geometrie se na stiedni skole casto setkavame s tlo-
hami vySetfit mnozinu bodt dané vlastnosti. V tomto ¢lanku se budeme
zabyvat otézkou, jakym geometrickym dtvarem je mnozina, jejiz body
jsou urceny pomoci druhych mocnin jejich vzdalenosti od nékolika danych
bodi. Vyresime nejprve tii jednoduché priklady tohoto typu.

Priklad 1
Urcete, jakym geometrickym Gtvarem je mnozina vSech bodd X, pro

které plati
IXAP+|XBJ? = d,

kde A, B jsou krajni body dané Gsecky a d je dané nezaporné realné ¢islo.

Regeni: Usecku AB délky a umistime ve zvolené soufadnicové soustavé tak,
Ze bod A lezi v pocatku a bod B ma soutadnice [b,0], takZe vzdalenosti
bodu X[z,y] od bodd A, B jsou

(XAP =2"+y*,  |XB]’=(z - b)*+y>

Mé&-li bod X danou vlastnost, zjistime (po ekvivalentnich tpravéch), ze
pro jeho souradnice plati

1 ? 2_1 2
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Hledanym ttvarem je tedy
a) kruznice, je-li d > 1b%,
b) jeding bod (a to stfed tsecky AB), je-li d = £b?,
c) prizdnd mnoZina, je-li d < %b2.

Priklad 2
Urcete, jakym geometrickym Gtvarem je mnozina vSech bodd X, pro
které plati
XAP — |XB]? =4,
kde A, B jsou krajni body dané usecky a d je dané realné cislo.

Regeni: Usecku AB délky a umistime ve zvolené soufadnicové soustavé
stejné jako v predchozim piikladu — bod A lezi v pocatku a bod B mé
souradnice [b, 0]. ProtoZe pro vzdalenosti bodu X|[z,y] od bodi A, B plati

[ XAP =2 +y%,  |XB=(2-b)"+y°,

dostaneme z dané podminky snadnymi Gpravami, ze bod X|[z,y] lezi na
pfimce o rovnici
b +d
T=
Vzhledem k tomu, zZe tyto Gpravy byly ekvivalentni, mé také kazdy
bod X této primky danou vlastnost. Znamend to, ze hledanym uUtvarem
je primka, kterd je kolmd na piimku AB.

Priklad 3

Urcete, jakym geometrickym Gtvarem je mnozina vSech bodd X, pro
které plati

| XAP> +|XC|* + | XE|? — | XB> - |XD]* - |XF* =0,

kde A, B, C, D, E, F jsou vrcholy pravidelného Sestithelniku.
Reseni: Pravidelny Sestithelnik ABCDEF o strané délky a umistime ve
zvolené soutadnicové soustavé tak, Ze jeho stied je v pocatku a vrchol A
ma soufadnice [a, 0]; zbyvajici vrcholy B, C, D, E, F pak maji po fadé sou-
fadnice [%a, %a\/ﬂ, [—%a,%a\/g], [—a,0], [—%a,—%a\/g], [%a,—%a\/ﬂ.
Vypocéteme-li druhé mocniny vzdélenosti libovolného bodu Xz, y] od vr-
choltt daného Sestithelniku, zjistime, ze vyraz

| XAP> +|XC|* + | XE|> — | XB> — |XD|? — | X F|?
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je identicky roven nule. Znamena to, ze dané podmince vyhovuji vSechny
body X, takze hledanym tGtvarem je celd rovina.

V uvedenych prikladech jsme vidéli, ze mnozinou vSech bodd urcenych
druhymi mocninami jejich vzdalenosti od danych bodt mize byt néktery
z téchto Gtvari:

celd rovina, piimka, kruznice, jediny bod, prazdna mnozina.

Naskyta se otazka, zda nemohou nastat i jiné moznosti. Abychom ji
zodpovédéli, zobecnime predchézejici priklady a vytesime wlohu o druhiych
mocnindach vzddlenosti obecné.

Uloha

Urcete, jakym geometrickym Gtvarem je mnozina vSech bodd X, pro
které plati

n
> kil XA =k,
i=1
kde Ay, Az, ..., A, jsou dané body a kq, ks, ..., kn, k jsou dana redlnd
¢isla.

Reseni: Zvolime soufadnicovou soustavu a souiadnice kazdého bodu A4;
oznadime [z;,y;]. Pro soufadnice [z,y] bodu X pak podle dané podminky
plati:

n

Zki [(z—2)* + (y—v:)’] = Zki($2 +y® = 2aw; — 2yy; + a7 +yi) =

i=1 i=1

= (x2+y2)zn:ki _2xzn:kixi —Qyzn:kiyﬁ-zn:ki(fﬂf +yi) = k.
1 i=1 i=1 i=1

i=

Pro prehlednost oznacime cisla

Dok Y kiws, Y ki, —k+ Y k(@i +y])
1 i=1 i=1 i=1

i= = = i=

po fadé a, b, ¢, d a dostaneme tak rovnici
ax® + ay® — 2bx — 2cy +d = 0.
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Je-li a # 0, upravime ji doplnénim na ¢tverec na tvar

L_b 2+( _E)Q_M
a Yy=a) a2 ’

odkud je vidét, ze hledanym utvarem je
a) kruznice, je-li b*> + ¢ > ad,
b) jediny bod, je-li b> + ¢? = ad,
¢) prizdnd mnozina, je-li b* + ¢? < ad.

Je-li a = 0, dostaneme rovnici
2bx + 2cy —d =0,

odkud je ziejmé, ze hledanym tutvarem je
a) primka, je-li b> 4+ ¢2 # 0 a d libovolné,
b) celd rovina, je-lib=c=d =0,
¢) prdzdnd mnoZina, je-lib=c=0ad # 0.

Obracenim tohoto postupu dochazime k zavéru, ze plati nasledujici tvr-
zeni:

Véta (o druhych mocninich vzdalenosti)

Mnozina viech bodii X, pro né% plati »  ki|X A;|* = k, kde A; jsou
dané body a k;, k dand realnd Cisla, je pravé jeden z téchto Gtvard: cela
rovina, primka, kruznice, jediny bod, prazdna mnozina.

Tato véta umoziuje zjistit, jakym Gtvarem je mnozina boda vyjadiend
pomoci druhych mocnin jejich vzdalenosti od nékolika danych bod, aniz
je nutné odvozovat rovnici tohoto Gtvaru. Ukazme si to v nasledujicich
prikladech.

Priklad 4
Urcete, jakym geometrickym Gtvarem je mnozina vSech bodd X, pro
néz plati
|XA* + | XB]? - |XC|? =0,

kde ABC je dany rovnostranny trojthelnik.
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Reseni: Tuto tilohu dostaneme, polozime-li v obecné tiloze o druhych moc-
ninach vzdalenosti n = 3, ky = ko = 1, k3 = —1, k = 0. Vzhledem k tomu,
ze plati

je utvarem, ktery vyplni body X, kruznice nebo jediny bod nebo prazdné
mnozina. Z dané podminky je vSak ihned vidét, ze vyhovuje bod X = A
(nebot je |AA|*> + |AB|*> — |AC|*> = 0) a také bod X = B (nebof je
|BA|?> + |BB|? — |[BC|> = 0). Znamen4 to, Ze hledany Gtvar obsahuje
aspon dva body, takze se jedna o kruznici.

Priklad 5
Urcete, jakym geometrickym Gtvarem je mnozina vSech bodd X, pro
néz plati
| XAI” +|XC|* = |XB? - |XD]* =0,

kde ABCD je dany pravothelnik.

Reseni: Stejné jako v piedeslém piikladu jde o specidlni pripad obecné
tlohy o druhych mocninach vzdalenosti, ktery dostaneme pron =4, k; =
=ky =1, k3 = k4 = —1. Protoze je nyni

k1+k2+k3+k4:0,

je hledanym Gtvarem prazdnéd mnozina, primka nebo celd rovina. Prazdné
mnozina ani primka vSak timto Gtvarem byt nemohou, nebot — jak se
snadno presvédéime — danou podminku splhuji vSechny vrcholy daného
pravothelniku. Napf¥. pro bod X = A je |AA|=0a

|AC|* = |AB|? + |BC|* = |ABJ* + |AD|*.

Priklad 6
Urcete, jakym geometrickym Gtvarem je mnozina vsech bodd X, pro
néz plati
|[PX]=AQX],

kde P, @ jsou dané rizné body a je dané kladné ¢islo rizné od jedné.
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Reseni: Na prvni pohled se nezda, Ze by se jednalo o zvlastni piipad nagi
obecné ulohy. Stadi si vSak uvédomit, ze dand podminka je ekvivalentni
s podminkou

|PXJ? = M|QX[* =0,

kterd vznikne z obecné tlohy pro n = 2, k| = 1, ks = A2 Je tedy
k1 + k2 # 0, coz znamend, ze hledanym utvarem je kruznice, bod nebo
prazdna mnozina. Protoze vSak na piimce PQ lezi dva body X; # Xo, je-
jichz pomér vzdalenosti od bodi P, @ je roven danému ¢islu A > 0, A # 1,
je hledanym utvarem kruznice. (Je to zndma Apolloniova kruznice.)
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[1] Calda, E.: Apolloniova kruZnice a kruhovy kule¢nik, Rozhledy MF, ro¢. 81 (2006),
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Didakticko-motivacna vybava ucitela
matematiky

DUSAN JEDINAK
Trnavskd univerzita, Trnava, SLOVENSKO

Vidy pripraveny

Jednou z pozitivnych charakteristik ispesného ucitela matematiky je aj
jeho pripravenost na improvizaciu (napr. na suplovanych vyucovacich ho-
dinéch, v mimovyucovacom Case, pri zdujmovej ¢innosti a pod.). K tomu
moze posluzit jeho didakticko-motivaénd vybava — zv1ast pripraveny si-
bor réznorodych podnetov aj pre necakané situacie. Ucitel matematiky
nemd ponukat len udaje z predpisanych ucebnic a zbierok uloh, ale aj
iné motivacné informdcie a populariza¢né podnety, napr. aj vyber titu-
lov z popularizacnej, zdbavnej a rekrea¢no-poucnej i historickej literatary
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s matematickou tematikou alebo Zivotopisné informacie o vyznamnych ma-
tematikoch a ich pozoruhodnych dielach. Zodpovedny ucitel by mal mat
vzdy ,po ruke“ svoj typicky 8irsi sibor podnetov (uloZeny aj vo svojej
Pudskej pamiiti), tloh i prikladov, zaujimavych myslienok a didaktickych
postupov, historickych poznamok, praktickych ukazok, aby presvedcoval
o tom, ze jeho pomer k matematickej kultire je Ziveny trvalym a hlbokym
vztahom pre pestry svet informaécii s jednoduchym, ale aj velmi podnet-
nym pozadim. Tieto ciele sleduje to, ¢o nazyvame didakticko-motivacnd
vybava ucitela matematiky.

Malokto z ucitelov matematiky pochybuje o tom, ze pre pedagogickiu
pracu st potrebné nielen vhodné priklady a tlohy, ich didaktické spra-
covanie, motiva¢né podnety, ale aj pozoruhodné citaty, filozofické tvahy
a historické poznamky. Ich celovy vyber je urcite réznorodo pestry. Spo-
loénym menovatelom asi méze byt zdmer motiva¢no-didakticky. Ziakom
potrebujeme ukdzat zdkladné myslienkové postupy charakteristické pre
matematické myslenie, obsaznost tém logickej argumentécie i Zanrovi pes-
trost spracivanej problematiky. Kazdy ucitel Skolskej matematiky ma svoj
,odborny obzor“. Postupné presahovanie tejto linie by si mal pravidelne
pripravovat dalsim $tidiom podnetnych zdrojov informécii.

RieSenie tloh ako tstredna ¢innost

Zakladnou zlozkou motivacno-didaktickej vybavy ucitela matematiky
je pestry subor tloh s pozoruhodnym textom, s réznou tematikou, po-
stupne sa zvySujicou obtaznostou a cielenym moznym pouzitim vo zvo-
lenej chvili didaktického posobenia. Ucitel matematiky v prvom rade na
premyslenych zadaniach prikladov a tloh, v postupoch ich riesenia a do-
kazovania spravnosti, uplatiuje svoju metodicka sposobilost, didaktické
zasady i praktické sktsenosti. Zmysluplne pripravené Glohy st aj zdrojom
myslienkovych podnetov a motiva¢nych impulzov. Sibor pontkanych tloh
(napr. ukdzka 1., 4.) a ich didakticko-motiva¢nd roven moZe byt pomerne
dobrou charakteristikou kvality ucitelskej prace.

Sdbor didakticko-motivaénych tdloh (1. ukizka)

1. Ako si zapamiitat &islo na 30 desatinnych miest?
m = 3,141 592653 589 793 238 462 643 383 279 . ..
Mam, ¢ boZe, 6 dobry, zapamdtat si takyto cisel rad. Velky slovitny
Archimedes, pomdhaj trapenému, daj mu moc naspamdt znat krasne aj
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sldvne sice, ale tak protivné€ ndam, ach, cislice Ludolfove.
(pocet pismen v jednotlivych slovach je prislusné ¢islica v desatinnom
vyjadreni )

2. Necakané vyjadrenie — rovnica srdca:
Zmazornite v ortonormalnej ststave siradnic bindrnu relaciu

9 (22 _
:_{7”3 + || 6i\/36—x2}

3 \z?+z|+2

3. Rozdelenie koristi — spravodlivi zbojnici:
Ako si traja zbojnici rozdelia roznorodu korist, ak si navzajom nedove-
ruja a kazdy z nich je presvedceny, ze dokaze korist rozdelit na rovno-
cenné Casti.

4. Rozhovor dvoch matematikov:
A: SG¢éin veku mojich troch synov je 36.
B: Tato informéacia nestaci na urcenie veku kazdého z nich.
A: Sitcet veku synov je rovnaky ako pocet okien na dome, ktory vidime
pred sebou.
: Ani teraz sa nedd uréit vek tvojich synov.
: Najstarsi z mojich synov ma Cierne vlasy.
: Dakujem, to mi sta¢i. Uz poznam vek tvojich synov.
Korlko rokov mé kazdy z matematickych synov a kolko okien bolo na
budove, ktora videli pred sebou?

oo l-ivs)

5. Stvorec iba kruzidlom
Zostrojte vSetky vrcholy $tvorca ABCD, ale iba kruzidlom, ak si dané
vrcholy A, B.

6. Nezny cit a pravdepodobnost:
Desat Tudi si ndhodne sadne okolo okrithleho stola. Aké je pravdepo-
dobnost, Ze urc¢iti dvaja Iudia budua sediet vedla seba?

7. Co je vyhodnejSie pre pracujticich?
Mate rozhodnit, bud znizit ceny vyrobkov o 10 % a nemenit platy
pracovnikov, alebo nemenit ceny vyrobkov a zvy$it o 10 % platy. Zdo-
vodnite, ¢o je vyhodnejsie pre pracovnikov.

8. Taky trojuholnik neexistuje?
Ukézte, ze neexistuje trojuholnik, ktorého vysky by mali velkost 1, 2, 3

(dlzkovych jednotiek).
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9.

10.

Aj taky existuje?

Dokézte, ze v rovine existuje trojuholnik, ktorého vSetky vysky st men-
Sie nez 1 cm a obsah trojuholnika je viési ako miliéon cm?.

Zahada dvanastich dukatov

Medzi dvandstimi dukatmi je jeden falo$ny (nemd rovnakd hmotnost
ako ostatné). Stanovte postup akym najdete tento faloSny dukat najviac
tromi vazeniami na rovnoramennych vahach.

Postrehy vyznacnych osobnosti (2. ukdzka)

Najuslachtilejsia sila nasej duse je schopnost, ktord sa spolieha na me-
ranie a viypocet.
Platon
Filozofia sveta je obsiahnutd v grandidznej knihe otvorenej pre vsetkijch
— myslim tym knihu prirody. Je napisand recouw matematiky. Bez nej
nemozno pochopit ani jedno slovo, bez nej zostane iba mdrne kruZenie
v bludnom labyrinte. .. Dve pravdy si nikdy nemozZu odporovat.
G. Galilei
Ulohou vedy je vzdalovat cloveka od zla, usmeriiovat jeho mysel k vicsej
dokonalosti.
M. Kopernik
Celd ludskd dostojnost spociva v mysleni. Snazme sa preto, aby sme
mysleli spravne, v tom je princip mravnosti ... NemozZno popierat exis-
tenciu vsetkého, co nie je pochopitelné.
B. Pascal
Z tvah o prikladoch je mozné vytvorit metodu.
R. Descartes
Matematiku uZ len preto je potrebné studovat, Ze ona rozum do poriadku
dava.
M. V. Lomonosov
Najturdsim orieskom pri rieseni problémov je poloZit si spravnu otazku.
Jedind cesta ako sa to da naucit je — skusat to.
P. Halmos
Prdaca matematikov mala vZdy za ciel priniest nové poznatky uZitocné
pre int ludskid ¢innost.
P. Vopénka

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 457



o Matematika ddva najcistejsi a bezprostredny zazitok pravdy, v tom je jej
hodnota pre vseobecné vzdelanie.
M. Laue
o To najdolezitejsie v Zivote je hrat sa. A je stastim, ak clovek zapoji do
hry svoj mozog.
E. Rubik
o Zaujatie matematikou sa dd porovnat so zaujmom o mytologiu, literat-
wru, alebo hudbu. Je to jedna z najvlastnejsich oblasti cloveka, v nej sa
prejavuje ludskd podstata, tizZba po intelektudlnej sfére Zivota, ktord je
jednygm z prejavov harmonie sveta.
H. Weyl
o Milujem matematiku nielen preto, Ze je mozZné€ jej pouZitie v technike,
ale aj preto, Ze je krasna, Ze do nej clovek vloZil svoju rozkos z hry a Ze
matematiky je schopnd aj tej najvyssej hry a umoznuje ndm zmocnovat
sa nekonecna. Md co povedat o nekonecne a o ideich. Md neuzavreti
povahu lTudského tvorenia.
R. Péterova

Sdbor historickych poznamok (3. ukizka)
Stredoveka zbierka tloh

Ani v ,temnom* stredoveku nebola matematika mitva. Na dvore Karola
Velkého v Aachene okolo roku 775 sa pouzivala jedna z prvych zbierok
zaujimavych tloh z matematiky s podnetnym nazvom ,,Ulohy na cibrenie
umu mladych“. Jej autorom bol ucitel, filozof i basnik Alcuin z Yorku (asi
735 — 804, povodnym keltskym menom Alh-win, tj. priatel chramu). Uz
v tejto ucebnici sa vyskytuje zndma tloha o pltnikovi, vlku, koze a kapuste.
Skuste zdokonalit svoje myslenia vyriesenim tlohy: Ako rozdelit 100 minci
medzi 100 os6b, aby muzi dostali po troch, zeny po dvoch a kazdé dve deti
spolu po jednej minci. UZ vo svojej dobe vzdelanec Alcuin vedel: ,, Rozumne
sa pytat, znamend vyucovat.“

Stvorec protikladov

Carihradsky mnich a filozof Michael Sellos, Zijaci v 11. storoéi, navr-
hol (pred nim podobni schému pouZival aj vzdelany rimsky re¢nik L. A.
Apuleius v druhom storoéi) usporiadat vSeobecny kladny vyrok [Vz € M;
o(x), vSeobecny zdporny vyrok [Va € M;'(z)], ¢astoény kladny vyrok
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[z € M;p(z) a ¢astoény zdporny vyrok [3z € M;¢'(z) do Stvorcovej
schémy a vyznacit ich logické vztahy:

Ve € M; o(x) «————  protiviacesa ——Nx € M; @' (x)

A \ /
nadradené Tnadradene

protirecivé

podradené
| / \ l

Iz € M; (‘0 4— podprotiviace sa ——p. C M; <p( )

podradené

protirecivé (logicky protikladné, sporné, kontradiktérne, negécia, opak; je-
den je pravdivy — druhy nepravdivy);

protiviace sa (kontrarne; nemézu byt obidva pravdivé, ale m6zu byt obidva
nepravdivé);

podprotiviace sa (subkontrarne; mozu byt obidva pravdivé, nemdzu byt
obidva nepravdivé);

podradenost, nadradenost vzhladom na pravdivost (subsumcia; pre ne-
prazdnu M z pravdivosti nadradeného vyroku vyplyva pravdivost podra-
deného vyroku, z nepravdivosti podradeného vyroku vyplyva nepravdivost
nadradeného vyroku).

Nikdy nebude prvoéislom

Korlko bolo zien uspesnych vo ,velkej“ matematike? Prvou zenou, ktora
ziskala cenu Parizskej akadémie za vypracovanie matematickej teérie pruz-
nosti dosiek bola Sophie Germainovd (1776 — 1831). Pracovala aj v teorii
¢isel. Tam jednoducho ukézala: Pre kaZdé prirodzené cislo n > 1 plati:
¢islo (n* + 4) je cislo zloZené (to znamend, ze ak je n > 1 nie je nikdy
prvocéislo). Pozrite sa na vtipny dokaz:

n*4+4=n*+an’ +4—4n® = (n*+2)*— (2n)* = (n* +2+2n)(n*+2—2n).
Ani jeden zo stcinitefov sa pre n > 1 nerovna jednej, to znamend, Ze ma
dvoch roéznych delitelov, ktoré sa nerovnaju c¢islu samému ani jednotke.

Teda je to cislo zlozené.
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Zaujimavé rieSenia vtipnych tloh (4. ukizka )
Carovny trik ako kiizelnik

Uloha
Napiste si svoje trojciferné ¢islo. Urobte z neho dalsie ¢islo s obratenym

povedzte cifru na mieste jednotiek. Poviem vam cely vysledok.

Riesenie: Skiisme to: (537,735) 735 — 537 = 198, poviete 8.
Ja si predstavim 99z = .. 8, teda & = 2, vas vysledok bol 198. V ¢om je
podstata?

100a + 10b + ¢ — 100¢ — 10b — a = 99a — 99¢ = 99(a — ¢)

Vysledok od¢itania trojcifernych, tzv. reverznych ¢isel je vzdy delitelny 99.
Tento fakt vyuzijeme na urcenie rozdielu (a — ¢) a teda aj celého vy-
sledku.

Vynajst sa aj z mala

Uloha
V zndzornenom zapise sucinu dvoch kladnych celych ¢isel stanovte ne-
zapisané Cislice (st naznacené bodkami):

X @ o o0

Riesenie: Musime vychadzat z toho mala, ¢o vidime a z toho, ¢o o naso-
beni vieme. Ak rozlozime ¢islo 3275 na saéin prvocisiel dostaneme 3275 =
= 5% . 131, teda aby sme dostali toto ¢islo ako stéin trojciferného a jed-
nociferného ¢isla treba 655 - 5. Potom nasobenec bude 655 a druhé cifra
nasobitela 5. Pretoze treti ¢iastoény sucin je trojciferny, tak prva cislica
nasobitela musi byt iba 1. Aby prvy ¢iasto¢ny stcin bol Stvorciferny a cel-
kovy sacin iba pitciferny, tak poslednd cifra nasobitela mo6ze byt len 2.
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Naznaceny sacin je

6 55
x 15 2
1310
3275
6 55
99560

Taneény zaznam svedomitych dievcéat

Uloha
Na tane¢nom vedierku bolo 20 mladych fudi (chlapci a dievéatd). Maria

tancovala so siedmimi chlapcami, Olga s 6smimi, Viera s deviatimi, atd.

Posledna Helena tancovala so vSetkymi chlapcami. Kolko chlapcov bolo

na vecierku?

Riesenie: Na prvy pohlad sa zda, ze zadanie Glohy je akési zmitocné.

Nevieme mené vsetkych dievéat ani ich pocet. Oznacme si pocet dievcat .
Pozname iba pocet tanec¢nikov s jednotlivymi svedomitymi dievcatami:

M............. 7 chlapcov
xq O 8 chlapcov
Voo 9 chlapcov
H............. y (y je pocet vetkych chlapcov)

Teda z-té dievca tancovalo s y chlapcami,

prvé dievca tancovalo s y — (z — 1) chlapcami.
Usudzujeme, Ze y — (x — 1) =y—ax+1="7.
VyrieSime sustavu rovnic: y —z =6; x +y = 20
Dostaneme y =13 a x = 7.
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Na vecierku bolo teda 7 dievcat a 13 chlapcov.
Svedomity postup pri zoznameni sa so zadanim alohy nam priniesol
pozadovany vysledok.

Stru¢né spomienky na matematikov (5. ukazka)

Obdivoval usporiadanie ¢isel do magickych stvorcov. V geometrii vytu-
§il nové moznosti vyuzivanim sdiradnic. Vybadal spojenie medzi tlohami
na urcovanie dotyc¢nic. Bol pravnikom, matematiku sledoval ako zalubu.
Pierre Fermat (20. 8. 1601 — 12. 1. 1665), franctzsky sudca, do dejin
matematiky sa zapisal svojou domnienkou, ktord prezila bez dokazu celé

storo¢ia (Fermatovu vetu dokdzal A. Wiles, 1993 — 94). Naplia sa jeho
predpoved: ,Mnohi budi prichddzat a odchddzaf, ale veda sa bude stale
obohacovat.” Jeho korespondencia s B. Pascalom sa zapisala do zakladov
tedrie pravdepodobnosti.

Prvé profesorka matematiky v Eurépe prednasala na univerzite v Sto-
kholme (od 1884). , Medzi vsetkymi vedami, ktoré odkryvaji Pudstvu cestu
k poznaniu zakonov prirody, najmohutnejsia a najvznesenejsia je mate-
matika.“ Sofia Vasiljevna Kovalevskd (15. 1. 1850 — 10. 2. 1891), ruska
matematicka, vytvorila znamenité $tadie v tedrii diferencidlnych rovnic
a analytickej mechanike. Ziskala Bordinovu cenu, ocenenia parizskej Aka-
démie vied, Svédskej akadémie i ¢lenstvo v Akadémii vied v Petrohrade.
Vynikala matematickou erudiciou, literArnym talentom a ludskou odva-
hou. Zvyraznila pravo sebauplatnenia zien v oblastiach dovtedy pre nich
nedostupnych.

Prispel k aritmetizicii matematiky, podal aritmeticka definiciu iraci-
ondlnych ¢&isel. Karl Weierstrass (31. 10. 1815 — 19. 2. 1897), nemecky
matematik, dobudoval zaklady matematickej analyzy, vytvoril presne zdo-
vodnend tedriu eliptickych funkecii, ovplyvnil teériu analytickych funkecii
i variaény pocet. Vedel, Ze matematika nesmie stracat kontakt s dalsimi
vedami. ,,NemozZno byt skutocnym matematikom a nebyt trochu aj bdsni-
kom.*

Metédy rozvijania Studijnej motivacie (6. ukazka)

Naznacme si tie principy a postupy zvySovania motivécie, ako protipri-
klady pre demotiva¢né Cinitele ucenia sa (autoritativny $tyl vyucovania,
memorovanie, strnulost a fadnost vyucovacich metdd, mélo tvorivosti, ak-
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tivity a originality), ktoré mézu byt uzito¢né pri vyucovani Skolskej mate-
matiky:

1. Vyucovanie hrou a dramatizdcia aj matematickej ¢innosti, zivé a na-
zorné vyucovanie, rozmanitost a zmena rytmu.

2. Uplatnovanie principu sebavyjadrovania ziaka a jeho zodpovednosti za
vysledky matematickej prace, zvyraznenie jeho individuality.

3. Zaujimavost pontkanych matematickych tloh, moznost primeraného
stutazenia a uplatnenia skisenosti, vhodné ocenenie uspechu, vytvaranie
prostredia medziludskej spoluprace.

4. Problémové alebo programované ucenie (tvorba hypotéz, aktivita, spit-
né vizba, vlastné tempo).

5. Tvorivost, autenticky pocit sebarealizicie, oddelenie produkcie od hod-
notenia, cieleny rozvoj predstavivosti a zmysluplnych asociacii, ststre-
denost na pracu a zapojenie celej osobnosti.

6. Individudlny pristup k ziakom, skupinové vyucovanie, rozvijanie cito-
vého vztahu aj k problémom, rozvoj hodnotiaceho myslenia, hierarchia
cielov, aktualnost a uZito¢nost ziskanych poznatkov.

7. Samostatné aktivne individudlne vyuzivanie informacénych zdrojov
a fondov, uplatiiovanie zmysluplnosti a SirS§ieho vyznamu vzdelanosti
i matematickej kultary.

Aj vo vyucovani skolskej matematiky maji nezanedbatelni illohu osved-
¢end motivacné postupy vseobecného didakticko-pedagogického posobenia:
nazornost, problémovy pristup, individualna starostlivost, zadanie prime-
rane obtiaznych tloh pre dalsie samostatné stadium, pravidelné opakova-
nie.

Stadium 8kolskej matematiky mé4 vzbudif, usmernit a udrzat zdujem
a schopnost pouzivat matematicky sposob myslenia a argumentacie v roz-
nych zZivotnych situdcidch kazdodenného Fudského Zivota. Hans Freuden-
thal, didaktik matematiky, navrhoval. , Umiestnite Ziakov do takych si-
tudcii, kde budi vo vztahu s takymi redlnymi javmi, ktorych organizac-
nym principom je urcitd matematicka struktura.“ Matematickd kultara
Tudstva patri k nenahraditelnému civilizacnému odkazu nielen prezitia
Tudského rodu, ale aj jeho vedecko-technického a technologického rozvoja
do informacno-pocitacovej spolo¢nosti 21. storo¢ia. Od déb Platona (asi
427 347 pred n. 1.) aZz dodnes prindsaji rozvinuté matematické disci-
pliny aj podnety duchovno-filozofické a metodologické. , Matematika je
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ako sila Pudského ducha povoland nahradit nam nedokonalost nasich zmys-
lov i kratky cas ndsho Zivota“ (J. B. Fourier, 1768 — 1830). Matematické
myslenie je pre nas impulzom aj pre cestu k nekone¢nu (potenciondlnemu
i aktudlnemu).

Vyber z didakticko-popularizaénej literatary (7. ukazka)

Jednou z moznosti, ako moézu ucitelia ,poctov a merby* ziskat popula-
riza¢né a motivacné impulzy, je poznanie vhodnych informacii z prislusnej
literatiry. Pontkam stru¢ny vyber slovenskej a ceskej kniznej produkcie
z posledného obdobia (od roku 2000):

Andél, J.: Matematika ndhody. Praha: Matfyzpress, 2003.

Barrow, J. D.: Pi na nebesich (O pocitani, mysleni a byti ). Praha: Mlada
fronta, 2000.

Cryan, D. a kol.: Logika. Praha: Portal, 2003.

Devlin, K.: Jazyk matematiky. Praha: Argo a Dokoidn, 2002.

Hejny, M. — Kufina, F.: Dité, skola a matematika. Praha: Portal, 2001.
Karfikova, L.— Sir, Z.: Cislo a jeho symbolika od antiky po renesanci. Brno:
CDK, 2003.

Kufina, F.: Deset geometrickych transformaci. Praha: Prometheus, 2002.
Matousek, J. — Nesetril, J.: Kapitoly z diskrétni matematiky. Praha: Ka-
rolinum, 2000.

Nagel, E. — Newman, J. R.: Godeluv dikaz. Brno: VUTIUM, 2003.
Puncochar, M.: Nedaleko nekonec¢na. Praha: Academia, 2004.

Rektorys, K.: Co je a k ¢emu je vyssi matematika. Praha: Academia, 2001.
Singh, S.: Velkd Fermatova véta. Praha: Academia, 2000.

Smullyan, R.: Naveky nerozhodnuto. Praha: Academia, 2003.

Smullyan, R.: Seherezddiny hddanky a dalsi podivuhodné wlohy. Praha:
Portal, 2004.

Quine, W. V.: Od stimulu k véde. Praha: Filozofia, 2002.

Vopénka, P.: Uhelny kamen evropské vzdélanosti a moci (Souborné vyddni
rozprav o geometrii). Praha: Prah, 2000.

Vopénka, P.: Vyprdveni o krdse movobarokni matematiky. Praha: Prah,
2004.

Uzitok i zazitok z vybavy
Odportacam zodpovednym ucitelom matematiky, aby si spractavali a do-

plhali svoju osobnt motiva¢no-didakticki vybavu a prave fiou charakte-
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rizovali svoj spOsob prace, zameranie pedagogickej ¢innosti a zvyrazino-
vali pontikané priority. Cas straveny pri vybere podnetnych zloziek pestrej
a roznorodej motivacno-didaktickej vybavy urcite nebude zbytocny, zazit-
kuje sa v plnohodnotnej informac¢nej komunikécii so Studentmi.

Ohlédnuti za krajskymi koly
54. rocniku MO

PAVEL LEISCHNER

Pedagogické fakulta JU, Ceské Budgjovice

Jednota ¢eskych matematikt a fyzikt vydava ve spolupréci s Ustiedni
komisi MO brozury jednotlivych ro¢nikd matematické olympiady. Tyto
tradi¢né obsahuji zpravu o prubéhu soutéze v kategoriich A, B, C a P,
seznam nejlepsich resiteld, texty a feSeni vSech tdloh, zpravu o prislusném
roéniku MMO a dalsi Gdaje. Mnohého ¢tenafe by asi zajimala i celkova
uspésnost v feSeni jednotlivych tloh, co bylo pro studenty ptilis tézké, s ¢im
si naopak poradili snadno apod. Ve snaze najit aspon ¢aste¢nou odpovéd
na tyto otdzky jsem pozadal predsedy krajskych komisi MO o poskytnuti
potiebnych tdaji. Na zdkladé informaci ziskanych z jedenéacti kraju jsem
se pokusil vyhodnotit II. (krajska) kola v kategoriich A, B a C z hlediska
obtiznosti Gloh a pristupu studentt k jejich reseni. Vzhledem k rozsahu
prispévku neuvadime texty tloh, ani jejich Gplné feseni. Ty najde Ctenar
v [1] nebo [2].

Pripomenme, ze uc¢astnik druhého kola mél za kol vytesit samostatné
Ctyti Glohy. Za kazdou z nich ziskal 6 bodt, pokud ji vyresil zcela spravné.
Za chybna feSeni mu bylo udéleno méné bodd podle zévaznosti chyb
v souladu s centralné vydanymi pokyny k hodnoceni dané tilohy. Cas,
ktery byl stanoven na tfeSeni tloh ¢inil 4 hodiny.

Podivejme se nejprve na kategorii C, jez je urcena studentiim 1. roc¢-
nikd étytletych SS a odpovidajich roénik viceletych gymnézii. Z ta-
bulky 1 je patrné, ze nejlepsich vysledkt soutézici dosédhli v loze C-II-1,
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Tabulka 1: Relativni Cetnosti FeSiteli podle podle poétu ziska-
nych bodu pro kategorii C — pocet resitela: 439

Pocet ziskanych bodt C-11-1 C-11-2 C-11-3 C-114
0 nebo nefesili 0,27 0,29 0,19 0,60
1-2 0,18 0,41 0,37 0,07
3-4 0,17 0,13 0,31 0,19
5-6 0,38 0,18 0,13 0,14

tj. v 1. iloze. Dokonce to byla nejispésnéjsi tloha ze vSech tii kategorii.
Zaci méli urcit ¢islice z, y a z (desitkové soustavy) tak, aby platila rovnost

T+Yy
=

Z?yx7

kde prava strana rovnice pfedstavuje zapis Cisla (v desitkové soustave)
slozené ze z jednotek, y desetin a x setin. Resitelé vétsinou rovnici spravné
prepsali na tvar

kterou resili postupnym dosazovanim moznych ¢islic. Po upravé lze vSak
vhodnym odhadem zjistit, ze z € {1,2,3,4}, viz vzorové feSeni v [1] nebo
[2]). Nejhtife naopak dopadly obé geometrické tlohy C-II-3 a C-II-4. Ve
druhé z nich dokonce 60 % Fesitelli neziskalo ani bod, prestoze lo o celkem
snadnou konstrukéni tlohu. Ukolem bylo sestrojit lichob&znik vepsany do
kruznice o poloméru 5 cm, je-li ddna vzdalenost d = 2 cm jejiho stredu
S od prise¢iku P thlopticek lichob&zniku a dile |[ZBAC| = 70°. Ctenéi
jisté snadno zjisti, ze staci sestrojit tsecku SP, kruznici k se stfedem S
a polomérem 5 cm a primky p, g, které prochazeji bodem P a maji soucasné
od usecky SP odchylku 20°. Priseciky téchto primek s kruznici k jsou
vrcholy lichobézniku.

Jak uvidime déle, jsou geometrické tlohy pro studenty opravdu veli-
kym problémem a mélo by se jim na Skoldch vénovat vice pozornosti.
Presto mam pocit, ze vysledky tlohy ovlivnila nevhodné formulace zadani
a pokyny k hodnoceni. Zadani totiz zacinalo slovy: ,, Popiste konstrukci li-
chobézniku ...“. Mnozi studenti opravdu uvedli jen slovni popis konstrukce
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bez obrazku a bez zdtvodnéni. Za to vSak podle pokynil hodnoceni mohli
ziskat nejvyse tii body, nebot se mélo snizit bodové hodnoceni o 1 bod,
pokud neurc¢ili pocet feseni, a dalsi 2 body, kdyz nezdavodnili, ze body
S, P lezi na ose zdkladny lichobézniku. V tabulce 1 dobfe vidime, jak se
to projevilo na vysledcich. Jedna tretina teSitelt ziskala aspon 3 body,
kategorii.

V loze C-II-3 byly zadany tfi dil¢i dikazové tkoly z planimetrie obdél-
niku. Za vyfeSeni kazdého z nich mohl zak ziskat maximalné 2 body. Prvni
tkol byl snadny, k jeho vyreSeni stacila znalost stiidavych a vrcholovych
uhla. Druhé dva tikoly byly naro¢néjsi. Diky témto okolnostem ziskalo 37 %
soutézicich 1-2 body, zhruba 19 % ani jeden bod a 31 % aspon 3 body. Po-
dobné, ale znatelné horsi, bylo rozlozeni Gispésnosti v tloze C—I1-2, ktera
vedla, podobné jako tloha C-II-1, na diofantickou rovnici. Cesta ke sprav-
nému vysledku vsak zde vyzadovala vice davtipu.

V kategorii B (studenti druhych ro¢nikt ¢étytletych SS a odpovidajicich
ro¢nikl viceletych gymnazii) byly opét podstatné horsi vysledky v geome-
trickych tlohach B-1I-1 a B-II-3. Prvni z nich byla vypocetni, na vyuziti
Pythagorovy véty, a tykala vzadjemné polohy kruznic. Velmi podobné, ale
pomeérné vysokou Gspésnost, a tak jsme ji zaradili jako prvni z predpokla-
dané &étverice. Opak byl pravdou: 69 % ziskalo nejvyse dva body. Vétsina
z nich ziskala 1-2 body, a to jen diky tomu, ze za zji§téni spravné polohy
stfedti dotykajicich se kruznic byl udélen 1 bod. Sestaveni potiebnych rov-
nic vyzadovalo objevit v obrazku tfi pravouhlé trojuhelniky (nebo vyuzit
kosinovou vétu, ktera vsak jesté nebyla v béznych hodinach matematiky
probirdna). K tomu bylo zapottebi vyznacit v obrazku ostroihlého troja-
helnika vysku. Ti soutézici, ktefi rovnice sestavili, je vétSinou také vytesili,
jak naznacuje tabulka 2. Z ni je patrné, ze 38 % fesitelt ziskalo 56 bodii.
Chybélo zde tedy uméni objevit v obrazku potiebné souvislosti. Tentyz ne-
dostatek lze konstatovat u diikazové B-11-3, jejiz feseni vyzadovalo objevit
Thaletovy kruznice urcené stranou a patami vysek v ostroihlém trojihel-
niku, resp. tymiz patami vysek a tseckou, jez spojuje tteti vrchol trojahel-
niku s jeho ortocentrem. Tato tloha dopadla v kategorii B nejhife: 67 %
studentt neziskalo ani jediny bod a pouze 14 % dosdhlo 5-6 bodd.
celou ¢asti redlného ¢isla & — snad proto, Ze toto téma se vyskytlo v obou
predchozich kolech. Slovni tloha B-II-2, v niz bylo tfeba sestavit a vyTesit
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soustavu nerovnic, byla druhd nejlépe hodnocené tloha v této kategorii.
Méame-li posoudit celou ¢tverici, pak je nutno fici, Ze Glohy byly relativné
tézké a prilis se svou obtiznosti navzajem nelisily: V kazdé z nich dosdhla
vice nez polovina fesiteld nejvyse dva body.

Tabulka 2: Relativni ¢etnosti fesSiteli podle podle poétu ziska-
nych bodu pro kategorii B — pocet resitela: 281

Potet ziskanych bodi | B-TI-1 B-1I-2 B-1I-3 B-II-4
0 nebo nefesili 0,30 0,41 0,67 0,36
1-2 0,39 0,20 0,14 0,17
3-4 0,04 0,14 0,05 0,09
5-6 0,27 0,25 0,14 0,38

Kategorie A je uréena student@im SS v poslednich dvou roénicich studia.
Nejlepsi tesitelé II. (krajského) kola jsou pozvani k Gcasti ve III. (Gstied-
nim) kole a z vitézi III. kola je pak sestaven tym, ktery reprezentuje
nasi republiku na Mezinarodni matematické olympiadé. Vzhledem k témto
okolnostem jsou pro II. a III. kola vybirdny podstatné naro¢néjsi tilohy nez
v niz§ich kategoriich. To se znatelné projevuje i na vysledcich, jak vidime
v tabulce 3. Nejlépe dopadla tloha A-TI-1 (dtkaz algebraické nerovnosti),
v niz sice 55 % Fesitelt ziskalo nejvyse dva body, avSak aspon pét bodi za
jeji feseni mélo 34 % studentti. To piedstavuje pomérné vysokou sp&snost
ve srovnani s vysledky u ostatnich tloh.

Tabulka 3: Relativni ¢etnosti fesSiteli podle podle poétu ziska-
nych bodu pro kategorii A — pocet reSitelu: 381

Pocet ziskanych bodt A-11-1 A-11-2 A-11-3 A-11-4
0 nebo nefesili 0,18 0,30 0,64 0,31
1-2 0,37 0,37 0,26 0,45
3-4 0,10 0,18 0,08 0,14
5-6 0,34 0,15 0,02 0,10
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Yvyr

tézicich nedosahlo vice nez dva body, 8 % jich bylo hodnoceno ziskalo 3—4
body a 2 % pak 5-6 bodi. Byla to tloha na vySetfeni mnoziny bodt v ro-
ving, kterd byla pomérné dobfe fesitelnad vyuzitim mocnosti bodu ke kruz-
nici. Ve spravném feSeni je tfeba dokdzat jistou vlastnost teCen kruznic,
kterou nékteri prijali bez diikazu. Dalsi typickou a tradi¢ni chybou, které
se vyskytla i zde, je opomenuti diikazu rovnosti hledané mnoziny a nale-
zeného geometrického Gtvaru v obou smeérech. Navic se Tesitelé casto spo-
kojovali s nalezenim jednoho oblouku kruznice navzdory tomu, ze hledana
mnozina obsahovala oblouky dva. Uloha A-II-2 vyzadovala fesit soustavu
ti kvadratickych rovnic o tfech nezndmych. Co do obtiznosti je podle ta-
bulky 3 srovnatelnd (av8ak trochu snazsi) s tlohou A-II-4 (nalezeni dvojic
pfirozenych ¢isel s danymi vlastnostmi). V obou je relativni ¢etnost dosa-
Zeni nejvySe dvou bodu kolem 70 %. Vysledku 5-6 bodii dosdhlo pfitom
15 % ftesitelt v tloze A-I1-2 a 10 % fesitelt v tloze A-I1-4.

Zavérem bych rad zdtraznil, ze cilem tohoto ptispévku nebylo srovnani
vysledkd mezi kraji. To by nemélo smysl provadét jiz z toho divodu, ze
individualni kritéria opravujicich se mohou lisit, nékdy i vyraznéji. Chtéli
jsme zjistit, jak obtizné se jevily jednotlivé tlohy i soutézni kola v rdmci
celé republiky. Z uvedené analyzy je patrné, ze vyrazné nejhorsich vysledka
bylo dosazeno v geometrickych tlohach. To je bohuzel trvaly jev. Synte-
tickd geometrie je dnes ve vyuce matematiky okrajovou zalezitosti, a tak
nadi studenti neumi (az na fidké vyjimky) provadét rozbory a diskuse kon-
strukcnich dloh, ani vySetfovat mnoziny bod@ danych vlastnosti. Rovnéz
maji s velké potize s diikazovymi geometrickymi Glohami.

Literatura

[1] Hordk, K. a kol.: 54. roénik matematické olympiddy na stiednich 8koldch. JCMF,
Praha 2006, ISBN 80-7015-109-9.
[2] http://www.math.muni.cz/ rvmo/
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 133 a 134, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tietim
¢isle tohoto (16.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

V minulém ¢isle naseho casopisu byly v této rubrice uvedeny dvé nové
ulohy. Tiskaisky Sotek jim vSak misto spravnych cisel 137 a 138 priradil
¢isla 135 a 136. Za tuto chybu se ¢tenditm velmi omlouvame.

Uloha 133
Dokazte, ze v desetinném rozvoji ¢isla a = 0,0999%%9 je za desetinnou
¢arkou (pfed prvni platnou &islici) pravé 999 nul.
Stanislav Travnicek

Reseni:

Necht b = 0,999°%° potom a = 10799%b. Dikaz tvrzeni dané alohy je
ekvivalentni s ovéfenim nerovnosti 0,1 < b < 1. Nerovnost b < 1 je pfitom
ziejmé. Polozme nyni

)

1000¢

Kai & £ 999998 1 _ 999-998.997 _ 1 :
Ziejmé plati vy = F3g5ez > 5 & T3 = “Fyeer— < 5- Proi € {0,1,...,
998} dostaneme

T; =

999! .
0 < Zit1 _ THFDIE98—aI000TT _ 999 — i -1
. 999! = - ,

i (999~ 1) 1000 1000(i + 1)

tedy (z;) je klesajici posloupnost kladnych ¢isel. Podle binomické véty plati

b=(1— -2

999
m)

=Top— 1 +T3— ... — Tggg.
V nésledujicim vyrazu jsou vSechny vyrazy v zavorkach kladné, plati proto
b= ($0—$1)+(£E2 —£U3)+ . +(£L'998—£13999) > To— X3 > %—% = % > 0,1.

Odtud jiz plyne, ze v desetinném rozvoji ¢isla a je za desetinnou c¢arkou
(pfed prvni platnou ¢islici) pravé 999 nul.
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Jiné resent:
Plati
—1,0005 < log0,0999 < —1.

Vynésobenim jednotlivych ¢lenti v téchto nerovnostech kladnym cislem
999 dostaneme nerovnost

—999,5 < 999 - (—1,0005) < loga < —999.

Odtud jiz plyne, ze v desetinném rozvoji ¢isla a je za desetinnou ¢arkou
(pfed prvni platnou ¢islici) pravé 999 nul.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch
z Prahy 5, Jozef Mészdros z Jelky, Viadimir Pavel z Blovic, Jifi Steckbauer
z Kvétné, Tomas Javirek z G v Jeseniku, Vit Orava z GMK v Bilovci
a Zbynéek Konecny z G v Brné, tf. Kpt. Jarose.

Netplné reseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy a Tomds Jeziorskyz GMK
v Bilovci.

Uloha 134

Necht bod R lezi na strané BC ¢tverce ABC'D. Uvazujme déle ¢tverec
BPQ@R, jehoz vrchol P je bod polopfimky opac¢né k polopfimce BA. Necht
X je prusecik pfimek AR a BD a Y prusecik piimek BQ a PC.

a) Dokazte, Ze pfimky AR a PC jsou navzajem kolmé.

b) Dokazte, Ze piimky XY a AB jsou rovnobé&zné.

Gotifried Perz (Graz)

Reseni:

Uvazujme otoceni O kolem stfedu B o orientovany pravy thel RBP.
Body A a R se v tomto otoceni zobrazi po fadé na body C' a P. Obrazem
pfimky AR je tedy piimka C' P, proto jsou obé navzijem kolmé.

D C

A B P
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Oba uhly DBC a C'B@ maji velikost 45°, proto obrazem piimky BD
v otoceni O je pfimka BQ. Prisec¢ik Y piimek BQ a PC je tedy v tomto
otocCeni obrazem X pruseéiku pfimek AR a BD. JelikoZz X je bodem osy
thlu ABC, ma bod X stejnou vzdélenost d od obou jeho ramen BA a BC.
Bod Y maé tudiZ stejnou vzdalenost d od piimky BP (tedy AB). Tim jsme
ukézali, ze pfimka XY je rovnobézna s pifimkou AB.

Spravné feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Miloslav Hituibsch z Prahy 5, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészaros
z Jelky, Vladimir Pavel z Blovic, Jifi Steckbauer z Kvétné, Viadimir Zirek
z Olomouce, Hana Bendovd z G v Ceské Lipé, Tomds Jeziorsky, Miroslav
Klimos, a Miroslav Stufka, viichni z GMK v Bilovci, Zbynék Konecny,
Samuel Riha, Jiri Rihdk a Hana Sormovd viichni z G v Brné, t¥. Kpt.
Jarose, Jan Korbel z G v Jihlavé, Jana Medkovd z G v Brné, Kienova
a Tomds Princ z WG v Ostravé-Porubé.

(Pavel Caldbek)

h&. rocnik MO v Polsku

Matematicka olympidda v Polsku patii k nejstar$im predmétovym sou-
tézim na svété. M4 o dva roky delsi tradici nez nase MO; ve 8kolnim roce
2006/07 probiha jiz jeji 58. ro¢nik. Na rozdil od nasi MO fesi v8ak vSichni
polsti stfedoskolaci stejné Glohy — v polské MO tedy neexistuji vékové ka-
tegorie. Pro nase ¢tenare uvadime na ukdzku dvé ze Sesti tloh, které byly
predlozeny (koncem letosniho tnora) soutézicim II. kola 58. ro¢niku MO
v Polsku.

1. Necht P(z) je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Maji-li rovnice
P(z) =0a P(P(P(z))) = 0spolecny redlny kofen, pak maji spole¢ny
celodiselny koten. Dokazte.

2. Jsou-li a, b, ¢, d p¥irozen4 ¢isla, pro néz plati ad = b +bc+ ¢, je ¢islo
a®+ b +c*+d?
slozené. Dokazte.
(Jaroslav Svrcek)
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