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Tento �l�nek navazuje na p��sp�vek ���� kter	 byl v na
em �asopise zve�
�ejn�n p�ed �ty�mi lety� Zde bude prezentov�no vyu
it� jedn� algebraick�
nerovnosti v d�kazech n�kter	ch netrivi�ln�ch geometrick	ch nerovnost��

V�ta �

Pro libovoln� t�i kladn� re�ln� ��sla a� b� c� jejich
 sou�in je roven ��
plat� nerovnost
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�
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a
� a� b� c � ���

D�kaz� Vyn�sob�me�li ob� strany nerovnosti ��� kladn	m ��slem abc� do�
staneme po �prav� ekvivalentn� nerovnost

a�c� ab� � bc� � a� b� c � ���

Troj�m pou
it�m nerovnosti mezi aritmetick	m a geometrick	m pr�m�rem
�d�le jen AG�nerovnosti� v
dy pro trojici kladn	ch re�ln	ch ��sel a d�le
vyu
it�m podm�nky abc � � dostaneme
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�� Ps�no pro MFI� Z n�meck�ho origin�lu p�elo�il Filip �vr�ek�
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tedy
a�c� ab� � bc� � a� b� c �

Dok�zali jsme tak platnost nerovnosti ���� kter� je ekvivalentn� s ���� V ne�
rovnosti ��� p�itom nastane rovnost �na z�klad� pou
it� AG�nerovnosti��
pr�v� kdy
 plat� a � b � c � ��

Jin� d�kaz� Nejprve uk�
eme� 
e pro libovoln� kladn� re�ln� ��sla u� v� w
plat� nerovnost

u� � v� � w� � u�v � v�w � w�u � ���

Op�t troj�m pou
it�m AG�nerovnosti �v
dy� pro trojici kladn	ch re�ln	ch
��sel dostaneme

��u� � v� � w�� � �u� � u� � v�� � �v� � v� � w�� � �w� � w� � u�� �
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tj�
u� � v� � w� � u�v � v�w � w�u �

T�m je nerovnost ��� dok�z�na� Vyn�sob�me�li nyn� ob� strany nerovnosti
��� kladn	m ��slem �

uvw
� dostaneme nerovnost
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kter� je s nerovnost� ��� ekvivalentn�� Polo
�me�li v nerovnosti ��� d�le
a � u

w
� b � v

u
a c � w

v
�abc � ��� obdr
�me po �prav�

a

b
�
b

c
�
c

a
� a� b� c �

co
 jsme cht�li dok�zat�

V�ta �

Pro libovoln� kladn� re�ln� ��sla x� y� z plat� nerovnost
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p�i�em
 rovnost zde nastane� pr�v� kdy
 x � y � z�

D�kaz� Polo
�me�li v ���

a �
x

�
p
xyz

� b �
y

�
p
xyz

� c �
z

�
p
xyz

�

spl�uje trojice kladn	ch re�ln	ch ��sel a� b� c podm�nku abc � �� U
it�m
nerovnosti ��� pak bezprost�edn� obdr
�me 
�danou nerovnost ���� Lze
tedy nerovnost ��� v tomto smyslu pova
ovat za d�sledek platnosti ����
Podle v�ty � rovnost zde nast�v�� pr�v� kdy
 a � b � c� tj� pr�v� kdy

x � y � z�

Jin� d�kaz� Troj�m pou
it�m AG�nerovnosti �podobn� jako v d�kazu v��
ty �� pro p��slu
n� trojice kladn	ch re�ln	ch ��sel dostaneme
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co
 jsme cht�li dok�zat�

V dal
� ��sti budou uvedeny n�kter� aplikace nerovnosti ���� a to p�e�
dev
�m v souvislosti s d�kazy �ty� geometrick	ch nerovnost��

P��klad �

Nech� a� b� c jsou d�lky stran troj�heln�ku� Ozna�me �s � a�b�c� r po�
lom�r kru
nice jemu opsan� a � polom�r kru
nice jemu vepsan�� Doka
te�

e plat� nerovnost
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�
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�
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a
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s
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�e�en�� Polo
�me�li v nerovnosti ��� x � a� y � b a z � c� dostaneme
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Proto
e pro obsah P uva
ovan�ho troj�heln�ku plat� vztahy P � s�� abc �
� �rP a d�le �s � a � b � c� obdr
�me z p�ede
l� nerovnopsti po snadn�
�prav� p��mo 
�danou nerovnost� tj� plat�
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a
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p
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Rovnost zde p�itom nastane� pr�v� kdy
 a � b � c� tj� v p��pad�� kdy
uva
ovan	 troj�heln�k je rovnostrann	�

P��klad �

Doka
te� 
e pro d�lky stran v libovoln�m troj�heln�ku plat� nerovnost
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a� c� b
�
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�
a� b� c
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kde �s � a� b� c�

�e�en�� Polo
me v nerovnosti ��� x � s�a� y � s�b a z � s�c� Dostaneme
tak nerovnost
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�
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s� c
�
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� �s� �a� b� c�
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p
�s� a��s� b��s� c�

�

U
it�m Heronova vzorce pro obsah P libovoln�ho troj�heln�ku� tj� vztahu

P �
p
s�s� a��s� b��s� c� �

m�me d�le

b� c� a

a� c� b
�
c� a� b

a� b� c
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� s

�

q
P �

s

�

Dosad�me�li nyn� za P � �s� obdr
�me po jednoduch� �prav� dokazovanou
nerovnost ���� Rovnost v n� nastane� pr�v� kdy
 a � b � c� tedy pr�v�
kdy
 je uva
ovan	 troj�heln�k rovnostrann	�
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P��klad �

V libovoln�m troj�heln�ku �p�i zaveden�m ozna�en�� plat� nerovnost
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�e�en�� Polo
�me�li nyn� v ��� x � va � �P

a
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b
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kde va� vb� vc zna�� d�lky v	
ek po �ad� z vrchol� A�B�C� dostaneme
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Postupn	mi �pravami t�to nerovnosti d�le dostaneme
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Vyu
it�m identit ab � bc � ca � s� � �� � �r� �viz nap�� ��� nebo ����
a abc � �r�s po �prav� kone�n� obdr
�me

b

a
�
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c
�
c

b
� s� � �� � �r�
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p
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tedy dokazovanou nerovnost �� �� Rovnost zde nastane� pr�v� kdy
 a �
� b � c� tedy pro rovnostrann	 troj�heln�k�

P��klad �

Doka
te� 
e v libovoln�m ostro�hl�m troj�heln�ku �p�i obvykl�m ozna�
�en� jeho vnit�n�ch �hl�� plat� nerovnost
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�e�en�� Volbou x � cos� �  � y � cos� �  a z � cos � �  v nerovnosti
��� dostaneme
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�me po �prav� p�edchoz� nerovnosti
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Odtud po jednoduch� �prav� bezprost�edn� plyne
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co
 je dokazovan� nerovnost ����� Rovnost v n� nastane� pr�v� kdy
 � �
� � � � � � �� tj� pr�v� kdy
 troj�heln�k je rovnostrann	�
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Mocninn� �ady a posloupnosti zadan�
rekurentn�

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

U posloupnosti zadan� rekurentn� b	v� n�kdy zapot�eb� zn�t vzorec
pro n�t	 �len� jeho
 ur�en� v
ak v n�kter	ch p��padech nemus� b	t jedno�
duchou z�le
itost�� S podobnou tematikou se mohou �ten��i �v souvislosti
s �e
en�m n�kter	ch geometrick	ch �loh� podrobn�ji sezn�mit nap�� v ����
V tomto �l�nku bude p�i �e
en� n�kolika �loh uvedena metoda� v n�
 m�sto
posloupnosti �an� re�ln	ch ��sel zadan� rekurentn�� jej�
 n�t	 �len chceme
ur�it� vy
et�ujeme mocninnou �adu

�X
n��

anx
n � a� � a�x� a�x

� � � � � � anx
n � � � �

Jej� koe!cienty an� tj� �leny dan� ��seln� posloupnosti �an�� lze ur�it po�
stupn	mi �pravami t�to �ady� �Proto
e v tomto p��sp�vku p�jde vesm�s
o nekone�n� �ady� budeme v suma�n�m znaku uv�d�t d�le pouze doln�
s��tac� mez��

Zd�razn�me� 
e v t�to mocninn� �ad� symbol x nezna�� prom�nnou�
ale 
e bude pova
ov�n za form�ln� znak� za kter	 se 
�dn� konkr�tn� ���
seln� hodnoty nedosazuj�� "ady tohoto typu se naz	vaj� form�ln� moc�
ninn� 	ady a lze o nich dok�zat� 
e vzhledem k obvykl�mu zp�sobu s���
t�n� a n�soben� tvo�� obor integrity �nad t�lesem re�ln	ch ��sel� a 
e ke
ka
d� takov� �ad� �pokud m� nenulov	 absolutn� �len� existuje inverzn�
prvek �inverzn� �ada�� S form�ln�mi mocninn	mi �adami pracujeme stej�
n	m zp�sobem jako s mocninn	mi �adami� v nich
 symbol x je prom�nn��
Na rozd�l od nich v
ak nem� smysl zji
�ovat jejich obor konvergence� Nap��
pro n�sleduj�c� form�ln� mocninn� �ady plat�#

� � x� x� � x� � � � � �
�

�� x
�

�� �x� ��x� � ��x� � � � � �
�

� � �x
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Proto
e x nen� prom�nn�� nelze tvrdit� 
e prvn� rovnost plat� pouze pro
v
echna x takov�� 
e jxj � � a druh� $jen% pro v
echna x takov�� 
e
jxj � �

�
�

V	
e zm�n�nou metodu si objasn�me p�i �e
en� n�sleduj�c�ch t�� �loh�

P��klad �

Ur�ete n�t	 �len posloupnosti dan� rekurentn�m vztahem

an � an�� � �an�� pro v
echna n � �� kde a� � a� � ��

�e�en�� Uva
ujme mocninnou �adu ��ten�� by m�l pozorn� sledovat a uv��
domovat si jednotliv� kroky�

X
n��

anx
n �

kterou za podm�nek kladen	ch na jej� koe!cienty an uprav�me na tvar#

X
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anx
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X
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X
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n�� � �x�

X
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X
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n � �x�

X
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n �

� � � x� x��� �
X
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n� � �x�

X
n��

anx
n �

Po �prav� odtud dostaneme

��x� � x� ��
X
n��

anx
n � �� �

tj� X
n��

anx
n � � �

�x� � x� �
�
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Vyj�d��me�li v	raz na prav� stran� posledn� rovnosti ve tvaru

� �
�x� � x� �

�
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��x� ���x� ��
�

A

�x� �
�

B

x� �

a ur��me�li odtud metodou neur�it	ch koe!cient� hodnoty A a B� tj�

A � ��
�
� B �

�
�
�

zjist�me� 
e dan� mocninn� �ada je sou�tem dvou geometrick	ch �ad� tj�

e plat�#X
n��

anx
n � ��

�
� �
�x� �

�
�
�
� �
x� �

�
�
�
� �
�� �x

�
�
�
� �
x� �

�

�
�
�

X
n��

�nxn �
�
�

X
n��

����nxx �
X
n��

�
�
�
� �n �

�
�
� ����n

�
xn �

Porovn�n�m koe!cient� takto z�skan� mocninn� �ady s koe!cienty odpov��
daj�c� mocninn� �ady

P
anx

x zjist�me� 
e pro n�t	 �len posloupnosti �an�
plat�

an �
�n�� � ����n

�
�

Pozn�mka� Rekurentn� vztah� kter	 jsme v t�to �loze pou
ili� byl odvozen
p�i �e
en� kombinatorick� �lohy v ���� &kolem bylo ur�it� kolika zp�soby se
na n parkovac�ch m�stech daj� rozm�stit osobn� auta �ka
d� zabere jedno
parkovac� m�sto�� autobusy �ka
d	 zabere dv� parkovac� m�sta� a n�kladn�
auta �ka
d� zabere tak� dv� parkovac� m�sta�� Pro posloupnost� jej�
 n�
t	 �len p�n� ud�v�� kolik existuje takov	ch rozm�st�n�� byl v ��� odvozen
rekuretn� vztah

p�n� � p�n� �� � �p�n� ��� p��� � �� p��� � � �

Jestli
e m�sto p�n� budeme ps�t an� bude a� � �� a� � �� Pokud nyn�
z podm�nky a� � a� � �a� vypo�teme a� � �� dostaneme ��selnou po�
sloupnost �an�� jej�
 n�t	 �len jsme ur�ili v �e
en� p��kladu ��

P��klad �

Ur�ete n�t	 �len posloupnosti �an� zadan� rekurentn�m vztahem

an � �an�� � � � �n pro v
echna n p�irozen�� kde a� � ���
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�e�en�� Postupujeme podobn� jako v p�edchoz�m p��pad�� Plat�X
n��

anx
n � �� �

X
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��an�� � � � �n�xn �
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anx
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Odtud plyne

��� �x�
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anx
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�� �x
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a tedy X
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n � � �

�� �x
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�
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Rozkladem na parci�ln� zlomky dostaneme

�
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tak
e m�meX
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anx
n �

�
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� �
�� �x

�
X
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� � �nxn �
X
n��

� � �nxn �

�
X
n��

�� � �n � � � �n�xn �

Zjistili jsme tak� 
e pro n�t	 �len dan� posloupnosti plat�

an � � � �n � � � �n �

P��klad �

Ur�ete n�t	 �len Fibonacciho posloupnosti� tj posloupnosti �an� zadan�
rekurentn�m vztahem

an � an�� � an�� pro v
echna p�irozen� n � �� kde a� � a� � ��
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�e�en�� Odpov�daj�c� mocninnou �adu nejprve uprav�me u
it�m dan�ho
rekurentn�ho vztahu
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Odtud vypo�teme
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Rozkladem na parci�ln� zlomky a po �prav�ch �v nich
 si mus�me d�t
pozor� abychom neud�lali �myslnou chybu� dojdeme k rovnosti

X
n��

anx
n �

�

�n��
p
�

X
n��

�� �
p
��n��xn � �

�n��
p
�

X
n��

���
p
��n��xn �

Se�ten�m obou �ad na prav� stran� zjist�me� 
e pro n�t	 �len Fibonacciho
posloupnosti plat�

an �
�� �

p
��n�� � ���p

��n��

�n��
p
�

�

�

p
�
�

��
� �

p
�

�

�n��
�
�
��p

�
�

�n���
�

A proto
e ka
d	 �len Fibonacciho posloupnosti je p�irozen� ��slo� je v	raz
na prav� stran� posledn�ho vztahu tak� p�irozen� ��slo� co
 na prvn� pohled
nen� z�ejm��
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Z�v�rem si m�
e �ten�� u
it�m popsan� metody s�m odvodit vzorec pro
n�t	 �len posloupnosti zadan� rekurentn� vztahem

an � �an�� � �n�� pro v
echna n p�irozen�� kde a� �  �

�V	sledek# an � �

�
��n � �n��

L i t e r a t u r a

	
� Calda� E�� �e�en� kombinatorick ch �loh nalezen�m rekurentn�ho vzorce� MFI�
ro�� 

� 
��
���� �� � s� �

 � �
��

	
� Cal�bek� P� � �vr�ek� J�� Rekurentn� posloupnosti v geometrii� MFI� ro�� 

�

��
���� �� 
�� s� ��� � ����

P�semkov� p��klady na S� ��

STANISLAV TR	VN
�EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

Prvn� d�l seri�lu p�semkov	ch p��klad� vy
el na konci roku ���� ���
a seri�l pokra�oval dal
�ch �� rok� a
 po ���� Vych�zel z toho� 
e p�semky
maj� ve vyu�ov�n� matematice sv� trval� m�sto a p�i jejich sestavov�n� se
setk�v�me s t�mito hlavn�mi probl�my#

�� Aby u
itel prozkou�el p	esn� to� co chce�
�� Aby si u
itel vyhledal nebo vytvo	il dv� rovnocenn�� ale p	ece je r�zn�

verze p	�klad�� p��padn� t�i� pokud tuto t�et� chce pou
�t spolu s jin	mi
p��klady p�i opakov�n� p�ed p�semkou nebo na dom�c� �lohu �v posledn�ch
�ty�ech ��stech seri�lu jsou p�ipraveny v
dy � verze p��klad�� na p�semku
i na dal
� pou
it� � n�hradn� p�semka� p�semka v paralelce apod���

Dob�e vy�e
it oba tyto probl�my je n�kdy dost �asov� n�ro�n� a u�itel
si mus� propo��tat v�ce p��klad� z u�ebnic a sb�rek� ne
 se mu poda��
p�ipravit si vhodn� rovnocenn� verze� Seri�l p�semkov	ch p��klad� proto
p�ich�zel na pomoc u�itel�m matematiky jako materi�l pro jejich datab�zi
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p�semkov	ch p��klad� i jako inspirace pro samostatnou tvorbu p��klad��
V z�jmu 
ir
�ho pou
it� byly uv�d�ny zejm�na z�kladn� typy p��klad� se
st�edn� a ni

� obt�
nost�� Autor seri�lu �erpal p�edev
�m ze sv� rozs�hl�
soukrom� sb�rky� kterou postupn� vytvo�il spolu s Mgr� L� Tr�vn�
kovou
�y �  ��� V
echny p��klady vznikly jako origin�ln�� tj� nebyly p�evzaty ze

�dn� u�ebnice nebo sb�rky p��klad� �i kdy
 samoz�ejm� jsou jim n�kdy
t�maticky bl�zk�� a byly propracov�ny se z�m�rem� aby co nejl�pe vy�e
ily
v	
e uveden� dva probl�my� aby dob�e vych�zely a dob�e se opravovaly�
V
echny �lohy se uplatnily v praxi v r�zn	ch letech a v r�zn	ch t��d�ch
gymn�zia� ale n�kdy pak byly ��ste�n� upraveny pr�v� po zku
enostech
s jejich praktick	m pou
it�m�

P��klady z jednotliv	ch t�matick	ch celk� �TC� byly do na
eho seri��
lu vyb�r�ny nahodile co do zam��en� i co do obt�
nosti� ale s ohledem na
p�edpokl�danou hodinovou dotaci t�chto celk�� Byl volen stru�n	 text po�
u
iteln	 i k z�pisu na tabuli� V prost�ed� t��dy lze ov
em n�kter� texty
zestru�nit a nahradit koment��em u�itele� p��padn� text p�izp�sobit ter�
minologii� kterou vyu�uj�c� pou
�v��

Spolu s t�mto � � d�lem tak vznikla sb�rka s ��� p�semkov	mi p��klady�
Autor douf�� 
e sv	m koleg�m� u�itel�m na 
kol�ch� pomohl� ale v t�to
f�zi se rozhodl� 
e seri�l ukon�� � nikoli pro nedostatek materi�lu� ale se
z�m�rem inovovat formu pomoci u�itel�m p�i p��prav� p�semek�

TC# �e�en� rovnic a nerovnic

�	 A j B
 V oboru p�irozen	ch ��sel �e
te nerovnici#

�x� � �x� � �  �x� � �x� �� �  

Obsah
 Rozklad kvadratick�ho troj�lenu� �e
en� kvadratick� nerovnice v R�
�e
en� v N � resp� v Z�

V�sledky

A# Ko�eny troj�lenu jsou ��� ��

�
� P � f�� �� �g�

B# Ko�eny troj�lenu jsou ��� �

�
� P � f�� �g�

C j D
 V oboru cel	ch ��sel �e
te nerovnici

�x� � �x� �� �  �x� � x� �� �  �
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V�sledky


C# Ko�eny troj�lenu jsou � �

�
� �� P � f���  � �� �g�

D# Ko�eny troj�lenu jsou � 	



� �� P � f������  � �g�

TC# Stereometrie� polohov� 
lohy

�	 A �B�
 Je d�na krychle ABCDA�B�C �D�� Sestrojte �ez t�to krychle
rovinou � � PQD� �PQC ��� kde P je st�ed hrany AB a Q je st�ed hrany
BC �AD�� Pak vypi
te mno
iny vrchol� krychle� kter� le
� v poloprostorech
�A�� �D�

Obsah
 Zobrazen� krychle ve voln�m prom�t�n�� �ez krychle rovinou� pro�
v�rka prostorov� p�edstavivosti�

V�sledky


A# poloprostor �A�# fA�B�B�� C �� D�g� poloprostor �D# fA�C�D�D�g'
obr� �a�

B# poloprostor �A�# fA�A�� B�� C �� D�g� poloprostor �D# fB�C�C �� Dg'
obr� �b�

����
����
�	
�

Obr� 
a
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���
���
���

Obr� 
b

C �D�
 Je d�na krychle ABCDA�B�C �D�� Sestrojte �ez t�to krychle ro�
vinou � � PQR� kde P je st�ed hrany AB� Q je st�ed hrany BC �AD�
a R le
� na hran� A�D� �C �D�� v jedn� t�etin� od bodu A��C ��� Pak vypi
te
mno
iny vrchol� krychle� kter� le
� v poloprostorech �A�� �D�

V�sledky

C# poloprostor �A�# fA�� B�B�� C �g� poloprostor �D# fA�C�D�D�g' obr� �c�
D# poloprostor �A�# fA�A�� B�� D�g� poloprostor �D# fB�C�C �� Dg' obr� �d�

����
����
�	
�

Obr� 
c
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����
����
�	
�

Obr� 
d

TC# Komplexn� ��sla

�	 A �B�
 U
it�m Moivreovy v�ty odvo(te vzorec pro vyj�d�en� sin ��
�cos ��� pomoc� sin� �cos��� Odvozen	 vzorec ov��te pro � � � �

�� � � ���

Obsah
 Moivreova v�ta� rovnost komplexn�ch ��sel� vztahy mezi funkcemi
sinus a kosinus� hodnoty funkc� sinus a kosinus�

V�sledky


A# sin �� � �� sin� �� � sin� �� � sin�'

L�� �� � sin �  � � �
p
�

�
� P �� �� � ��

�p
�

�

��
� � 

�p
�

�

��
� �

p
�

�
�

� �
p
�

�
�

B# cos �� � �� cos� �� � cos� �� � cos�'

L�� �� � cos �� � � �
p
�

�
� P �� �� � ��

�p
�

�

��
� � 

�p
�

�

��
� �

p
�

�
�

� �
p
�

�
�

C j �D�
 U
it�m Moivreovy v�ty odvo(te vzorec pro vyj�d�en� cos ��
�sin ��� pomoc� cos� �sin��� Odvozen	 vzorec ov��te pro � � � �� ���

a � ��

V�sledky

C# cos �� � � cos� �� � cos��
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L�� �� � cos � � �  � P �� �� � �
�p

�

�

��
� �

p
�

�
�  �

L����� � cos ���� � �
p
�

�
� P ����� � �

�p
�

�

��
� �

p
�

�
� �

p
�

�
�

L�� �� � cos �� � � ��� P �� �� � �
�
�

�

	� � � � �
�
� ���

D# sin �� � � sin�� � sin� ��
L�� �� � sin � � � �� P �� �� � � � �

�
� �

�
�

�

	�
� ��

L����� � sin ���� �
p
�

�
� P ����� � �

p
�

�
� �

�p
�

�

��
�

p
�

�
�

L�� �� � sin �� � �  � P �� �� � �
p
�

�
� �

�p
�

�

��
�  �

TC# Shrnut� a opakov�n� u�iva

�	 A�B�
 Automat vyr�b� ka
d	ch � ��� � sekund jednu sou��stku� prav�
d�podobnost v	roby technologick�ho zmetku je � ) �� )�� Jak� je prav�
d�podobnost toho� 
e za hodinu pr�ce vzniknou nejv	
e � zmetky�

Obsah
 Pravd�podobnost p�i n nez�visl	ch pokusech� Bernoulliovo sch�ma�
s��t�n� pravd�podobnosti� numerick� v	po�ty na kalkula�ce�

V�sledky


A# P �  ���
� � � �  ����	 �  � � � � � �� �  ����� �  � �� � ��� � )�
B# P �  ����� � � �  ����	 �  � � � �� � �� �  ����� �  � �� � ��� � )�

C �D�# Automat vyr�b� ka
d	ch �� ���� sekund jednu sou��stku� prav�
d�podobnost v	roby technologick�ho zmetku je  �� ) � �� )�� Jak� je
pravd�podobnost toho� 
e za hodinu pr�ce vzniknou nejv	
e � zmetky�

V�sledky

C# P �  �����
� � �� �  ������	 �  �  � � �� � ��� �  ������� �  �  ���

�� � ��� � ��� �  ������� �  �  �� � ��� � )�
D# P �  ������� � �  �  �����		 �  �  � � �� � ��� �  �����	� �  �  ���

�� � ��� � ��� �  �����	� �  �   �� � ��� � )�

L i t e r a t u r a

	
� Tr�vn��ek� S�� P�semkov� p��klady na S! 
� MFI� ro�� � �
��� � ���� �� 
�

	
� Tr�vn��ek� S�� P�semkov� p��klady na S! 
�� MFI� ro�� 
� �
��� � ���� �� 
�
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Turnaj m�st v �esk� republice

JAROSLAV �VR�EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

Na konci ��jna uplynul�ho roku prob�hla podzimn� ��st �ji
� ��� ro�n�ku
mezin�rodn� matematick� sout�
e st�edo
kol�k� Turnaj m�st� j�
 se mohou
z��astnit 
�ci� kte�� tak reprezentuj� sv� m�sta� Sout�
� jej�
 �� ro�n�k
se uskute�nil na ja�e v roce ��� mezi st�edo
kol�ky t�� m�st �Moskvy�
Kijeva a Rigy�� m� v sou�asnosti celosv�tov	 charakter� D�ky grantov�
podpo�e M*MT +R� speci�ln� pak projektu $STMMorava%� m�li mo
nost
z��astnit se t�to sout�
e na podzim uplynul�ho roku �experiment�ln�� tak�
talentovan� st�edo
kol�ci dvou �esk	ch m�st � Prahy a B�lovce� Z�m�rn�
byla pro pot�eby odzkou
en� experimentu vybr�na dv� m�sta� kter� se
v	razn� li
� po�tem obyvatel� Sout�
 m� ka
doro�n� dv� kola �podzimn�
a jarn��� Podrobn�j
� informace o t�to sout�
i lze naj�t nap�� v �l�nku
Alexeje Tolpyga ���� jednoho ze zakladatel� a dlouhodob	ch organiz�tor�
t�to sout�
e� P�esto
e v	
e zm�n�n	 �l�nek byl uve�ejn�n v na
em �asopise
p�ed v�ce ne
 deseti lety� nena
el se za tuto dobu v r�mci +esk� republiky
vhodn	 organiz�tor Turnaje m�st a nebylo tak mo
no akceptovat nab�dky
rusk	ch organiz�tor� zapojit do t�to mezin�rodn� uzn�van� sout�
e tak�

�ky �esk	ch st�edn�ch 
kol v 
ir
�m m���tku�

Uveden� sout�
 m� nejen letitou tradici� ale tak� vysokou kvalitu v po�
dob� p�vodn�ch netradi�n�ch �loh� Na jejich tvorb� se pod�lej� p�edn� ru
t�
odborn�ci na pr�ci s matematick	mi talenty� V pr�b�hu leto
n�ho roku
�v r�mci jarn�ho kola ��� Turnaje m�st a podzimn�ho kola ��� Turnaje
m�st� maj� organiz�to�i zm�n�n�ho experimentu na P��rodov�deck� fakult�
Univerzity Palack�ho v Olomouci z�jem roz
��it po�et �esk	ch m�st� kter�
se hodlaj� sout�
e z��astnit� Sv� p��padn� dotazy sm��ujte na mailovou
adresu autora tohoto p��sp�vku � svrcek�inf�upol�cz � V prvn� polovin�
leto
n�ho roku budou vytvo�eny tak� aktu�ln� webovsk� str�nky Turnaje
m�st v +esk� republice�

Sout�
�c�m ve dvou kategori�ch �JUNIOR � �� a �� ro�n�ky na
ich �ty��
let	ch S* a SENIOR � �� a �� ro�n�ky na
ich S*� resp� odpov�daj�c� ro�n�ky
v�celet	ch gymn�zi�� jsou p�edlo
eny v obou kolech �na podzim a na ja�e�
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v
dy dv� sady sout�
n�ch �loh� viz ��� �p��pravn� �lohy a �lohy hlavn�
sout�
e�� v nich
 se 
�k�m zapo��t�vaj� v
dy � nejl�pe vy�e
en� �lohy�
Prakticky to znamen�� 
e sout�
�c� si sami mohou zvolit z nab�dnut� sady
�loh ty� kter� jim nejl�pe vyhovuj�� P�itom se v
ak vy
aduj� od 
�k� �pln�
�e
en� jednotliv	ch �loh �podobn� jako nap�� v matematick� olympi�d���
V	sledky 
�k� ni

�ch ro�n�k� v obou v�kov	ch kategori�ch a tak� roz�
d�ly mezi velikostmi z��astn�n	ch m�st jsou korelov�ny podle mezin�rodn�
platn	ch pravidel sout�
e� viz nap�� ����

V podzimn� ��sti Turnaje m�st sout�
ilo v kategorii JUNIOR v Praze
�� 
�k� a v B�lovci ��� V kategorii SENIOR pak sout�
ilo celkem �� pra
�
sk	ch st�edo
kol�k� a �� b�loveck	ch� Dlu
no zm�nit� 
e v B�lovci se jednalo
p�edev
�m o 
�ky t��d s roz
��enou v	ukou matematiky tamn�ho gymn�zia
Mikul�
e Kopern�ka� kde
to v Praze to byli studenti vybran� z v�t
�ho po�
�tu gymn�zi� a st�edn�ch odborn	ch 
kol� Sna
ili jsme se p�itom dodr
et
obecn� kriteria sout�
e� kter� stanovili ru
t� organiz�to�i �na podm�nky
velk	ch rusk	ch m�st�� Do vlastn� sout�
e mezi m�sty se tak na podzim
zapo��tavaly v	sledky nejlep
�ch jeden�cti sout�
�c�ch v Praze a nejlep
�ch
p�ti v B�lovci �v ka
d� kategorii�� viz nap�� ���� Celkov	 v	sledek je pak v
ka
d� kategorii stanoven jako aritmetick	 pr�m�r bodov	ch zisk� nejlep�

�ch �e
itel� v ka
d�m m�st� �a to ve v	
e uveden�m po�tu�� Pro informaci
uv�d�me� 
e v podzimn�m b�hu dos�hla Praha v kategorii JUNIOR cel�
kov�ho v	sledku �� � bod� a v kategorii SENIOR �� �� bod�� Studenti
matematick	ch t��d z B�lovce pak v kategorii JUNIOR dos�hli ��� �� bod�
a kategorii SENIOR ��� � bod��

Na uk�zku uv�d�me texty v
ech p	�pravn�ch �loh Turnaje m�st z pod�
zimn�ho kola ��� ro�n�ku sout�
e v�etn� navr
en�ho bodov�ho maxima
u jednotliv	ch �loh v obou v�kov	ch kategori�ch tak� jak byly p�edlo
eny
sout�
�c�m v Praze a B�lovci na podzim �  ��

JUNIOR

�	 Na tabuli byla naps�na po �ad� dv� p�irozen� ��sla x a y �x � y�� Jirka
si na list pap�ru napsal hodnotu x� �druhou mocninu prvn�ho ��sla�
a pak zam�nil ��sla na tabuli dvojic� ��sel x a y�x �nap�ed bylo naps�no
men
� z obou ��sel�� S nov	mi ��sly na tabuli pak provedl stejnou operaci
atd�� a
 jedno z ��sel na tabuli bylo rovno  � Ur�ete� jak	 byl �v tomto
okam
iku� sou�et v
ech ��sel� kter� si Jirka napsal na list pap�ru�

�� body�
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�	 Je zn�mo� 
e lh��i v
dy l
ou� pravdomluvn� lid� v
dy mluv� pravdu
a vychytral� n�kdy mluv� pravdu a n�kdy l
ou� M�
ete jim d�vat ot�zky�
na n�
 je odpov�d bu( ano� nebo ne �nap��# $Je pravda� 
e tento �lov�k
je vychytral	,%��
a� P�ed v�mi stoj� t�i osoby � lh��� pravdomluvn	 a vychytral	� kte��

navz�jem znaj� svou identitu� Popi
te� jak je rozezn�te pomoc� tako�
v	ch ot�zek�

�� bod�

b� P�ed v�mi stoj� �ty�i osoby � lh��� pravdomluvn	 a dva vychytral��
kte�� navz�jem znaj� svou identitu� Doka
te� 
e oba vychytral� se
mohou dohodnout na sv	ch odpov�d�ch tak� 
e nejste schopni na
z�klad� mo
n	ch ot�zek zjistit identitu 
�dn� ze �ty� osob�

�� body�

�	 a� Na tabuli je naps�no �  � p�irozen	ch ��sel v�t
�ch ne
 �� Doka
te�

e je mo
no ozna�it jedno z nich tak� 
e sou�in ostatn�ch ��sel lze
vyj�d�it jako rozd�l druh	ch mocnin dvou p�irozen	ch ��sel�

�� body�

b� Na tabuli je naps�no �  � p�irozen	ch ��sel v�t
�ch ne
 �� z nich

jedno je rovno �  �� Je zn�mo� 
e existuje pr�v� jedno z nich takov��

e sou�in ostatn�ch ��sel lze vyj�d�it jako rozd�l druh	ch mocnin dvou
p�irozen	ch ��sel� Doka
te� 
e je to ��slo �  ��

�� body�

�	 Na prodlou
en� strany BC troj�heln�ku ABC za bodem B le
� bod B�

takov	� 
e jBB�j � jABj� Nech� osy vn�j
�ch �hl� p�i vrcholech B a C
se prot�naj� v bod� M � Doka
te� 
e body A�B��M a C le
� na t�
e
kru
nici�

�� body�

�	 Ur�ete� na jak	 nejv�t
� po�et shodn	ch nekonvexn�ch mnoho�heln�k�
lze roz�ezat �tverec tak� aby v
echny strany t�chto mnoho�heln�k� byly
rovnob�
n� se stranami �tverce a p�itom ani jeden z t�chto mnoho�hel�
n�k� nevznikne posunut�m �translac�� jin�ho z uva
ovan	ch mnoho�hel�
n�k��

�� body�

SENIOR

�	 Na tabuli byla naps�na t�i p�irozen� ��sla x� y� z� Petr si na list pap�ru
napsal hodnotu sou�inu n�kter	ch dvou z t�chto t�� ��sel a na tabuli
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m�sto t�et�ho ��sla napsal ��slo o � men
�� S nov	mi t�emi ��sly na tabuli
pak provedl stejnou operaci atd�� a
 jedno z ��sel na tabuli bylo rovno
nule� Ur�ete� jak	 byl �v tomto okam
iku� sou�et v
ech ��sel� kter� si
Petr napsal na list pap�ru�

�� body�

�	 V rovin� je d�n te�nov	 �ty��heln�k� Ka
d� dva dotykov� body kru
nice
jemu vepsan�� kter� le
� na sousedn�ch stran�ch dan�ho �ty��heln�ku�
jsou spojeny �se�kami� Takto sestrojen	m troj�heln�k�m jsou veps�ny
kru
nice� Doka
te� 
e �hlop���ky �ty��heln�ku� jeho
 vrcholy jsou to�
to
n� se st�edy kru
nic vepsan	ch t�mto �ty�em troj�heln�k�m� jsou
navz�jem kolm��

�� body�

�	 Do tabulky �  �� �  � jsou naps�na ��sla �� �� �� � � � � �  ��� Doka
te�

e v tabulce existuj� dv� ��sla� kter� jsou veps�na do pol�� kter� maj�
spole�nou celou stranu nebo jeden vrchol� takov�� 
e jejich sou�et je
d�liteln	 ��slem ��

�� body�

�	 Jsou d�ny dv� nekone�n� posloupnosti# aritmetick� a�� a�� a�� � � � a geo�
metrick� b�� b�� b�� � � � takov�� 
e ka
d	 �len geometrick� posloupnosti je
tak� �lenem uva
ovan� aritmetick� posloupnosti� Doka
te� 
e kvocient
geometrick� posloupnosti je cel� ��slo�

�� body�

�	 Rozhodn�te� zda je mo
no vepsat do krychle pravideln	 osmist�n tak�
aby vrcholy osmist�nu le
ely na hran�ch krychle� �Pravideln	 osmist�n
m� pr�v� � vrchol�� z ka
d�ho p�itom vych�z� � hrany a jeho st�nami
jsou rovnostrann� troj�heln�ky��

�� bod��

Z�v�rem p�ipojujeme �e
en� dvou p��pravn	ch �loh ��� Turnaje m�st �
podzim �  � �po jedn� z ka
d� v�kov� kategorie�� kter� jsou tematicky
velmi p��buzn��

�e�en� �� �lohy �JUNIOR�� Po ka
d�m kroku se zmen
� sou�in obou
��sel� kter� jsou naps�na na tabuli� o hodnotu x�y � x� � xy � x�� tj�
o ��slo� kter� si Jirka napsal na list pap�ru� Proto
e v posledn�m kroku je
sou�in obou ��sel na tabuli roven  � je sou�et v
ech ��sel� kter� si Jirka
postupn� zaznamen�val na list pap�ru� roven xy�
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Jin� 	e�en�� Uva
ujme pravo�heln�k o stran�ch x a y �x � y�� V prvn�m
kroku odd�l�me �od��zneme� z tohoto pravo�heln�ku �tverec se stranou x

a jeho obsah si zaznamen�me na list pap�ru� Z�sk�me tak pravo�heln�k
o stran�ch y � x a x atd� Tento proces je ukon�en� jestli
e ji
 nelze z da�
n�ho pravo�heln�ku odd�lit popsan	m zp�sobem 
�dn	 �tverec� tj� je�li
dan	 pravo�heln�k �pln� roz�ez�n na �tverce� Sou�et v
ech ��sel� kter� jsou
v tomto okam
iku naps�na na listu pap�ru� je tedy roven obsahu dan�ho
pravo�heln�ku� tj� xy�

�e�en� �� �lohy �SENIOR�� V
imn�me si� 
e po ka
d�m kroku se sou�in
v
ech t�� ��sel� kter� jsou naps�na na tabuli� zmen
� o hodnotu� kterou
si Petr zaznamenal na list pap�ru� Je�li n�kter� z ��sel na tabuli rovno  �
je tak� jejich sou�in roven  � Sou�et v
ech ��sel� kter� si Petr postupn�
zaznamen�val na list pap�ru je tedy roven sou�inu t�� ��sel� kter� byla na
po��tku naps�na na tabuli� tj� xyz�

Jin� 	e�en�� Uva
ujme kv�dr o hran�ch d�lky x� y a z� V ka
d�m kroku
od��zneme z tohoto kv�dru jin	 kv�dr� jeho
 �aspo�� jedna hrana m� d�lku
�� Na list pap�ru si p�itom v
dy zaznamen�me objem od��znut�ho kv�dru
�pop�� jednotkov� krychle�� Takto lze postupovat a
 do okam
iku� kdy je
dan	 kv�dr popsan	m zp�sobem �pln� roz�ez�n na men
� kv�dry �a pop��
je
t� n�kolik jednotkov	ch krychl��� Sou�et v
ech ��sel� kter� si Petr po�
stupn� zaznamenal na list pap�ru je tedy roven objemu p�vodn�ho kv�dru�
tj� xyz�
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Zaj�mav� matematick� 	lohy

Uv�d�me zad�n� dal
� dvojice �loh na
� pravideln� rubriky� Jejich �e
en�
m�
ete zaslat nejpozd�ji do � � �� �  � na adresu# Redakce �asopisu MFI�
t�� Svobody ��� ��� �� Olomouc� Jejich �e
en� lze zaslat tak� elektronickou
cestou �pouze v
ak v TEXovsk	ch verz�ch� p��p� v MSWordu� na emailovou
adresu# m��upol�cz� Zaj�mav� a origin�ln� �e
en� �loh r�di uve�ejn�me�

�loha ���
V oboru nez�porn	ch re�ln	ch ��sel ur�ete v
echna �e
en� soustavy rov�

nic

�x� � x�� � x���

�x� � x�� � x���

�x� � x�� � x���

Pavel Cal�bek

�loha ���
Do dan�ho �tverce ABCD vepi
te obd�ln�k KLMN tak� aby jeho vr�

choly K� L� M � N le
ely po �ad� na stran�ch AB� BC� CD� DA uva
o�
van�ho �tverce a p�itom aby p�ti�heln�ku KLCMN bylo mo
no vepsat
kru
nici �tj� aby byl te�nov	��

Jaroslav �vr
ek
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