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MATEMATIKA

O vyuziti jedné algebraické nerovnosti

SEFKET ARSLANAGIC®
Prirodno—matematicki fakultet, Univerzita Sarajevo, BOSNA a HERCEGOVINA

Tento ¢lanek navazuje na prispévek [1], ktery byl v naSem ¢asopise zve-
Tejnén pred ¢tyimi lety. Zde bude prezentovano vyuziti jedné algebraické
nerovnosti v diikazech nékterych netrividlnich geometrickych nerovnosti.

Véta 1

Pro libovolna tii kladna realnd cisla a, b, ¢, jejichz soucin je roven 1,
plati nerovnost
a

b ¢
-4+ - > . 1
b+c+a_a+b+c (1)

Diikaz. Vynasobime-li obé& strany nerovnosti (1) kladnym éislem abe, do-
staneme po Upravé ekvivalentni nerovnost
2 2 2
a“c+ab”+bc” >a+b+ec. (2)
Trojim pouzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem
(dale jen AG-nerovnosti) vzdy pro trojici kladnych redlnych ¢isel a déle

vyuzitim podminky abc = 1 dostaneme

3(a’c+ab®*+bc?) = (a’c+a’c+ab?®)+ (ab® +ab® +bc?) + (bl e+be* +a’c) >

> 3vabb2e? + 3V a2b5 ¢ + 3Va2b2e® =
Psano pro MFI. Z n8meckého originalu pielozil Filip Svrcek.
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=3 (a?/ (abc)? + bi/(abc)? + c\g/(abc)2) =3(a+b+c),

tedy
a’c+ab®> +b* >a+b+c.

Dokézali jsme tak platnost nerovnosti (2), kterd je ekvivalentni s (1). V ne-
rovnosti (1) pfitom nastane rovnost (na zakladé pouzité AG-nerovnosti),
praveé kdyz plati a =b=c¢ = 1.

Jiny dikaz. Nejprve ukadzeme, Ze pro libovolnd kladné redlné cisla u, v, w
plati nerovnost
u? + 0 + w® > v+ vPw + wiu. (3)

Opét trojim pouzitim AG-nerovnosti (vzdy) pro trojici kladnych redlnych
¢isel dostaneme

3(u +0* +w?) = (u® + v +0%) + (0¥ + 0 + ) + (0P + P +uP) >

> 3Vubv3 + 3VvSw? + 3Vwbud = 3(uv + v’w + wu),
tj.
ud 4+ 03+ w? > v + 0w + wiu.
Tim je nerovnost (3) dokdzana. Vynasobime-li nyni obé strany nerovnosti

(3) kladnym ¢islem —L—, dostaneme nerovnost

w vr wr_u v w
L )
vwo owu  ww Cw U v

kterd je s nerovnosti (3) ekvivalentni. Polozime-li v nerovnosti (4) dale

A W _ o , .
a=2,b=2ac= % (abc = 1), obdrzime po Gpravé

a

b ¢
+-+->a+b+c,
b ¢ a

coz jsme chtéli dokazat.

Véta 2
Pro libovolna kladna redlna cisla x,y, z plati nerovnost

z N 5
y 2 E S e ®)
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pricemz rovnost zde nastane, pravé kdyz =z =y = z.

Diikaz. Polozime-li v (5)

spliiuje trojice kladnych redlnych ¢isel a,b,c podminku abc = 1. Uzitim
nerovnosti (1) pak bezprostfedné obdrzime ziddanou nerovnost (5). Lze
tedy nerovnost (5) v tomto smyslu povazovat za dusledek platnosti (1).
Podle véty 1 rovnost zde nastava, pravé kdyz a = b = ¢, tj. pravé kdyz
T=y=z.

Jinyg dikaz. Trojim pouZitim AG-nerovnosti (podobné jako v dikazu vé-
ty 1) pro pfislusné trojice kladnych redlnych ¢isel dostaneme

y z_1lfx x vy l/vy vy =z 1/z =z =
S+ =-2>2c |-+ —-+= +—(—+—+—)+— —+—-+—-) 2
z x " 3\y y =z 3\z 2z =z 3\ = y

o[ T8 oY 2Ty 2 _whyte
Yz Zx Ty N Jryz Jryz Jryz N Jryz ’

coz jsme chtéli dokazat.

+

V dalsi ¢asti budou uvedeny nékteré aplikace nerovnosti (5), a to pie-
devs$im v souvislosti s diikazy ¢ty geometrickych nerovnosti.

Priklad 1

Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojahelniku. Ozna¢me 2s = a+b+c, r po-
lomér kruznice jemu opsané a p polomér kruznice jemu vepsané. Dokazte,
ze plati nerovnost
5] 282

a b ¢
e : 8)
b ¢ a rp

Reseni. Polozime-li v nerovnosti (5) # = a, y = b a z = ¢, dostaneme
c_a+b+c

a~ abe

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 387

+

b
-+
C

Sal RS



Protoze pro obsah P uvazovaného trojthelniku plati vztahy P = sp, abc =
= 4rP a déle 2s = a + b + ¢, obdrzime z predeslé nerovnopsti po snadné
Upravé primo zadanou nerovnost, tj. plati

a+b+c>a—|—b+c_3252
b ¢ a~ Yarps \ rp’

Rovnost zde pritom nastane, pravé kdyz a = b = ¢, tj. v pripadé, kdy
uvazovany trojuhelnik je rovnostranny.

Priklad 2

Dokazte, ze pro délky stran v libovolném trojihelniku plati nerovnost

b+c—a+c+a—b a+b—c> s
atc—b at+b-—c btc—a = ¥p2s

; 9)

kde 2s =a+b+c.

Reseni. Polozme v nerovnosti (5) x = s—a,y = s—ba z = s—c. Dostaneme
tak nerovnost

s—a s—-b s-—c 3s—(a+b+¢)
+ + > .
s—=b s—c s—a” ¥(s—a)(s—b)(s—c)

Uzitim Heronova vzorce pro obsah P libovolného trojihelniku, tj. vztahu

P=\/s(s—a)(s—b)(s—c),
méame déale
b+c—a c+a—-b a+b—c s

> .
a—l—c—b+a—|—b—c+b+c—a_ 3/ P2
s

Dosadime-li nyni za P = ps, obdrzime po jednoduché tpravé dokazovanou
nerovnost (9). Rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b = ¢, tedy pravé
kdyz je uvazovany trojihelnik rovnostranny.
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Priklad 3

V libovolném trojihelniku (pfi zavedeném oznaceni) plati nerovnost

b a c_ s2+p>+4r
ARl (10)
a ¢ b 2/2s2r2 p?

Reseni. Polozime-li nyni v (5) = = v, = %, Y=y = % az =0, = %,

kde vg, v, ve znaci délky vysek po fadé z vrchola A, B, C, dostaneme

2P 1.1 %
2£+3Z+%§>2P@+b+c
2P

_a_
2P 2P = 3/8P3
b C a abe

Postupnymi Gpravami této nerovnosti dale dostaneme

b a ¢ %4‘%4‘%
St T>

a ¢ b 1

Yabe
a

b a c¢_ ab+bc+ca
o> —
a C b_ 3a21)202

Vyuzitim identit ab + bc + ca = s + p* + 4rp (viz napt. [1] nebo [4])
a abc = 4rps po Upravé konecné obdrzime

2 2
n €, s +p° +4rp
b~ 2¢/2s2r2p2

b
— 4=+
a

ol

tedy dokazovanou nerovnost (10). Rovnost zde nastane, pravé kdyz a =
= b = ¢, tedy pro rovnostranny trojihelnik.
Priklad 4

Dokaite, ze v libovolném ostrothlém trojuhelniku (pii obvyklém ozna-

¢eni jeho vnit¥nich Ghld) plati nerovnost

cosa  cosf  cosy S 2(r + p)
cosf  cosy cosa T Y2r(s2 — (2r + p)? '

(11)
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Reseni. Volbou z = cosa > 0, y = cos 3 > 0 a z = cosy > 0 v nerovnosti
(5) dostaneme

cosa  cosf3  cosy _ cosa+ cosf+ cosy

+ + > —
cos cosy cosa /cos acos (3 cosy

Uzitim identit

+
cosa + cos 3 + cosy = r~e
r
& 2 2
—(2
cosavcos feosy = S 2+ p)°
472

(viz [4]) obdrzime po Gpravé predchozi nerovnosti

cosa  cos3 = cosy S %B
cos@  cosy cosa T fe2 (2r + p)? '
i

Odtud po jednoduché tpravé bezprostiedné plyne

cosa  cosf LN 2(r + p)
cosf  cosy  cosa T {/2r(s2 — (2r + p)? ’

coz je dokazovand nerovnost (11). Rovnost v ni nastane, pravé kdyz a =
= = =60° tj. pravé kdyz trojahelnik je rovnostranny.

Literatura
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Mocninné rady a posloupnosti zadané
rekurentné

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

U posloupnosti zadané rekurentné byva nékdy zapotiebi znat vzorec
pro n-ty ¢len, jehoz urceni vSak v nékterych pripadech nemusi byt jedno-
duchou zélezitosti. S podobnou tematikou se mohou ¢tenaii (v souvislosti
s feSenim nékterych geometrickych tloh) podrobnéji seznamit napf. v [2].
V tomto ¢lanku bude pfi feSeni nékolika tloh uvedena metoda, v niz misto
posloupnosti (a,,) redlnych ¢isel zadané rekurentné, jejiz n-ty ¢len chceme
urcit, vysSetfujeme mocninnou radu

o0
2
E ant” = ag+ a1 +ax”+ ... +ax” +...

n=0

Jeji koeficienty ay,, tj. ¢leny dané ¢iselné posloupnosti (a,), lze uréit po-
stupnymi Gpravami této fady. (ProtoZze v tomto pfispévku pujde vesmeés
o nekonecné rady, budeme v sumac¢nim znaku uvadét dale pouze dolni
sCitaci mez.)

Zdaraznéme, ze v této mocninné fadé symbol z neznaci proménnou,
ale ze bude povazovan za formalni znak, za ktery se zadné konkrétni ¢i-
selné hodnoty nedosazuji. Rady tohoto typu se nazyvaji formdini moc-
ninné Tady a lze o nich dokdzat, ze vzhledem k obvyklému zptisobu sci-
tani a nasobeni tvoii obor integrity (nad télesem redlnych ¢éisel) a ze ke
kazdé takové fadé (pokud mda nenulovy absolutni ¢len) existuje inverzni
prvek (inverzni fada). S formdlnimi mocninnymi fadami pracujeme stej-
nym zpusobem jako s mocninnymi fadami, v nichz symbol z je proménnaé.
Na rozdil od nich v8ak nemd smysl zjistovat jejich obor konvergence. Napft.
pro nasledujici formalni mocninné fady plati:

1

14+ +2°+ ... =
1—2x

3

3—6x+ 1222 — 2423+ ... =
1+ 2z

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 391



Protoze z neni proménnd, nelze tvrdit, Ze prvni rovnost plati pouze pro
v8echna z takova, Ze |z| < 1 a druhd ,jen“ pro vSechna z takovd, Ze
1

Vyse zminénou metodu si objasnime pfi feSeni nasledujicich tii Gloh.

Priklad 1

Urcete n-ty clen posloupnosti dané rekurentnim vztahem

Ap = Gp_1 + 2an_o provsechna n > 1, kde ap =a; = 1.

Reseni. Uvazujme mocninnou fadu (&tenaf by mél pozorné sledovat a uvé-
domovat si jednotlivé kroky)

E anx",
n=0

kterou za podminek kladenych na jeji koeficienty a,, upravime na tvar:

Z ant"” = a9 +ar1x + Z(an_l + 2ap-2)z" =

n=0 n=2

= 1+x+w2an,1x”_1 +2w22x”_2 =

n=2 n=2

=1+x+w2anwn+2w22anazn:

n=1 n=0

=l+z+z(-1+ Zanazn) +2w22anazn.
n=0

n=0

Po Gpravé odtud dostaneme
(22 +z — 1)2(1”:6” =-1,
n=0

.
1

n __ -

nzzoanfﬂ T4 —1"

392 Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007



Vyjadiime-li vyraz na pravé strané posledni rovnosti ve tvaru

1 . 1 A L B
222 +r—1 (r—-1(x+1) 22-1 z+1
a uréime-li odtud metodou neurcitych koeficientt hodnoty A a B, tj.

2 1
A=—— B=-,
3 3
zjistime, ze dand mocninnd fada je souctem dvou geometrickych rad, tj.
ze plati:

[y

St =2 L2 L
—~" 3 2r-1 3 z+1 3 1-2r 3 z+1

2 1 2 1

n=0 n=0

Porovnanim koeficientd takto ziskané mocninné fady s koeficienty odpovi-
dajici mocninné fady Y a,x® zjistime, Ze pro n-ty ¢len posloupnosti (a,)
plati

2n+1 + (_1)n
U =~

Pozndmka. Rekurentni vztah, ktery jsme v této tloze pouzili, byl odvozen
pii feseni kombinatorické tlohy v [1]. Ukolem bylo uréit, kolika zptisoby se
na n parkovacich mistech daji rozmistit osobni auta (kazdé zabere jedno
parkovaci misto), autobusy (kazdy zabere dvé parkovaci mista) a ndkladni
auta (kazdé zabere také dvé parkovaci mista). Pro posloupnost, jejiz n-
ty ¢len p(n) udava, kolik existuje takovych rozmisténi, byl v [1] odvozen
rekuretni vztah

p(n) =p(n—1)+2p(n—2), p1)=1, p(2)=3.

Jestlize misto p(n) budeme psét a,, bude a; = 1,a2 = 3. Pokud nyni
z podminky ax = a; + 2ag9 vypocteme a9 = 1, dostaneme c¢iselnou po-
sloupnost (a,,), jejiz n-ty ¢len jsme urcili v feseni piikladu 1.

Priklad 2

Urcete n-ty ¢len posloupnosti (a,) zadané rekurentnim vztahem

an — 3ap_1 = 3-2" pro vsechna n prirozend, kde ag = —1.
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Reseni. Postupujeme podobné jako v predchozim piipadé. Plati

S = 14 Y (b 132 =
n=0

n=1
= —1+3x2an,1w”*1 +Z3-2”x” =
n=1 n=1
=143z aa" -3+ ) 3-2"2" =
n=0 n=0

:—4+3$Zanx”—l—

n=0

1-2z°

Odtud plyne
3

1-22’

(1 —3x) Zanxn =—4+
n=0

a tedy

Z anx” = 4 + >
n = — .
o 1-3z  (1-2z)(1-3z)
Rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme
3 6 9

(I—20)(1-32) 1-2z 1-3z’

takZe mame

5 6
nz:%ana:n:1_3:6—1_2:6:7;5-3”:6”—26-2”33”:

n=0

> (5-3"—6-2")a".

n=0

Zjistili jsme tak, ze pro n-ty ¢len dané posloupnosti plati

anp=5-3"—6-2".

Priklad 3

Urcete n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, tj posloupnosti (a,) zadané
rekurentnim vztahem

p = Qp_1 + ap_2 pro viechna prirozena n > 1, kde ag =a; = 1.
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Reseni. Odpovidajici mocninnou fadu nejprve upravime uzitim daného
rekurentniho vztahu

Z apz” =14z + Z(an_l + ap—2)x" =
n=0 n=2
=1+x+x2an 1x"71+x22an B A
n=2
—1+x+x2anx +:C2Zanx
_1+x+x(—1+2anx)+x22anx

—1+xZan:c +x22anx

Odtud vypocteme

1
apxr” = —— = — .
,; ! =1 (g A0 - 215

Rozkladem na parcidlni zlomky a po tpravach (v nichZ si musime dét
pozor, abychom neudélali tmyslnou chybu) dojdeme k rovnosti

Z anz" 2n+1\/_ Z L+ \/_ g — 2n+1\/_ Z n+1wn'

n=0

Sectenim obou fad na pravé strané zjistime, ze pro n-ty clen Fibonacciho
posloupnosti plati

(VR (B
n 2n+1\/5
n+1 n+1
(e

5
A protoze kazdy ¢len Fibonacciho posloupnosti je p¥irozené ¢islo, je vyraz
na pravé strané posledniho vztahu také prirozené ¢islo, coz na prvni pohled
neni ziejmé.
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Zavérem si miize ¢tenar uzitim popsané metody sdm odvodit vzorec pro
n-ty Clen posloupnosti zadané rekurentné vztahem

ap = 2a,_1 + 471 pro vSechna n prirozend, kde a9 = 0.

[Vysledek: a, = (4™ — 2™)]

1
2

Literatura

[1] Calda, E.: ReSeni kombinatorickych tloh nalezenim rekurentniho vzorce. MFI,
roé. 12, 2002/03, & 8 s. 321 — 326.

[2] Caldbek, P. — Svréek, J.: Rekurentni posloupnosti v geometrii. MFI, ro¢. 12,
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Pisemkové priklady na SS 30

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Prvni dil seridlu pisemkovych piikladi vySel na konci roku 1993 [1]
a seridl pokracoval dalsich 14 roka az po [2]. Vychézel z toho, Ze pisemky
maji ve vyucovani matematice své trvalé misto a pfi jejich sestavovani se
setkavame s témito hlavnimi problémy:

1. Aby ucitel prozkousel presné to, co chce.

2. Aby si ucitel vyhledal nebo vytvoril dvé rovnocenné, ale prece je rizné
verze prikladi, pripadné tii, pokud tuto tieti chce pouzit spolu s jinymi
priklady p¥i opakovani pfed pisemkou nebo na doméci Glohu (v poslednich
CtyTech Castech seridlu jsou pripraveny vzdy 4 verze prikladi, na pisemku
i na dalsi pouziti — ndhradni pisemka, pisemka v paralelce apod.).

Dobfte vyresit oba tyto problémy je nékdy dost casové naroc¢né a ucitel
si musi propocitat vice prikladd z ucebnic a sbirek, nez se mu podaii
pripravit si vhodné rovnocenné verze. Seridl pisemkovych piikladd proto
prichéazel na pomoc uciteliim matematiky jako materidl pro jejich databazi
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pisemkovych piikladi i jako inspirace pro samostatnou tvorbu prikladd.
V zajmu Sirsiho pouziti byly uvadény zejména zakladni typy priklada se
stfedni a nizsi obtiznosti. Autor seridlu Cerpal predevsim ze své rozsahlé
soukromé sbirky, kterou postupné vytvoril spolu s Mgr. L. Trdvnickovou
(f 2002). V8echny piiklady vznikly jako origindlni, tj. nebyly pfevzaty ze
zadné ucebnice nebo sbirky prikladt (i kdyZz samoziejmé jsou jim nékdy
tématicky blizké) a byly propracovany se zdmérem, aby co nejlépe vyfesily
vySe uvedené dva problémy, aby dobie vychézely a dobfe se opravovaly.
Vsechny tlohy se uplatnily v praxi v rznych letech a v rznych tridach
gymndzia, ale nékdy pak byly CasteCné upraveny pravé po zkuSenostech
s jejich praktickym pouzitim.

Piiklady z jednotlivych tématickych celkd (TC) byly do naseho seria-
lu vybirdny nahodile co do zaméreni i co do obtiznosti, ale s ohledem na
predpoklddanou hodinovou dotaci téchto celki. Byl volen stru¢ny text po-
uzitelny i k zapisu na tabuli. V prostiedi tfidy lze ovSem nékteré texty
zestruCnit a nahradit komentafem ucitele, pripadné text prizptsobit ter-
minologii, kterou vyucujici pouziva.

Spolu s timto 30. dilem tak vznikla sbirka s 376 pisemkovymi priklady.
Autor doufd, ze svym kolegim, uéitelim na $koldch, pomohl, ale v této
fazi se rozhodl, Ze seridl ukonc¢i — nikoli pro nedostatek materialu, ale se
zamérem inovovat formu pomoci uciteldm pri pripravé pisemek.

TC: ReSeni rovnic a nerovnic

1. A | B: V oboru pfirozenych ¢isel feste nerovnici:
322 -4z —20<0 322+ 52 —28<0

Obsah: Rozklad kvadratického trojclenu, feSeni kvadratické nerovnice v R,
feSeni v N, resp. v Z.

Vysledky:

A: Kofeny trojclenu jsou —2, 13—0, P=1{1,2,3}.

B: Kofeny trojclenu jsou —4, %, P={1,2}.

C | D: V oboru celych ¢isel feSte nerovnici
a2 —9r—18<0 | 4de?+a-—18<0.
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Vysledky:
C: Kofeny trojclenu jsou —g, 3,P={-1,0,1,2}.
P={-

D: Kofeny trojclenu jsou —%, 2 2,-1,0,1}.

TC: Stereometrie, polohové ulohy

2. A [B]: Je déna krychle ABCDA'B'C'D’. Sestrojte fez této krychle
rovinou ¢ = PQD' [PQC'], kde P je stfed hrany AB a @ je stfed hrany
BC [AD]. Pak vypiste mnoziny vrchola krychle, které lezi v poloprostorech
0A', oD.

Obsah: Zobrazeni krychle ve volném promitani, fez krychle rovinou, pro-
vérka prostorové predstavivosti.

Vysledky:

A: poloprostor pA': {A,B,B',C', D'}, poloprostor ¢D: {A,C,D,D'};
obr. la.

B: poloprostor pA': {A,A’,B',C', D'}, poloprostor ¢D: {B,C,C',D};
obr. 1b.

D’ C'
7N
AN
A’ / N B
7 N
/ ~,
/ ' N
/ AN
/ ~,
/ N
II NG
/
4,
Lo ] | C 2
7
4 —
o 1 0
1 A P B
Obr. la
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Obr. 1b

C [D]: Je déna krychle ABCDA'B'C'D'. Sestrojte fez této krychle ro-
vinou ¢ = PQR, kde P je stfed hrany AB, @Q je stfed hrany BC [AD]
a R lezi na hrané A'D’ [C'D'] v jedné tietiné od bodu A'[C’]. Pak vypiste

mnoziny vrcholt krychle, které lezi v poloprostorech pA’, oD.

Vysledky:

C: poloprostor pA’: {A’, B, B',C"}, poloprostor oD: {A,C, D, D'}; obr. 1c.
D: poloprostor pA': {A, A’, B', D'}, poloprostor pD: {B,C,C’, D}; obr. 1d.

D’

C

i

Obr. 1c
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Obr. 1d

TC: Komplexni ¢isla

3. A [B]: Uzitim Moivreovy véty odvodte vzorec pro vyjadieni sin b5«
[cos5a] pomoci sina [cosa]. Odvozeny vzorec ovéite pro a = 60°
[ = 30°].

Obsah: Moivreova véta, rovnost komplexnich ¢isel, vztahy mezi funkcemi
sinus a kosinus, hodnoty funkeci sinus a kosinus.
Vysledky:

A: sin5a = 16sin® o — 20sin® a + 5sina;

5 3
L(60°) = sin300° = ~¥%, P(60°) =16 () —20 () +5% =
— V3
55
B: cos5a = 16 cos® a — 20 cos® a + 5 cos a;
5 3
L(30°) = cos 150° = —F, P(30°) =16 (f) —20 () + 5% =

=

C | [D]: Uzitim Moivreovy véty odvodte vzorec pro vyjadieni cos3a
[sin3a] pomoci cosa [sina]. Odvozeny vzorec ovéite pro a = 30°, 45°
a 60°.

Vysledky:
C: cos3a = 4cos®a — 3cosa,
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3
L(30°) = cos90° = 0, P(30°) = (_3) _3¥3 _,

L(45°) = cos135° = —¥2, P(45°) =4 (@ 32 = V2
L(60°) = cos 180° = —1, P(60°) =4 (1)’ —=3.1 = —1

D: sin3a = 3sina — 4sin® «
L(30°) =sin90° =1, P(30°) = 3- L —4 (1)’ =1,

L(45°) = sin135° = L2 P(45°) = 3%2 —

1
2
4 2
V3 3
L(60°) = sin 180° = 0, P(60°) = 32 — 4 (—3) =0.

TC: Shrnuti a opakovani uciva

4. A[B]: Automat vyrabi kazdych 90 [120] sekund jednu soucastku, prav-
dépodobnost vyroby technologického zmetku je 3 % [2 %]. Jakd je prav-
dépodobnost toho, Ze za hodinu prace vzniknou nejvyse 2 zmetky.

Obsah: Pravdépodobnost pii n nezavislych pokusech, Bernoulliovo schéma,
sCitani pravdépodobnosti, numerické vypocty na kalkulacce.

Vysledky:

A: P =0,97% + 40 -0,973° - 0,03 + 20 - 39 - 0,97%% - 0,03 ~ 88,2 %.
B: P =0,98%° + 30 -0,982° - 0,02 + 15 - 29 - 0,982 - 0,022 ~ 97,8 %.

C [D]: Automat vyrabi kazdych 15 [12] sekund jednu souastku, prav-
dépodobnost vyroby technologického zmetku je 0,3 % [0,2 %]. Jakd je
pravdépodobnost toho, Zze za hodinu prace vzniknou nejvyse 3 zmetky.

Vysledky:

C: P =0,997%40 + 240 - 0,997%%9 - 0,003 + 120 - 239 - 0,997238 . 0,003%+
+40 - 239 - 238 - 0,997237 - 0,003% ~ 99,4 %.

D: P = 0,998 + 300 - 0,9982%? - 0,002 + 150 - 299 - 0,998%%8 . 0,0022+
+50 - 299 - 298 - 0,998%°7 . 0,0023 ~ 99,7 %.

Literatura
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Turnaj mést v Ceské republice

JAROSLAV SVRCEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Na konci #ijna uplynulého roku probéhla podzimni ¢ast (jiz) 28. ro¢niku
mezinarodni matematické soutéze stredoskolakti Turnaj mést, jiz se mohou
zOcCastnit zaci, ktefl tak reprezentuji svd mésta. Soutéz, jejiz 1. rocnik
se uskutecnil na jafe v roce 1980 mezi stiedoSkoldky t¥i mést (Moskvy,
Kijeva a Rigy), ma v souasnosti celosvétovy charakter. Diky grantové
podpoie MSMT CR, speciélné pak projektu ,,STM Morava®, méli moznost
zGCastnit se této soutéze na podzim uplynulého roku (experimentalné) také
talentovani stfedoskolaci dvou ceskych mést — Prahy a Bilovce. Zamérné
byla pro potifeby odzkousSeni experimentu vybrana dvé mésta, kterd se
vyrazné lisi po¢tem obyvatel. Soutéz ma kazdoro¢né dvé kola (podzimni
Alexeje Tolpyga [1], jednoho ze zakladatelt a dlouhodobych organizitori
této soutéze. Prestoze vyse zminény Clanek byl uverejnén v nasem casopise
pred vice nez deseti lety, nenagel se za tuto dobu v ramci Ceské republiky
vhodny organizator Turnaje mést a nebylo tak mozno akceptovat nabidky
ruskych organizatort zapojit do této mezindrodné uznavané soutéze také
zéky ceskych stfednich skol v Sir§im méritku.

Uvedena soutéz mé nejen letitou tradici, ale také vysokou kvalitu v po-
dobé ptvodnich netradi¢nich aloh. Na jejich tvorbé se podileji predni rusti
odbornici na praci s matematickymi talenty. V pribéhu letosniho roku
(v ramci jarniho kola 28. Turnaje mést a podzimniho kola 29. Turnaje
meést) maji organizatori zminéného experimentu na Pfirodovédecké fakulté
Univerzity Palackého v Olomouci zdjem rozsitit pocet ¢eskych mést, kterd
se hodlaji soutéze zucastnit. Své pripadné dotazy sméfujte na mailovou
adresu autora tohoto prispévku — svrcek@inf.upol.cz . V prvni poloviné
letosniho roku budou vytvoreny také aktudlni webovské stranky Turnaje
mést v Ceské republice.

Soutézicim ve dvou kategoriich (JUNIOR — 1. a 2. ro¢niky naSich ¢tyi-
letych SS a SENIOR - 3. a 4. ro¢niky nagich SS, resp. odpovidajici ro¢niky
viceletych gymnézii) jsou predlozeny v obou kolech (na podzim a na jaie)
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vzdy dvé sady soutéznich tloh, viz [1] (pfipravné tlohy a tdlohy hlavni
soutéze), v nichz se zadkam zapocitavaji vzdy 3 nejlépe vyfeSené tlohy.
Prakticky to znamenad, Ze soutézici si sami mohou zvolit z nabidnuté sady
uloh ty, které jim nejlépe vyhovuji. Pritom se v8ak vyzaduji od zakd Gplnéa
feSeni jednotlivych tloh (podobné jako napf. v matematické olympiadé).
Vysledky zakt nizsich roc¢nikd v obou vékovych kategoriich a také roz-
dily mezi velikostmi zticastnénych mést jsou korelovany podle mezinarodné
platnych pravidel soutéze, viz napft. [1].

V podzimni ¢asti Turnaje mést soutézilo v kategorii JUNIOR v Praze
83 zdkt a v Bilovci 19. V kategorii SENIOR pak soutézilo celkem 46 praz-
skych stfedoskolaki a 17 biloveckych. Dluzno zminit, ze v Bilovci se jednalo
predevsim o zaky tfid s rozsifenou vyukou matematiky tamniho gymnézia
Mikulase Kopernika, kdezto v Praze to byli studenti vybrani z vétsiho po-
¢tu gymnazii a stfednich odbornych $kol. Snazili jsme se pritom dodrzet
obecnd kriteria soutéZe, kterd stanovili rusti organizatofi (na podminky
velkych ruskych mést). Do vlastni soutéze mezi mésty se tak na podzim
zapocitavaly vysledky nejlepsich jedenacti soutézicich v Praze a nejlepsich
péti v Bilovci (v kazdé kategorii), viz napt. [1]. Celkovy vysledek je pak v
kazdé kategorii stanoven jako aritmeticky pramér bodovych ziskd nejlep-
Sich FeSitelll v kazdém mésté (a to ve vyse uvedeném poctu). Pro informaci
uvadime, ze v podzimnim béhu dosahla Praha v kategorii JUNIOR, cel-
kového vysledku 6,70 bodi a v kategorii SENIOR, 7,27 bodt. Studenti
matematickych t¥id z Bilovce pak v kategorii JUNIOR doséhli 11, 53 bodu
a kategorii SENIOR, 12,30 bod.

Na ukdzku uvadime texty vSech pripravnych iloh Turnaje mést z pod-
zimniho kola 28. roc¢niku soutéze vcetné navrzeného bodového maxima
u jednotlivych dloh v obou vékovych kategoriich tak, jak byly predlozeny
soutézicim v Praze a Bilovci na podzim 2006.

JUNIOR

1. Na tabuli byla napséna po fadé dvé pfirozend ¢isla z a y (v < y). Jirka

si na list papiru napsal hodnotu z? (druhou mocninu prvniho ¢sla)

a pak zameénil ¢isla na tabuli dvojici ¢isel z a y —z (napfed bylo napsano

mensi z obou ¢isel). S novymi ¢isly na tabuli pak provedl stejnou operaci

atd., az jedno z ¢isel na tabuli bylo rovno 0. Urcete, jaky byl (v tomto
okamziku) soucet vSech ¢isel, kterd si Jirka napsal na list papiru.

(4 BODY)
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2. Je zndmo, ze lhafi vzdy lzou, pravdomluvni lidé vzdy mluvi pravdu
a vychytrali nékdy mluvi pravdu a nékdy 1zou. Mtzete jim davat otazky,
na néz je odpovéd bud ano, nebo ne (napf.: ,Je pravda, Ze tento ¢lovék
je vychytraly?“).

a) Pfed vami stoji tfi osoby — lhaF, pravdomluvny a vychytraly, ktefi
navzajem znaji svou identitu. Popiste, jak je rozeznte pomoci tako-
vych otéazek.

(1 BOD)

b) Pfed vami stoji ¢tyfi osoby — lha¥, pravdomluvny a dva vychytrali,
ktefl navzajem znaji svou identitu. Dokazte, ze oba vychytrali se
mohou dohodnout na svych odpovédich tak, Zze nejste schopni na
zékladé moznych otazek zjistit identitu zadné ze ctyt osob.

(3 BODY)

3. a) Na tabuli je napsino 2007 pfirozenych ¢isel vétsich nez 1. DokaZte,
Ze je mozno oznacit jedno z nich tak, Zze soucin ostatnich cisel lze
vyjadrit jako rozdil druhych mocnin dvou prirozenych cisel.

(2 BODY)

b) Na tabuli je napsdno 2007 pfirozenych éisel vétsich nez 1, z nichz
jedno je rovno 2006. Je zndmo, Ze existuje pravé jedno z nich takové,
Ze soucin ostatnich ¢isel 1ze vyjadrit jako rozdil druhych mocnin dvou
prirozenych ¢isel. Dokazte, ze je to cislo 2006.
(2 BODY)
4. Na prodlouzeni strany BC trojihelniku ABC' za bodem B lezi bod By
takovy, Zze |BB;| = |AB|. Necht osy vnéjsich thlt pii vrcholech B a C
se protinaji v bodé M. Dokazte, ze body A, By, M a C lezi na téze
kruznici.
(4 BODY)
5. Urcete, na jaky nejvétsi pocet shodnych nekonvexnich mnohothelniki
lze roziezat Ctverec tak, aby vSechny strany téchto mnohothelnikd byly
rovnobézné se stranami ¢tverce a pritom ani jeden z téchto mnohouhel-
nikt nevznikne posunutim (translaci) jiného z uvazovanych mnohouhel-
nikd.
(4 BODY)
SENIOR

1. Na tabuli byla napsana tfi pfirozend cisla x,y, z. Petr si na list papiru
napsal hodnotu soucinu nékterych dvou z téchto tii ¢isel a na tabuli
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misto tietiho ¢isla napsal ¢islo o 1 mensi. S novymi tfemi ¢isly na tabuli
pak provedl stejnou operaci atd., az jedno z ¢isel na tabuli bylo rovno
nule. Urcete, jaky byl (v tomto okamZiku) soucet v8ech Cisel, kterd si
Petr napsal na list papiru.

(4 BODY)

2. V roviné je dan tec¢novy ¢tyiuhelnik. Kazdé dva dotykové body kruznice
jemu vepsané, které lezi na sousednich strandch daného c¢tyiftahelniku,
jsou spojeny useckami. Takto sestrojenym trojihelnikiim jsou vepsany
kruznice. Dokazte, ze thlopricky ¢tyrihelniku, jehoz vrcholy jsou to-
tozné se stfedy kruznic vepsanych témto Ctyrfem trojuhelnikdm, jsou
navzajem kolmé.

(4 BODY)

3. Do tabulky 2006 x 2006 jsou napsana ¢isla 1,2,3,...,20062. Dokazte,
ze v tabulce existuji dvé ¢isla, kterd jsou vepsana do poli, které maji
spole¢nou celou stranu nebo jeden vrchol, takova, Ze jejich soucet je
délitelny cislem 4.

(4 BODY)
4. Jsou dany dvé nekonecné posloupnosti: aritmetickd a;, as,as, ... a geo-
metrickd by, bo, b3, . .. takové, ze kazdy ¢len geometrické posloupnosti je

také Clenem uvazované aritmetické posloupnosti. Dokazte, Ze kvocient
geometrické posloupnosti je celé ¢islo.
(4 BODY)

5. Rozhodnéte, zda je mozno vepsat do krychle pravidelny osmistén tak,
aby vrcholy osmisténu lezely na hranach krychle. (Pravidelny osmistén
ma pravé 6 vrchold, z kazdého pritom vychdzi 4 hrany a jeho sténami
jsou rovnostranné trojahelniky.)

(5 BODU)

Zavérem pripojujeme feSeni dvou pifipravnych tloh 28. Turnaje mést —
podzim 2006 (po jedné z kazdé vékové kategorie), které jsou tematicky
velmi pribuzné.

Reseni 1. ilohy (JUNIOR). Po kazdém kroku se zmensi soucin obou
¢isel, kterd jsou napsdna na tabuli, o hodnotu z(y — z) = zy — 22, tj.
o Cislo, které si Jirka napsal na list papiru. Protoze v poslednim kroku je
souc¢in obou cisel na tabuli roven 0, je soucet vSech ¢isel, kterd si Jirka
postupné zaznamenaval na list papiru, roven zy.
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Jiné€ feseni. Uvazujme pravothelnik o strandch z a y (z < y). V prvnim
kroku oddélime (odiizneme) z tohoto pravouhelniku ¢tverec se stranou z
a jeho obsah si zaznamendme na list papiru. Ziskame tak pravouhelnik
o stranach y — z a « atd. Tento proces je ukoncen, jestlize jiz nelze z da-
ného pravotuhelniku oddélit popsanym zpusobem zadny ctverec, tj. je-li
dany pravothelnik Gplné roziezan na ¢tverce. Soucet vSech ¢isel, kterd jsou
v tomto okamziku napséna na listu papiru, je tedy roven obsahu daného
pravouhelniku, tj. zy.

Reseni 1. 4lohy (SENIOR). Viimnéme si, Ze po kazdém kroku se soucin
v8ech tii Cisel, kterd jsou napsdna na tabuli, zmen$i o hodnotu, kterou
si Petr zaznamenal na list papiru. Je-li nékteré z ¢isel na tabuli rovno 0,
je také jejich soucin roven 0. Soucet vSech cisel, kterd si Petr postupné
zaznamenaval na list papiru je tedy roven soucinu tii ¢isel, kterd byla na
pocatku napsana na tabuli, tj. zyz.

Jiné resent. Uvazujme kvadr o hranach délky =,y a z. V kazdém kroku
odfizneme z tohoto kvadru jiny kvadr, jehoZ (aspoii) jedna hrana ma délku
1. Na list papiru si pritom vzdy zaznamendme objem odriznutého kvadru
(popf. jednotkové krychle). Takto lze postupovat az do okamziku, kdy je
dany kvadr popsanym zptsobem Gplné roziezan na mensi kvadry (a popt.
jesté nékolik jednotkovych krychli). Soucet v8ech ¢isel, které si Petr po-
stupné zaznamenal na list papiru je tedy roven objemu pivodniho kvadru,
tj. xyz.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 10. 5. 2007 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
t¥. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feseni Gloh radi uverejnime.

Uloha 135
V oboru nezapornych redlnych cisel urcete vSechna reSeni soustavy rov-
nic

2 _ .3
2z1 + 2y = a5,

2 3
2zy + x3 = a7,
273 + 2% = 3.

Pavel Calabek

Uloha 136
Do daného ¢tverce ABC D vepiste obdélnik K LM N tak, aby jeho vr-
choly K, L, M, N lezely po fadé na stranich AB, BC, CD, DA uvazo-
vaného ctverce a pritom aby pétithelniku KLCM N bylo mozno vepsat
kruZnici (tj. aby byl te¢novy).
Jaroslav Svrcek
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