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N�soben� a d�len� cel�ch ��sel

Motivac� pro n�soben� ��sel cel�ch ve �kolsk� matematice jsou pravidla
pro n�soben� ��sel p�irozen�ch a dal�� modely pro n�soben� ��sla kladn�ho
a z�porn�ho� Nap�� vyp�j��m si p	tkr�t po t�ech korun�ch
 s��t�m p	t
s��tanc�
 ka�d� z nich je ��
�
 apod� Jde tedy typov	 o n�sleduj�c� p��klady

� � � 
 � ���
� � � ��
� � ����
� ��
� � � � ����

Nejv	t��m probl�mem je naj�t vhodn� re�ln� model pro n�soben� dvou
z�porn�ch ��sel� Existuje n	kolik r�zn�ch v�ukov�ch postup�
 kter� mohou
d	tem p�ibl��it skute�nost
 �e sou�in dvou z�porn�ch ��sel je ��slo kladn��
Jedn�m takov�m je postup
 v n	m� ��k�m poskytneme instrukci �n�vod�
o n�soben� cel�ch ��sel se stejn�mi znam�nky a s r�zn�mi znam�nky a p�e�
jeme si
 aby si pravidlo zapamatovali a tak� je v dal��ch situac�ch spr�vn	
pou��vali� Pokud v�ak m�me ��ky zv�dav�
 kte�� cht	j� v	d	t
 pro� nap��
sou�in dvou z�porn�ch ��sel je ��slo kladn�
 m��eme jim tuto skute�nost
p�ibl��it� P�ipome�me zde n	kter� z mo�n�ch postup��

a� Vyu�ijeme tzv� funk�n�ho my�len�
 kdy sledujeme
 jak se m	n� v�sle�
dek operace v z�vislosti na postupn�ch zm	n�ch ��sel
 s nimi� pracujeme�
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� ���� � � � �� v�sledek je o � v	t�� ne� v p�edchoz�m sou�inu

� ���� � � � � v�sledek je o � v	t�� ne� v p�edchoz�m sou�inu

� ���� � ���� � �

V�imn	me si
 co jsme t�mto postupem sledovali� Prvn� �initel se nem	nil
�byl konstantn�
 roven hodnot	 ���
 druh� �initel se postupn	 zmen�oval
o ��slo � a hodnota sou�inu se t�m v�dy zv	t�ila o �� Budeme�li takto
pokra�ovat d�l
 vid�me
 �e sou�in takto uva�ovan�ch dvojic cel�ch ��sel se
v�dy zv	t�� o �
 tak�e

� ���� � ���� � �� v�sledek je o � v	t�� ne� v p��pad	 sou�inu ���� � �

� ���� � ���� � ���

� ���� � ��
� � ��� atd�

b� Vyu�ijeme distributivnosti n�soben� vzhledem ke s��t�n�� D	ti um�
ji� od 
� ro�n�ku Z� �rozn�sobit� z�vorku
 tak�e s touto operac� by nem	l
b�t v	t�� probl�m� D�le je t�eba si uv	domit �ji� zn�mou skute�nost�
 �e
sou�et cel�ho ��sla a ��sla k n	mu opa�n�ho je roven �
 nap�� ������ � ��

� Vyjdeme z toho
 co ji� um�me� ��
� � � � ��
� �initele � m��eme v�j�d�it jako sou�et n	kter�ch dvou opa�n�ch ��sel

nap�� tedy ��
� � �� � ����� � ��

� Rozn�soben�m pak dostaneme ��
� � � � ��
� � ���� � ��
� Sou�in ��
� � � � ��� p�itom ji� um�me vypo��tat�
� Plat� tedy ������ � � ��
� Aby uveden� sou�et byl roven �
 mus� b�t ��
� � ���� � ���

c� Vyu�ijeme n�soben� ��sly � a ��� N�sob�me�li cel� ��slo ��slem �

sou�in je roven tomuto ��slu

� � � � � � ���� � � � �� �

N�sob�me�li cel� ��slo ��slem ��
 z�sk�me ��slo opa�n� k tomuto ��slu

� � ���� � �� � ���� � ���� � � �

Tuto skute�nost pak m��eme zobecnit �uveden� zp�sob odvozen� pravi�
dla pro v�po�et sou�inu dvou z�porn�ch ��sel v�ak nen� pro v�echny d	ti
dostate�n	 pr�kazn�
 a to p�edev��m proto
 �e jeden z �initel� je roven����
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d� Vyu�ijeme gra�ck�ho zn�zorn	n�� Tato mo�nost p�ibl��en� sou�inu
dvou cel�ch ��sel se op�r� o podobnost a pr�ci se sou�adnou soustavou

co� je�t	 v  � ro�n�ku Z� zpravidla nen� probr�no
 av�ak obr�zek je pro
n	kter� ��ky natolik p�esv	d�iv�
 �e je mo�n�
 jako jednu z pou�iteln�ch
mo�nost�
 jej zde uv�st�

Sestrojme dv	 nevz�jem kolm� p��mky �osy� a na n	 zn�zorn�me obrazy
cel�ch ��sel tak
 �e obraz prvn�ho �initele zn�zor�ujeme v�dy na vodorovn�
p��mce a obraz druh�ho �initele na p��mce svisl� �obr� ���

���
���
���

Obr� �

Nyn� postupn	 uk��eme
 jak zn�zor�ovat n�sleduj�c� sou�iny�

�i� � � 
 � !

Obraz ��sla � na vodorovn� p��mce spoj�me s obrazem ��sla � na svisl�
p��mce a obrazen ��sla 
 na svisl� p��mce vedeme rovnob	�ku� Ta proch�z�
obrazem ��sla ! na vodorovn� p��mce �obr� ���

�ii� � � ��
� � �!

Postupujeme analogicky " obraz ��sla � spoj�me s obrazem ��sla � a obra�
zem ��sla �
 na svisl� p��mce vedeme rovnob	�ku� Ta proch�z� obrazem
��sla �! na vodorovn� p��mce �obr� 
��
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Obr� � Obr� �

�iii� ���� � 
 � �!

Obraz ��sla �� na vodorovn� p��mce spoj�me s obrazem ��sla � na svisl�
p��mce a obrazem ��sla 
 na svisl� p��mce vedeme rovnob	�ku� Ta proch�z�
obrazem ��sla �! na vodorovn� p��mce �obr� #��

�iv� ���� � ��
� � !
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Op	t postupujeme stejn�m zp�sobem� Obraz ��sla �� na vodorovn� p��m�
ce spoj�me s obrazem ��sla � na svisl� p��mce a obrazem ��sla �
 na svisl�
p��mce vedeme rovnob	�ku
 kter� proch�z� bodem ! na vodorovn� p��mce
�obr� ���

���
���
���

Obr� �

e� P�i n�soben� dvou ��sel lze vyu��t tak� absolutn� hodnoty cel�ho ��sla
a sou�inu absolutn�ch hodnot dvou ��sel� Skute�nost
 �e plat�

� � 
 � ! � ���� � 
 � �! � � � ��
� � �! � ���� � ��
� � !

prezentujeme takto� Nejprve vyn�sob�me absolutn� hodnoty obou �initel�

tj� � � 
 � !
 a pak zohledn�me n�sleduj�c� skute�nosti�

Jsou�li ��sla
 kter� n�sob�me
 ob	 kladn� nebo ob	 z�porn�
 pak hodnota
sou�inu je kladn��

Je�li jeden z �initel� kladn� a druh� �initel je z�porn�
 je sou�in z�porn��

Tento poznatek pak m��eme zobecnit na sou�in v	t��ho po�tu �initel�
a m��eme vyslovit tak n�sleduj�c� pravidlo�

Jestli�e n�sob�me v�ce celo��slen�ch �initel� a v sou�inu je sud� po�et
z�porn�ch �initel� �pop�	 ��dn� �initel nen� z�porn�
� m� jejich sou�in
kladnou hodnotu	

Jestli�e n�sob�me v�ce celo��seln�ch �initel� a v sou�inu je lich� po�et
z�porn�ch �initel�� m� sou�in z�pornou hodnotu	
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f� P�i vlastn� pr�ci se ��ky m��eme tak� vyu��t tak� metody �pr�ce
s chybou�
 kdy ��k�m p�edlo��me r�zn� p��klady n�soben� cel�ch ��sel

z nich� n	kter� jsou spr�vn� a n	kter� jsou chybn�� $�ci pak na z�klad	
vlastn� %vahy zji�&uj�
 kter� z uveden�ch v�sledk� jsou spr�vn� a kter� ne
�a pro���

Nap�� ��k�m zad�me n�sleduj�c� p��klady�

� � 
 � �� � ���� � 
 � ��� � � � ��
� � �� � ���� � ��
� � ��� �

� � ' � �! � ���� � ' � �! � � � ��'� � ��! � ���� � ��
� � ��! �

! � # � �# � ��!� � # � ��# � ! � ��#� � �# � ��!� � ��#� � ��# �

P�i �e�en� podobn�ch p��klad� m��eme poznat
 jak� jsou my�lenkov� po�
chody jednotliv�ch ��k��

Z�v	rem lze pak uv�st sumarizovat nejpodstatn	j�� vlastnosti n�soben�
cel�ch ��sel
 kter�mi jsou komutativnost n�soben�
 asociativnost n�soben�

n�soben� ��slem �
 n�soben� ��slem � a distributivnost n�soben� vzhledem
ke s��t�n��

D�len� cel�ch ��sel

D	len� cel�ch ��sel lze ch�pat jako inverzn� operaci k n�soben� cel�ch
��sel� Jestli�e pro dv	 nenulov� cel� ��sla plat� a � b � c
 pak c � b � a a tak�
c � a � b� �Nap�� � � 
 � !
 pak ! � 
 � �
 ale tak� ! � � � 
�� Jak�mi
zp�soby m��eme d	len� cel�ch ��sel ��k�m p�ibl��it�

a� D	len� dvou p�irozen�ch ��sel je n�pln� osnov u�iva matematiky na ��
stupni Z�� D	len� dvou cel�ch ��sel
 kdy d	lenec nebo d	litel jsou z�porn�
cel� ��sla
 m��eme ilustrovat n�sleduj�c�m zp�sobem� Lze pou��t instruk�
tivn� postup
 v n	m� ��k�m sd	l�me zn�m� �d�le�it�� poznatky a vyzveme
je
 aby si je za�xovali
 pop�� je nech�me tvo�it motiva�n� %lohy pro r�zn�
situace a ponech�me na ��c�ch samotn�ch
 aby si poznatky �pravidla� od�
vodili samotatn	�
�i� D	lenec je z�porn�
 d	litel je kladn� �pod�l je z�porn���

M�m dluh �� K�
 vyp�j�il jsem si stejnou ��stku od t�� spolu��k��
Kolik K� dlu��m ka�d�mu z nich�

����� � 
 � �� �

Ka�d�mu spolu��kovi tedy dlu��m � K��
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�ii� D	lenec i d	litel jsou ��sla z�porn� �pod�l je kladn���
M�m dluh �� K�
 p�j�oval jsem si po p	ti korun�ch� Kolika spolu���
k�m dlu��m tuto ��stku�

����� � ���� � 
 �

��stku � K� tedy dlu��m t�em spolu��k�m�

�iii� D	lenec je kladn�
 d	litel je z�porn� �pod�l je z�porn���
Naj�t v re�ln�m �ivot	 model situace
 kter� by ilustrovala d	len� p�i�
rozen�ho ��sla cel� z�porn�m ��slem
 je pom	rn	 obt��n�� M��eme
tedy vyu��t motivace vlastn� matematikou� Nap�� takto� M�me pro�
v�st d	len� �� � ���� a nev�me
 jak� je v�sledek� V�sledek si ozna��me
ur�it�m symbolem
 nap�� a� Pak plat�

�� � ���� � a �

Zde si m��eme uv	domit
 jak�m zp�sobem prov�d�me zkou�ku p�i
zn�m�m d	len� dvou cel�ch ��sel� Pro v�sledek d	len� a plat�

a � ���� � �� �

tedy na z�klad	 v��e uveden�ch poznatk� plat� a � �

 a tud��

�� � ���� � �
 �

b� Jin� postup se op�r� o vlastnosti absolutn� hodnoty cel�ho ��sla�
Provedeme tedy d	len� absolutn�ch hodnot dan�ch dvou cel�ch ��sel� Pod�l
bude kladn�
 jestli�e d	lenec i d	litel jsou dv	 p�irozen� ��sla nebo pokud
jsou d	lenec i d	litel ob	 z�porn� cel� ��sla� Nap��

�� � � � 
 � resp� ����� � ���� � 
 �

Jestli�e bu( d	lenec je p�irozen� ��slo a d	litel je z�porn� cel� ��slo
 nebo
d	lenec je z�porn� cel� ��slo a d	litel je ��slo p�irozen�
 je hodnota pod�lu
��slo z�porn�� Nap��

����� � � � �
 � resp� �� � ���� � �
 �
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c� Vyu�ijeme skute�nosti
 �e operace n�soben� a d	len� jsou navz�jem
inverzn��

� � � 
 � ��
 tedy �� � 
 � � � �� � � � 


� � � ��
� � ���
 tedy ����� � ��
� � � � ����� � � � �


� ��
� � � � ���
 tedy ����� � � � �
 � ����� � ��
� � �

� ��
� � ���� � ��
 tedy �� � ���� � �
 � �� � ��
� � ���

Na tomto m�st	 je t�eba upozornit na zvl��tn� p��pady p�i d	len�� Pro
ka�d� cel� ��slo a r�zn� od nuly plat�

a � a � � a � � � a �

Znovu zde zopakujeme speci�ck� postaven� ��sla � p�i d	len� cel�ch ��sel�
Je�li d	lenec roven nule a d	litel cel� ��slo r�zn� od nuly
 je pod�l roven ��
Je�li d	lenec cel� ��slo r�zn� od nuly a d	litel je nula
 d	len� nelze prov�st

viz ��� �str� ��)��

Uveden� postupy pro vyvozen� n�soben� a d	len� cel�ch ��sel
 zejm�na
pak z�porn�ch
 mohou poslou�it jako p��sp	vek k hlub��mu pochopen� da�
n�ho u�iva a mohou p�isp	t k tomu
 aby se vyu�ov�n� matematice posunulo
od instruktivn�ho p�ed�v�n� hotov�ch poznatk� k vyu�ov�n� konstrukti�
vistick�mu�

L i t e r a t u r a

��	 Bla�kov�� R�� Co� pro
 a jak ve �kolsk� matematice I� MFI� ro
� ��� �

��
�� 
� ��
��	 Hejn�� M� a kol�� Te�ria vyu
ovania matematiky� SPN� Bratislava ���
�

O n�kter�ch vlastnostech ortick�ch
troj�heln�k�

MAREK PECHAL

poslucha
 Matematicko�fyzik�ln� fakulty UK� Praha

C�lem tohoto p��sp	vku je zkoum�n� n	kter�ch vlastnost� tzv� ortick�ho
troj
heln�ku �p��slu�n�ho dan�mu troj%heln�ku� a d�le pak odvozen� n	ko�
lika zaj�mav�ch v�sledk� t�kaj�c�ch se posloupnosti z�skan� opakovan�m
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konstruov�n�m takov�ch troj%heln�k�� �l�nek navazuje na v�sledky uve�
den� v ��� a ���� Z�v	re�n� v�sledek
 kter� je v tomto �l�nku odvozen
 lze
pova�ovat za jist� zobecn	n� tvrzen� odvozen�ch v obou citovan�ch �l�n�
c�ch�

�� Ortick� troj�heln�k

V rovin	 uva�ujme troj%heln�k ABC
 kter� nen� pravo%hl�� Paty jeho
v��ek z vrchol� A
 B
 C
 je� ozna��me po �ad	 A�
 B� a C �
 tvo�� vrcholy
troj%heln�ku A�B�C �
 kter� naz�v�me ortick� troj
heln�k �obr� ��� Takov�
troj%heln�k z�ejm	 existuje
 pr�v	 kdy� troj%heln�k ABC nen� pravo%hl��

����
����
�	
�

Obr� �

Ortick� troj%heln�k m� ve vztahu k dan�mu troj%heln�ku ABC �adu
pozoruhodn�ch vlastnost�� Existuj� zaj�mav� vztahy mezi metrick�mi pa�
rametry �d�lkami stran
 velikostmi jeho vnit�n�ch %hl�
 polom	ry opsan�ch
kru�nic�
 ale i mezi r�zn�mi v�zna�n�mi body v t	chto troj%heln�c�ch� Zde
budou postupn	 uvedeny pouze z�kladn� vztahy mezi nimi �jejich detail�
n	j�� rozbor nalezne �ten�� nap�� v �
���

��� Vnit�n� �hly v ortick	m troj�heln�ku

Nejprve odvod�me velikosti vnit�n�ch %hl� v ortick�m troj%heln�ku
A�B�C � v z�vislosti na velikostech vnit�n�ch %hl� dan�ho troj%heln�ku
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ABC� P�itom je t�eba rozli�it
 zda dan� troj%heln�k ABC je ostro%hl�
nebo tupo%hl��

���
���

Obr� �

a� M	jme ostro%hl� troj%heln�k ABC s vnit�n�mi %hly �
 � a � �v ob�
vykl�m zna�en�� a jeho ortick� troj%heln�k A�B�C � �obr� ��� Proto�e
plat� j�BB�Aj � j�BA�Aj � �

�

 je �ty�%heln�k ABA�B� t	tivov��

Z�ejm	 tedy � � j�BA�B�j � �� Odtud dost�v�me j�B�A�Cj �
�� Analogicky zjist�me
 �e j�A�B�Cj � �� Z t	tivov�ch �ty�%hel�
n�k� BCB�C � a CAC �A� d�le plyne j�C �B�Aj � �
 j�B�C �Aj � �

j�A�C �Bj � � a j�C �A�Bj � ��
Pro velikosti vnit�n�ch %hl� v ortick�m troj%heln�ku A�B�C � pak plat�

j�C �A�B�j � � � j�B�A�Cj � j�C �A�Bj � � � �� �

j�A�B�C �j � � � �� a j�B�C �A�j � � � �� �

Ozna��me�li vnit�n� %hly p�i vrcholech A�� B�� C � v ortick�m troj%hel�
n�ku A�B�C � po �ad	 ��
 ��
 ��
 je tedy

�� � � � �� �

�� � � � �� �

�� � � � �� �

b� Nech& troj%heln�k ABC je tupo%hl��
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Obr� �

Uva�ujme stejn� ozna�en� jako v p��pad	 ostro%hl�ho troj%heln�ku�
Bez %jmy na obecnosti p�edpokl�dejme
 �e dan� troj%heln�k m� tup�
%hel p�i vrcholu C �obr� 
�� Nejprve vyu�ijeme toho
 �e �ty�%heln�k
ABB�A� je t	tivov�� Z vlastnost� obvodov�ch %hl� plyne j�AB�A�j �
� � a j�B�A�Bj � �� Proto�e �ty�%heln�ky AC �CA� a BB�CC � jsou
t	tivov�
 plat� d�le rovnosti j�CA�C �j � �
 j�AC �A�j � j�ACA�j
a j�C �B�Cj � �
 j�B�C �Bj � j�B�CBj� Vzhledem k tomu
 �e
plat� j�ACA�j � j�B�CBj � � � � �a tedy rovn	� j�AC �B�j �
� j�BC �A�j � ��
 plat� pro velikosti vnit�n�ch %hl� ��
 �� a �� v or�
tick�m troj%heln�ku vztahy

�� � �� �

�� � �� �

�� � �� � � �

��
 Vztah ortocentra k ortick	mu troj�heln�ku

P�i odvozov�n� velikost� vnit�n�ch %hl� ortick�ho troj%heln�ku jsme zjis�
tili
 �e plat� vztahy

j�AC �B�j � j�BC �A�j �

j�C �A�Bj � j�B�A�Cj �

j�A�B�Cj � j�C �B�Aj �

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� 

�



Op	t je t�eba odd	len	 zkoumat p��pady
 kdy je dan� troj%heln�k ost�
ro%hl�
 resp� tupo%hl��

a� Nech& ABC je ostro%hl� troj%heln�k� V tomto p��pad	 vid�me
 �e
z uveden�ch rovnost� pro velikosti p��slu�n�ch %hl� plyne
 �e osa
%hlu B�C �A��� je kolm� k p��mce AB a je tedy v��kou na stranu AB

v troj%heln�ku ABC� Analogick� tvrzen� plat� i pro zb�vaj�c� dv	 osy
vnit�n�ch %hl� v ortick�m troj%heln�ku A�B�C ��
V��ky v troj%heln�ku ABC jsou tud�� toto�n� s osami vnit�n�ch %hl�
v troj%heln�ku A�B�C �� Ortocentrum ostro%hl�ho troj%heln�ku proto
spl�v� se st�edem kru�nice vepsan� jeho ortick�mu troj%heln�ku�

b� Pro tupo%hl� troj%heln�k ABC s tup�m %hlem p�i vrcholu C a pro
jeho ortick� troj%heln�k A�B�C � z uveden�ch rovnost� plyne �obr�

�
 �e v��ka na stranu AB v troj%heln�ku ABC je toto�n� s osou
%hlu A�C �B�
 av�ak osy %hl� C �B�A� a B�A�C � nyn� na rozd�l od
p��padu ostro%hl�ho troj%heln�ku ABC spl�vaj� po �ad	 s p��mkami
AC a BC� V��ky na strany AC a BC v troj%heln�ku ABC tedy
nejsou toto�n� s osami vnit�n�ch
 n�br� vedlej��ch %hl� p�i vrcholech
A� a B� v troj%heln�ku A�B�C ��
Pr�se��k v��ek v troj%heln�ku ABC je tedy toto�n� s pr�se��kem os
vnit�n�ho %hlu p�i vrcholu C � a vedlej��ch %hl� p�i vrcholech A� a B�

v troj%heln�ku A�B�C �� Proto ortocentrum tupo%hl�ho troj%heln�ku
spl�v� se st�edem kru�nice p�ipsan� jeho ortick�mu troj%heln�ku
 a to
p�i stran	 le��c� proti vrcholu odpov�daj�c�mu vrcholu s tup�m %hlem
v p�vodn�m troj%heln�ku�

��� Polom�r kru�nice opsan	

Vzhledem k tomu
 �e paty v��ek libovoln�ho troj%heln�ku T le�� na jemu
p��slu�n� Feuerbachov	 kru�nici dev�ti bod� �viz nap�� �
��
 je tato kru�nice
z�rove� kru�nic� opsanou jeho ortick�mu troj%heln�ku� Na Feuerbachov	
kru�nici v�ak le�� tak� st�edy stran troj%heln�ku T� Proto je Feuerbachova
kru�nice obrazem kru�nice opsan� troj%heln�ku T ve stejnolehlosti se st�e�
dem v jeho t	�i�ti a koe�cientem stejnolehlosti� �

�
�obr� #�� Polom	r Feuer�

bachovy kru�nice dev�ti bod� �tj� kru�nice opsan� ortick�mu troj%heln�ku�
je tedy polovi�n� oproti polom	ru kru�nice opsan� dan�mu troj%heln�ku T�

�� Osami �hl�� resp� v��kami zde budeme rozum�t p��mky�
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� Posloupnost ortick�ch troj�heln�k


Nen��li sestrojen� ortick� troj%heln�k A�B�C � p��slu�n� dan�mu troj�
%heln�ku ABC pravo%hl�
 lze zkonstruovat jeho ortick� troj%heln�k atd�
Nesetk�me�li se tedy p�i postupn�m sestrojov�n� dal��ch ortick�ch troj�
%heln�k� s troj%heln�kem pravo%hl�m
 bude tato posloupnost ortick�ch
troj%heln�k� nekone�n��

Je zn�mo �viz ��� a ����
 �e k dan�mu ostro%hl�mu troj%heln�ku existuje
nekone�n� posloupnost ostro%hl�ch ortick�ch troj%heln�k�
 pr�v	 kdy� je
dan� troj%heln�k ABC rovnostrann�� V tomto �l�nku bude odvozeno po�
dobn� krit�rium
 ani� bychom se n	jak�m zp�sobem omezovali pouze na
ostro%hl� troj%heln�ky� Zave(me pro jednoduchost n�sleduj�c� ozna�en��
Budi� n dan� p�irozen� ��slo� *ekneme
 �e re�ln� ��slo x je tvaru Pn

existuje�li cel� ��slom
 kter� nen� d	liteln� dv	ma
 takov�
 �e plat� x � m�

�n
�

V�imn	me si je�t	
 �e ��dn� re�ln� ��slo nem��e b�t z�rove� tvaru Pi i Pj
pro libovoln� p�irozen� ��sla i �� j� O re�ln�m ��sle
 kter� je tvaru Pn pro
n	kter� p�irozen� n
 �ekneme
 �e je tvaru P�

D�le dok��eme n�sleduj�c� pomocn� tvrzen��

Lemma
a� Nen��li re�ln� ��slo x tvaru P
 pak ani ��dn� z ��sel �x
 ���x
 �x��

nen� tvaru P�
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b� Je�li re�ln� ��slo x tvaru Pn pro ur�it� p�irozen� ��slo n � �
 pak je
ka�d� z ��sel �x
 � � �x
 �x� � tvaru Pn���

D�kaz	

a� D�kaz provedeme sporem� P�edpokl�dajme tedy
 �e x nen� tvaru P

a p�itom aspo� jedno z ��sel �x
 ���x
 �x�� je tvaru Pn pro ur�it�
p�irozen� n� Bez %jmy na obecnosti nech& je to nap��klad ��slo �x�
Pak lze toto ��slo vyj�d�it ve tvaru

�x �
m�

�n
� tedy x �

m�

�n��

a x je proto tvaru Pn��
 co� je spor� Zcela analogicky dosp	jeme
ke sporu i v p��pad	
 �e je n	kter� ze zb�vaj�c�ch dvou ��sel � � �x
a �x� � tvaru Pn�

b� Je�li x tvaru Pn pro n	kter� p�irozen� ��slo n � �
 pak je x � m�
�n



a tedy

�x �
�m

�n��
�

� � �x �
���n�� �m�

�n��
�

�x� � �
��m� �n���

�n��
�

Odtud vid�me
 �e uva�ovan� ��sla jsou skute�n	 tvaru Pn�� �cel�
��sla m
 �n�� �m a m� �n�� nejsou evidentn	 d	liteln� ��slem ���

T�m je dokon�en d�kaz obou ��st� lemmatu�

Pomoc� v��e zaveden� konvence budeme rozli�ovat r�zn� �typy� troj%�
heln�k� n�sleduj�c�m zp�sobem� Nech& n je dan� p�irozen� ��slo� Jestli�e je
alespo� jedna z velikost� vnit�n�ch %hl� v troj%heln�ku T tvaru Pn a p�itom
��dn� nen� tvaru Pm pro ��dn� p�irozen� m � n
 �ekneme
 �e troj%heln�k
T je typu Pn� Pokud je troj%heln�k T typu Pn pro n	kter� p�irozen� n

�ekneme �podobn	�
 �e T je typu P�

Snadno nahl�dneme
 �e p�i takto zaveden�m ozna�en� je libovoln� pra�
vo%hl� troj%heln�k typu P� �a naopak ka�d� troj%heln�k typu P� je pravo�
%hl���
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U�it�m v��e uveden�ho lemmatu pro velikosti vnit�n�ch %hl� v troj%hel�
n�ku T a v jeho ortick�m troj%heln�ku T� plyne tvrzen�� Nen��li troj%heln�k
T typu P
 pak ani troj%heln�k T� �kter� z�ejm	 existuje
 proto�e T nen�
pravo%hl�� nen� typu P� Opakov�n�m t�to %vahy zjist�me
 �e ��dn� z �len�
konstruovan� posloupnosti ortick�ch troj%heln�k� nen� typu P
 a tedy ne�
m��e b�t pravo%hl�� Jestli�e tedy dan� troj%heln�k nen� typu P
 pak p���
slu�n� posloupnost jeho ortick�ch troj%heln�k� je nekone�n��

Snadno lze tak� zjistit
 �e je�li troj%heln�k T typu Pn pro n	kter� p�i�
rozen� n � �
 pak jeho ortick� troj%heln�k je typu Pn��� Pokra�ujeme�li
v konstruov�n� posloupnosti ortick�ch troj%heln�k� d�le
 k�t� �len vznikl�
posloupnosti je typu Pn�k
 tud�� v po�ad� �n� ���n� ortick� troj%heln�k je
typu P�
 a tedy pravo%hl�� Pro dan� troj%heln�k typu Pn je tedy posloup�
nost ortick�ch troj%heln�k� kone�n� a m� pr�v	 n� � �len��

Z�v	ry z p�edchoz�ch dvou odstavc� shrnuje n�sleduj�c� v	ta�

V�ta

Posloupnost ortick�ch troj
heln�k� je nekone�n�� pr�v� kdy� ��dn�
z vnit�n�ch 
hl� dan�ho �v�choz�ho
 troj
heln�ku nelze zapsat ve tvaru �m

�n
�

kde n je p�irozen� ��slo a m je lich� �p�irozen�
 ��slo	
Je�li mo�no velikosti n�kter�ch vnit�n�ch 
hl� dan�ho troj
heln�ku za�

psat v uveden�m tvaru� m� odpov�daj�c� posloupnost ortick�ch troj
heln�k�
pr�v� n � � �len�� kde n je nejmen�� z exponent� u ��sla � v p��slu�n�ch
z�pisech velikost� jeho vnit�n�ch 
hl�	

L i t e r a t u r a

��	 	vr
ek� J�� O posloupnosti ortick�ch troj�heln�k�� Rozhledy M�F� ro
� ��� ��������

� ��

��	 Cal�bek� P� � 	vr
ek� J�� Rekurentn� posloupnosti v geometrii� MFI� ro
� ��� �

��
��

� �
�

��	 	vr
ek� J� � Van�ura� J�� Geometrie troj�heln�ka� SNTL� Praha �����
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Zlat� vrch nad 	eskou Kamenic�
aneb funkce v p
�rod�

PETR EISENMANN

P��rodov�deck� fakulta UJEP� �st� nad Labem

B�val� lom Zlat� vrch nad L�skou u �esk� Kamenice v Severn�ch �e�
ch�ch je tradi�n�m m�stem zastaven� p�i toulk�ch na okraji Lu�ick�ch hor�
Lom zde byl zalo�en n	kdy kolem roku �' �� �edi�ov� sloupce v n	m byly
dokonale vyvinut� a jen m�lo rozpukan�
 tak�e se daly l�mat a� ! m dlouh��
Pro svou velkou odolnost se %dajn	 pou��valy i p�i stavb	 mo�sk�ch hr�z�
v Nizozem�� T	�ba zde byla de�nitivn	 zastavena a� v roce �) 

 kdy byla
odkryta cel� lomov� st	na
 tvo�en� a� 
� m dlouh�mi dokonale vyvinut�mi
�edi�ov�mi sloupy� Zlat� vrch je n�rodn� p��rodn� rezervac��

�lov	k spjat� s matematikou si p�i pohledu na tvar �edi�ov�ch sloupc�
�obr� �� m��e pomyslet� P�ede mnou zde stoj� parametrick� syst�m funkc��
V n�sleduj�c�m p��sp	vku se pokus�me tyto funkce popsat p�edpisem� P�ed�
pokl�dat budeme pouze element�rn� znalosti ze z�klad� diferenci�ln�ho
po�tu funkc� jedn� re�ln� prom	nn��

Nejjednodu��� variantou je pou��t k tomu celistvou racion�ln� funkci

tedy polynom� Zde by vzhledem ke tvaru �edi�ov�ch sloupc� mohl vyho�
vovat ji� polynom t�et�ho stupn	
 tedy

y � ax� � bx� � cx� d�

Um�st	me in+exn� bod hledan� funkce y �bod
 ve kter�m se zde funkce
m	n� z konk�vn� na konvexn�� do po��tku� Z toho plyne podm�nka

y��� � �� tedy d � ��

Funkce y mus� b�t z�ejm	 rostouc�� Jej� derivace

y� � 
ax� � �bx� c

tedy mus� b�t kladn�� Toho m��eme jednodu�e dos�hnout nap��klad vol�
bou koe�cient�

b � �� a � �� c � ��
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T	mto podm�nk�m vyhovuje i dal��
 n�sleduj�c� po�adavek� Pot�ebujeme
toti�
 aby funkce y byla na intervalu ���, �� konk�vn� a na intervalu
��,�� konvexn�� Mus� tedy platit

y�� � !ax � � pro v�echna re�ln� x � ��

y�� � !ax � � pro v�echna re�ln� x � �

����
����
����
����

Obr� �

Z obr�zku � je patrn�
 �e te�na ke grafu funkce y v po��tku by m	la
s kladn�m sm	rem osy x sv�rat %hel asi  ��� M	lo by tedy p�ibli�n	 platit

y���� � tg  ���

Volme tedy koe�cient c � 
� Na z�klad	 proveden�ch %vah vypad�
p�edpis hledan� funkce y prozat�m takto

y � ax� � 
x�
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Stanovit hodnotu koe�cientu a je vhodn� pomoc� n	jak�ho programu
umo��uj�c�ho kreslen� graf� funkc�� Touto cestou jsme p�i v�uce na gym�
n�ziu dosp	li pomoc� programu Mathematica k hodnot	 a � ����� P�edpis
hledan� funkce y je tedy

y � ����x� � 
x�

Posledn�m krokem nyn� bude vytvo�it z t�to funkce parametrick� syst�m
funkc� odpov�daj�c� obr�zku �� Vzhledem k tomu
 �e derivace funkce y

�a tedy i sm	rnice te�ny ke grafu t�to funkce� je v ka�d�m bod	 v	t�� ne�
� �je v	t�� nebo rovna t�em�
 bude vhodn� parametr vlo�it do argumentu�
Hledan� p�edpis tedy m��e b�t

y � �����x� n�� � 
�x� n��

kde n � �, �,��, �,��, 
, � � � Obr�zek graf� funkc� tohoto parametrick�ho
syst�mu je na obr� ��

���
���
���	
�
Obr� � Obr� �

Dal�� mo�nost
 jak zvolit para�
metrick� syst�m popisuj�c� obr� �

navrhli p�i experiment�ln� v�uce
na gymn�ziu sami studenti� T	m
se v z�v	ru p�edchoz� f�ze vyba�
vila funkce tangens� Ta toti� bez
dal��ch %prav spl�uje v�echny
po�adavky kladen� na hledanou
funkci� Jedinou nutnou korekc�
zde byla %prava hodnoty prvn�
derivace v po��tku� V souladu
s p�edchoz�m �e�en�m jsme zvo�
lili prvn� derivaci v po��tku rov�
nou 
� Navr�en� p�edpis tedy byl

y � 
 tg�x� n��

kde n � �, �� �,��� �, �� �,��� �,
�� 
, � � � Grafy funkc� tohoto para�
metrick�ho syst�mu jsou zn�zor�
n	ny na obr� 
�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� %loh �
� a �
�
 jejich� zad�n� byla zve�ejn	na v prvn�m
��sle tohoto ��!�� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ���
V troj%heln�ku ABC p�i obvykl�m ozna�en� stran
 %hl� a v��ek plat�

rovnost
�
v�c

�
�
a�

�
�
b�
�

pr�v	 kdy� jeden z %hl� �
 j�� �j m� velikost )��� Doka�te�
Jarom�r �im�a

�e�en��
Uva�ujme libovoln� troj%heln�k ABC� Ozna�me Vc patu v��ky z vr�

cholu C ke stran	 AB� Je�li � � )��
 potom v pravo%hl�m troj%hel�
n�ku AVcC s prav�m %hlem p�i vrcholu C plat� vc � b sin� �obr� �a��
Pokud je � � )��
 potom v pravo%hl�m troj%heln�ku AVcC plat� vc �
� b sin��'����� � b sin� �obr� �b�� Pro � � )�� plat� rovn	� vc � b sin��
Proto v libovoln�m troj%heln�ku ABC plat�

�
b
�

sin�
vc

�

Obdobn	 uk��eme
 �e
�
a
�

sin�
vc

�

���������	
Obr� �a Obr� �b
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Rovnost ze zad�n� %lohy je tedy ekvivalent� s rovnost�

�
v�c

�
sin� �
v�c

�
sin� �
v�c

�

kter� je ekvivalentn� s rovnost�

� � sin� �� sin� �� ���

Postupn�mi %pravami prav� strany vztahu ��� dostaneme d�le

sin� �� sin� � � �

�
��� cos ��� � �

�
��� cos ��� �

� �� �

�
�cos ��� cos ��� � �� cos��� �� cos�� � ���

Rovnost ��� je tedy ekvivalent� s rovnost�

cos��� �� cos��� �� � �� ���

Vzhledem k tomu
 �e � a � jsou velikosti vnit�n�ch %hl� v troj%heln�ku

je tato rovnost ekvivalentn� s jednou ze t�� rovnost� �� � � )��
 �� � �
� �)�� a � � � � �)��� V prvn�m p��pad	 plat� � � )��
 druh� dva
p��pady d�vaj� j�� �j � )��
 co� jsme cht	li uk�zat�

Jin� �e�en� �podle Zby�ka Kone�n�ho��
Nech& Vc je pata v��ky z vrcholu C ke stran	 AB� Uva�ujme po �ad	

obrazy A�
 V �

c 
 B
� bod� A
 Vc
 B v kruhov� inverzi podle kru�nice se

st�edem v bod	 C a polom	rem �� Potom

jCA�j �
�
a
� jCV �

c j �
�
vc
� jCB�j �

�
b
�

Proto�e body A
 Vc
 B le�� v p��mce a p��mka CVc je na tuto p��mku
kolm�
 z vlastnost� uva�ovan� kruhov� inverze plyne
 �e body A�
 V �

c 
 B
�

a C le�� na kru�nici s pr�m	rem CV �

c �obr� ���
Pokud bod Vc �tedy i bod V �

c � le�� uvnit� %hlu ACB
 je rovnost ze za�
d�n� podle Pythagorovy v	ty a vlastnost� Thaletovy kru�nice ekvivalentn�
s podm�nkou � � )���
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Obr� �

Nech& bod Vc nele�� uvnit� %hlu ACB� Jak rovnost ze zad�n� %lohy
 tak
podm�nky pro %hly vylu�uj�
 �e by mohl le�et na jeho ramenech� P�ed�
pokl�dejme
 �e %hel CAB je tup�� Ozna�me A�� bod soum	rn	 sdru�en�
s bodem A podle bodu Vc� Plat� jCA��j � b� Nyn� pata v��ky z vrcholu C

ke stran	 A��B troj%heln�ku A��BC le�� uvnit� %hlu A��CB �obr� 
�� Rov�
nost ze zad�n� je tedy ekvivalentn� s podm�nkou
 �e %hel A��CB je prav��
Vzhledem k tomu
 �e j�CA��Aj � j�CAA��j � �'����
 je tato podm�nka
ekvivalentn� s rovnost� ��'������� � )��
 tedy ��� � )��� V p��pad	

�e %hel CBA je tup�
 bychom obdobn	 uk�zali
 �e rovnost ze zad�n� %lohy
je ekvivalentn� s podm�nkou � � � � )���

������
Obr� �

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan
 Miloslav H�bsch z Pra�
hy �
 Josef K�i��an z Plzn	
 Miroslav Klimo� z GMK v B�lovci
 Zbyn�k
Kone�n�
 Samuel ��ha
 Ji�� �ih�k
 Hana �ormov� a Petr Velan
 v�ichni
z G v Brn	
 t�� Kpt� Jaro�e a Tom�� Princ z WG v Ostrav	�Porub	�

Ne%pln� �e�en� zaslali� Karol Gajdo� z Trnavy
 Franti�ek J�chim z Vo�
lyn	 a Jana Medkov� z G v Brn	
 K�enov��
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�loha ��

Doka�te
 �e pro libovoln� kladn� re�ln� ��sla a
 b
 c plat� nerovnost

�
� �

a

b� c

��
� �

b

c� a

��
� �

c

a� b

�
�

� 
'
�

Zjist	te
 kdy nastane rovnost�
Jaroslav �vr�ek

�e�en��
Podle nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr�m	rem pro

kladn� re�ln� ��sla b� c
 c� a
 a� b plat�

�b� c� � �c� a� � �a� b�



� �

p
�b� c��c� a��a� b��

p�i�em� rovnost nast�v�
 pr�v	 kdy� b� c � c� a � a� b
 tj� pr�v	 kdy�
a � b � c� Tato nerovnost je ekvivalentn� s nerovnost�

�a� b� c��

�b� c��c� a��a� b�
�

� 
'
�

kterou snadno uprav�me na ��dan� tvar

�
� �

a

b� c

��
� �

b

c� a

��
� �

c

a� b

�
�

� 
'
�

Rovnost zde nast�v�
 pr�v	 kdy� a � b � c�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan
 Miloslav H�bsch z Pra�
hy �
 Josef K�i��an z Plzn	
 Hana Bendov� z G v �esk� L�p	
 Ane�ka
Falt�nkov� z GJ� v P�erov	
 Tom�� Jeziorsk�
 Miroslav Klimo�
 Vojt�ch
Koz�k
 Lucie Moheln�kov�
 V�t Orava Tom�� Ra�ek
 a Miroslav �tufka

v�ichni z GMK v B�lovci
 Jan Kom�nek
 Zbyn�k Kone�n�
 Samuel ��ha

Ji�� �ih�k
 Hana �ormov� a Petr Velan
 v�ichni z G v Brn	
 t�� Kpt�
Jaro�e
 Jan Korbel z G v Jihlav	
 Jana Medkov� z G v Brn	
 K�enov�
a Tom�� Princ z WG v Ostrav	�Porub	�

Ne%pln� �e�en� zaslali� Karol Gajdo� z Trnavy a Franti�ek J�chim z Vo�
lyn	�
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