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Nasobeni a déleni celych cisel

Motivaci pro nasobeni ¢isel celych ve Skolské matematice jsou pravidla
pro nasobeni ¢isel prirozenych a dalsi modely pro nasobeni ¢isla kladného
a zaporného. Napf. vypij¢im si pétkrat po trech korunéch, s¢itdm pét
sCitanct, kazdy z nich je (—3), apod. Jde tedy typové o nasledujici priklady
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Nejvétsim problémem je najit vhodny realny model pro nasobeni dvou
zapornych ¢isel. Existuje nékolik riznych vyukovych postupt, které mohou
détem priblizit skutecnost, ze souc¢in dvou zapornych cisel je ¢islo kladné.
Jednim takovym je postup, v némz zdkim poskytneme instrukci (nédvod)
o nasobeni celych ¢isel se stejnymi znaménky a s riznymi znaménky a pie-
jeme si, aby si pravidlo zapamatovali a také je v dalsich situacich spravné
pouzivali. Pokud vSak mame zdky zvidavé, kteri chtéji védét, pro¢ napf.
soucin dvou zapornych c¢isel je ¢islo kladné, mtizeme jim tuto skutecnost
priblizit. Pripomenme zde nékteré z moznych postupt.

a) Vyuzijeme tzv. funkéniho mysleni, kdy sledujeme, jak se méni vysle-
dek operace v zavislosti na postupnych zméndch ¢isel, s nimiz pracujeme.
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e (-5)-3=-15
e (—5)-2=-10 wvysledek je o 5 vétsi nez v predchozim soudinu,
e (-5)-1=-5 vysledek je o 5 vétsi nez v predchozim soucinu,
e (-5)-0=0 vysledek je o 5 vétsi nez v pfedchozim soucinu,
o (=5)-(-1) =7

Vsimnéme si, co jsme timto postupem sledovali. Prvni ¢initel se neménil
(byl konstantni, roven hodnoté —5), druhy ¢initel se postupné zmenSoval
o ¢islo 1 a hodnota soucinu se tim vzdy zvétsSila o 5. Budeme-li takto
pokracovat dal, vidime, ze soucin takto uvazovanych dvojic celych ¢isel se
vzdy zvétsi o 5, takze

e (=5)-(=1)=+5 vysledek je o 5 vétsi nez v piipadé soucinu (—5) -0,
o (=5)-(~2) = +10,
e (=5)-(=3)=+15 atd.

b) VyuZijeme distributivnosti nasobeni vzhledem ke s¢itani. Déti umi
jiz od 3. roéniku ZS ,roznasobit® zavorku, takze s touto operaci by nemél
byt vétsi problém. Déle je tieba si uvédomit (jiz znadmou skutecnost), Ze
soucet celého ¢isla a ¢isla k nému opacéného je roven 0, napi. 5+ (—5) = 0.

e Vyjdeme z toho, co jiZz umime: (—3)-0=0.

o Cinitele 0 mizeme vyjadiit jako soucet nékterych dvou opaénych é&isel,
napi. tedy (—=3)-[5+ (=5)] =0.

Roznésobenim pak dostaneme (—3) -5+ (—3)-(—5) =0.

Souéin (—3) -5 = —15 pfitom jiz umime vypodcitat.

Plati tedy (—15)+7? =0.

Aby uvedeny soucet byl roven 0, musi byt (—3) - (—=5) = 15.

c) Vyuzijeme nésobeni ¢isly 1 a —1. Nasobime-li celé éislo éislem 1,
soudin je roven tomuto ¢islu

5-1=5, (=5)-1=—5.

Nasobime-li celé ¢islo ¢islem —1, zaskame c¢islo opacné k tomuto ¢islu

Tuto skute¢nost pak muZeme zobecnit (uvedeny zptusob odvozeni pravi-
dla pro vypocet soucinu dvou zapornych c¢isel vSak neni pro vSechny déti
dostatetné priikazny, a to pfedevsim proto, Ze jeden z ¢initeld je roven —1).
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d) Vyuzijeme grafického znézornéni. Tato moznost pfiblizeni soucinu
dvou celych ¢isel se opird o podobnost a praci se souradnou soustavou,
coz jesté v 7. roéniku ZS zpravidla neni probrano, avsak obrazek je pro
nékteré zaky natolik presvédcivy, ze je mozné, jako jednu z pouzitelnych
moznosti, jej zde uvést.

Sestrojme dvé nevzdjem kolmé pfimky (osy) a na né znézornime obrazy
celych cisel tak, ze obraz prvniho Cinitele znazoriiujeme vzdy na vodorovné
pfimce a obraz druhého ¢initele na pfimce svislé (obr. 1).
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Obr. 1

Nyni postupné ukazeme, jak zndzornovat nasledujici souciny:
(i) 2:-3=6

Obraz ¢isla 2 na vodorovné piimce spojime s obrazem ¢isla 1 na svislé
pifimce a obrazen ¢isla 3 na svislé piimce vedeme rovnobézku. Ta prochdzi
obrazem ¢isla 6 na vodorovné piimce (obr. 2).

(ii) 2. (~3) = —6

Postupujeme analogicky — obraz ¢isla 2 spojime s obrazem c¢isla 1 a obra-
zem Cisla —3 na svislé piimce vedeme rovnobézku. Ta prochdzi obrazem
¢isla —6 na vodorovné piimce (obr. 3).
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(i) (-2)-3=—6

Obraz ¢isla —2 na vodorovné piimce spojime s obrazem ¢isla 1 na svislé
pfimce a obrazem ¢isla 3 na svislé pfimce vedeme rovnobézku. Ta prochdzi
obrazem ¢isla —6 na vodorovné piimce (obr. 4).

(iv) (=2)-(=3)=6
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Opét postupujeme stejnym zptisobem. Obraz ¢isla —2 na vodorovné piim-
ce spojime s obrazem ¢isla 1 na svislé pfimce a obrazem c¢isla —3 na svislé
primce vedeme rovnobézku, kterd prochézi bodem 6 na vodorovné pifimce
(obr. 5).
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Obr. 5

e) Pfi nasobeni dvou ¢&isel lze vyuzit také absolutni hodnoty celého ¢isla
a soucinu absolutnich hodnot dvou ¢isel. Skute¢nost, ze plati

2.3=6, (-2)-3=-6, 2-(-3)=-6, (-2)-(-3)=6

prezentujeme takto: Nejprve vyndsobime absolutni hodnoty obou ¢initeld,
tj. 2-3 = 6, a pak zohlednime nésledujici skutecnosti:

Jsou-li ¢isla, kterd ndsobime, obé kladna nebo obé zapornd, pak hodnota
soucinu je kladna.

Je-li jeden z ¢initel kladny a druhy cinitel je zaporny, je soucin zadporny.

Tento poznatek pak mtzeme zobecnit na soucin vétsiho poctu Cinitelt
a mizeme vyslovit tak nasledujici pravidlo:

Jestlize ndsobime vice celocislenych ciniteli a v soucinu je sudy pocet
zapornych Ciniteld (popi. Zddny cinitel neni zdporny), md jejich soucin
kladnou hodnotu.

Jestlize ndsobime vice celociselnych ciniteli a v soucinu je lichy pocet
zdpornych cinitelu, md soucin zdpornou hodnotu.
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f) Pri vlastni praci se zdky muZzeme také vyuzit také metody ,prace
s chybou“, kdy zadkim predlozime rizné priklady ndsobeni celych cisel,
z nichz nékteré jsou spravné a nékteré jsou chybné. Zaci pak na zikladd
vlastni Gvahy zjistuji, které z uvedenych vysledki jsou spravné a které ne
(a proc).

Napft. zaktim zadame nésledujici priklady:

5-3=15, (=5)-3=-15, 5-(-3)=15, (-5)-(-3)=-15,
2.8=16, (-2)-8=16, 2-(-8)=-16, (-2)-(-3)=-16,
6-4=24, (—6)-4=-24, 6-(-4)=24, (=6) (—4)=-24.

Pti feseni podobnych piikladd mtizeme poznat, jaké jsou myslenkové po-
chody jednotlivych zak.

Zavérem lze pak uvést sumarizovat nejpodstatnéjsi vlastnosti nasobeni
celych cisel, kterymi jsou komutativnost ndsobeni, asociativnost nasobenti,
nasobeni ¢islem 1, ndsobeni ¢islem 0 a distributivnost nasobeni vzhledem
ke scitani.

Déleni celych cisel

Déleni celych cisel 1ze chdpat jako inverzni operaci k nésobeni celych
¢isel. Jestlize pro dvé nenulové celé ¢isla plati a-b = ¢, pak ¢ : b = a a také
c:a=1> (Napf. 2-3 =6, pak 6 : 3 = 2, ale také 6 : 2 = 3). Jakymi
zpusoby muzeme déleni celych ¢isel zakim ptiblizit?

a) Déleni dvou pfirozenych ¢isel je ndplni osnov udiva matematiky na 1.
stupni ZS. Déleni dvou celych ¢isel, kdy délenec nebo délitel jsou zdpornd
celd cisla, mtzeme ilustrovat nasledujicim zptsobem: Lze pouzit instruk-
tivoi postup, v némz zakim sdélime znamé (duilezité) poznatky a vyzveme
je, aby si je zafixovali, popf. je nechame tvorit motivacni tlohy pro rtzné
situace a ponechdme na Zacich samotnych, aby si poznatky (pravidla) od-
vodili samotatné.

(i) Délenec je zéporny, délitel je kladny (podil je zadporny).
Mam dluh 15 K¢, vyptijcil jsem si stejnou ¢astku od tii spoluzaki.
Kolik K¢ dluzim kazdému z nich?

(-15):3=-5.
Kazdému spoluzakovi tedy dluzim 5 K¢.
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(ii) Délenec i délitel jsou ¢isla zdporna (podil je kladny).
Méam dluh 15 K¢, ptijcoval jsem si po péti korunich. Kolika spoluza-
kiim dluzim tuto ¢astku?

(—15) : (=5) = 3.

Céstku 5 K¢ tedy dluzim tifem spoluzakiim.

(iii) Délenec je kladny, délitel je zaporny (podil je zaporny).
Najit v redlném zivoté model situace, kterd by ilustrovala déleni pfi-
rozeného Cisla cely zapornym cislem, je pomérné obtizné. Mizeme
tedy vyuzit motivace vlastni matematikou. Napf. takto: Mame pro-
vést déleni 15 : (—5) a nevime, jaky je vysledek. Vysledek si ozna¢ime
urcitym symbolem, napt. a. Pak plati

15:(=5) =a.

Zde si mizeme uvédomit, jakym zptsobem provadime zkousku pii
znadmém deéleni dvou celych ¢isel. Pro vysledek déleni a plati

a-(=5)=15,
tedy na zakladé vyse uvedenych poznatki plati a = —3, a tudiz
15: (=5) = -3.

b) Jiny postup se opird o vlastnosti absolutni hodnoty celého ¢isla.
Provedeme tedy déleni absolutnich hodnot danych dvou celych ¢isel. Podil
bude kladny, jestlize délenec i délitel jsou dvé pfirozend ¢isla nebo pokud
jsou délenec i délitel obé zaporna celd ¢isla. Napft.

15:5=3, resp. (—15): (=5) =3.
Jestlize bud délenec je pfirozené ¢islo a délitel je zdporné celé ¢islo, nebo
délenec je zaporné celé ¢islo a délitel je Cislo pfirozené, je hodnota podilu
Cislo zaporné. Napft.

(—=15):5= -3, resp. 15: (=5) = -3.
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c¢) Vyuzijeme skute¢nosti, ze operace nasobeni a déleni jsou navzijem
inverzni.
5-3=15,tedy 15:3 =5, 15:5 =3,
5-(=3) = —15, tedy (—15): (—=3) =5, (=15):5=-3,
(—3)-5=—15, tedy (—15): 5= -3, (—15):(-3) =5,
(—3)-(=5) =15, tedy 15: (=5) = -3, 15:(-3) = —5.
Na tomto misté je tfeba upozornit na zvlastni pripady pii déleni. Pro
kazdé celé Cislo a rizné od nuly plati

a:a=1 a:l=a.
Znovu zde zopakujeme specifické postaveni ¢isla 0 pti déleni celych cisel.
Je-li délenec roven nule a délitel celé ¢islo rtizné od nuly, je podil roven 0.
Je-li délenec celé c¢islo rtizné od nuly a délitel je nula, déleni nelze provést,
viz [1] (str. 259).

Uvedené postupy pro vyvozeni nasobeni a déleni celych cisel, zejména
pak zapornych, mohou poslouzit jako prispévek k hlubsimu pochopeni da-
ného uciva a mohou prispét k tomu, aby se vyucovani matematice posunulo
od instruktivniho predavani hotovych poznatkd k vyucovani konstrukti-
vistickému.

Literatura

[1] Blazkovd, R.: Co, pro¢ a jak ve gkolské matematice I. MFI, ro¢. 14, 2004/05, &. 5.
[2] Hejny, M. a kol.: Teoéria vyucovania matematiky. SPN, Bratislava 1990.

O nékterych vlastnostech ortickych
trojuhelniki

MAREK PECHAL
poslucha¢ Matematicko-fyzikdlni fakulty UK, Praha

Cilem tohoto prispévku je zkoumani nékterych vlastnosti tzv. ortického
trojuhelniku (ptislusného danému trojihelniku) a déle pak odvozeni néko-
lika zajimavych vysledkt tykajicich se posloupnosti ziskané opakovanym
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konstruovanim takovych trojihelniki. Clanek navazuje na vysledky uve-
dené v [1] a [2]. Zavéreény vysledek, ktery je v tomto ¢lanku odvozen, lze
povazovat za jisté zobecnéni tvrzeni odvozenych v obou citovanych ¢lan-
cich.

1. Orticky trojihelnik

V roviné uvazujme trojahelnik ABC, ktery neni pravouhly. Paty jeho
vy8ek z vrcholtit A, B, C, jez oznadime po fadé A’, B’ a C', tvoii vrcholy
trojahelniku A'B'C’, ktery nazyvame orticky trojihelnik (obr. 1). Takovy
trojuhelnik ziejmé existuje, pravé kdyz trojihelnik ABC' neni pravouhly.

C

B'A
S

Obr. 1

Orticky trojthelnik mé ve vztahu k danému trojuhelniku ABC fadu
pozoruhodnych vlastnosti. Existuji zajimavé vztahy mezi metrickymi pa-
rametry (délkami stran, velikostmi jeho vnitinich ahld, poloméry opsanych
kruznic), ale i mezi riznymi vyznaénymi body v téchto trojihelnicich. Zde
budou postupné uvedeny pouze zakladni vztahy mezi nimi (jejich detail-
néjsi rozbor nalezne Ctendr napi. v [3]).

1.1 Vnitfni dhly v ortickém trojihelniku

Nejprve odvodime velikosti vnitinich thld v ortickém trojaihelniku
A'B'C" v zavislosti na velikostech vnitinich Ghli daného trojuhelniku
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ABC'. Pritom je tieba rozlisit, zda dany trojihelnik ABC je ostrouhly
nebo tupoihly.

C
ﬂ'fa ' A
ke
B\
o Y ARY B
A ' B
Obr. 2

a) Mgjme ostrothly trojahelnik ABC' s vnitinimi ahly «, 8 a v (v ob-

vyklém znaceni) a jeho orticky trojuhelnik A'B'C’ (obr. 2). Protoze
plati |[ZBB'A| = |£BA'A| = T, je ctyithelnik ABA'B' tétivovy.
Ziejmé tedy a + |£BA'B'| = w. Odtud dostavame |[ZB'A'C| =
a. Analogicky zjistime, ze |ZA'B'C| = p. Z tétivovych Ctyiahel-
nikdt BCB'C' a CAC'A’ dale plyne |LC'B'A| = 3, |£B'C'A| = ~,
|[LA'C'B| =~ a |[LC"A'B| = a.

Pro velikosti vnitinich Gthla v ortickém trojtahelniku A'B'C" pak plati

|£C'"A'B'| =7 — |£B'A'C| — |£C'A'B| = 7 — 2a,

|ZA'B'C'|=7—28 a |4B'C'A'|=m—2y.
Oznacime-li vnitini Ghly p¥i vrcholech A’, B’, C' v ortickém trojthel-
niku A'B'C’ po fadé o/, ', 7', je tedy
o =7 - 2a,
/6, =T = 2/67
Y =7—27.

b) Necht trojahelnik ABC' je tupouhly.
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Obr. 3

Uvazujme stejné oznaceni jako v pripadé ostrothlého trojihelniku.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze dany trojihelnik mé tupy
Ghel pfi vrcholu C (obr. 3). Nejprve vyuZijeme toho, Ze ¢tyfihelnik
ABB' A’ je tétivovy. Z vlastnosti obvodovych Ghli plyne |ZAB'A'| =
= [ a |£B'A'B| = a. Protoze ¢tyithelniky AC'C A" a BB'CC' jsou
tétivové, plati déle rovnosti |[ZCA'C'| = a, |LAC'A'| = |LACA'|
a |[£C'B'C| = B, |£B'C'B| = |£B'CB|. Vzhledem k tomu, Ze
plati |ZACA'| = |£B'CB| = © — v (a tedy rovnéz |[LZAC'B'| =
= |£BC'A’| = ), plati pro velikosti vnitinich ahla o', 8" a v' v or-
tickém trojuhelniku vztahy

o =2a,
B =28,
N =2y—m.

1.2 Vztah ortocentra k ortickému trojihelniku
Pfti odvozovani velikosti vnitinich thld ortického trojihelniku jsme zjis-
tili, ze plati vztahy
|ZAC'B'| = |£BC'A|,
|£C'A'B| = |£B'A'C|,
|£A'B'C| =|4C'B'A|.
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Opét je tfeba oddélené zkoumat pripady, kdy je dany trojuhelnik ost-

rouhly, resp. tupotihly.

a) Necht ABC je ostroahly trojahelnik. V tomto pfipadé vidime, Ze
z uvedenych rovnosti pro velikosti pifislusnych Ghld plyne, Zze osa
thlu B'C’'A" je kolmé k piimce AB a je tedy vyskou na stranu AB
v trojuhelniku ABC'. Analogické tvrzeni plati i pro zbyvajici dvé osy
vnitfnich Ghld v ortickém trojahelniku A'B'C'.

Vysky v trojihelniku ABC jsou tudiZ totozné s osami vnitinich ahla
v trojihelniku A'B'C’. Ortocentrum ostrothlého trojihelniku proto
splyva se stfedem kruznice vepsané jeho ortickému trojahelniku.

b) Pro tupothly trojahelnik ABC s tupym ahlem pii vrcholu C a pro

jeho orticky trojuhelnik A’B'C’ z uvedenych rovnosti plyne (obr.
3), Ze vyska na stranu AB v trojihelniku ABC je totozna s osou
Ghlu A'C'B’', avSak osy uhlia C'B'A" a B'A'C' nyni na rozdil od
pripadu ostrothlého trojihelniku ABC splyvaji po fadé s primkami
AC a BC. Vysky na strany AC' a BC v trojihelniku ABC tedy
nejsou totozné s osami vnitinich, nybrz vedlejsich thld pii vrcholech
A" a B' v trojihelniku A'B'C’.
Prasecik vysek v trojahelniku ABC je tedy totozny s prusecikem os
vnitiniho Ghlu pfi vrcholu C' a vedlejsich Ghlia pii vrcholech A" a B’
v trojihelniku A'B'C’. Proto ortocentrum tupothlého trojihelniku
splyva se stfedem kruznice pripsané jeho ortickému trojihelniku, a to
pfi strané lezici proti vrcholu odpovidajicimu vrcholu s tupym Ghlem
v pivodnim trojahelniku.

1.3 Polomeér kruZnice opsané

Vzhledem k tomu, Ze paty vysek libovolného trojahelniku T lezi na jemu
piislusné Feuerbachové kruznici deviti bodi (viz napf. [3]), je tato kruznice
zaroven kruznici opsanou jeho ortickému trojahelniku. Na Feuerbachové
kruznici vsak lezi také stiedy stran trojihelniku T. Proto je Feuerbachova
kruznice obrazem kruznice opsané trojahelniku T ve stejnolehlosti se stie-
bachovy kruZnice deviti bodu (tj. kruznice opsané ortickému trojihelniku)
je tedy poloviéni oproti poloméru kruznice opsané danému trojihelniku T.

*) Osami Ghli, resp. vyskami zde budeme rozumét pFimky.
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Obr. 4

2. Posloupnost ortickych trojihelniku

Neni-li sestrojeny orticky trojihelnik A’B’'C’' piislusny danému troj-
uhelniku ABC' pravouhly, lze zkonstruovat jeho orticky trojahelnik atd.
Nesetkame-li se tedy pri postupném sestrojovani dalsich ortickych troj-
thelnikt s trojuhelnikem pravothlym, bude tato posloupnost ortickych
trojuhelnik nekonecna.

Je znamo (viz [1] a [2]), Ze k danému ostroihlému trojihelniku existuje
nekonecnd posloupnost ostrothlych ortickych trojuhelnikd, praveé kdyz je
dany trojahelnik ABC rovnostranny. V tomto ¢lanku bude odvozeno po-
dobné kritérium, aniz bychom se néjakym zptisobem omezovali pouze na
ostrothlé trojuhelniky. Zavedme pro jednoduchost nésledujici oznaceni:
Budiz n dané pfirozené ¢islo. Rekneme, Ze redlné &islo z je tvaru P,
existuje-li celé ¢islo m, které neni délitelné dvéma, takové, ze plati z = 5.

s vow

pro libovolnd prirozend ¢isla i # j. O redlném dCisle, které je tvaru P,, pro
nékteré prirozené n, rekneme, ze je tvaru P.

Daéle dokazeme nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma
a) Neni-li realné ¢islo x tvaru P, pak ani zadné z ¢isel 2z, 7 — 2z, 20 —7
neni tvaru P.
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b)

Je-li redlné ¢islo = tvaru P,, pro urcité prirozené ¢islo n > 1, pak je
kazdé z ¢isel 2z, m — 2x, 2¢ — 7 tvaru P,,_;.

Dikaz.

a)

Dtikaz provedeme sporem. Predpokladajme tedy, Ze x neni tvaru P
a pritom aspon jedno z ¢isel 2z, m — 2x, 2x — 7 je tvaru P,, pro urcité
prirozené n. Bez jmy na obecnosti necht je to napriklad ¢islo 2z.
Pak 1ze toto ¢islo vyjadrit ve tvaru

mm mm
2r = 2—n y tedy Tr = W

a z je proto tvaru P,y1, coz je spor. Zcela analogicky dospéjeme
ke sporu i v ptipadé, Ze je nékteré ze zbyvajicich dvou cisel 7 — 2z
a 2x — 7w tvaru P,,.

Je-li # tvaru P, pro nékteré piirozené ¢islo n > 1, pak je v = 5T,

a tedy

mwm
2z = gn—1’
(27"t —m)
To=
m(m —2"71)
A =

Odtud vidime, Ze uvazovand Cisla jsou skuteéné tvaru P,_; (celd
¢isla m, 271 —m a m — 2”1 nejsou evidentné délitelnd ¢islem 2).

Tim je dokoncen diikaz obou ¢asti lemmatu.

Pomoci vyse zavedené konvence budeme rozlisovat rtizné ,typy“ troja-
helniki nasledujicim zpasobem: Necht n je dané prirozené ¢islo. Jestlize je
alespon jedna z velikosti vnitinich thld v trojihelniku T tvaru P,, a pfitom
z4ddnd neni tvaru P, pro zadné prirozené m < n, fekneme, zZe trojihelnik
T je typu P,. Pokud je trojahelnik T typu P,, pro nékteré pfirozené n,
fekneme (podobné), ze T je typu P.

Snadno nahlédneme, Ze pii takto zavedeném oznaceni je libovolny pra-
vouhly trojahelnik typu P; (a naopak kazdy trojihelnik typu Py je pravo-
uhly).

334
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Uzitim vyse uvedeného lemmatu pro velikosti vnitinich 4hl v trojahel-
niku T a v jeho ortickém trojihelniku T' plyne tvrzeni: Neni-li trojihelnik
T typu P, pak ani trojahelnik T' (ktery zfejmé existuje, protoZze T neni
pravouhly) neni typu P. Opakovanim této Gvahy zjistime, Ze zadny z ¢lent
konstruované posloupnosti ortickych trojihelnikd neni typu P, a tedy ne-
mize byt pravouahly. Jestlize tedy dany trojahelnik neni typu P, pak pii-
slusné posloupnost jeho ortickych trojihelnikt je nekonecné.

Snadno lze také zjistit, ze je-li trojahelnik T typu P, pro nékteré pfi-
rozené n > 1, pak jeho orticky trojuhelnik je typu P,_;. Pokracujeme-li
v konstruovani posloupnosti ortickych trojahelniki dale, k-ty ¢len vzniklé
posloupnosti je typu P,,_, tudiz v pofadi (n — 1)-ni orticky trojahelnik je
typu P1, a tedy pravouhly. Pro dany trojihelnik typu P,, je tedy posloup-
nost ortickych trojahelnikti konecné a ma pravé n — 1 clent.

Zavéry z predchozich dvou odstavci shrnuje nasledujici véta.

Véta

Posloupnost ortickych trojuhelniki je mekonecna, prave kdyZ Zadny
z vnitinich hli daného (vychoziho) trojihelniku nelze zapsat ve tvaru T3t,
kde n je pfFirozené ¢islo a m je liché (prirozené) éislo.

Je-li mozZno velikosti nékterych vnitinich uhli daného trojihelniku za-
psat v uvedeném tvaru, md odpovidagici posloupnost ortickych trojuhelniki
pravé n — 1 clent, kde n je nejmensi z exponentu u c¢isla 2 v prislusnych
zdpisech velikosti jeho vnitrnich uhli.
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Zlaty vrch nad Ceskou Kamenici
aneb funkce v prirodé

PETR EISENMANN
Piirodovédecké fakulta UJEP, Usti nad Labem

Byvaly lom Zlaty vrch nad Liskou u Ceské Kamenice v Severnich Ce-
chéch je tradi¢nim mistem zastaveni pii toulkach na okraji LuZzickych hor.
Lom zde byl zalozen nékdy kolem roku 1870. Cedi¢ové sloupce v ném byly
dokonale vyvinuté a jen malo rozpukané, takze se daly lamat az 6 m dlouhé.
Pro svou velkou odolnost se Gdajné pouzivaly i pfi stavbé morskych hrazi
v Nizozemi. Tézba zde byla definitivné zastavena az v roce 1973, kdy byla
odkryta celd lomové sténa, tvorend az 30 m dlouhymi dokonale vyvinutymi
cedicovymi sloupy. Zlaty vrch je ndrodni pfirodni rezervaci.

Clovék spjaty s matematikou si pfi pohledu na tvar ¢edicovych sloupci
(obr. 1) maZe pomyslet: Pfede mnou zde stoji parametricky systém funkci.
V nésledujicim prispévku se pokusime tyto funkce popsat predpisem. Pied-
pokladat budeme pouze elementarni znalosti ze zdkladu diferencidlniho
poctu funkci jedné redlné proménné.

Nejjednodussi variantou je pouzit k tomu celistvou racionélni funkci,
tedy polynom. Zde by vzhledem ke tvaru cedicovych sloupcid mohl vyho-
vovat jiz polynom tietiho stupné, tedy

y = az® + bz® + cx +d.

Umistéme inflexni bod hledané funkce y (bod, ve kterém se zde funkce
méni z konkdvni na konvexni) do poc¢atku. Z toho plyne podminka

y(0) =0, tedy d=0.
Funkce y musi byt ziejmé rostouci. Jeji derivace
y' = 3azx® 4+ 2bz + ¢

tedy musi byt kladna. Toho mtzeme jednoduse dosdhnout naptiklad vol-
bou koeficientd
b=0,a>0, c>0.
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Témto podminkam vyhovuje i dalsi, nasledujici pozadavek. Potfebujeme
totiz, aby funkce y byla na intervalu (—oo0;0) konkdvni a na intervalu
(0; 00) konvexni. Musi tedy platit

y" =6axz <0 pro viechna redlnd x <0,

y" = 6ax >0 pro viechna readlnd =z >0

Obr. 1

Z obrazku 1 je patrné, ze te¢na ke grafu funkce y v pocatku by méla
s kladnym smérem osy z svirat thel asi 70°. Mélo by tedy priblizné platit

y'(0) = tg 70°.

Volme tedy koeficient ¢ = 3. Na zadkladé provedenych Gvah vypada
predpis hledané funkce y prozatim takto

y = az® + 3z.
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Stanovit hodnotu koeficientu a je vhodné pomoci néjakého programu
umoznujiciho kresleni grafi funkci. Touto cestou jsme pii vyuce na gym-
naziu dospéli pomoci programu Mathematica k hodnoté a = 0,05. Predpis
hledané funkce y je tedy

y = 0,052% + 3.

Poslednim krokem nyni bude vytvofit z této funkce parametricky systém
funkci odpovidajici obrazku 1. Vzhledem k tomu, Ze derivace funkce y
(a tedy i smérnice tefny ke grafu této funkce) je v kazdém bodé vétsi nez
1 (je vétsi nebo rovna t¥em), bude vhodné parametr vlozit do argumentu.
Hledany predpis tedy miize byt

y = 0,05(z +n)® + 3(z + n),

kde n = 0;1; —1;2; —2; 3;... Obrazek graft funkci tohoto parametrického
systému je na obr. 2.

Dalsi moznost, jak zvolit para-
metricky systém popisujici obr. 1,
navrhli pfi experimentalni vyuce
na gymnéaziu sami studenti. Tém
se v zavéru predchozi faze vyba-
vila funkce tangens. Ta totiz bez
dalsich dprav splhuje vSechny
pozadavky kladené na hledanou
funkci. Jedinou nutnou korekci
zde byla tprava hodnoty prvni
derivace v pocatku. V souladu
s predchozim feSenim jsme zvo-
lili prvni derivaci v pocatku rov-
nou 3. Navrzeny predpis tedy byl

y = 3tg(x +n),
kde n = 0;0,1;-0,1;0,2; -0, 2;
0,3; ... Grafy funkci tohoto para-
Obr. 2 Obr. 3 metrického systému jsou znazor-
nény na obr. 3.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 131 a 132, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
¢isle tohoto (16.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 131
V trojihelniku ABC' pii obvyklém oznaceni stran, ahli a vySek plati
rovnost
1 1 1
2@ e

pravé kdyz jeden z Ghla v, |a — ] ma velikost 90°. Dokazte.
Jaromir Simsa
Reseni:

Uvazujme libovolny trojihelnik ABC. Ozna¢me V. patu vysky z vr-
cholu C' ke strané AB. Je-li a < 90°, potom v pravoihlém trojihel-
niku AV.C s pravym thlem pii vrcholu C plati v. = bsina (obr. la).
Pokud je a > 90°, potom v pravothlém trojuhelniku AV,.C plati v. =
= bsin(180° — @) = bsin« (obr. 1b). Pro a = 90° plati rovnéz v. = bsin a.
Proto v libovolném trojahelniku ABC' plati

1  sina
b v
Obdobné ukazeme, ze

1  sing

a v
C

b o b
& &
A B V. A B
Obr. la Obr. 1b
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Rovnost ze zadéani tlohy je tedy ekvivalenti s rovnosti

1 sin? 8 sin’a
5 T
c

(%

kterd je ekvivalentni s rovnosti
1 = sin® o + sin? 3. (1)
Postupnymi tpravami pravé strany vztahu (1) dostaneme déle

sin® a + sin® B = $(1 — cos2a) + (1 — cos2B) =
=1— 1(cos2a + cos2f) = 1 — cos(a + 3) cos(a — 3).

Rovnost (1) je tedy ekvivalenti s rovnosti
cos(a + B) cos(a — B) = 0. (2)

Vzhledem k tomu, Zze « a 3 jsou velikosti vnitinich Ghld v trojihelniku,
je tato rovnost ekvivalentni s jednou ze tii rovnosti a + 3 =90°, a — 3 =
= —90° a a — f = —90°. V prvnim pfipadé plati v = 90°, druhé dva
pripady déavaji |a — 3| = 90°, coz jsme chtéli ukazat.

Jiné teseni (podle Zbyrika Konecného):

Necht V, je pata vysky z vrcholu C ke strané AB. Uvazujme po radé
obrazy A’, V!, B’ bodi A, V,, B v kruhové inverzi podle kruznice se
sttedem v bodé C' a polomérem 1. Potom

1

|CA"| =
a

1 1
cvl|=—, |CB'|=-.
V==, [CBl=3
Protoze body A, V., B lezi v pfimce a piimka CV, je na tuto piimku
kolmé, z vlastnosti uvazované kruhové inverze plyne, ze body A’, V!, B’
a C lezi na kruznici s pramérem CV/ (obr. 2).
Pokud bod V; (tedy i bod V) lezi uvnit¥ Ghlu ACB, je rovnost ze za-

déani podle Pythagorovy véty a vlastnosti Thaletovy kruznice ekvivalentni
s podminkou v = 90°.
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Obr. 2

Necht bod V. nelezi uvnit¥ thlu ACB. Jak rovnost ze zadani ulohy, tak
podminky pro ahly vylucuji, ze by mohl lezet na jeho ramenech. Pfed-
pokladejme, ze tthel CAB je tupy. Oznatme A" bod soumérné sdruzeny
s bodem A podle bodu V.. Plati |CA"| = b. Nyni pata vysky z vrcholu C
ke strané A" B trojahelniku A”BC lezi uvnitf Ghlu A”CB (obr. 3). Rov-
nost ze zadani je tedy ekvivalentni s podminkou, ze thel A"CB je pravy.
Vzhledem k tomu, ze |[ZCA"A| = |[ZCAA"| = 180° — a, je tato podminka
ekvivalentni s rovnosti (180° — a) + 8 = 90°, tedy a — 8 = 90°. V piipadg,
ze tthel CBA je tupy, bychom obdobné ukazali, ze rovnost ze zadani lohy
je ekvivalentni s podminkou 8 — a = 90°.

C

(e} ﬂ
A V. A B

Obr. 3

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Josef Kristan z Plzné, Miroslav Klimos z GMK v Bilovci, Zbynék
Konecnyj, Samuel Riha, Jiri Rihdk, Hana Sormovd a Petr Velan, viichni
z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose a Tomas Princ z WG v Ostravé-Porubé.

Netplné reseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné a Jana Medkovd z G v Brné, Kfenova.
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Uloha 132
Dokazte, ze pro libovolna kladnd redlné cisla a, b, ¢ plati nerovnost

a b c 27
— P
(1r5e) () (rass) 2 5

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

Jaroslav Svrcek
Reseni:
Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem pro
kladné realnd ¢isla b + ¢, ¢+ a, a + b plati

(b+c)+(c+a)+(a+b
3

) > Y aeraath),

pricemz rovnost nastava, pravé kdyz b+ c = c+ a = a + b, tj. pravé kdyz
a = b = c. Tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

(@a+0b+c)
(b+c)(c+a)(a+D)

27
>_7
- 8

kterou snadno upravime na zadany tvar

a b c 27
> —.
<1+b+c> <1+c+a> <1+a+b> - 8

Rovnost zde nastava, praveé kdyz a =b = c.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Josef K¥istan z Plzné, Hana Bendovd z G v Ceské Lipé, Aneka
Faltynkovd z GJS v Pierové, Tomds Jeziorsky, Miroslav Klimos, Vojtéch
Kozdk, Lucie Mohelnikovd, Vit Orava Tomds Racek, a Miroslav Stufka,
véichni z GMK v Bilovci, Jan Kominek, Zbynék Konecny, Samuel Riha,
Jiri Rihdk, Hana Sormovd a Petr Velan, vsichni z G v Brnég, tf. Kpt.
Jarose, Jan Korbel z G v Jihlavé, Jana Medkovd z G v Brné, Kienova
a Tomds Princ z WG v Ostravé-Porubé.

Netplné feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy a Frantisek Jdchim z Vo-
lyné.
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