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D. J. Struik: ,,Nejzdvaznéjsim objevem pripisovanym pythagorejcim bylo
odhaleni iracionality jako nesouméritelnosti usecek. Tento objev byl moznd
vysledkem jejich zdjmu o stiedni geometrickou umérnou a : b = b : ¢, ktera
byla symbolem aristokraticnosti. Co bylo stredni geometrickou umérnou
dvou posvdtnyjch symboli 1 a 2%, viz [2].

Jednim z nejhlubsich vysledkii matematiky antického Recka byl objev,
ze se v matematickych Gvahach mohou vyskytnout délky usecek, které
nelze vyjadrit jako pfirozeny nasobek jednotky délky vzhledem k jiné
usecce, jejiz délka timto zplusobem vyjadrit lze. Tato skutecnost ozna-
covand jako nesoumeéritelnost ukizala — vyjadieno z dnesniho pohledu, ze
v geometrii nevystac¢ime pouze s racionalnimi ¢isly — kromé racionélnich ¢i-
sel je tieba zavést Cisla iraciondlni, jez neni mozno reprezentovat zlomkem
s celociselnym Citatelem a jmenovatelem. Objev nesoumétitelnosti je pripi-
sovan pythagorejské Skole (asi polovina 5. stol. pfed n. 1.), kterd je zndma
svymi dimyslnymi Gvahami o prirozenych ¢islech a jejich pomérech. Histo-
rie matematiky vénovala a dosud vénuje otazce objevu nesouméritelnosti,
jejimu prijeti, vyvoji a zarazeni do systému starovéké recké matematiky
znacnou pozornost, jeji zavéry jsou vSak kvili nedostatku vérohodnych
pramentd do zna¢né miry hypotetické [1]. Nasim cilem je vytézit z téchto
studii prvky, které jsou vyuzitelné ve stfedoskolské matematice.
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Nesoumeéritelnost byla patrné objevena v souvislosti s vypoc¢tem délky
thlopricky c¢tverce. Zndmy diikaz sporem nesouméritelnosti délky strany
a uhlopricky ¢tverce pochdzi z Eukleidovych Zakladd (4. stol. pred n. 1.)
a byva oznacovan jako dikaz typu ,sudé a zaroven liché ¢islo“.

Obr. la Obr. 1b

Obr. 1c

Ptvodni pythagorejskou ivahu o objevu nesouméritelnosti v tomto pii-
padé nezndme, lze se vSak domnivat, ze urceni délky thlopricky ctverce
probihalo obdobné, jak to zachytil Platon ve svém dile ,,Menon*: Sokra-
tes vybizi chlapce — otroka, aby sestrojil ¢tverec s dvojnasobnym obsa-
hem, nez ma dany ¢tverec. Chlapec to zkousi tiikrat. Poprvé zdvojnasobi
stranu daného Ctverce a zjisti z ndkresu, Ze vznikne ¢Ctverec se Ctyrikrat
vétsim obsahem (obr. la). Potom zvétsi stranu daného ¢tverce o polovinu
a opét zjisti, Ze sestrojeny Ctverec ma také vétsi obsah nez dvojnasobek
plvodniho ¢tverce, totiz o ¢tvrtinu obsahu pivodniho ¢tverce (obr. 1b).
Po tteti zvoli jako stranu vysledného ctverce thlopricku daného ctverce
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a z nakresu zjistuje, ze dostane presné Ctverec s dvojnasobnym obsahem
(obr. 1c). Na obrazcich je vychozi ¢tverec narysovan tucné. Sedou barvou
je vyznacena Cast vysledného Ctverce, kterd presahuje pozadavek tlohy.
Délka thlopricky ptivodniho ¢tverce je tedy délka strany ¢tverce s dvojna-
sobnym obsahem. Na to navazuje diikaz, ze délku thlopiicky nelze presné
vypotitat (vyjadfit raciondlnim ¢islem) pomoci délky strany.
Pro délku v Ghlopticky a s strany ¢tverce plati vztah u? = 2s2.
Piedpoklddejme, ze délku u thlopiicky jednotkového Gtverce (s = 1)
lze vyjadrit jako pomér dvou prirozenych ¢isel p a q. Potom plati

uw?="=2, peN, ¢geN

a muzeme navic predpokladat, ze Cisla p, ¢ jsou navzajem nesoudélna. Po
upravé dostaneme

P’ =2¢° (1)

tudiz p? je sudé a tedy rovnéz pje sudé ¢islo, takze i ¢ by mélo byt (vzhle-
dem k predpoklddané nesoudélnosti) liché. Dosadime-li do (1) p = 2m,
kde m € N, dostaneme

2

¢® = 2m?>

takze ¢°> a také ¢ md byt sudé, coz je spor s nesoudélnosti piirozenych
Cisel p a ¢q. Délka thlopficky jednotkového ¢tverce nemuze byt vyjadiena
racionalnim ¢islem [2]. V Eukleidovych Zakladech nachdzime tento dtkaz
v geometrické podobé — jako tvahu o délce u strany ctverce, ktery ma
dvakrat vétsi obsah nez ctverec o strané délky s.

Uvedena tGvaha vede k tomu, ze v podilu délek
thlopricky a strany ctverce lze do nekonecna kra-
tit dvéma. Tento zavér mozno nahlédnout gra-
ficky (obr. 2).

Objev nesouméfitelnosti (fecky — a'Aoyos,-
o' ov' pperoos) je pokladan za pocatek deduk-
tivniho mysleni v fecké matematice, za odklon
od empirie. Je mozné, ze doprovodnym jevem
pro vznik pojmu soumeértitelnosti a jeho negace
byla zkusSenost pti studiu harmonickych souzvu-
kt vzniklych pfi rozeznéni strun ze stejného materidlu, jejichz délky jsou
v poméru malych celych ¢isel, pokus o rozdéleni oktavy podle tméry

Obr. 2
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1:2 =z :2 (geometricky pramér ¢isel 1 a 2), vedl k disharmonii [3]. Stu-
dium tént a zvuku bylo jednou z dilezitych oblasti vyzkumu pythagorejské
skoly. Nesouméritelnost ovsem mohla byt objevena pouze matematickou
(logickou) tvahou, ne pokusné.

Dukaz existence nesouméritelnosti (iracionality) mohl souviset s hleda-
nim nejvétsiho spolecného délitele dvou prirozenym ¢isel (nebo spole¢né
miry dvou veli¢in — délek, obsahii nebo objemt), a tedy s aplikaci Euklei-
dova algoritmu pro nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele dvou ptiroze-
nych ¢isel. Délime-li délku (Rekové uzivali postupné odéitani) thlopiicky u
délkou jeji strany s, dostaneme

E:]__f_
S

Déle pokracujeme tak, ze délime délitele zbytkem, tj.

S 3s — 2u
=2+ .
u—Ss u—S
Avsak
35—2u_u—s
u—s s
nebot
u? = 25>,

Algoritmus je v naSem piipadé nekoneény a vede k nekoneénému fetézo-
vému zlomku

= 2+5° 2+ 5

u 1 1 1
s

Vidime, Ze tento fetézovy zlomek je periodicky. (Je zndmo, Ze pravé kva-
dratické iracionality maji rozvoje v fetézové zlomky periodické.)

Protoze § = V2, dostavame vyjadieni v/2 fetézovym zlomkem, jehoz

prvnf aproximace jsou £, I, 12 ‘4L Uzit{ nekonetného Eukleidova algo-
ritmu pro dikaz nesouméritelnosti neni doloZeno, nicméné Aristarchos ze
Samu a Platon uzili pro pomér délky thlopticky a strany ¢tverce hodnotu
7 :5 a Heron z Alexandrie 17 : 12. K témto aproximacim lze dospét také

jinym zptisobem. Rovnice
u? — 252 =0,
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jak jsme ukézali, nem4 feseni v oboru prirozenych c¢isel. Vzniké tedy pfi-
rozend otazka tykajici se feSeni rovnice

u? —2s% = £1 (2)

v oboru pfirozenych ¢isel. Uzitim principu matematické indukce snadno
dokdzeme, Ze feSenim rovnice (2) je kazda dvojice uy, s, tvaru

uy =1, s =1, Upy1 =28, +Up Sn+1 = Sp + Un.

Odtud opét dostaneme vyse uvedené racionalni aproximace pro v/2. Kdyz
délime obé& strany rovnice (2) vyrazem s2, obdrzime g—i —2 = % Tento tvar
rovnice (2) jiz napovidé, ze ¢im vét3i s zvolime, tim lepsi bude aproximace
¢isla /2.

Zatim jsme se zabyvali predevsim iraciondlnim pomérem délky thlo-
pficky a strany ve ¢tverci. Rekové iikali, ze ,Ghlopficka a strana ¢tverce
neni soumeéritelnd v délce, je vSak souméritelnd ve Ctverci“ — neexistuje
délkova jednotka tak, aby délka strany ctverce a zaroven thlopricka byly
celociselnymi nasobky této jednotky, ale existuje jednotka obsahu tak, ze
obsah ¢tverce nad stranou i thloptickou ¢tverce jsou celociselnymi nasobky
jednotky obsahu.

Naproti tomu Rekové védéli, ze ,soucet hlopiicky a strany neni sou-
méfitelny se stranou ani v délce, ani ve ¢tverci“. Ze neni soucet délky
uhlopricky a strany C¢tverce souméfitelny s délkou strany, je ziejmé, ze
plati také druhé tvrzeni, plyne ihned vypoctem podilu

2
<u+s> _g40. Y
s s

Préavé uvedeny objev nesouméfitelnosti ma tzky vztah k Pythagorové
vété. Prvotni predstava pythagorejské skoly zfejmé byla, ze délky stran ve
vSech pravouhlych trojihelnicich lze vyjadrit vzdy pfirozenymi ¢isly, po-
dobné jako v piipadé pythagorejskych trojihelnikt 3, 4, 5 nebo 5, 12, 13
nebo 8, 15, 17 apod. Tento dojem narusila analyza situace v pravoihlém
rovnoramenném trojihelniku, jeji obdoba se objevila v dalsich pravotuh-
lych trojahelnicich. Kolem roku 410 ptfed n. l. dokazal zak pythagorejcti
Theodoros z Kyrény, ze také délky \/5, \/5, \/f_i, ... atd. az do V17 jsou
vesmeés iraciondlni ¢isla. Nevime ale, jak k tomu dospél, mohl vsak uzit
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obdobu predchozi Gvahy, napt. uvazovat, zda délka tfeti strany v pravo-
thlém trojahelniku s preponou dvakrat delsi nez je jedna z odvésen mize
byt &islo racionélni). Podobné lze dokazat, ze /2 je iracionalni ( Theaitetos
z Athén, 414-369 pied n. 1.). Délka tsecky dan timto ¢islem se objevila pfi
feSeni problému o zdvojeni objemu krychle (tzv. délsky problém), Gsecka
této délky navic neni sestrojitelnad z jednotkové tisecky pouhym pravitkem
a kruzitkem (eukleidovsky), viz [2].

Na zakladé nékterych prament vznikla hypotéza, ze nejdiive byla obje-
vena nesou-méritelnost Gsecek v pravidelném pétithelniku, ktery souvisel
se znakem pythagorejské skoly, viz [4] a [8].

B
B
A
c
F
C
E
D
Obr. 3

Na obr. 3 je zobrazen pravidelny pétithelnik ABCDE. Necht déle
F € ACNBD, AABC ~ ABFC(uu), |AB|=|BC|=|AF],
takze plati
|AC|: |AB| = |BC|: |FC| = |AC|: |AF| =
= [AF|: |FC| = |AB| : (JAC| - [AB]) (3)
To je v8ak zndmy ,pomér zlatého fezu“ (termin zavedl az Leonardo da
Vinei v 15. stol.). Zvolime-li |AB| = 1, pak
1
4| =5 (1+5) (4)
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Nesouméfitelnost Gsecek AC a AB je vidét z (3) na prvy pohled, po-
mér |AC| : |AB| predpokladany v zdkladnim tvaru lze vyjadrit podle (3)
zlomkem s men$im Citatelem a jmenovatelem, coz je spor s predpokla-
dem. Takto lze pokracovat do nekonecna, to 1ze opét nahlédnout graficky,
strana BC je thlopfickou dal§iho pravidelného pétithelniku BB'C'CF
atd. (obr. 3) S vyuzitim Eukleidova algoritmu obdrzime z (3) vyjadieni
|AC| (tj. pomér zlatého fezu) Fetézovym periodickym zlomkem

[AC| _ | JACI—lAB_ 1
- - AC| T 1 -
|AB] 4B fac] L+

Podle této verze si pythagorejci byli védomi, zZe jejich znak obsahuje ta-
jemstvi nesouméritelnosti, které zde bylo o¢ividnéjsi nez ve ¢tverci. (Vsim-
néme si, ze k diikazu nesouméritelnosti timto zptisobem neni zapotiebi Py-
thagorova véta.) Podle legendy byl pythagorejec Hippasos z Metapontu za
prozrazeni tajemstvi nesouméfitelnosti proklet a bohové ho utopili v mofi.
(Podle jiné verze byl pouze vyhostén z kruhu pythagorejcti a byl mu vysta-
ven fiktivni hrob, ale mozna se naplnily néasledné skutky oba.) Byl potres-
tan za to, ze prozradil objev nesouméritelnosti, nebo za to, ze ve ¢tverci
objevil to, co bylo posvatné v pythagorejském znaku?

Pravidelny pétithelnik byl v antice znam jako sténa pravidelného dva-
nactisténu (v tomto tvaru krystalizuji pyrity, které se vyskytuji v Itélii, se-
tkdvame se s nim jiz u Etruskd). Vedle tohoto pravidelného télesa znali py-
thagorejci pravidelny ¢tyfstén, pravidelny Sestistén (krychli) a pravidelny
osmistén. Pravidelny mnohostén je konvexni mnohostén, jehoz vSechny
stény jsou navzdjem shodné pravidelné mnohothelniky a kazdym vrcho-
lem prochézi stejny pocet hran. (Dva shodné pravidelné ¢tyistény ,sle-
pené“ v jedné sténé nevytvoli pravidelny mnohostén!) Naznacime, jak
lze ,objevit“ vSechny pravidelné mnohostény. Z kazdého vrcholu pravidel-
ného mnohosténu vychazi stejny pocet m hran a kazda sténa je pravidelny
n-thelnik (n > 3, m > 3).

Velikost vnitiniho Ghlu jeho stény je

—2)-180°
w<3600

Kazdy vrchol mnohosténu je spolecnym vrcholem m #hld této velikosti
a jejich soucet je mensi nez 360°. Dostaneme tak nerovnici

— 2)-180°
Mdﬁoo
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a po snadné tpraveé tedy
(m—2)(n—-2)<4 (5)
V oboru pfirozenych ¢isel za dané podminky fesi nerovnici (5) pravé pét
dvojic:
[3,3], [3,4], [4,3], [3,5], [5,3]

Oznacime-li pocet vrcholt pravidelného mnohosténu v, pocet jeho stén s
a pocet jeho hran h, mame

vm = 2h, sn = 2h. (6)
V kazdém konvexnim mnohosténu pritom plati znamy Eulerav vztah
stv=h+2 (7)

Pomoci feSeni nerovnice (5) a déle vyuZitim vztaht (6) a (7) mdZeme
sestavit tabulku

m n v s h

3 3 4 4 6 pravidelny Ctyfstén

3 4 8 6 12 pravidelny Sestistén (krychle)
4 3 6 8 12 pravidelny osmistén

3 ) 20 12 30 pravidelny dvanactistén

5 3 12 20 30 pravidelny dvacetistén

Vsech pét typl pravidelnych mnohosténd existuje (pythagorejci znali
jen Ctyfi) a jsou analyzovany v Eukleidovych Zakladech, platonskd filozofie
pripisovala tvaru atomi zékladnich zivli tvar pravidelnych mnohostént :
Ctyrstén — ohni, dvacetistén — vodé, osmistén — vzduchu, krychle — zemi,
dvanéctistén — vesmiru, viz napt. [6].

Pravidelny pétithelnik ABCDE lze sestrojit eukleidovsky. Uzitim (4)
a Pythagorovy véty (obr. 4) — podle Herona z Alexandrie v 1. stol. n. 1. —
sestrojime thlopficku AC'. Jestlize

1
|AB| =1, |BG| = |CG| = 3, pak|AG| = ? AC| = 5 (1+5).

1
2
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Obr. 4

Znédma je konstrukce pravidelného pétithelniku z poloméru opsané
kruznice (Claudius Ptolemaios, 2. stol. n. 1.), zptisobt v8ak existuje vice,
viz [7]. Z soucasného pohledu se jednd o feSeni binomické rovnice

P —-1=0 (8)
v oboru komplexnich ¢isel. Kofeny této rovnice odpovidajici vrcholtim pra-
videlného pétu’lhelniku Al, AQ, A3, A4, A5 (obr. 5)

Jeden kofen rovnice (8) je z; = 1. Délime-li levou stranu rovnice (8)

kotfenovym ¢initelem (dvojélenem) & — 1, dostaneme
4?2’ +r4+1=0
a po upravé pak dostaneme rovnici

, 1 1
©+ S +r+-+1=0. (9)
T T

4s

Obr. 5
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Zavedenim substituce 1
y=x+ —
T

prejdeme ke kvadratické rovnici
v 4+y—1=0. (10)

Jeji kofeny jsou
_-1xV5
= T.

Pomoci tohoto vysledku jiz uréime kofen zo rovnice (8), ktery odpovida
vrcholu Ay uvazovaného pravidelného pétithelniku. Plati

C —1+V54iV10+2V5
- . :

Y12

€2

a dale
5-5
5

|A1As| = |21 — 22| =
Geometrickd konstrukce délky tsecky je pripomenuta na obr. 5.
|SA1| =1, M € SA;, [MS|=|MA,|,|]MN|=|MP|, |PN|=|A1A42]|.

Ctenafi ponechévédme diikaz toho, ze kladny koten rovnice (10) je dél-
kou strany Bj Bs pravidelného desetitihelniku (vepsaného do jednotkové
kruznice), ze |B1Bz| = |PS|. Lze jej mj. najit napt. v [9]. Déle lze také
ukézat, ze v tomto pripadé plati pro délky stran pravidelného Sesti, deseti
a pétithelniku zajimavy vztah

d(23 + d%O = d%:

ktery znal jiz Euklides.
(Navod: Uzijte pocetné i graficky soucet komplexnich ¢isel xo + 5.)

Geometricka klasifikace druhych odmocnin a ,,druhych odmocnin z dru-
hych odmocnin® je uvedena v Euklidovych Zakladech a je pripisovana
zminénému Theaitetovi z Athén, ktery také studoval paty z pravidelnych
mnohosténti — pravidelny dvacetistén [6].
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Co, proc¢ a jak ve skolské matematice V

RUZENA BLAZKOVA
Pedagogicka fakulta MU, Brno

Cela ¢isla, zejména zaporna

S pfirozenymi ¢isly a s nulou déti pocitaji jiz od prvniho stupné zakladni
$koly, avak zavedeni zédpornych ¢isel se realizuje az na druhém stupni ZS,
zpravidla v sedmém roc¢niku. Tak, jak bylo problematické pochopeni za-
porného ¢isla v historii, tak se miizeme setkat s problémy pri pocitani se
zapornymi ¢isly i u nékterych zakid. Z historického hlediska lidé pocitali
daleko drive s kladnymi zlomky nez se zadpornymi cisly. Pocitani se za-
pornymi Cisly se vSak vyvijelo mnohem obtiznéji nez pocitani se zlomky
a vyvoj trval vice nez tisic let.

Prvni naznaky lze najit u Diofanta z Alexandrie, ktery sice zapornd Cisla
neznal, ale jeho pocetni vyrazy se skladaji z tzv. ,pricitanych“ jako ¢isel
pridavanych a ,od¢itanych® jako ¢isel odebiranych. Daleko lepsi predstavu
o zapornych ¢islech méli ¢insti a indiéti matematikové. V Ciné se pii evi-
denci majetkd a dluht vyskytla potieba zapisovat kladna a zaporna ¢isla

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 203



jako samostatné objekty a pouzivali k zapisu dvé barvy (k oznaceni ¢isel
kladnych barvu ¢ervenou a k oznaceni zdpornych ¢isel barvu ¢ernou) —
Matematika v deviti knihéch (1. stoleti). V Indii vychézi pfedstava zapor-
nych ¢isel rovnéz z Gcetnictvi a zaporna ¢isla jsou zapisovana s teckou nad
nimi umisténou. Indi¢ti matematikové, zejména Brahmagupta a Bhaskara
(7. stoleti), prekracuji rdmec vazby na konkrétni predstavy celych ¢isel
a formuluji pomérné presnd pravidla pro pocitani se zapornymi ¢isly.

V Evropé se predstavy zdpornych cisel zpoc¢atku spojovaly s predstavou
aktiva a dluhu, avsSak jesté v 17. a 18. stoleti nékteri matematikové popi-
rali objektivnost existence zaporné veliciny. Vyskytly se rizné paradoxy
spojené s pocitanim se zdpornymi Cisly, které vychazely z predstav pred-
métnych, problémy pfindsely zdporné koteny alebraickych rovnic. Reseni
riznych paradox® a zejména pak nové podnéty, které prinesla geomet-
rie (René Descartes — zaporné souradnice v analytické geometrii) a fyzika
(Isaac Newton — zéporné zrychleni) pfispély k hlubs§imu studiu ¢isel zé-
pornych. Leonhard Euler chipal zapornd mnozstvi jako redlnd a uvadél,
ze je vzdy mozno ukazat, co predstavuji. Pochopil, Ze mnozina realnych
Cisel je jedinou strukturou a vymezil jeji zdkonitosti. Axiomatické vybu-
dovani aritmetiky v 19. stoleti pak pfineslo vyfeseni problému existence
¢isel zapornych.

V algebre se rozsitovani ¢iselnych oborid opird o izomorfismus struktur
(v nové vytvorené struktuie musi existovat vlastni ¢ast, kterd je izomorfni
s pivodnim oborem). Vlastni konstrukce se nazyva izomorfnim vnofenim
napf. pologrupy vsech pfirozenych ¢isel do grupy vsech celych cisel. Roz-
Siteni polookruhu vSech pfirozenych ¢isel na obor integrity vSech celych
Cisel se tedy provadi pomoci vnofovani jednotlivych algebraickych struk-
tur. Pomoci usporddanych dvojic pfirozenych ¢isel se definuje urcita relace
mezi usporadanymi dvojicemi. O této relaci je mozno dokézat, ze je re-
laci ekvivalence, kterd rozkldda mnozinu vSech prirozenych ¢isel na tiidy
navzajem ekvivalentnich usporadanych dvojic a tyto tiidy jsou cela ¢isla.
Poté se definuje usporadani, soucet, soucin celych cisel.

S jakymi predstavami zapornych cisel se setkdvaji déti na zakladni
Skole? Nejcast&jsi (jiz na prvnim stupni ZS) je méfeni teplot nad nulou
i pod nulou, ve vytahu se mohou setkat s oznacenim dolnich podlazi pod
prizemim, v soutézich oznacuji kladné a zaporné body, na vodni hladiné se
mohou setkat s oznacenim pod normadlem a nad normélem. V déjepise se
zaci setkdvaji s oznacenim rokl pred nasim letopoctem, v zemépise s ozna-
¢enim prohlubni pod hladinou mofe, v biologii se mohou setkat s rozmezim
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teplot, ve kterych mohou zit riizni Zivocichové a rostliny. Pti poskytovni
uvéra se setkaji s formou dluhu. Setkaji se také se situaci, kdy maji odecist
vétsi ¢islo od mensiho a mnoho déti jiz na prvnim stupni dokaze tento roz-
dil vypocitat. Podnéty v bézném Zivoté jsou rozmanité a je vhodné vyuzit
vSech, které déti oslovi.

Vsechny modely zapornych ¢isel z redlného zivota mizeme vyjadiit bud
jako zaporna mnozstvi (dluhy, chybéjici prvky) nebo jako zaporné adaje na
stupnicich (teplomér, ¢asova piimka, ¢iselnd osa) nebo jako vysledky ope-
raci (odebirani, od¢itani, pohyb zpét). Z didaktického hlediska je toto téma
pomeérné narocné a je tieba poskytnout détem dostatek ¢asu a jim blizké
modely, na nichz zdporna ¢isla a pocitani s nimi 1épe pochopi. Téma miize
vést také k formalismu ve vyuce, nebot pouhé mechanické uplathovani
riznych poucek bez patficného pochopeni nevytvari potiebné poznatky.
Nezvlddnuti tématu se projevi pozdéji, pii pocitani se zavorkami v ¢i-
selnych a algebraickych vyrazech, Gpravach algebraickych vyrazt, reSeni
rovnic apod.

V ramci numerace se déti seznamuji se zapornym c¢islem a je dobré
vyuzit vSech dostupnych modeld, které déti nejlépe pochopi. Zde je tieba
poukézat na dalsi vyznam znaménka ,,—“. Doposud se s nim déti setkavaly
jako s oznacenim operace od¢itdni, nyni se uziva k oznaceni zadporného
¢isla. Zaci se naudi celd ¢isla zapisovat a &ist, znazoriovat je na ¢iselné
ose. Soucasneé se zndzoriovanim celych ¢isel na ciselné ose se objevi pojem
¢isla opacného k danému cislu a dalsi, jiz tfeti vyznam znaménka ,,—*
k oznaceni ¢isla opa¢ného k danému ¢islu. Opacné ¢islo k ¢islu 8 je —8,
opatné ¢islo k ¢islu —8 je —(—8), coz je +8. Zde nachazime podstatu
mnemotechnické pomicky, kterou zaci ¢asto pouzivaji: ,minus a minus
déava plus“. Znaménko ,—“ ma tedy tii vyznamy

e slouzi jako symbol k oznaceni operace odc¢itani,
e oznaceni cisla zaporného,
e oznaceni opac¢ného ¢isla k danému cislu.

Znézornovani celého ¢isla na ¢iselné ose a ¢isla k nému opac¢ného vytvari
predpoklady ke geometrickému chapani vyznamu absolutni hodnoty celého
Cisla. Zde je tieba zdtraznit, ze absolutni hodnota celého c¢isla je celé
nezaporné Cislo, pro néz plati:

Jestlize a > 0, pak |a| = a. Jestlize a = 0, pak |a|] = 0. Jestlize a < 0, pak
|a| = —a, pfitom —a je ¢islo kladné, nebot je to opa¢né ¢islo k zadpornému
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¢islu a. Velikost Gsecky na ciselné ose s krajnimi body 0 a obraz prislusného
¢isla je geometrickd interpretace absolutni hodnoty.

Provnavani celych ¢isel

Porovnévani ¢isel celych vychéazi z porovnévéni ¢isel prirozenych. Na
prvnim stupni déti porovnavaji pfirozend ¢isla bud pomoci zobrazeni, tj.
ve skupindch, které maji malo (napf. méné nez dvacet) prvki, vytvaieji
dvojice a rozhoduji, kde je vice, stejné nebo méné prvki a na tomto za-
kladé provnavaji ¢isla pfirozena. Déale porovnavaji prirozend ¢isla pomoci
zapisu Cisel v desitkové soustavé, kdy porovnéavaji pocet jednotek prislus-
ného radu. K porovnavani prirozenych ¢isel vyuzivaji také ciselnou osu.
Ze dvou cisel na c¢iselné ose je vétsi to, jehoz obraz je vic vpravo. U za-
pornych cisel je situace slozitéjsi, protoze napt. —50 < —20, ale kdyz déti
chapou nespravné interpretaci zaporného ¢isla, mysli si, ze dluh 50 K¢ je
vétsi nez dluh 20 K¢, pak porovnaji —50 > —20. Navic, kdyz se déti nauci
porovnavat prirozend ¢isla na ¢iselné ose pomoci vzdalenosti od pocatku
Ciselné osy (,,¢islo 50 je vétsi nez 20, protoze je dal od nuly“), maji potom
problémy s porovnavanim ¢isel zapornych. Pti porovnavani celych ¢isel je
tieba vychézet ze spravnych interpretaci (napf. porovnavat teplotu, niko-
liv ,zimu® apod.) a spravné ilustrovat porovnavani na ¢iselné ose - ze dvou
celych ¢isel zndzornénych na ciselné ose je vétsi to, jehoz obraz je vpravo
od obrazu druhého ¢isla. Z toho pak vyvozuji nasledujici zavéry:

e kazdé kladné cislo je vétsi nez nula,
o kazdé zaporné Cislo je mensi nez nula,
e kazdé kladné cislo je vétsi nez cislo zadporné.

Séitani a odéitani celych éisel

S¢itani celych ¢isel je v matematice definovano pomoci séitani uspora-
danych dvojic prirozenych cisel, které reprezentuji c¢isla celd. Kazdé celé
Cislo 1ze totiz zapsat jako rozdil dvou p¥irozenych ¢isel a, b, tj. (a,b) = a—b.
Plati tedy

(a,b) + (¢, d) = (a+¢,b+d).

Ve 8kolské matematice se vychézi z konkrétnich predstav (nejcastéji

dluh, aktivum) a postupné se vyvozuji jednotlivé spoje, které se zobectuji,

napf. nasledujicim zptisobem:
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e 5+3=28

e 5+3=-2

e 5+ (-3)=2

e (-5)+(-3)=-8

Znézornéni je mozno provadét bud na ¢iselné ose, nebo se pomoci ¢iselné
osy ilustruje pohyb pomoci krokti doprava nebo doleva, nebo se pouzivaji
knofliky bilé (k oznaceni ¢isla kladného) a ¢erné (k oznaceni ¢isla zapor-
ného), nebo krouzky s oznafenim ,+* a ,—“, kdy je mozno vyuzit aktiva
a tbytku, nebo se pracuje s absolutnimi hodnotami celych ¢isel, viz obr. 1.
Se vSemi témito moznostmi znazornéni s¢itani se mizeme setkat v riznych
fadach ucebnic matematiky pro zakladni skoly.

+3
5+3
m 00000 [eReNe}
8-7-6-5-4-3-2-1012345267829
+3

(-5)+3 /—\‘

[oXoXe)
8-76-5-4-32-10123456789
5+(-3) O

0000
8 -7 6-5-4-32-1012345¢6718%9 °*°°
(-5)+(-3)

/\ + (_3)

8-7-6-54-3-2-1012345267829

Obr. 1

Vlastnosti operace s¢itani celych cisel, kterymi jsou komutativnost sci-
tani (zdména s¢itancl), asociativnost s¢itani, (sdruzovani s¢itanci), exis-
tence neutralniho prvku (pfic¢itani nuly) a existence inverzniho prvku ke
kazdému prvku (¢islo opacné) se uvadéji prubézné a na zavér se shrnou
naprtiklad v tabulce.

Odcitani je inverzni operci ke séitani, takze pokud pro celd &isla a,
b, cplati a + b = ¢, pak ¢ — b = a a také ¢ — a = b. Jestlize napft.
(=3) + (—5) = -8, pak (—8) — (—5) = (—3) a také (—8) — (—3) = (-5).
Odcitani se rovnéz nejdrive odvozuje pro jednoduché pripady a poté se
zobecnuje. Jedna se o priklady typu:
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e 5—-3=2,

e (-5)—3=-8,

e (-3)—5=-8,

e 5—(-3) =8,

e 3—(-5) =38,

o (=5)—(=3)=-2
° (-3)—(-5)=2

Nékteré priklady odcitani lze zndzornit pomoci aktiva a dluhu, vSechny
pak pomoci ¢iselné osy nebo s vyuzitim absolutnich hodnot celych ¢isel
(obr. 2).

5-3
-3
'/\ cogpe

8-7-6-5-4-3-2-101234567289
(-5)-3

-3

%-7-6-54-3-2-1012345267289
-3)-5

PN

8-7-6-5-4-3-2-101234567 89

5-(-3) - (-3}/—\‘

8-7-6-5-4-3-2-1201234567 89

TN

8-7-6-5-4-3-2-101234526789

(-5)-(-3) N -3

8-7-6-5-4-3-2-1201234567 89

D )

8-7-6-54-3-2-1012345 67389

3-(-5)

Obr. 2
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Velmi uzitecné je poukézat ve vyuce na souvislost scitdni a odéitani
na konkrétnich piikladech a dat tak podklad vétam: Odedcist celé ¢islo
znamend pricist ¢islo opacné. Pricist dané celé ¢islo znamend odecist ¢islo
opacné.

5—-3=5+(-3), 5—(-3)=5+3 atd.

Rizné mnemotechnické pomtcky a ,znaménkova pravidla“ mohou nékte-
rym zaktm prinést prehled a pomtcku k pocitani. Pro déti, které maji
problémy s paméti, mohou byt zavadéjici a nékdy se jim pletou. Poté, co
se nauci celd ¢isla ndsobit, maji nékteri zaci ve znaménkach zmatek. Kazda
pamétova pomicka by se vzdy méla opirat o fadné odvozeni.

K procvic¢ovani operaci s¢itani a od¢itani celych cisel le vyuzit jednak
série prikladt z ucebnic, jednak rtiznych didaktickych her, jako jsou lota,
domina, kiizovka se samokontrolou, magické ctverce, rizné tabulky apod.
Je mozno vyuzit i pohybovych her, ve kterych se vyhledavaji dvojice se
stejnym vysledkem danych operaci nebo se mohou vytvaret skupiny zak,
ktefi maji po vypoctu svych raznych prikladid stejny vysledek apod.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 129 a 130, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lonského (15.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 129
V oboru pfirozenych ¢isel feste soustavu rovnic

D(z,y) =D(z + 3,y +3),
n(z+3,y+3) =2-n(z,y),

kde D(z,y), n(z,y) zna¢i nejvétsiho spoleéného délitele, resp. nejmensi
spole¢ny nasobek pfirozenych Cisel = a y.
Jaroslav Svrcek
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Reseni:

Pro vSechna pfirozend ¢isla a, b plati ab = D(a, b) - n(a, b).

Podle zadani pak dostaneme
2zy =2-D(z,y) n(z,y) =D(z+3,y+3) n(z+3,y+3) = (z+3)(y +3).
Rovnici 2zy = (z + 3)(y + 3) upravime na tvar

(z—-3)(y—3) =18 (1)

Protoze = a y jsou prirozena ¢isla, jsou s ohledem na mozné rozklady ¢isla
18 v soucin dvou celych ¢isel nutné také xr—3 a y—3 prirozena ¢isla. VSechny
vyhovujici rozklady c¢isla 18 na soucin Ciniteld z oboru pfirozenych cisel
a jim odpovidajici feSeni rovnice (1) zapiSeme do tabulky.

z—3 1 2 3 6 9 18
y—3 18 9 6 3 2 1
T 4 5 6 9 12 21
y 21 12 9 6 5 4

Zkouskou snadno ovéiime, Ze vSechna FeSeni (x,y) dané soustavy jsou

(4;21), (5:12), (6;9), (9;6), (12;5), (21;4).

Spravné teSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan, Miloslav
Hiibsch z Prahy 5, Zdenék Komiatik ze Zrule, Jozef Mészaros z Jelky, Viadimir Pavel
z Blovic, Anezka Faltynkovd z GJS v Pierové, Miloslav Holik, Tomas$ Jeziorsky, Miroslav
Klimos, Lucie Mohelnikovd, Vit Orava a Miroslav Stufka, vichni z GMK v Bilovci,
Jan Kominek, Zbynék Konecny, Samuel Riha, Jiri Rihdk, Hana Sormovd a Petr Velan,
v8ichni z G Brno, t¥. Kpt. JaroSe, Jan Korbel z G v Jihlavé, Lukds Malina z GChD
v Praze, Jana Medkovd z G v Brné, Krenova, Tomas Princ z WG v Ostravé-Porubé
a Lenka Slavikovd z G v Mnichové Hradisti.

Neuplné FeSeni zaslal Frantisek Jachim z Volyné a Jitka Novotnd z GMK v Bilovci.

Uloha 130
Je dana tsecka AB s vnitinim bodem C. Urcete mnozinu v8ech bodi D
takovych, ze polomér kruznice opsané trojihelniku BC'D je dvakrat vétsi
nez polomér kruznice opsané trojihelniku ACD.
Jaroslav Zhouf
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Reseni:

Uvazujme libovolny trojihelnik s polomérem r kruznice jemu opsané.
Necht a, b, ¢ znadi velikosti jeho stran a «, 3, v velikosti odpovidajicich
vnittnich Ghli. Potom plati

a b c

sina  sinf - sin vy -
Pro poloméry r; a ry kruznic opsanych po tadé trojuhelnikim ACD
a BCD plati na zakladé vyse uvedeného vztahu

___|AD| ___IBD]
" T 9%in|ZACD]” " T 2sin|ZBCD|
Protoze sin |ZBCD| = sin|£ZACD|, hledame body D s vlastnosti
1 _r _ |AD| 2sin|[/BCD| _ |AD|
2 ry 2sin|ZACD| |BD| ~ |BD|’

“ -, " . . . ,|AX .
Ponévadz mnozinou vSech bod X roviny, pro néz plati ﬁ = %, je Apol-

loniova kruZnice, lezi bod D nutné na této kruZnici. Uvazovand Apolloni-
ova kruznice k je sestrojena nad primérem EF', kde bod E je bodem
useCky AB, pro ktery plati % = %, a bod F' je bodem polopirimky
opatné k polopfimce AB, pro ktery plati % = %

D

Naopak, kazdy bod D, ktery lezi na této (Apolloniové) kruznici k a sou-
Casné nelezi na pfimce AB mé danou vlastnost.

Spravné teSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jozef
Meészaros z Jelky, Viadimir Pavel z Blovic, Zbynék Konecny z G Brno, t¥. Kpt. JaroSe,

Lukds Malina z GChD v Praze, Jana Medkovd z G v Brné, Kienova, Jitka Novotnd
z GMK v Bilovci a Lenka Slavikova z G v Mnichové Hradisti.

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 211



