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D� J� Struik� �Nejz�va�n�j��m objevem p�ipisovan�m pythagorejc�m bylo
odhalen� iracionality jako nesoum��itelnosti �se	ek
 Tento objev byl mo�n�
v�sledkem jejich z�jmu o st�edn� geometrickou �m�rnou a � b � b � c
 kter�
byla symbolem aristokrati	nosti
 Co bylo st�edn� geometrickou �m�rnou
dvou posv�tn�ch symbol� � a ���� viz ����

Jedn�m z nejhlub	�ch v
sledk� matematiky antick�ho 
ecka byl objev�
�e se v matematick
ch �vah�ch mohou vyskytnout d�lky �se�ek� kter�
nelze vyj�d�it jako p�irozen
 n�sobek jednotky d�lky vzhledem k jin�
�se�ce� jej�� d�lka t�mto zp�sobem vyj�d�it lze� Tato skute�nost ozna�
�ovan� jako nesoum��itelnost uk�zala � vyj�d�eno z dne	n�ho pohledu� �e
v geometrii nevysta��me pouze s racion�ln�mi ��sly � krom� racion�ln�ch ���
sel je t�eba zav�st ��sla iracion�ln�� je� nen� mo�no reprezentovat zlomkem
s celo��seln
m �itatelem a jmenovatelem� Objev nesoum��itelnosti je p�ipi�
sov�n pythagorejsk� 	kole �asi polovina �� stol� p�ed n� l��� kter� je zn�ma
sv
mi d�mysln
mi �vahami o p�irozen
ch ��slech a jejich pom�rech� Histo�
rie matematiky v�novala a dosud v�nuje ot�zce objevu nesoum��itelnosti�
jej�mu p�ijet�� v
voji a za�azen� do syst�mu starov�k� �eck� matematiky
zna�nou pozornost� jej� z�v�ry jsou v	ak kv�li nedostatku v�rohodn
ch
pramen� do zna�n� m�ry hypotetick� ���� Na	�m c�lem je vyt��it z t�chto
studi� prvky� kter� jsou vyu�iteln� ve st�edo	kolsk� matematice�
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Nesoum��itelnost byla patrn� objevena v souvislosti s v
po�tem d�lky
�hlop���ky �tverce� Zn�m
 d�kaz sporem nesoum��itelnosti d�lky strany
a �hlop���ky �tverce poch�z� z Eukleidov
ch Z�klad� ��� stol� p�ed n� l��
a b
v� ozna�ov�n jako d�kaz typu �sud� a z�rove� lich� ��slo��

��������
Obr� �a Obr� �b

���
������

Obr� �c

P�vodn� pythagorejskou �vahu o objevu nesoum��itelnosti v tomto p���
pad� nezn�me� lze se v	ak domn�vat� �e ur�en� d�lky �hlop���ky �tverce
prob�halo obdobn�� jak to zachytil Platon ve sv�m d�le �Menon�� Sokra�
tes vyb�z� chlapce � otroka� aby sestrojil �tverec s dvojn�sobn
m obsa�
hem� ne� m� dan
 �tverec� Chlapec to zkou	� t�ikr�t� Poprv� zdvojn�sob�
stranu dan�ho �tverce a zjist� z n�kresu� �e vznikne �tverec se �ty�ikr�t
v�t	�m obsahem �obr� �a�� Potom zv�t	� stranu dan�ho �tverce o polovinu
a op�t zjist�� �e sestrojen
 �tverec m� tak� v�t	� obsah ne� dvojn�sobek
p�vodn�ho �tverce� toti� o �tvrtinu obsahu p�vodn�ho �tverce �obr� �b��
Po t�et� zvol� jako stranu v
sledn�ho �tverce �hlop���ku dan�ho �tverce
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a z n�kresu zji	�uje� �e dostane p�esn� �tverec s dvojn�sobn
m obsahem
�obr� �c�� Na obr�zc�ch je v
choz� �tverec nar
sov�n tu�n�� �edou barvou
je vyzna�ena ��st v
sledn�ho �tverce� kter� p�esahuje po�adavek �lohy�
D�lka �hlop���ky p�vodn�ho �tverce je tedy d�lka strany �tverce s dvojn��
sobn
m obsahem� Na to navazuje d�kaz� �e d�lku �hlop���ky nelze p�esn�
vypo��tat �vyj�d�it racion�ln�m ��slem� pomoc� d�lky strany�
Pro d�lku u �hlop���ky a s strany �tverce plat� vztah u�  �s��
P�edpokl�dejme� �e d�lku u �hlop���ky jednotkov�ho �tverce �s  ��

lze vyj�d�it jako pom�r dvou p�irozen
ch ��sel p a q� Potom plat�

u�  
p�

q�
 �� p � N � q � N

a m��eme nav�c p�edpokl�dat� �e ��sla p� q jsou navz�jem nesoud�ln�� Po
�prav� dostaneme

p�  �q� ���

tud�� p� je sud� a tedy rovn�� pje sud� ��slo� tak�e i q by m�lo b
t �vzhle�
dem k p�edpokl�dan� nesoud�lnosti� lich�� Dosad�me�li do ��� p  �m�
kde m � N � dostaneme

q�  �m�

tak�e q� a tak� q m� b
t sud�� co� je spor s nesoud�lnost� p�irozen
ch
��sel p a q� D�lka �hlop���ky jednotkov�ho �tverce nem��e b
t vyj�d�ena
racion�ln�m ��slem ���� V Eukleidov
ch Z�kladech nach�z�me tento d�kaz
v geometrick� podob� � jako �vahu o d�lce u strany �tverce� kter
 m�
dvakr�t v�t	� obsah ne� �tverec o stran� d�lky s�

����
Obr� �

Uveden� �vaha vede k tomu� �e v pod�lu d�lek
�hlop���ky a strany �tverce lze do nekone�na kr��
tit dv�ma� Tento z�v�r mo�no nahl�dnout gra�
!cky �obr� ���
Objev nesoum��itelnosti ��ecky � ���o�o� ��

��������	
o�� je pokl�d�n za po��tek deduk�
tivn�ho my	len� v �eck� matematice� za odklon
od empirie� Je mo�n�� �e doprovodn
m jevem
pro vznik pojmu soum��itelnosti a jeho negace
byla zku	enost p�i studiu harmonick
ch souzvu�
k� vznikl
ch p�i rozezn�n� strun ze stejn�ho materi�lu� jejich� d�lky jsou
v pom�ru mal
ch cel
ch ��sel� pokus o rozd�len� okt�vy podle �m�ry
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� � x  x � � �geometrick
 pr�m�r ��sel � a ��� vedl k disharmonii ���� Stu�
dium t"n� a zvuku bylo jednou z d�le�it
ch oblast� v
zkumu pythagorejsk�
	koly� Nesoum��itelnost ov	em mohla b
t objevena pouze matematickou
�logickou� �vahou� ne pokusn��
D�kaz existence nesoum��itelnosti �iracionality� mohl souviset s hled��

n�m nejv�t	�ho spole�n�ho d�litele dvou p�irozen
m ��sel �nebo spole�n�
m�ry dvou veli�in � d�lek� obsah� nebo objem��� a tedy s aplikac� Euklei�
dova algoritmu pro nalezen� nejv�t	�ho spole�n�ho d�litele dvou p�iroze�
n
ch ��sel� D�l�me�li d�lku �
ekov� u��vali postupn� od��t�n�� �hlop���ky u
d�lkou jej� strany s� dostaneme

u

s
 � #

u� s

s
�

D�le pokra�ujeme tak� �e d�l�me d�litele zbytkem� tj�

s

u� s
 � #

�s� �u
u� s

�

Av	ak
�s� �u
u� s

 
u� s

s
�

nebo�
u�  �s��

Algoritmus je v na	em p��pad� nekone�n
 a vede k nekone�n�mu �et�zo�
v�mu zlomku

u

s
 � #

�
s

u�s

 � #
�

� # u�s
s

 � #
�

� # �

�����

Vid�me� �e tento �et�zov
 zlomek je periodick
� �Je zn�mo� �e pr�v� kva�
dratick� iracionality maj� rozvoje v �et�zov� zlomky periodick���
Proto�e u

s
 
p
�� dost�v�me vyj�d�en�

p
� �et�zov
m zlomkem� jeho�

prvn� aproximace jsou �

�
� �
�
� ��
��
� ��
��

� � � U�it� nekone�n�ho Eukleidova algo�
ritmu pro d�kaz nesoum��itelnosti nen� dolo�eno� nicm�n� Aristarchos ze
Samu a Platon u�ili pro pom�r d�lky �hlop���ky a strany �tverce hodnotu
$ � � a Heron z Alexandrie �$ � ��� K t�mto aproximac�m lze dosp�t tak�
jin
m zp�sobem� Rovnice

u� � �s�  %�
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jak jsme uk�zali� nem� �e	en� v oboru p�irozen
ch ��sel� Vznik� tedy p�i�
rozen� ot�zka t
kaj�c� se �e	en� rovnice

u� � �s�  �� ���

v oboru p�irozen
ch ��sel� U�it�m principu matematick� indukce snadno
dok��eme� �e �e	en�m rovnice ��� je ka�d� dvojice un� sn tvaru

u�  �� s�  �� un��  �sn # un sn��  sn # un�

Odtud op�t dostaneme v
	e uveden� racion�ln� aproximace pro
p
�� Kdy�

d�l�me ob� strany rovnice ��� v
razem s�� obdr��me u�

s�
��  �

s�
� Tento tvar

rovnice ��� ji� napov�d�� �e ��m v�t	� s zvol�me� t�m lep	� bude aproximace
��sla

p
��

Zat�m jsme se zab
vali p�edev	�m iracion�ln�m pom�rem d�lky �hlo�
p���ky a strany ve �tverci� 
ekov� ��kali� �e ��hlop���ka a strana �tverce
nen� soum��iteln� v d�lce� je v	ak soum��iteln� ve �tverci� � neexistuje
d�lkov� jednotka tak� aby d�lka strany �tverce a z�rove� �hlop���ka byly
celo��seln
mi n�sobky t�to jednotky� ale existuje jednotka obsahu tak� �e
obsah �tverce nad stranou i �hlop���kou �tverce jsou celo��seln
mi n�sobky
jednotky obsahu�
Naproti tomu 
ekov� v�d�li� �e �sou�et �hlop���ky a strany nen� sou�

m��iteln
 se stranou ani v d�lce� ani ve �tverci�� 'e nen� sou�et d�lky
�hlop���ky a strany �tverce soum��iteln
 s d�lkou strany� je z�ejm�� �e
plat� tak� druh� tvrzen�� plyne ihned v
po�tem pod�lu

�
u# s

s

��

 � # � � u
s

Pr�v� uveden
 objev nesoum��itelnosti m� �zk
 vztah k Pythagorov�
v�t�� Prvotn� p�edstava pythagorejsk� 	koly z�ejm� byla� �e d�lky stran ve
v	ech pravo�hl
ch troj�heln�c�ch lze vyj�d�it v�dy p�irozen
mi ��sly� po�
dobn� jako v p��pad� pythagorejsk
ch troj�heln�k� �� �� � nebo �� ��� ��
nebo (� ��� �$ apod� Tento dojem naru	ila anal
za situace v pravo�hl�m
rovnoramenn�m troj�heln�ku� jej� obdoba se objevila v dal	�ch pravo�h�
l
ch troj�heln�c�ch� Kolem roku ��% p�ed n� l� dok�zal ��k pythagorejc�
Theodoros z Kyr�ny� �e tak� d�lky

p
��
p
��
p
&� � � � atd� a� do

p
�$ jsou

vesm�s iracion�ln� ��sla� Nev�me ale� jak k tomu dosp�l� mohl v	ak u��t
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obdobu p�edchoz� �vahy� nap�� uva�ovat� zda d�lka t�et� strany v pravo�
�hl�m troj�heln�ku s p�eponou dvakr�t del	� ne� je jedna z odv�sen m��e
b
t ��slo racion�ln��� Podobn� lze dok�zat� �e �

p
� je iracion�ln� �Theaitetos

z Ath�n� �����&� p�ed n� l��� D�lka �se�ky dan� t�mto ��slem se objevila p�i
�e	en� probl�mu o zdvojen� objemu krychle �tzv� d�lsk
 probl�m�� �se�ka
t�to d�lky nav�c nen� sestrojiteln� z jednotkov� �se�ky pouh
m prav�tkem
a kru��tkem �eukleidovsky�� viz ����
Na z�klad� n�kter
ch pramen� vznikla hypot�za� �e nejd��ve byla obje�

vena nesou�m��itelnost �se�ek v pravideln�m p�ti�heln�ku� kter
 souvisel
se znakem pythagorejsk� 	koly� viz ��� a �(��

���
������

Obr� �

Na obr� � je zobrazen pravideln
 p�ti�heln�k ABCDE� Nech� d�le

F � AC � BD� �ABC � �BFC�uu�� jABj  jBCj  jAF j�

tak�e plat�

jACj � jABj  jBCj � jFCj  jACj � jAF j  

 jAF j � jFCj  jABj � �jACj � jABj� ���

To je v	ak zn�m
 �pom�r zlat�ho �ezu� �term�n zavedl a� Leonardo da
Vinci v ��� stol��� Zvol�me�li jABj  �� pak

jACj  �
�

�
� #

p
�
�

���
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Nesoum��itelnost �se�ek AC a AB je vid�t z ��� na prv
 pohled� po�
m�r jACj � jABj p�edpokl�dan
 v z�kladn�m tvaru lze vyj�d�it podle ���
zlomkem s men	�m �itatelem a jmenovatelem� co� je spor s p�edpokla�
dem� Takto lze pokra�ovat do nekone�na� to lze op�t nahl�dnout gra!cky�
strana BC je �hlop���kou dal	�ho pravideln�ho p�ti�heln�ku BB�C �CF

atd� �obr� �� S vyu�it�m Eukleidova algoritmu obdr��me z ��� vyj�d�en�
jACj �tj� pom�r zlat�ho �ezu� �et�zov
m periodick
m zlomkem

jACj
jABj  � #

jACj � jABj
jABj  �#

�
jACj
jABj

 � #
�

� # �

�����

�

Podle t�to verze si pythagorejci byli v�domi� �e jejich znak obsahuje ta�
jemstv� nesoum��itelnosti� kter� zde bylo o�ividn�j	� ne� ve �tverci� �V	im�
n�me si� �e k d�kazu nesoum��itelnosti t�mto zp�sobem nen� zapot�eb� Py�
thagorova v�ta�� Podle legendy byl pythagorejec Hippasos z Metapontu za
prozrazen� tajemstv� nesoum��itelnosti proklet a bohov� ho utopili v mo�i�
�Podle jin� verze byl pouze vyho	t�n z kruhu pythagorejc� a byl mu vysta�
ven !ktivn� hrob� ale mo�n� se naplnily n�sledn� skutky oba�� Byl potres�
t�n za to� �e prozradil objev nesoum��itelnosti� nebo za to� �e ve �tverci
objevil to� co bylo posv�tn� v pythagorejsk�m znaku)
Pravideln
 p�ti�heln�k byl v antice zn�m jako st�na pravideln�ho dva�

n�ctist�nu �v tomto tvaru krystalizuj� pyrity� kter� se vyskytuj� v It�lii� se�
tk�v�me se s n�m ji� u Etrusk��� Vedle tohoto pravideln�ho t�lesa znali py�
thagorejci pravideln
 �ty�st�n� pravideln
 	estist�n �krychli� a pravideln

osmist�n� Pravideln
 mnohost�n je konvexn� mnohost�n� jeho� v	echny
st�ny jsou navz�jem shodn� pravideln� mnoho�heln�ky a ka�d
m vrcho�
lem proch�z� stejn
 po�et hran� �Dva shodn� pravideln� �ty�st�ny �sle�
pen�� v jedn� st�n� nevytvo�� pravideln
 mnohost�n*� Nazna��me� jak
lze �objevit� v	echny pravideln� mnohost�ny� Z ka�d�ho vrcholu pravidel�
n�ho mnohost�nu vych�z� stejn
 po�et m hran a ka�d� st�na je pravideln

n��heln�k �n � �� m � ���
Velikost vnit�n�ho �hlu jeho st�ny je

�n� �� � �(%�
n

� �&%�

Ka�d
 vrchol mnohost�nu je spole�n
m vrcholem m �hl� t�to velikosti
a jejich sou�et je men	� ne� �&%�� Dostaneme tak nerovnici

m�n� �� � �(%�
n

� �&%�
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a po snadn� �prav� tedy

�m� ���n� �� � � ���

V oboru p�irozen
ch ��sel za dan� podm�nky �e	� nerovnici ��� pr�v� p�t
dvojic�

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��

Ozna��me�li po�et vrchol� pravideln�ho mnohost�nu v� po�et jeho st�n s
a po�et jeho hran h� m�me

vm  �h� sn  �h� �&�

V ka�d�m konvexn�m mnohost�nu p�itom plat� zn�m
 Euler�v vztah

s# v  h# � �$�

Pomoc� �e	en� nerovnice ��� a d�le vyu�it�m vztah� �&� a �$� m��eme
sestavit tabulku

m n v s h

� � � � & pravideln
 �ty�st�n
� � ( & �� pravideln
 	estist�n �krychle�
� � & ( �� pravideln
 osmist�n
� � �% �� �% pravideln
 dvan�ctist�n
� � �� �% �% pravideln
 dvacetist�n

V	ech p�t typ� pravideln
ch mnohost�n� existuje �pythagorejci znali
jen �ty�i� a jsou analyzov�ny v Eukleidov
ch Z�kladech� plat"nsk� !lozo!e
p�ipisovala tvaru atom� z�kladn�ch �ivl� tvar pravideln
ch mnohost�n� �
�ty�st�n � ohni� dvacetist�n � vod�� osmist�n � vzduchu� krychle � zemi�
dvan�ctist�n � vesm�ru� viz nap�� �&��
Pravideln
 p�ti�heln�k ABCDE lze sestrojit eukleidovsky� U�it�m ���

a Pythagorovy v�ty �obr� �� � podle Herona z Alexandrie v �� stol� n� l� �
sestroj�me �hlop���ku AC� Jestli�e

jABj  �� jBGj  jCGj  �
�
� pakjAGj  

p
�
�
� jACj  �

�

�
� #

p
�
�
�
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�

Obr� �

Zn�m� je konstrukce pravideln�ho p�ti�heln�ku z polom�ru opsan�
kru�nice �Claudius Ptolemaios� �� stol� n� l��� zp�sob� v	ak existuje v�ce�
viz �$�� Z sou�asn�ho pohledu se jedn� o �e	en� binomick� rovnice

x� � �  % �(�

v oboru komplexn�ch ��sel� Ko�eny t�to rovnice odpov�daj�c� vrchol�m pra�
videln�ho p�ti�heln�ku A�� A�� A�� A�� A� �obr� ���
Jeden ko�en rovnice �(� je x�  �� D�l�me�li levou stranu rovnice �(�

ko�enov
m �initelem �dvoj�lenem� x� �� dostaneme
x� # x� # x� # x# �  %

a po �prav� pak dostaneme rovnici

x� #
�
x�
# x#

�
x
# �  %� ���

���
������

Obr� �
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Zaveden�m substituce

y  x#
�
x

p�ejdeme ke kvadratick� rovnici

y� # y � �  %� ��%�

Jej� ko�eny jsou

y���  
���p

�
�

�

Pomoc� tohoto v
sledku ji� ur��me ko�en x� rovnice �(�� kter
 odpov�d�
vrcholu A� uva�ovan�ho pravideln�ho p�ti�heln�ku� Plat�

x�  
�� #p� # i

p
�% # �

p
�

�
�

a d�le

jA�A�j  jx� � x�j  
s
��p

�
�

�

Geometrick� konstrukce d�lky �se�ky je p�ipomenuta na obr� ��

jSA�j  �� M � SA�� jMSj  jMA�j� jMN j  jMP j� jPN j  jA�A�j�

+ten��i ponech�v�me d�kaz toho� �e kladn
 ko�en rovnice ��%� je d�l�
kou strany B�B� pravideln�ho deseti�heln�ku �vepsan�ho do jednotkov�
kru�nice�� �e jB�B�j  jPSj� Lze jej mj� naj�t nap�� v ���� D�le lze tak�
uk�zat� �e v tomto p��pad� plat� pro d�lky stran pravideln�ho 	esti� deseti
a p�ti�heln�ku zaj�mav
 vztah

d�� # d��	  d���

kter
 znal ji� Euklides�
�N�vod� U�ijte po�etn� i gra!cky sou�et komplexn�ch ��sel x� # x���

Geometrick� klasi!kace druh
ch odmocnin a �druh
ch odmocnin z dru�
h
ch odmocnin� je uvedena v Euklidov
ch Z�kladech a je p�ipisov�na
zm�n�n�mu Theaitetovi z Ath�n� kter
 tak� studoval p�t
 z pravideln
ch
mnohost�n� � pravideln
 dvacetist�n �&��
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Cel� ��sla� zejm�na z�porn�

S p�irozen
mi ��sly a s nulou d�ti po��taj� ji� od prvn�ho stupn� z�kladn�
	koly� av	ak zaveden� z�porn
ch ��sel se realizuje a� na druh�m stupni Z��
zpravidla v sedm�m ro�n�ku� Tak� jak bylo problematick� pochopen� z��
porn�ho ��sla v historii� tak se m��eme setkat s probl�my p�i po��t�n� se
z�porn
mi ��sly i u n�kter
ch ��k�� Z historick�ho hlediska lid� po��tali
daleko d��ve s kladn
mi zlomky ne� se z�porn
mi ��sly� Po��t�n� se z��
porn
mi ��sly se v	ak vyv�jelo mnohem obt��n�ji ne� po��t�n� se zlomky
a v
voj trval v�ce ne� tis�c let�
Prvn� n�znaky lze naj�t u Diofanta z Alexandrie� kter
 sice z�porn� ��sla

neznal� ale jeho po�etn� v
razy se skl�daj� z tzv� �p����tan
ch� jako ��sel
p�id�van
ch a �od��tan
ch� jako ��sel odeb�ran
ch� Daleko lep	� p�edstavu
o z�porn
ch ��slech m�li ��n	t� a indi�t� matematikov�� V +�n� se p�i evi�
denci majetk� a dluh� vyskytla pot�eba zapisovat kladn� a z�porn� ��sla
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jako samostatn� objekty a pou��vali k z�pisu dv� barvy �k ozna�en� ��sel
kladn
ch barvu �ervenou a k ozna�en� z�porn
ch ��sel barvu �ernou� �
Matematika v dev�ti knih�ch ��� stolet��� V Indii vych�z� p�edstava z�por�
n
ch ��sel rovn�� z ��etnictv� a z�porn� ��sla jsou zapisov�na s te�kou nad
nimi um�st�nou� Indi�t� matematikov�� zejm�na Brahmagupta a Bhaskara
�$� stolet��� p�ekra�uj� r�mec vazby na konkr�tn� p�edstavy cel
ch ��sel
a formuluj� pom�rn� p�esn� pravidla pro po��t�n� se z�porn
mi ��sly�
V Evrop� se p�edstavy z�porn
ch ��sel zpo��tku spojovaly s p�edstavou

aktiva a dluhu� av	ak je	t� v �$� a �(� stolet� n�kte�� matematikov� pop��
rali objektivnost existence z�porn� veli�iny� Vyskytly se r�zn� paradoxy
spojen� s po��t�n�m se z�porn
mi ��sly� kter� vych�zely z p�edstav p�ed�
m�tn
ch� probl�my p�in�	ely z�porn� ko�eny alebraick
ch rovnic� 
e	en�
r�zn
ch paradox� a zejm�na pak nov� podn�ty� kter� p�inesla geomet�
rie �Ren� Descartes � z�porn� sou�adnice v analytick� geometrii� a fyzika
�Isaac Newton � z�porn� zrychlen�� p�isp�ly k hlub	�mu studiu ��sel z��
porn
ch� Leonhard Euler ch�pal z�porn� mno�stv� jako re�ln� a uv�d�l�
�e je v�dy mo�no uk�zat� co p�edstavuj�� Pochopil� �e mno�ina re�ln
ch
��sel je jedinou strukturou a vymezil jej� z�konitosti� Axiomatick� vybu�
dov�n� aritmetiky v ��� stolet� pak p�ineslo vy�e	en� probl�mu existence
��sel z�porn
ch�
V algeb�e se roz	i�ov�n� ��seln
ch obor� op�r� o izomor!smus struktur

�v nov� vytvo�en� struktu�e mus� existovat vlastn� ��st� kter� je izomorfn�
s p�vodn�m oborem�� Vlastn� konstrukce se naz
v� izomorfn�m vno�en�m
nap�� pologrupy v	ech p�irozen
ch ��sel do grupy v	ech cel
ch ��sel� Roz�
	��en� polookruhu v	ech p�irozen
ch ��sel na obor integrity v	ech cel
ch
��sel se tedy prov�d� pomoc� vno�ov�n� jednotliv
ch algebraick
ch struk�
tur� Pomoc� uspo��dan
ch dvojic p�irozen
ch ��sel se de!nuje ur�it� relace
mezi uspo��dan
mi dvojicemi� O t�to relaci je mo�no dok�zat� �e je re�
lac� ekvivalence� kter� rozkl�d� mno�inu v	ech p�irozen
ch ��sel na t��dy
navz�jem ekvivalentn�ch uspo��dan
ch dvojic a tyto t��dy jsou cel� ��sla�
Pot� se de!nuje uspo��d�n�� sou�et� sou�in cel
ch ��sel�
S jak
mi p�edstavami z�porn
ch ��sel se setk�vaj� d�ti na z�kladn�

	kole) Nej�ast�j	� �ji� na prvn�m stupni Z�� je m��en� teplot nad nulou
i pod nulou� ve v
tahu se mohou setkat s ozna�en�m doln�ch podla�� pod
p��zem�m� v sout���ch ozna�uj� kladn� a z�porn� body� na vodn� hladin� se
mohou setkat s ozna�en�m pod norm�lem a nad norm�lem� V d�jepise se
��ci setk�vaj� s ozna�en�m rok� p�ed na	im letopo�tem� v zem�pise s ozna�
�en�m prohlubn� pod hladinou mo�e� v biologii se mohou setkat s rozmez�m
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teplot� ve kter
ch mohou ��t r�zn� �ivo�ichov� a rostliny� P�i poskytovn�
�v�r� se setkaj� s formou dluhu� Setkaj� se tak� se situac�� kdy maj� ode��st
v�t	� ��slo od men	�ho a mnoho d�t� ji� na prvn�m stupni dok��e tento roz�
d�l vypo��tat� Podn�ty v b��n�m �ivot� jsou rozmanit� a je vhodn� vyu��t
v	ech� kter� d�ti oslov��
V	echny modely z�porn
ch ��sel z re�ln�ho �ivota m��eme vyj�d�it bu,

jako z�porn� mno�stv� �dluhy� chyb�j�c� prvky� nebo jako z�porn� �daje na
stupnic�ch �teplom�r� �asov� p��mka� ��seln� osa� nebo jako v
sledky ope�
rac� �odeb�r�n�� od��t�n�� pohyb zp�t�� Z didaktick�ho hlediska je toto t�ma
pom�rn� n�ro�n� a je t�eba poskytnout d�tem dostatek �asu a jim bl�zk�
modely� na nich� z�porn� ��sla a po��t�n� s nimi l�pe pochop�� T�ma m��e
v�st tak� k formalismu ve v
uce� nebo� pouh� mechanick� uplat�ov�n�
r�zn
ch pou�ek bez pat�i�n�ho pochopen� nevytv��� pot�ebn� poznatky�
Nezvl�dnut� t�matu se projev� pozd�ji� p�i po��t�n� se z�vorkami v ���
seln
ch a algebraick
ch v
razech� �prav�ch algebraick
ch v
raz�� �e	en�
rovnic apod�
V r�mci numerace se d�ti seznamuj� se z�porn
m ��slem a je dobr�

vyu��t v	ech dostupn
ch model�� kter� d�ti nejl�pe pochop�� Zde je t�eba
pouk�zat na dal	� v
znam znam�nka ���� Doposud se s n�m d�ti setk�valy
jako s ozna�en�m operace od��t�n�� nyn� se u��v� k ozna�en� z�porn�ho
��sla� '�ci se nau�� cel� ��sla zapisovat a ��st� zn�zor�ovat je na ��seln�
ose� Sou�asn� se zn�zor�ov�n�m cel
ch ��sel na ��seln� ose se objev� pojem
��sla opa�n�ho k dan�mu ��slu a dal	�� ji� t�et� v
znam znam�nka ���
k ozna�en� ��sla opa�n�ho k dan�mu ��slu� Opa�n� ��slo k ��slu ( je �(�
opa�n� ��slo k ��slu �( je ���(�� co� je #(� Zde nach�z�me podstatu
mnemotechnick� pom�cky� kterou ��ci �asto pou��vaj�� �m�nus a m�nus
d�v� plus�� Znam�nko ��� m� tedy t�i v
znamy

� slou�� jako symbol k ozna�en� operace od��t�n��
� ozna�en� ��sla z�porn�ho�
� ozna�en� opa�n�ho ��sla k dan�mu ��slu�

Zn�zor�ov�n� cel�ho ��sla na ��seln� ose a ��sla k n�mu opa�n�ho vytv���
p�edpoklady ke geometrick�mu ch�p�n� v
znamu absolutn� hodnoty cel�ho
��sla� Zde je t�eba zd�raznit� �e absolutn� hodnota cel�ho ��sla je cel�
nez�porn� ��slo� pro n�� plat��
Jestli�e a 
 %� pak jaj  a� Jestli�e a  %� pak jaj  %� Jestli�e a � %� pak

jaj  �a� p�itom �a je ��slo kladn�� nebo� je to opa�n� ��slo k z�porn�mu
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��slu a� Velikost �se�ky na ��seln� ose s krajn�mi body % a obraz p��slu	n�ho
��sla je geometrick� interpretace absolutn� hodnoty�

Provn�v�n� cel�ch ��sel

Porovn�v�n� ��sel cel
ch vych�z� z porovn�v�n� ��sel p�irozen
ch� Na
prvn�m stupni d�ti porovn�vaj� p�irozen� ��sla bu, pomoc� zobrazen�� tj�
ve skupin�ch� kter� maj� m�lo �nap�� m�n� ne� dvacet� prvk�� vytv��ej�
dvojice a rozhoduj�� kde je v�ce� stejn� nebo m�n� prvk� a na tomto z��
klad� provn�vaj� ��sla p�irozen�� D�le porovn�vaj� p�irozen� ��sla pomoc�
z�pisu ��sel v des�tkov� soustav�� kdy porovn�vaj� po�et jednotek p��slu	�
n�ho ��du� K porovn�v�n� p�irozen
ch ��sel vyu��vaj� tak� ��selnou osu�
Ze dvou ��sel na ��seln� ose je v�t	� to� jeho� obraz je v�c vpravo� U z��
porn
ch ��sel je situace slo�it�j	�� proto�e nap�� ��% � ��%� ale kdy� d�ti
ch�pou nespr�vn� interpretaci z�porn�ho ��sla� mysl� si� �e dluh �% K� je
v�t	� ne� dluh �% K�� pak porovnaj� ��% 
 ��%� Nav�c� kdy� se d�ti nau��
porovn�vat p�irozen� ��sla na ��seln� ose pomoc� vzd�lenosti od po��tku
��seln� osy ����slo �% je v�t	� ne� �%� proto�e je d�l od nuly��� maj� potom
probl�my s porovn�v�n�m ��sel z�porn
ch� P�i porovn�v�n� cel
ch ��sel je
t�eba vych�zet ze spr�vn
ch interpretac� �nap�� porovn�vat teplotu� niko�
liv �zimu� apod�� a spr�vn� ilustrovat porovn�v�n� na ��seln� ose � ze dvou
cel
ch ��sel zn�zorn�n
ch na ��seln� ose je v�t	� to� jeho� obraz je vpravo
od obrazu druh�ho ��sla� Z toho pak vyvozuj� n�sleduj�c� z�v�ry�

� ka�d� kladn� ��slo je v�t	� ne� nula�
� ka�d� z�porn� ��slo je men	� ne� nula�
� ka�d� kladn� ��slo je v�t	� ne� ��slo z�porn��

S��t�n� a od��t�n� cel�ch ��sel

S��t�n� cel
ch ��sel je v matematice de!nov�no pomoc� s��t�n� uspo���
dan
ch dvojic p�irozen
ch ��sel� kter� reprezentuj� ��sla cel�� Ka�d� cel�
��slo lze toti� zapsat jako rozd�l dvou p�irozen
ch ��sel a� b� tj� �a� b�  a�b�
Plat� tedy

�a� b� # �c� d�  �a# c� b# d� �

Ve 	kolsk� matematice se vych�z� z konkr�tn�ch p�edstav �nej�ast�ji
dluh� aktivum� a postupn� se vyvozuj� jednotliv� spoje� kter� se zobec�uj��
nap�� n�sleduj�c�m zp�sobem�
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� � # �  (
� �� # �  ��
� � # ����  �
� ���� # ����  �(
Zn�zorn�n� je mo�no prov�d�t bu, na ��seln� ose� nebo se pomoc� ��seln�

osy ilustruje pohyb pomoc� krok� doprava nebo doleva� nebo se pou��vaj�
kno-�ky b�l� �k ozna�en� ��sla kladn�ho� a �ern� �k ozna�en� ��sla z�por�
n�ho�� nebo krou�ky s ozna�en�m �#� a ���� kdy je mo�no vyu��t aktiva
a �bytku� nebo se pracuje s absolutn�mi hodnotami cel
ch ��sel� viz obr� ��
Se v	emi t�mito mo�nostmi zn�zorn�n� s��t�n� se m��eme setkat v r�zn
ch
�ad�ch u�ebnic matematiky pro z�kladn� 	koly�

�����
����	

��
�

Obr� �

Vlastnosti operace s��t�n� cel
ch ��sel� kter
mi jsou komutativnost s���
t�n� �z�m�na s��tanc��� asociativnost s��t�n�� �sdru�ov�n� s��tanc��� exis�
tence neutr�ln�ho prvku �p�i��t�n� nuly� a existence inverzn�ho prvku ke
ka�d�mu prvku ���slo opa�n�� se uv�d�j� pr�b��n� a na z�v�r se shrnou
nap��klad v tabulce�
Od��t�n� je inverzn� operc� ke s��t�n�� tak�e pokud pro cel� ��sla a�

b� c plat� a # b  c� pak c � b  a a tak� c � a  b� Jestli�e nap��
���� # ����  �(� pak ��(� � ����  ���� a tak� ��(� � ����  �����
Od��t�n� se rovn�� nejd��ve odvozuje pro jednoduch� p��pady a pot� se
zobec�uje� Jedn� se o p��klady typu�
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� �� �  ��
� ����� �  �(�
� ����� �  �(�
� �� ����  (�
� �� ����  (�
� ����� ����  ���
� ����� ����  ��
N�kter� p��klady od��t�n� lze zn�zornit pomoc� aktiva a dluhu� v	echny

pak pomoc� ��seln� osy nebo s vyu�it�m absolutn�ch hodnot cel
ch ��sel
�obr� ���

�����
����	

��
�
�����
�����

Obr� �
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Velmi u�ite�n� je pouk�zat ve v
uce na souvislost s��t�n� a od��t�n�
na konkr�tn�ch p��kladech a d�t tak podklad v�t�m� Ode��st cel� ��slo
znamen� p�i��st ��slo opa�n�� P�i��st dan� cel� ��slo znamen� ode��st ��slo
opa�n��

�� �  � # ���� � �� ����  � # � atd�

R�zn� mnemotechnick� pom�cky a �znam�nkov� pravidla� mohou n�kte�
r
m ��k�m p�in�st p�ehled a pom�cku k po��t�n�� Pro d�ti� kter� maj�
probl�my s pam�t�� mohou b
t zav�d�j�c� a n�kdy se jim pletou� Pot�� co
se nau�� cel� ��sla n�sobit� maj� n�kte�� ��ci ve znam�nk�ch zmatek� Ka�d�
pam��ov� pom�cka by se v�dy m�la op�rat o ��dn� odvozen��
K procvi�ov�n� operac� s��t�n� a od��t�n� cel
ch ��sel le vyu��t jednak

s�rie p��klad� z u�ebnic� jednak r�zn
ch didaktick
ch her� jako jsou lota�
domina� k���ovka se samokontrolou� magick� �tverce� r�zn� tabulky apod�
Je mo�no vyu��t i pohybov
ch her� ve kter
ch se vyhled�vaj� dvojice se
stejn
m v
sledkem dan
ch operac� nebo se mohou vytv��et skupiny ��k��
kte�� maj� po v
po�tu sv
ch r�zn
ch p��klad� stejn
 v
sledek apod�
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 Struik� D� J�� D�jiny matematiky� Orbis� Praha �����
	�
 Hejn
� M� a kol�� Te�ria vyu�ovania matematiky� SPN� Bratislava �����

Zaj	mav� matematick� 
lohy

Uv�d�me �e	en� �loh ��� a ��%� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v dev�t�m
��sle lo�sk�ho ����� ro�n�ku na	eho �asopisu�

�loha ��	
V oboru p�irozen
ch ��sel �e	te soustavu rovnic

D�x� y�  D�x# �� y # ���

n�x# �� y # ��  � � n�x� y��

kde D�x� y�� n�x� y� zna�� nejv�t	�ho spole�n�ho d�litele� resp� nejmen	�
spole�n
 n�sobek p�irozen
ch ��sel x a y�

Jaroslav �vr	ek
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�e�en��
Pro v	echna p�irozen� ��sla a� b plat� ab  D�a� b� � n�a� b��
Podle zad�n� pak dostaneme

�xy  � �D�x� y� �n�x� y�  D�x#�� y#�� �n�x#�� y#��  �x#���y#���

Rovnici �xy  �x# ���y # �� uprav�me na tvar

�x� ���y � ��  �(� ���

Proto�e x a y jsou p�irozen� ��sla� jsou s ohledem na mo�n� rozklady ��sla
�( v sou�in dvou cel
ch ��sel nutn� tak� x�� a y�� p�irozen� ��sla� V	echny
vyhovuj�c� rozklady ��sla �( na sou�in �initel� z oboru p�irozen
ch ��sel
a jim odpov�daj�c� �e	en� rovnice ��� zap�	eme do tabulky�

x� � � � � � � ��
y � � �� � � � � �
x � � � � �� ��
y �� �� � � � �

Zkou	kou snadno ov���me� �e v	echna �e	en� �x� y� dan� soustavy jsou

��. ���� ��. ���� �&. ��� ��. &�� ���. ��� ���. ���

Spr�vn� �e�en� zaslali� Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Moravan� Miloslav
H
bsch z Prahy �� Zden�k Ko�a��k ze Zru�e� Jozef M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel
z Blovic� Ane�ka Falt
nkov� z GJ� v P�erov��Miloslav Hol�k� Tom�� Jeziorsk
�Miroslav
Klimo�� Lucie Moheln�kov�� V�t Orava a Miroslav �tufka� v�ichni z GMK v B�lovci�
Jan Kom�nek� Zbyn�k Kone�n
� Samuel ��ha� Ji�� �ih�k� Hana �ormov� a Petr Velan�
v�ichni z G Brno� t�� Kpt� Jaro�e� Jan Korbel z G v Jihlav�� Luk�� Malina z GChD
v Praze� Jana Medkov� z G v Brn�� K�enov�� Tom�� Princ z WG v Ostrav��Porub�
a Lenka Slav�kov� z G v Mnichov� Hradi�ti�

Ne�pln� �e�en� zaslal Franti�ek J�chim z Volyn� a Jitka Novotn� z GMK v B�lovci�

�loha �
�
Je d�na �se�ka AB s vnit�n�m bodem C� Ur�ete mno�inu v	ech bod� D

takov
ch� �e polom�r kru�nice opsan� troj�heln�ku BCD je dvakr�t v�t	�
ne� polom�r kru�nice opsan� troj�heln�ku ACD�

Jaroslav Zhouf
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�e�en��
Uva�ujme libovoln
 troj�heln�k s polom�rem r kru�nice jemu opsan��

Nech� a� b� c zna�� velikosti jeho stran a �� �� � velikosti odpov�daj�c�ch
vnit�n�ch �hl�� Potom plat�

a

sin�
 

b

sin�
 

c

sin �
 �r�

Pro polom�ry r� a r� kru�nic opsan
ch po �ad� troj�heln�k�m ACD

a BCD plat� na z�klad� v
	e uveden�ho vztahu

r�  
jADj

� sin j�ACDj � r�  
jBDj

� sin j�BCDj �

Proto�e sin j�BCDj  sin j�ACDj� hled�me body D s vlastnost�

�
�
 

r�

r�
 

jADj
� sin j�ACDj �

� sin j�BCDj
jBDj  

jADj
jBDj �

Pon�vad� mno�inou v	ech bod� X roviny� pro n�� plat� jAXj
jBXj  

�

�
� je Apol�

loniova kru�nice� le�� bod D nutn� na t�to kru�nici� Uva�ovan� Apolloni�
ova kru�nice k je sestrojena nad pr�m�rem EF � kde bod E je bodem
�se�ky AB� pro kter
 plat� jAEj

jBEj  
�

�
� a bod F je bodem polop��mky

opa�n� k polop��mce AB� pro kter
 plat� jAF j
jBF j  

�

�
�

����
����

Naopak� ka�d
 bod D� kter
 le�� na t�to �Apolloniov�� kru�nici k a sou�
�asn� nele�� na p��mce AB m� danou vlastnost�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan� Miloslav H
bsch z Prahy �� Jozef
M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel z Blovic� Zbyn�k Kone�n
 z G Brno� t�� Kpt� Jaro�e�
Luk�� Malina z GChD v Praze� Jana Medkov� z G v Brn�� K�enov�� Jitka Novotn�
z GMK v B�lovci a Lenka Slav�kov� z G v Mnichov� Hradi�ti�
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