MATEMATIKA

Jaka matematika se ukryva v prazském
orloji?

MICHAL KRIZEK - LAWRENCE SOMER — ALENA SOLCOVA
Matematicky tstav AV CR, Praha — Stavebni fakulta CVUT, Praha

1. Uvod

Prazsky orloj vznikl v dobé mistra Jana Husa — kolem roku 1410. Jeho
mechanicko-matematicky model navrhl Jan Ondiejiv, zvany Sindel, ktery
se zabyval matematikou a astronomif na prazské univerzité (viz [3, s. 15]).
Jeho starsi kolega K7istan z Prachatic jiz kolem roku 1406 zde pfedna-
Sel o konstrukci astroldbu. Unikétni stroj orloje je umistén uvniti staro-
méstské radnicni véze. Vytvoril jej Mikulds z Kadané (viz [1]). Pavodné
se skladal ze dvou ¢&asti: jictho (tj. hlavniho hodinového) stroje a biciho
stroje. Pozdéji byl doplnén jesté o stroj apostolsky (zvonici), ktery pohy-
buje figurami u osténi astronomického ciferniku a pohani privod apostoli.
V priibéhu staleti byla konstrukce orloje vicekrat zdokonalovana, napt. po-
véstnym Janem z RizZe (mistrem HanuSem,).

Genialitu tehdejsich hodinadidt mizeme demonstrovat na konstrukei za-
Tizeni pro presnou regulaci tdert zvonu. Bici stroj obsahuje velké obézné
kolo o priméru 65 cm s 24 zafezy na vnéjsim obvodu, jejichz vzdalenosti
postupné nartistaji (viz obr. 1 a 2). To umoziuje periodické opakovéani
1-24 dderd zvonu béhem kazdého dne.*) Soucésti biciho stroje je i po-
mocné kolecko o priméru 13 cm, jehoz obvod je rozdélen 6 zarezy na
segmenty o délkach oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2 (viz obr. 1 a 2). Tato ¢isla se
periodicky opakuji po kazdé otocce a jejich soucet je s = 15. Na zacatku

*) Pocet tderti zvonu odpovida SEC, tj. v letnim Case orloj odbiji vZdy o hodinu méné.
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Obr. 1 Detail biciho stroje prazského orloje z po¢atku 15. stoleti.

kazdé hodiny se zvedne zapadka, obé kola se za¢nou otacet a zvon odbiji
prislusny pocet hodin. Kola se zastavi, jakmile zapadka zapadne soucasné
do zafezi na obou kolech. Kazdy den udeti zvon celkem 1 +2+4 ...+ 24 =
= 300krat, a protoze toto ¢islo je délitelné s = 15, bude pomocné kolecko
na pocatku kazdého dne vzdy ve stejné poloze.

Velké kolo ma 120 vnitinich zubt, které zapadaji do cévového kola se
6 vodorovnymi tyckami, jez obklopuji stfed pomocného kolecka (obr. 1
a 2). Protoze se velké kolo otodi jednou denné, pomocné kolecko se otoci
za tu dobu 20krat. Obvodova rychlost pomocného kolecka je ale ptiblizné
4krat vétsi, protoze jeho obvod je 5krat mensi nez obvod velkého kola.
To umoznuje dostate¢né presnou regulaci poctu tdert zvonu zejména pri
opotiebeni zarezi velkého kola. Bez pomocného kolecka by totiz mohl
zvon udefit napf. jen 1lkrat misto 12krat, pokud by segment oznaceny
12 na obr. 2 mél jiz prili§ zaoblené konce. Pro jeden tider zvonu hodinu
po pulnoci je dokonce pomocné kolecko nezbytné, nebot na velkém kole
schézi p¥islusny segment (obr. 1 a 4).
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Obr. 2 Poclet tuderd zvonu je oznalen ¢&isly ..., 9, 10, 11, 12, 13, ... po vné&j§im
obvodu velkého kola. Za nim je umisténo pomocné kolecko, jehoz obvod je zafezy roz-
délen na segmenty o délkach oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2. Zapadka je znidzornéna malym
obdélnickem nahote uprostied.

Kdyz se pomocné kolecko otaci, vytvaii pomoci délek segmentti mezi
jednotlivymi zarezy periodickou posloupnost, jejiz ¢astecné souc¢ty odpo-
vidaji po¢tu tidert zvonu v kazdou celou hodinu,

1234 32 123 43
~ =~ =~
5 6 7

2123 432 1234 32123 43212 1
8 9 10 11 12

34321 23432 123432 ...
—— N—— N——
13 14 15

V dalsi kapitole ukazeme, ze takto bychom mohli pokracovat az do neko-
nec¢na. Vsechny periodické posloupnosti ale tuto pozoruhodnou souc¢tovou
vlastnost nemaji. Naptiklad je patrno, ze nelze pouzit periodu 1, 2, 3, 4, 5,
4, 3, 2, protoze pro 6 udert zvonu je 6 < 4 + 3. Rovnéz perioda 1, 2, 3, 2
se k tomuto uc¢elu nehodi, nebot pro 4 tdery médme 2+ 1< 4 < 2+1+2.

2. Trojuhelnikova ¢isla a periodické posloupnosti

V této kapitole ukdzeme, jak souvisi trojuhelnikovd cisla

k(k+1
Tk:1+2+...+k:%, k=0,1,2,... 2)

s bicim strojem prazského orloje. Budeme se téz zabyvat periodickymi
posloupnostmi, které maji podobnou vlastnost jako posloupnost 1, 2, 3, 4,
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3,2, ... v (1), tj. které by mohly byt pouzity pfi konstrukci pomocného
kolecka. MnoZinu pfirozenych ¢isel oznac¢ime N = {1,2,...}.

Definice 1
Posloupnost (a;)52, se nazyva periodickd, jestlize existuje p € N takové,

v

ze

VieN: Ajtp = Q5. (3)

Konec¢né posloupnost ay, ..., a, se nazyva perioda a p délka periody. Nej-
mensi p spliwjici (3) se nazyvd minimdalni délka periody a jemu odpovida-
jici posloupnost a1, ..., a, minimdlni perioda.

Definice 2

Necht (a;) C N je periodickd posloupnost. Rekneme, Ze trojihelnikové
¢islo Ty, pro k € N je dosaZitelné pomoci posloupnosti (a;), jestlize existuje
n € N tak, ze

Tk = Z a;. (4)

Posloupnost (a;) se nazyva sindelovskd, jestlize T}, je dosazitelné pomoci
(a;) pro vSechna k € N, tj.

VEEN FneN:Ty=) a;. (5)

i=1

Trojahelnikové ¢islo T}, na levé strané je rovno sou¢tu 1 + ... + k hodin na
velkém kole, zatimco soucet na pravé strané odpovida celkovému pootoceni
pomocného kolecka (obr. 3). Pfitom pro k-tou hodinu plati

n
k=Ty =T = Z a;, (6)
i=m-+1
kde T, = Z:’il a;. ProtoZe a; > 0, je Cislo n ve vztahu (5) zavisejici
na k urceno jednoznacné. Z (2) a (4) je také patrno, Ze a; = 1, je-li (a;)

Sindelovska posloupnost.
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Obr. 3 Schematické znazornéni trojihelnikového &isla Tr. Cerné tecky v k-tém ¥adku
znézoriuji podet tdert zvonu v k-té hoding, viz (6). Cisly jsou oznageny délky segmenti
mezi zafezy na pomocném kolecku.

Nésledujici véta ukazuje, Ze podminku (5) lze zaménit mnohem jedno-
dussi podminkou, jez obsahuje pouze konecny pocet ¢isel k. To nam umoz-
nuje provést jen konecny pocet aritmetickych operaci, abychom zjistili, zda
zvolend perioda a1, ...,a, dava Sindelovskou posloupnost ve smyslu defi-
nice 2. Soucet, prvki periody budeme nadale oznacovat

P
=Y @
i=1
Véta 1
Periodické posloupnost (a;) je pro liché s ve vztahu (7) $indelovska,
jestlize Ty, je dosazitelné pomoci (a;) pro k =1,2,...,1(s — 1).

Drikaz. Ptipad s =1 je trividlni. Necht tedy s > 3 je liché a necht
n
Vke{1,2,....5(s—1)} ElnEN:Tk:Zai. (8)
i=1
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Podle (7) plati

1
1424 ... 4+(s—1)="2 Zal, (9)

kde p je délka periody a (s—1) je celé &islo. Pro odpovidajici posloupnost

1,025+ Ay A1, 025+ Gy oey Q15 02,0 Gy, (10)
5 s s
pak vztah (9) vyjadfuje, Ze se perioda aj,as,...,a, v posloupnosti (10)
opakuje $(s — 1)krét.
Musime ovéfit rovnost (4) pro viechna k > %(s + 1) za piedpokladu

(8). Pro k = s — 1, které je sudé, pomoci (2), ( ) a (3) dostavame

P 5
Ty =Ts = 52%’ = Zai,
i=1 i=1

neboli n = pk ve vztahu (4), a ¢slo Ty_q je tedy dosaiitelné
Predpoklddejme nyni, ze k = s —1— k', kde 1 < k' < (s —3)as>3.
Podle piedpokladu (8) existuje n' € N tak Ze

k’(k’ ﬁ: (1)

Ze vztahu (2) plyne, Ze

(s—1—-K)(s—k) s(s—1—2k) N E' (K +1)
2 2 2

Protoze s je liché a 1 < k' < (s — 3), je m = 5 — 1 — 2k’ sudé pirozené

¢islo. Tedy podle (12), (7), (11) a (3) plati

T =Tso1_p = . (12)

s—1-2k & " g
Tk:ﬁ;ai+;ai: ; a;.

Déle necht k = gs + k' pro ¢ € Na 0 < k' < s. Potom z (2) a (7)
obdrzime

(@s+K)gs+k+1) . KE+1) &
T, = 9 :S]+T:Zai+Tkl’

kde j = 1q(gs + 1) + gk’ je celé &islo a Ty = 0 pro k' = 0.
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7 predchozi ¢asti dikazu jiz ale vime, ze Ty = Z?;l a; pro néjaké
n' € Na 0 <k’ <s, coz jsme chtéli dokézat.
Pozndmka. Cislo (s — 1) ve vztahu (8) nelze zredukovat, je-li p délka
minimdlni periody odpovidajici s. Abychom se o tom presvéddili, staci
uvaZovat posloupnost (a;) s minimélni periodou 1,2,2,1,4,1,4 a sou¢tem
s = 15. Pak podle definice 2 jsou trojuhelnikova ¢isla T1, . . . , T dosazitelnd
pomoci (a;), ale Ty neni.

Priiklady

Vyznam véty 1 miZeme demonstrovat na posloupnosti (1) pro s = 15.
Staéf totiz ovéfit vztah (5) pouze pro k < i(s — 1) = 7, tedy jen prvnf
fadek ve vztahu (1). Dosazitelnost celych ¢isel £ > 7 na dalsich fadcich
(1) pak vyplyva z véty 1.

Podobné mtizeme ovérit predpoklady véty 1 i pro dalsi periody:

1,2prop=2as=3,
1,2,2prop=3as=3,

, 3, lprop=4as=17,
,3,3prop=4as=09,

2,1,4,1,4,1,4, 1, 4prop=11a s = 25.

1,2
1,2
L, 2

Existuji sindelovské posloupnosti i pro s suda. Jednu takovou miizeme
zkonstruovat napt. z periody 1, 2, 1, 1, 1:

12111 121 1112 11112 ... (13)

Cinitel (s — 1) na pravé strané (9) ale neni celodiselny. Proto piislusné
prvky posloupnosti vyjadiujici ¢islo s = 6 ve (13) nejsou ve stejném poradi
jako dand perioda.

Véta 2
Periodickd posloupnost (a;) je pro sudd s ve vztahu (7) Sindelovska,
jestlize Ty, je dosazitelné pomoci (a;) pro k =1,2,...,s — 1.

Diikaz. Necht s ve vztahu (7) je sudé a necht
n
Vke{l,2,...,s—1} IneN:Tx=> a. (14)
i=1
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Ze vztahi (7) a (3) vyplyva, Ze

P (2s—1)p

Tos—1 =(25—1) Zai = Z a;.

i=1 i=1

Necht k = 2s—1— k', kde 1 < k' < s— 1. Podle predpokladu (14) existuje
n' € N tak, ze

B +1 L
%:Zai'

Potom z (2) méame

(25 — 1 — K')(25 — k)
2

K (K +1)
2 )

Ty =Tos_1_p = 23(28—1—2k/)+

a tudiz

1

p n pm+n'

Th=@s—1-26)Y a;i+ > ai= Y a,
i=1

i=1 i=1
kde m =2s — 1 — 2k’
Zbytek diikazu pro k > 2s — 1 se podoba dikazu véty 1.

3. Zavérec¢né poznamky

Cislo s — 1 v (14) opét nelze zredukovat, je-li p délka minimaln{ periody
odpovidajici s. Abychom toto ovéfili, staci uvazovat periodickou posloup-
nost (a;) s minimdlni periodou 1,2, 1 a s = 4. Pak jsou trojihelnikova ¢isla
T, a T, dosazitelnd pomoci (a;), avSak T3 dosazitelné neni.

V ¢lanku [2] jsou uvedeny nutné a postacujici podminky pro to, aby po-
sloupnost (a;) byla Sindelovskd, a to ve smyslu definice 2. Je zde uveden téz
algoritmus, pomoci néhoz nalezneme vsechny sindelovské posloupnosti pro
dané s. Napi. pro s = 2, m > 0, jedind mozné Sindelovska posloupnost
jel,1,1,...
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Obr. 4 Umisténi pomocného kolecka v bicim stroji. Zapadka je v poloze mezi seg-
menty odpovidajicimi 8. a 9. hodiné ranni.

Prazsky orloj je patrné nejstarsi a stale fungujici hodinovy stroj, ktery
obsahuje takové dimyslné zarizeni pro presnou regulaci poc¢tu tdert zvonu
(viz obr. 4 a [1, s. 78]). Zavérem jesté poznamenejme, Ze Sindel se narodil
v Hradci Kralové. Proto dalekohled na tamni hvézdarné nese jeho jméno.
Také planetka ¢. 3847 dostala jméno Sindel.
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Zaokrouhlovani na rtizné zpusoby

OLDRICH ODVARKO — JARMILA ROBOVA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Ve gkolské aritmetice se Casto setkdvame s tlohami, ve kterych se vy-
sledna ¢isla zaokrouhluji. V takovych tlohach se mtizeme setkat s pozadav-
kem zaokrouhleni vysledku na jednotky daného radu. Princip zaokrouhlo-
véani piirozenych ¢isel na pozadované jednotky (napf¥. na desitky, stovky
¢i tisice) je naznacen pomoci konkrétniho pfikladu na obr. 1 [2].

Pred &islicemi 0, 1, 2, 3, 4 zaokrouhlujeme DOLU.
Pred ¢islicemi 5, 6, 7, 8, 9 zaokrouhlujeme NAHORU.,

Na desitky:

5 86 4= 5860 5 437=5440
Na stovky:

586425900 5143725400
Na tistce:

586426000 5 43725000

Obr. 1

Zaokrouhlovani desetinnych ¢isel na dané jednotky se provadi obdob-
nym zpusobem (napf. na setiny), jak je uvedeno v konkrétnim piikladu na
obr. 2 [3].

Zaokrouhlujeme na setiny.
6208482623 62722624
Kdy?Z je na misté tisicin KdyZ je na misté tisicin
&islice &, 1,2, % nebo 4, Gislice 5, 6, 7, & nebo %,
zaokrouhlujeme DOLU. zaokrouhlujeme NAHORU.

Obr. 2

Podle [1] zaokrouhlenim ¢isla rozumime nahrazeni daného &isla ¢islem,
které je mensi nebo vétsi nez dané cislo a obsahuje celistvy pocet jedno-
tek urcitého radu, pricemz se od daného cisla lisi co nejméné. Rikame,
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ze jsme dané cislo zaokrouhlili na jednotky urcitého radu; ¢islo napft. za-
okrouhlime na desetiny, setiny, tisice atd. Je-li zaokrouhlené c¢islo mensi
nez dané ¢islo, zaokrouhlili jsme doli, je-li vétsi, zaokrouhlili jsme nahoru.
Abychom pfi zaokrouhleni ud€lali co nejmensi chybu, postupujeme podle
tohoto pravidla:

Je-li pruoni zanedband dislice mensi nez pét, pak ponechané cislice ne-
ménime (zaokrouhlime doli); je-li proni zanedband cislice vétsi nebo rovna
péti, pak posledni ponechanou éislici nahradime ¢islici o jednotku vétsi (za-
okrouhlime nahoru).

Tim dosdhneme toho, ze nepiesnost zaokrouhleni neni vétsi nez polovina
jednotky radu, na ktery jsme zaokrouhlovali.

V dalsim textu budeme pro nase ucely takovéto zaokrouhlovani nazyvat
aritmetické, tj. podle pravidel aritmetiky.

V praxi se v riiznych situacich (nakupovani, nedoplatky energii, placeni
danf) mtZeme setkat s dal§imi metodami zaokrouhlovani, které jsou od-
lisné od zpusobd pouzivanych ve Skolské matematice. Podivejme se nyni
na Gty z obchodt (obr. 3 a obr. 4).

NORMA, %.5.
DELVITA 5L & : :
el ot Lol ot PLATNERSKA 4, PRAHA 1
252 19 Rudna u Prahy I00:47114788,
DIC:C216190955 BIC:CI4T114789,
SUPERMARKET METRO
JAHODY BAL. 2508 19,908 0a3 08.04.08
e e i i
&
EX piE | pwwoae 3
. % COKOLADA NA VA 9,90 8
SUBTOTAL 4art 12170 BANANKY 2500 28,80 B
MEZISOUC 51,00
TO . 5
Ak iz1.-20 CELKEM 51,00
Obr. 3 Obr. 4

Secteme-li ceny vsSeho zbozi na uc¢tence z obr. 3, obdrzime c¢astku
121,70 K¢. Celkova cena ndkupu na pokladné v8ak ¢inila 121,50 K¢. Soucet
cen veskerého zbozi na tétence z obr. 4 ¢ini 50,80 K¢; celkova cena ndkupu
byla zaokrouhlena na 51 K¢.
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Vzhledem k tomu, Ze ceny jednotlivych druht zbozi jsou v obchodech
uvedeny na desetihaléte, avsak nejmensi penézni jednotkou je padesatiha-
1éf, mtize vzniknout rozdil mezi sou¢tem cen zbozi a cenou ndkupu. Pak
je treba soucet cen zbozi zaokrouhlit. Zaokrouhlovani cen v obchodech
(obr. 3, obr. 4) probiha vét§inou tak, jak ukazujeme na p¥ikladu na obr. 5.

35,10 K¢ 35,20 K¢ 35,30 K¢ 35,40 K¢ 35,50 K& 35,60 K& 35,70 K& 35,80 K& 35,90 K¢
35 K¢ | |

35,50 K& | | 36 K¢

Obr. 5

Tento zpiisob zaokrouhlovani nazveme pracovné aritmetické zaokrouh-
lovani na padesdtihalére.

Pouzité zaokrouhleni z obr. 5 na prvni pohled neodpovidd matema-
tickému pravidlu, které ucime zaky ve skole. Pokud si ale uvédomime, ze
»jednotkou“, na kterou zde zaokrouhlujeme, je padesatihalér, pak vysledna
cena splhuje zdkladni pozadavek, aby neptresnost zaokrouhleni nebyla vétsi
nez polovina jednotky fadu, na ktery zaokrouhlujeme. Polovina z padesati
halért je 25 haléiti, cena nakupu na obr. 3 prevysila padesat halért o 20
haléri, a proto byla spravné vysledna cena zaokrouhlena na padesatihalére
doli. Cena ndkupu na obr. 4 presdhla padesat haléii o 30 haléii, a proto
byla zaokrouhlena na padesatihaléie nahoru.

CARREF OUR $T0£MJL.KY
Carrsfour ¢R BLe, ul.
: 251 173 1

140

TESCO o

A L A A
Tesco Stom LR a.5., Veselskd 863
9 06 Prahs 8-Letfany
M 4530831! spisovd znalka B 1377
vadens u rejstfikového soudu v Praze

Ibo 62584821 DIC: 2:25258‘821
Aktusint nabldky akéntho zbozf najdete:
www . carrefour .. oz
TR IR TR RS IR TR R RS TR T R R R A R A

Oteviract doba od 8:00 ~ 22:% hod.

KIT KAT CHUNKY 486 8.8 B
0D TESCO NARODNI, Nérodni 26, Pr:é\:si Ten ok 9% 8
MASKA Y UB.HATA 156 58,404 MEZISOUGEY 18,80
CELKER 56,40 MEZISOUCET 18,80

ZADKRQUHLENT ~0,40
CELKEM 58,00 Zaokrouh] ent 0,30~ B
HOTOVOST 100,00 sessaxsans
YVRACEND 44,00 CELKEM 18,50
Obr. 6 Obr. 7
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Nékteré velké obchodni fetézce zaokrouhluji ponékud odlisnym zptso-
bem, jak je ilustrovano Gc¢tenkami na obr. 6 a 7. Uvedeny zptsob zao-
krouhlovani pfiblizi konkrétni piiklad na obr. 8.

35,10 K& 35,20 K& 35,30 K& 35,40 K& 35,50 K& 35,60 K¢ 35,70 K& 35,80 K& 35,90 K¢
35 K& | | 35,50 K&

Obr. 8

Tento druhy zpiisob zaokrouhlovani, ktery nazveme zaokrouhlovini na
padesdatniky doli, se pouziva nejen v obchodech, ale také napiiklad pii
vytétovéni telefonnich poplatkt u Ceského Telecomu (obr. 9).

Bytové stanice pro osobni potiebu

Platby Popis o __ Mnolstvi DPH Cenaslulby Cenacelkem
Stalé Poudivani HTS 1 19% 335,00

puey Néjem stand tel pfistroje | 1 19% 598 34098

Platby za spojeni Podet spojeni Provoz Octovand délka

Mistni - sif CESKEHO TELECOMU 6 Sing 01400 19% 0,00
1 Siaby 0:05:00 19% 0,00
Mistni - ostatni pevné it 1 Siny 0:14:00 19% 0,00
Daikové - sif CESKEHO TELECOMU 3 Siny 02230 19% 0,00
4 Siaby 0:10:00 18% 0,00
Mezindrodni - pevnd sit 1 Siaby 001:00 19% 380

Xeall - pevnd sif 2 Slaby 0:15:33 19% 5091 54,71

Dafové rekapitulace :  Sazba DPH Cena bez OPH OPH Cena celkem s DPH

) % 0 s SO B ().

Celkem 396,69 7518 47087

Haléfové vyrovndni 0,37

[ Spiatno ke dni 06.09.2004 Celkem k platbé véetné DPH 470,50 |
Obr. 9

To, jakym zptisobem se zaokrouhluji ceny ndkupu v obchodech, mohou
zaci sami objevit experimentalni formou. Na zacatku experimentu pfipra-
vime dvé krabice, do kterych zaci béhem nékolika tydni hazeji uctenky
z riznych obchodd, a to podle nésledujicich pravidel:

e do krabice s padesatnikem patii ic¢tenky, na kterych cena nakupu konci
padesatihalérem,
e do krabice s korunovou minci nalezi i¢tenky, na kterych je cena ndkupu

v celych korunach (obr. 10).
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Obr. 10 Obr. 11

Po ukonceni sbéru tuctenek prohlédneme jednotlivé uc¢tenky a stranou
odlozime ty, na kterych se cena ndkupu lisi od souctu cen zbozi o vice nez
20 haléiti (jde o zaokrouhlovani na padesatihalére doli); k témto aétenkam
se vratime pozdéji. Stranou nadeho zajmu zistanou také actenky, kde je
soucet cen zbozi v celych korunédch. Dale pripravime devét ¢tvrtek a na
kazdou z nich nadepiSeme pocet haléri, na které konci soucet vSech cen
zbozi (obr. 11).

Z4ci postupné t¥idi Gétenky z obou krabic a lepi je na jednotlivé étvrtky
podle toho, zda celkovd cena zbozi kon¢i desetihaléfem, dvacetihaléfem,

(obr. 3, 4). V né&kterych piipadech, tak jak je tomu napiiklad na
obr. 4, musi Zaci celkovou cenu zbozi pred zaokrouhlenim vypocitat, nebot
uctenka tento tdaj neobsahuje. V okamziku, kdy jsou tuc¢tenky pirehledné
roztridény, zaci opét rozdéli ¢tvrtky do dvou skupin podle toho, zda vy-
slednd cena nakupu kon¢i padesatihaléfem ¢i celou korunou. A nyni uz
mohou zaci dospét k pravidlu aritmetického zaokrouhlovdni na padesdti-
halére.

Daéle mizeme zdkim zadat Gctenky, které jsme pred prvnim zpracova-
nim odlozili stranou, a nechat je, aby obdobnym zptisobem piisli na princip
zaokrouhlovani cen nadkupu na padesitniky dolti. Podminkou tspésného
vyteSeni tkolu je samoziejmé shromézdéni dostateéného poc¢tu pokladnich
dokladt, ze kterych bude mozné jednoznac¢né odvodit metodu zaokrouh-
lovani.

Uvedené dva zpisoby zaokrouhlovani cen nejsou jediné, se kterymi se
muzeme v praxi setkat.

Pokud prozkoumame uc¢tenky na obr. 12 a obr. 13, zjistime, Ze v pii-
padé platby kartou se ceny nezaokrouhluji. Pfi bezhotovostnim styku, kdy
se penézni castka prevadi mezi bankovnimi Ucty, se totiz tato ¢astka po-
nechava nezaokrouhlené.
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CUCS @8-
v.b.1204
S Prahab - Safranka, Jeremiasovs

429361072762
I E Maestro

; W ORAMNIR K DM x w REI G
"”." Platnost BHRR:
Tesco Stores CR a.s., Veselskd 663 ROBOVA-JARNILA
199 06 Praha 9-letfiany

1¢: 45308314 spisovd znatka B 1377 fhodc.: . 28029
vadens u reistfikoveho soudu ; Prazi Zadans z pokladny
dni 26, Praha
bt e Datus.cas: 16,03.2086 0818532
TOPPITS SALKY 39,908 Pasll: S1APGTHG
POTR.FOLIE 20M 25,904
YYPRODEIOVY YYROBEX 199,904 45984 4 Natursl
269,70 18,58 l/kssmnoz.
CELKEN 69,7 550,28 Ke
EDC MRESERS ) Zhg,ég
VR A 3,
Cthen e Celkes 550,20 ke
Obr. 12 Obr. 13

V nékterych pripadech, kdy nemame dostatecny pocet podkladi, mi-
zeme na zakladé ucétu vytvaret jen hypotézy o prislusném zptisobu zao-
krouhlovani. Na obr. 14 je uveden ucet za plyn.

Pro piepocet zm’ na kWh bylo poufito spalné teplo: 10,5488
Piepottend roéni spotfeba {v kWh): 464
Celkovy odbér zemniho plynu vm’; 44 Ztohovkh: 464 2toho v MWh: 0,464
Zaplacené zilohy zahmuté do faktury:
Datum phjeti Vyte piaiby(Ké] %OPH Zakiad DPHIKE) OPH[K] - Datum plijeti Vide piaiby[Ke] %OPH Zakiad DPHKE  DPH{KY]
02,2008 5,00 19 UG48 33,5 11.05.2008 00,00 1% e 3,5
11.08. 2008 ne.o 191 176,48 131,52 11.11.2008 g0 s 176,48 3.4
QOdvedené DPH celkem: 134,16
Cena celkem bez DPH: 783,81
) Vyiétovdnl DPH v K&

Zakiad pro DPH 19%: 783,81 OPHzespoteryphynu 143,55

CPH 28 zaich: 134,16
DPH 19%{koef .0, 1587): 148,95 Rozdi| DPH. .75
Cena celkem vetné DPH: 932,76
Zahmuté zalohy celkem: 840,00
Zaokrouhleni: 0,24
| NEDOPLATEK (K¢ ): 93,00

Obr. 14
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Rozdil mezi cenou dodané energie, ktera je 932,76 K¢, a zaplacenymi
zalohami 840,00 K¢ ¢ini 92,76 K¢, nedoplatek byl stanoven na 93 K¢. Na
rozdil od nakupt v obchodech, kde jsou ceny zbozi v desetihaléfich, je
zde nejmensi jednotkou 1 haléf. K vysledné ¢astce 93 K¢ mohly plynarny
dospét, pokud pouzily naptiklad

e aritmetické zaokrouhlovdni na koruny (76 haléfi je vice nez polovina
koruny, na kterou zaokrouhlujeme),

< 0

o >
*—+—+ b 4 —e
92 K¢ 92,50 Ke 92,76 K¢ 93 K¢

e aritmetické zaokrouhlovdni na padesdtihaléie (76 haléfu presdhlo jed-
notku — padesdtihaléf — o vice nez polovinu této jednotky),

“«—0
> € O
o —— t i —t—+—+—e
92 K¢ 92,25 Ke 92,50 Ke 92,76 K¢ 93 K¢

e zaokrouhlovdni na koruny nahoru,

O >
. t } ¢ 1 i t +—o+ } e
92 K¢ 92,50 K¢ 92,76 K¢ 93 K¢
e zaokrouhlovani na padesdatihaléte nahoru.
o > -
— o+
92 K¢ 92,50 K¢ 92,76 K¢ 93 K¢
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Uvedené uvahy jsou v8ak jen hypotézami, nebot z jednoho U¢tu nepo-
zname, o ktery zpusob zaokrouhlovani jde. Poslednim dvéma metodam, t;j.
zaokrouhlovani na koruny nahoru a na padesatihaléfe nahoru, se budeme
podrobnéji vénovat nékdy pristé.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tloh nasi pravidelné rubriky. Jejich fe-
Seni zaglete nejpozdéji do 10. 1. 2007 na adresu: Redakce casopisu MFI,
tf. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni 1ze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TpXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni tloh radi uverejnime.

Uloha 133
Dokazte, Ze v desetinném rozvoji ¢isla a = 0,0999°?9 je za desetinnou
¢arkou (pred prvni platnou &islicl) pravé 999 nul.
Stanislav Trdvnicek

Uloha 134
Necht bod R lezi na strané BC ¢tverce ABC D. Uvazujme déle ¢tverec
BPQR, jehoz vrchol P je bod polopfimky opac¢né k polopiimce BA. Necht
X je prusecik pfimek AR a BD a Y prusecik pfimek BQ a PC.
a) Dokazte, ze pfimky AR a PC jsou navzdjem kolmé.
b) Dokazte, ze pfimky XY a AB jsou rovnobézné.
Gottfried Perz (Graz)
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