MATEMATIKA

Zajimava zobecnéni Ptolemaiovy vety

PAVEL LEISCHNER
Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budgjovice

Ptolemaiova véta rika, ze v kazdém tétivovém ctyfahelniku je sou-
¢et soucind délek protilehlych stran roven soucinu délek jeho thlopricek.
V ¢lanku [2] jsme se sezndmili s jejim prostorovym zobecnénim a s Pto-
lemaiovou nerovnosti. Nyni uvedeme dalsi tii zobecnéni této véty. Prvni
z nich rozsituje tvrzeni Ptolemaiovy véty pro tétivovy Sestitthelnik.

Véta 1 (Fuhrmannova)

Necht ABCA'B'C' je tétivovy Sestithelnik. Ozna¢me délky jeho stran
a thlopii¢ek AA’, BB', CC' ve shodé s obrazkem obr. 1. Pak plati rovnost

abe + a'b'c +aa'e + bb'f + cc'g = efyg. (1)

Obr. 1
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Diikaz. Aplikaci Ptolemaiovy véty na étyfuhelniky ABCA" a BCA'B’
(obr. 1) dostavame:

ac+b'f=|AC|-|A'B] a da't +cg=|A'B|-|B'C|.

Prvni z rovnic vynasobime ¢islem b, druhou éislem ¢'. Jejich seétenim pak
dostaneme

abc+a'b'd +bb' f + cc'g = |A'B| (|JAC| - b+ |B'C|- ). (2)

Pravou stranu vztahu (2) postupné upravime s vyuzitim Ptolemaiovy
véty pro étyfahelniky ACB'C' a A'B'AB. Obdrzime tak

|A'B| (JAC| - b+ |B'C|- ') = |A'B| - |AB'| - e = (fg — ad')e,
coZ po dosazeni do (2) dava
abc+a'b'd’ +bb' f +cc’g=efg—ad'e

a odtud jiz po snadné tpravé plyne vztah (1), ktery jsme chtéli dokazat.
Pozndmka 1. Jestlize ve vété 1 polozime b =0 = 0, bude C = B, C' = B’,
g = e a ze vztahu (1) dostaneme po vydéleni ¢islem e Ptolemaiovu rovnost
aa' + cc' = ef pro tétivovy ¢tyfuhelnik ABA'B’.

Bod miizeme povazovat za kruznici s nulovym polomérem. Predstavme
si, ze bychom vhodnym zptisobem nahradili nékteré vrcholy tétivového
¢tyrthelniku kruznicemi. V této souvislosti si lze polozit otdzku: Lze na-
lézt vztah mezi délkami jejich spole¢nych tecen tak, abychom limitnim pre-
chodem od kruZnic k bodim (vrcholim ptvodniho ¢tyfahelniku) obdrzeli
z tohoto vztahu Ptolemaiovu rovnost? Odpovéd nam poskytnou nasledu-
jici dvé véty.

Véta 2 (Purserova)

Necht je v roviné dana kruznice k a trojuhelnik ABC' s vrcholy v jeji
vnéjsi oblasti. Z bodt A, B, C' vedme po jedné te¢né ke kruznici &k a oznac-
me T, U, V body dotyku teten v uvedeném poradi. Jestlize se kruz-
nice k dotyka kruZnice opsané trojihelniku ABC, pak je jeden ze soucinti
|BC| - |AT|, |AC| - |BU| a |AB]| - |CV| roven sou¢tu zbyvajicich dvou.
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Diikaz. Zavedeme néasledujici oznaceni: Je-li KL libovolna tsecka, znaci
symbol KL orientovanou tsecku KL s pocate¢nim bodem K a koncovym
bodem L. Kruznice m opsana trojuhelniku ABC je stejnolehld s kruznici
k podle bodu D jejich dotyku. Pro libovolny bod X € m a jeho obraz
Y € k plati DY = h - DX, kde h je koeficient stejnolehlosti, kterd prevadi
kruznici m na kruznici k. KruZnice maji vnéjsi dotyk pro h € (—o0, 0).
V pfipadé vnitiniho dotyku je h € (0, 1). Pro obé situace zfejmé plati
XY = DY — DX = (h — 1)DX. (Na obr. 2, kde je pro vétsi nézornost
vynechan trojihelnik ABC, je znézornéna situace pro h < 0; promyslete
si sami situaci h > 0).

Obr. 2

Je-li navic M bod dotyku tecny z bodu X ke kruznici k, mizeme s vy-
uzitim poznatkd o mocnosti bodu ke kruznici (viz napft. [3], [1] nebo [6])
psat:

IXM|? = [XD| - |XY| = (1 — k) - |XDJ|?.

[ 1

Predpokladejme nejprve, ze bod D lezi uvnitt toho oblouku AC kruz-
nice m, ktery neobsahuje bod B (obr. 2). V Ptolemaiové rovnosti

Odtud

|AB|-|CD|+ |BC|-|AD| =|AC| - |BD|
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pro ¢tyfahelnik ABC D nahradime s vyuzitim (3) délky tsecek CD, AD
a BD délkami prislusnych tecen. Po vydéleni vztahu ¢islem k dostaneme

|AB| - |CV |+ |BC| - |AT| = |AC| - |BUY,

coz jsme chtéli dokdzat. Lezi-li bod D uvnitf oblouku BC nebo AB, pro-
vedeme dikaz analogicky.

Obr. 3

Pozndmka 2. Jednu z moznych situaci zndzorhuje obr. 3. Predstavme si,
ze se polomér r kruznice k zmensuje, pricemz bod D dotyku obou kruznic
zlstava pevny. V limitni situaci pro » = 0 splynou body 7', U a V s bo-
dem D. Véta 2 pak piejde v Ptolemaiovu vétu pro tétivovy ctyruhelnik
ABCD.

Véta 3 (Caseyova)

Necht se kruZnice a, b, ¢, d, dotykaji kruznice k£ po radé ve vrcholech
A, B, C, D tétivového c¢tyifuhelniku ABCD. Pak plati

@b-cd+be-ad = ac- b, (4)
kde symbolem Ty oznacujeme délku spole¢né vnitini te¢ny kruznic z, y za
predpokladu ze ma jedna z téchto kruznic vnéjsi dotyk s kruznici k£ a druha

vnitini. Maji-li kruznice x, y stejny typ dotyku s kruznici &, dosazujeme za
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Ty délku jejich spoleéné vnéjsi tecny. (Délkou spolecné teény dvou kruznic
rozumime vzdalenost jejich dotykovych bodd s obéma kruznicemi.)

Diikaz. Nejprve budeme uvazovat situaci na obr. 4 a najdeme vztah mezi
délkou Ty spoletné tecny kruznic z, y (z,y € a,b, c,d), které maji s kruz-
nici k vnéjsi dotyk, a vzdalenosti | X'Y| dotykovych boda kruznice k s kruz-
nicemi z, y.

Obr. 4

Dvojim vyjddfenim vyrazu |[MN|? (jednou pomoci Pythagorovy vé-
ty z trojuhelniku PM N, podruhé pomoci kosinové véty z trojihelniku
OMN) dostaneme

Ty + (re — ry)2 =(r4+7r)*+ (r+ ry)2

—2(r+rg)-(r+mry)cosp. (5)
Z rovnoramenného trojihelniku XOY dale plyne

| XY J?
2r2

cos<p:1—2sin2§:1—

odkud po dosazeni do (5), roznasobeni a tpravé dostaneme

XY= (r+rg)(r+ry) Ty (6)
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Pro dalsi tivahy zavedeme nésledujici znaménkovou dohodu: Polomeér kruz-
nice x nebo y je kladny, ma-li tato kruznice vnéjsi dotyk s kruznici k a za-
porny v pripad€ vnitiniho dotyku. Polomér kruznice k je vZdy kladny.

Pfi dodrZeni této dohody plati vztah (6) i pro obé zbyvajici moZznosti
vzéjemné polohy kruznic k, x, y (bud jsou oba dotyky s kruZnici k vniténi
nebo je jeden vnitini a druhy vnéjsi). Doporucujeme ¢tendfi, aby se o tom
presvédcil postupem analogickym vyse uvedenému.

Nyni jiz snadno dokonc¢ime dikaz véty 3. V Ptolemaiové rovnosti

|AB|-|CD| + |BC|-|AD| =|AC| - |BD|

pro tétivovy ctyfuhelnik ABC'D na obr. 5 nahradime v8echny délky dél-
kami pfisludnych tecen pomoci (6). Zavérem vynasobime ziskany vztah
vyrazem

%2 (r4+7r)r+ry)(r+r)(r+rq)

a obdrzime rovnost (4).

Pozndamka 3. Na obr. 5 je zndzornéna geometrickd situace z véty 3 pro
piipad, kdy maji kruznice a, b, ¢, d vnéjsi dotyk s kruznici k. Snadno
nahlédneme, Ze v limitni situaci, kdy budou poloméry kruznic a, b, ¢ a d
nulové, obdrzime Ptolemaiovu vétu.

Na zavér poznamenejme, ze vysSe uvedend tvrzeni se ¢asto uvadéji ve
tvaru, ktery odpovidd Ptolemaiové nerovnosti, viz [2]. Formulace a rovnéz
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diikazy téchto tvrzeni ponechavame ctendii k promysleni. Rovnéz dopo-
rucujeme vytvorit si v. CABRI nebo v GEONEXTU dynamické obrazky
k vétam 2 a 3 tak, aby bylo mozné s jejich pomoci demonstrovat vSechny
situace, jiz mohou pro dotyk uvazovanych kruznic nastat.
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Kombinatorika pre buducich ucitelov
matematiky

DUSAN JEDINAK
Trnavskd univerzita, Trnava, SLOVENSKO

Uvod

Bol som zvedavy na nazory svojich posluchacov (v 3. ro¢niku vysoko-
skolského stidia na Pedagogickej fakulte TU) o ich vzfahu a sktsenostiach
so stredoskolskou kombinatorikou. Pripravil som pre nich anketové otazky:

1. Ktor€ okolnosti v doterajsom studiv kombinatoriky si pre Vis smutné,
znechucugjice?

2. Uvedte, ktoré ¢rty kombinatoriky a okolnosti pri jej vyucovani vo vasej
budicej prazxi zvldast zvijraznite a preco?

3. Uvedte, aki didakticki literatiru o stredoskolskej kombinatorike po-
zndte. V ktorom smere by ste potrebovali metodicki podporu?
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4. Navrhnite postupy pre zlepsenie didaktickej i@ odbornej irovne vyucova-
nia kombinatoriky na strednej skole.

5. Preco zaradovat (nezaradovat) zdkladné kombinatorické postupy do ele-
mentdarneho vzdeldvania?

Z odpovedi

Na anketu odpovedalo anonymne 25 budtcich uéitelov matematiky (pri-
pravovanych pre 5. az 9. roénik ZS). Neoblibenost $kolskej kombinatoriky
priznalo hned v Gvode 13 opytanych, jeden zmiernil: V sicasnosti mi uz
nie je takd odpornd ako predtym. Castymi dévodmi pre neobltbenost boli:
nedostatocne vysvetlend a slabo pochopend problematika, malo ¢asu ve-
novaného podrobnému vykladu, pocit neistoty pri rieSeni tloh (poplete-
nie vzorcov, zabudnuté moznosti). K oblibenosti prispievaja: praktickost
problematiky, zaujimavé zadania tloh, rozvoj logického myslenia a moz-
nost samostatného postupu rieSenia. InSpirativne dvojznac¢né bola odpo-
ved: Kombinatoriku sme brali tak mdlo, Ze som ju mala celkom rada.

V odpovedi na prva otdzku sa ukézalo, ze pre 9 posluchacov je smutn4,
znechucujica neschopnost uz len zacat riesit obtaznejsie ulohy a celkovd
neznalost riesenia. Pit posluchacov uviedlo, Ze pric¢inou tohto stavu je
neporiadne vysvetlenie v Skole, malo ¢asu na pochopenie a nenaucenost
robit poriadok. Zaujimavé boli odpovede: A: Znechucujice je pre mtia, po-
kial dlhodobo neviem ndjst riesenie nejakého prikladu a zdroven nemozZem
ndjst niekoho, kto by mi s tym prikladom pomohol. B: Mnohi ucitelia ucia
kombinatoriku len namatkovo, povrchne, akoby sa jej tieZ bdli. C: Mne to
aZ doteraz nikto poriadne nevysvetlil, velmi chaoticky vyklad, sdm ucitel
nemal jasno. D: Mrzi ma, Ze sme k hlbsiemu pochopeniu kombinatoriky
neboli viac prinitent.

Druhd otazka priniesla odpovede, na ktorych sa skoro vsetci zhodli.
Uvédzali: dolezitost zadania, predstavivost, zndzornenie, hlbsie pochope-
nie, ukazat systém — organiza¢ny princip, zdévodnenie myslienkovych po-
stupov, vlastny pristup, vyuzitie v praxi.

Odpovede na tretiu otazku ukézali, ze posluchdc¢i okrem ucebnice pre
prislusnt skolu a v semindri ukdzané publikicie nepoznaji skoro ziadnu
didakticka literataru. Metodickou pomocou by boli ukazky rieSenia na-
roc¢nejsich tloh s viacerymi postupmi rieSenia, zbierky rieSenych uloh.

Z odpovedi na $tvrta otdzku vyplynulo: pristupné (jasné, nédzorné, jed-
noduché, pestré, systémové a praktické) podanie rieSenia narocnejSich
uloh, viac vyucovacich hodin a samostatného riesenia prikladov. Vo vy-
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jadreniach posluchdcov boli aj tieto: V prvom rade, aby sami ucitelia,
naozaj, ¢o v najvyssej miere, kombinatoriku ovlddali a poddvali ju aj so
stipkou humoru... Hlavne zmenit ucitelov, ktori to nevedia vysvetlovat.

Piata otdzka priniesla hned aj protikladné odpovede: Nezaradovat, kijm
sa ucitelia nenaucia poriadne vysvetlit zikladné metédy. | Zaradit — poskyt-
nut aspon nejoky zaklad. Niekolko posluchacov zdoraznovalo, ze kombina-
torické ucivo je zlozité a tazké, menej pristupné na nizsej vekovej trovni.
Odporucali zaradit zaklady kombinatoriky ako rozsirujice uc¢ivo vo vys-
binatorika mé svoje opodstatnenie uz v elementdrnom vzdeldvani, lebo
vyuziva a rozvija logické myslenie (indukciu, dedukciu), vzbudzuje zaujem
deti pestrostou svojich aloh aj ich praktickym uplatnenim (aj v beZnom
Zivote treba kombinovat). Véasné zaradenie prispieva k vybudovaniu lep-
Sieho vztahu k tejto pozoruhodnej matematickej discipline. Zdkladné kom-
binatorické postupy vychadzaji z praktického Zivota a podporuji zdravé
myslenie.

Kratka anketa ma presvedcila o tom, Ze spytovani budtci ucitelia maja
svoje vlastné nazory, ktoré urcite aspon ciastocne vystihuja skolska re-
alitu. Predpokladam, ze ked budi chciet, vediet a moct, tak aj oni sami
aktivne prispeju k pozitivnym zmenam v tejto oblasti. Mozno o tom svedci
aj presvedcenie jedného z nich: Kombinatorika uci aj sebadiscipline a po-
riadku, nemust sa biflovat, poukazuje na praktickost myslenia. Trénuje sa
logika, ndzornost a predstavivost.

Ponuka
Uvéadzame osem zaujimavych tloh aj s rieSeniami, ktoré maja poslazit
ako podnet pre kombinatorické uvazovanie v prostredi nasich skol.

Uloha 1 (Studenti a ucitelia)

Koflko je moznosti pridelit §tyroch Studentov na preskasanie trom uci-
telom, ak pozadujeme:

a) aby kazdy $tudent bol preskasany aspori jedngm ucitelom;

b) aby kazdy Student bol preskaSany prdve jedngm uditelom;

c) aby kazdy ucitel preskasal aspori jedného Studenta;

d) aby kazdy ucitel preskasal prive jedného Studenta.

Riesenie:
Oznacme si Studentov A, B, C, D a ucitelov P, Q, R. Potom
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a) Studenta A moze preskasat P, Q, R, PQ, PR, QR, PQR, to je 7
moznosti;
pre studenta B je to tiez tychto 7 moznosti, podobne aj pre C i D.
Tieto javy st pre kazdého z nich nezavislé, tak vSetkych moznosti
spolu je 7* = 2401.

b) naznacme jednotlivé moznosti pre kazdého $tudenta do tabulky

A B C D

P P Q R
R R R R
Q R P P

v jednotlivych riadkoch st varidcie Stvrtej triedy (Styria Studenti)
z troch prvkov (traja ucitelia) s opakovanim. Ich pocet je V'4(3) =
31 =381.

c) ucitel P mozZe preskasat A, B, C, D, AB, AC, AD, BC, BD, CD, ABC,
ABD, ACD, BCD, ABCD, teda 15 moZnosti. Podobne 15 moznosti
je pre Q aj pre R. Tieto javy st pre kazdého z nich nezavislé a tak
spolu je moznosti 15% = 3 375.

d) rozpiSme jednotlivé moZnosti pre kazdého ucitela do tabulky

P Q R
A A A
A B B
B B A
B C D
D C B
D D D

to st varidcie tretej triedy (traja uéitelia) zo Styroch prvkov (Styria
Studenti) s opakovanim a ich pocet je V'3(4) = 43 = 64.

Uloha 2 (Manzelské pary — vyberajte vhodnym postupom)

Z desiatich manzelskych pérov (m — %) vyberdme péf osdb. Kolko je
vBetkych takych pitic, Ze v nich nie je ani jeden manzelsky par (postup
zdovodnite).
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Riesene:
Budeme si predstavovat, akym postupom pozadované podmienky spl-

nime:

a)

Vyberieme pit parov z desiatich manzelskych parov, to sa dé uro-
bit C5(10) = 252 spdsobmi. Potom vyberieme z kaZdej manzel-
skej dvojice jedného, pre tento vyber je VJ(2) = 2° = 32 moz-
nosti. Uplatnenim principu ndsobenia (spominané vybery st neza-
vislé ku kazdému prechddzajicemu vyberu) dostavame, Ze pozado-
vanych pétic tak, aby v nich nebol ani jeden manzelsky par, je
C5((10) - VZ(2) = 252 - 32 = 8 064.

Urcéime pocet pitic v moznych zlozeniach podla pohlavia. Sami muzi
(5 m). To je C5(10) = 252 moznosti. Pre vyber pitic samych Zzien
(5 7) je tiez 252 moznosti. Dalej uréime pocet pétic v zlozeni:

1m+4%...C1(10)- Cy(9) = 10- 126 = 1260
1#+4m...C(10)- C4(9) = 10 126 = 1260
2m+3%...C5(10)- C5(8) =45 56 = 2520
2%+3m...Cy(10)- C5(8) =45 56 = 2520

To déava spolu (séitanim) 252 + 252 + 1260 + 1260 + 2 520 + 2520 =
= 8064 moznosti.

Budeme postupne vyberat do pétic tak, aby boli splnené poziadavky:
Prvy moéze byt hocikto z dvadsiatich, teda 20 moZnosti.

Druhy moéze byt kazdy z tych, ¢o zostali, okrem vybraného manzel-
ského druha, teda 18 moznosti.

Treti moze byt kazdy z tych, ¢o zostali, okrem vybranych manzel-
skych druhov, teda 16 moznosti.

Stvrty moze byt kazdy z tych, ¢o zostali, okrem vybranych manzel-
skych druhov, teda 14 moznosti.

Piaty moze byt kazdy z tych, o zostali, okrem vybranych manzel-
skych druhov, teda 12 moznosti.

Spolu (princip nasobenia) je to 20 - 18 - 16 - 14 - 12 = 967 680 moz-
nosti, ale medzi nimi sa niektoré pitice opakuju, z kazdych 5! = 120
zostane iba jedna, teda vSetkych pozadovanych pitic je

20-18-16-14-12 967680
5! T120

= 8064.
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d) Vyberieme pift Iudi z dvadsiatich, na to mame C5(20) = 15 504 moz-
nosti. Tam v8ak buda aj pétice, v ktorych bude jedna alebo aj dve
manZelské dvojice (tieto moznosti musime z daného poctu odéitat).
Urcime, kolko zo spominanych pétic obsahuje
(i) prave jednu manzelsk dvojicu — takych moznosti je

C1(10) - [C5(9) + C5(9) +9- Ca(8) +9- C»(8)] = 10 - 672 = 6720,

(ii) prave dve manzelské dvojice C-(10)-16, pretoze ku kazdej z dvoch
vybranych manzelskych dvojic moZno eSte priradit jedného ¢lo-
veka zo (20 — 4) = 16. Pitic s dvomi manZelskymi dvojicami je
720.

Teda po od¢itani nevhodnych moznosti (6 720 4+ 720) dostaneme

15504 — (6 720 + 720) = 8064
pozadovanych dvojic splhajtcich poziadavky tlohy.

Uloha 3 (Usporiadajte si svoje kruhy)
Za kruhovy st0l treba rozsadit p Iudi. Kolko roznych rozsadeni mozeme
vykonat ak
a) zalezl aj na mieste vzhladom k stolu;
b) nezélezi na mieste vzhladom k stolu, ale len na bezprostrednych suse-
doch zlava a sprava;
c) nezélezi na mieste vzhladom k stolu, ale ani nerozliSujeme zv1ast
susedov zlava a sprava (len ich bezprostredni susedskost);
Riesenie:
Vytvorme si najprv jednoducht predstavu (obr. 1). Pre tri prvky A, B,
C méame 3! = 6 moznosti v strede stola sme ich ocislovali, ,,vrch stola“
sme oznacili A.
a) ak zalezi na polohe vzhladom k ,vrchu stolu“ je 3! = 6 rozsadeni.
(6. 1-6)
b) ak zélezi len na susedoch (s ohladom ¢i zlava alebo sprava) je moz-
nosti, lebo obr. 1 -2 -3 aj4 -5 — 6 st len ,pootocené®.
c) ak nezélezi na tom, ¢i je ten isty sused zlava alebo sprava, tak roz-
sadeni je 25' = 1, (teda polovicu z takych ¢o b) lebo obr. 1 -2 -3 —
4 — 5 - 6 maju vsetci tych istych susedov.

Zovseobecnenie a) p! b) %! =(p-'c) (p;l)!
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A B C
C@B AQC BQA
A B C
BQ c@A AQ
Obr. 1

Uloha 4
Sedem dievcat tancuje v ,kole“. Kolko je rozli¢nych moznosti pre ich
rozmiestnenie?

Riesenie: Ak tancuju v ,kole“, nezalezi na polohe vzhfadom ku ,kolu®, t.j.
pocet moznosti je 6!.

Uloha 5
Kolko rozlicnych naramkov sa dé vyrobit zo siedmych roéznofarebnych
guliek?

Riesenie: Pri ndramku nerozliujeme susedov zlava — sprava (ndramok sa
7 YR v v s . 1
da ,obratit“), teda pocet moznosti je %

Uloha 6
Sedem chlapcov a sedem diev¢at tancuje v kole tak, ze st usporiadani
striedavo (ch — d). Kolko je réznych moZnosti usporiadat takéto kolo?

Riesenie: Pocet usporiadani chlapcov je 6! (nezalezi na poradi vzhladom
ku kolu). Medzi nich umiestnit 7 diev¢at, to sa da 7! sposobmi (zélezi na
poradi vzhladom k chlapcom). Teda je 6! - 7! moznosti pre takéto kolo.

Uloha 7 (Poznat definiciu a vediet kombinovart)
Mnozina L ma n roznych prvkov.
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a)
b)

0

Kolko existuje na L bindrnych relécii?
Kolko existuje na L reflexivnych relacii?
Kolko existuje na L symetrickych relécii?

Riesenie:

a)

590

Binarna relacia je kazdd podmnozina kartezidnskeho sic¢inu L x L.
Ak ma mnozina L pocet prvkov n, tak pocet prvkov L x L je nZ.
Z n? prvkov mozeme vytvorit réznych podmnozin. Na mnoZine L,
ak mé n prvkov existuje binarnych relécii.

Relécia ¢ je na L reflexivna, ak pre kazdy prvok plati z € L zgz.
Naznac¢me si to (napriklad pre n = 3) na obr. 2:

Obr. 2

V reflexivnej reldcii musia byt ,,prvky z uhlopriecky“. A,: [z, ], [y, y],
... tychto je pre n-prvkovli mnozinu prave n.

K nim moézeme pridat niektoré zo zostavajicich prvkov z L x L; tych
jen-n—n=n-(n-—1).

Teda z nich vytvarame fubovolné podmnoziny. Na mnozine L (n-prv-
kovej) existuje 27(n=1) reflexivnych relacii.

Relacia o je na L symetrickd, ak plati pre kazdé x € L: zpy, po-
tom yox. Predstavme si to na obr. 3 (pre n = 3). Je to ,symetria
podla uhlopriecky*.

gy
R

Obr. 3
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Takych prvkov (dvojic) je 22" +n = nz*gﬂn _ n22+n - n'(ngl).
n(n+1) « « , v .

z . Pocet vSetkych moznych symetric-
, -~ - P . n(nt1)
kych relécii pre mnozinu L, ktord ma n prvkov, je teda 2 ol

Z nich pocet podmnozin je 2

Uloha 8 (Spravna predstava, Gispech zaruceny)
Stanovte pocet rieSeni rovnice £ +x2 +x3+ ... +xx = n, kde x; € Ny
pre dané n prirodzené.

Riesenie: Predstavme si napriklad konkrétne rovnicu z; + z2 + 3 = 5, t.j.
k=3,n=05.
Riesenia si mozeme rozpisat do tabulky

T T2 T3

5 0 0 3 rieSenia (moéZzeme zamienaf)

4 1 0 6 rieSeni

3 2 0 6 rieSeni

3 1 1 3 rieSenia

2 2 1 3 rieSenia, teda spolu je 21 rieSeni

Mozeme uvazovat aj takto: Treba rozmiestnit pidtf jednotiek a dve
znacky, napr.

1 101101
(to predstavuje riesenie 2+2+1 = 5). To mdzeme urobit Cy(7) = P; 5(7) =

= 21 spdsobmi.
Ak na$u Gvahu zovSeobecnime pre k,n € N, pocet rieSeni danej rovnice

r1+T2+T3+ ... +T =n,

kde x; € Ng pre dané n prirodzené bude Cy_1(n + k — 1), teda ako pocet
rozdeleni k — 1 znaciek na n + k — 1 poli.

Zaver
Ak vés tlohy didakticky zaujali, sktste ich pouZivat aj pre svojich Zia-
kov.
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57. rocnik matematické olympiady

Ulohy I. kola,

KATEGORIE 79

Z9-1-1

Najdéte vSechna ctyfmistna cisla koncici ¢islici 9, kterd jsou délitelnd

kazdou svou ¢islici.

Z9-1-2

Pavel Tlusty

Petr se ptal babicky, kolik je dédeckovi let. Babicka mu odpovédéla
takto: ,, To vis, uz ddvno nam neni padesat, ale zase ndm jesté neni osm-
desat let. KdyZz vynasobis soucet mého a dédeckova véku jejich rozdilem
a k vysledku prictes oba naSe véky, dostanes 492“. | Aha,“ fekl po chvili
Petr, ,tak to je dédeckovi ...“ Kolik let je Petrovu dédeckovi, vite-li, Ze je

starsi nez Petrova babicka?

7Z9-1-3
Stredem rotacniho vélce s podstavou
o poloméru r a vyskou v byl vyvrtan val-
covy otvor. Objem takto vzniklého ,du-
tého valce“ je polovicni nez objem valce
pavodniho. Vyjadiete tloustku stény du-
tého valce pomoci r.
Marie Krejcovad

Michaela Raabovad

i

\
\
\

e Sl e

-
’
1
1
[
1
1
1
\
\
\
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7914
Minulou divadelni sezénu se prodavaly vstupenky za jednotnou cenu
160 K¢. Pro letosni sezénu se sedadla rozdélila do dvou kategorii. Mista
I. kategorie stoji 180 K¢, mista II. kategorie 155 K¢&. Pokud jsou vSechna
sedadla v sale rozprodana, je celkova trzba stejna jako pii vyprodaném
pfedstaveni loni. Reditel divadla v8ak neni s timto rozdélenim spokojen
a pro pristi sezonu planuje zménu: z nejméné atraktivnich mist soucasné
I1. kategorie vytvori novou III. kategorii. Aby se trzba za vyprodany sal
nezménila, rozhodl, Ze vstupenky budou stat 180 K¢ (I. kategorie), 160 K¢
(II. kategorie) a 130 K¢& (III. kategorie). V jakém poméru budou pristi
sezonu pocty sedadel jednotlivych kategorii?
Libor Simiinek

7Z9-1-5

Jirka koupil dvé cokolddy v obchodé naproti Skole. Michal si koupil
stejné dvé Cokoladdy v obchodé za skolou a Ivan si koupil jednu takovou
cokoladu, ale ve skolnim bufetu. Cena zakoupenych ¢okolad je o 6 K¢ vyssi,
nez kdyby chlapci nakoupili vSech 5 cokolad v obchodé naproti skole, a je
0 6,50 K¢ nizsi, nez kdyby nakupovali jen v obchodé za skolou. Ve skolnim
bufetu prodavaji ¢okoladu za 19,50 K¢. Kolik zaplatili kluci za v8ech pét
cokolad dohromady? Kolik stoji jedna cokolada v obchodé za skolou?

Monika Dillingerovd

7Z9-1-6
V roviné je dan ¢tyfiahelnik ABCD. Sestrojte bod K, ktery je vrcholem
rovnobézniku BCDK, a bod L, ktery je vrcholem rovnobézniku CDAL.
Ukazte, ze primka KL prochézi stfedem strany AB daného ¢tyiftahelniku

ABCD.
Jaroslav Svrcek

KATEGORIE 78

78-1-1
Najdéte vSechna ¢tyrmistnd cisla délitelna tiemi, kterd po vynasobeni
Cislem 17 dévaji soucin koncici trojcislim 519.
Libuse Hozovad
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7812
Najdéte vSechny trojice prirozenych ¢isel mensich nez 10, jejichz soucin
je sedminasobkem jejich souctu.
Libuse Hozovad

7Z8-1-3

Jano si koupil sedmimilové boty. Jeho kamardd Honza z Cech si koupil
létajici koberec. Potom se oba dva z(castnili pohadkového dvanéctihodi-
nového zavodu. Béhem zavodu méli hlad, a tak se oba dva zastavili na
jidlo. Obéma zabrala piestavka na jidlo jednu hodinu. Kdyby se Honza
nezastavil po cesté na ,,vepro-knedlo-zelo®, pfedbéhl by Jana o 51 kilome-
tr. Kdyby se Jano nestavil na bryndzové halusky, pfedbéhl by Honzu o 28
kilometra. Jak daleko od sebe by skoncili, kdyby nejedl ani jeden z nich?
Kdo z nich by byl prvni?

Monika Dillingerovd

7814

V Tramtérii maji pét lékarskych fakult, z nichz kazdd mutze pfijmout
do prvniho ro¢niku 200 studentii. Pijimaci zkousky na jednotlivé fakulty
se konaji v riizné dny, proto si studenti mohou podat pfihldsku na vice
skol. Ptali jsme se na jednotlivych fakultach, kolik dostali prihlasek pro
rok 2007/08. Ziskali jsme tyto odpovédi:

1. fakulta: ,Dostali jsme pétkrat vice prihlasek, nez kolik jsme méli
volnych mist“.

2. fakulta: ,,U nds pocet uchaze¢t prevysoval kapacitu o 320 %*.

3. fakulta: ,Na nasi fakultu se hlasilo o 510 uchazec¢u vice, nez kolik
jsme mohli prijmout®.

4. fakulta: ,U nas na kazdé volné misto pfipadly v praméru 3 prihlasky“.

5. fakulta: , K nam se hlasilo o tfi ¢tvrtiny zadjemct vice, nez kolik jsme
méli mist®.

V akademickém roce 2007/08 nakonec na lékaiské fakulty nastoupilo
do 1. ro¢niku 1000 studentti. Ze statistik vyplyva, ze zdjemce o studium
mediciny podal na lékarské fakulty primérné 2, 5 piihlasky. Kolik zdjemct
se nedostalo na zadnou z fakult?

Libor Simiinek
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Z8-1-5
Pan Poleno s panem Stiepinou vyrabéli nové domovni dvefe o obsahu
3 m2. Ra4m dveii tvaru obdélniku, jeho thlopiitky a dvé dalsi pricky, které
spojovaly dva vrcholy obdélniku se stfedy protilehlych stran, byly z kovo-
vych ty¢i. Pan Poleno vyplnil dfevem ¢tyfi tmavé casti dveii a pan Stfepina
zbyvajici ¢asti dvefi zasklil. Kolik metrt ¢tverecnich dieva potfeboval pan
Poleno na vypli dveri.
Libuse Hozovd

7Z8-1-6
Kral si dal kolem svého ¢tvercového pozemku vykopat 2 metry Siroky
a 4 metry hluboky ptikop. Vykopanim piikopu se velikost jeho pozemku
zmensgila o 1 200 m?.
a) Jaka je nyni vymeéra kralovského pozemku?
b) Kolik litr vody je v pfikopu, kdyZ ho kral dal naplnit do t¥{ ¢tvrtin?
Miroslava Smitkovd

KATEGORIE Z7
7Z7-1-1

Cislo je trochu nestastné, je-li ndsobkem ¢isla 13. Cislo, které je nasob-
kem ¢isla 17, se nazyva trochu usmévavé. Kolik existuje ¢isel mezi ptiroze-
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nymi ¢isly od 1 do 1000 000, kterd nekon¢i nulou ani pétkou a jsou piitom
zaroven trochu nestastna a trochu usmévava?
Marta Volfova

7Z7-1-2

Vlada zemé Tramtarie se rozhodla, Ze své izemi rozdéli do Sesti okresi.
Vybrala proto Sest nejvyznamnéjsich mést a kazdému chce priradit okres
podle nasledujiciho klice: kazdé misto v zemi patii do okresu toho mésta,
které je danému mistu nejblize. Prekreslete si ve vhodném méfitku mapu
Tramtarie a narysujte do ni hranice okrest. (Okresni mésta jsou oznacena
pismeny A — F'| silnd ¢ara znac¢i hranice Tramtarie. Pomyslna ¢tvercova sit
ma pouze usnadhovat orientaci v mapé a nijak neovliviiuje hranice okresi!)

Libor Simainek

e \

7Z7-1-3
Ve 12 hodin stala na parkovisti ¢eskd, némecka a francouzska auta, a to
v poméru 9:4 (¢eskd ku némeckym) a 2:3 (némecka ku francouzskym). Bé-
hem hodiny odjelo jedendct a ptijelo pét ¢eskych aut, odjelo jedno a piijelo
jedenéact némeckych aut a odjela tii a prijelo Sest francouzskych aut. Jaky
je pomér Ceskych, némeckych a francouzskych aut ve 13:00 na parkovisti,
kdyz ve 12:00 tam bylo dvanact francouzskych aut?
Sdirka Ptdckovd
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Z7-1-4

Shodné asecky AM, BM, CM a DM jsou usporddané jako na obrazku.
Jednotlivé dvojice téchto Gsecek sviraji thly o velikostech 20°,20°, 50°, 50°,
70° a « (o < 180°). Jaka je velikost ihlu, ktery sviraji pfimky AB a CD?
(Obréazek je nepfesny, nevyplati se méfit.)

M

B

Michaela Raabova

Z7-1-5
Policka na Sachovnici 4 x 4 vybarvi 4 barvami a vepi$ do nich 4 pismena
J, A, R, O tak, aby v kazdém tadku a kazdém sloupci byly zastoupeny
v8echny barvy i vSechna pismena. (Kazdé policko bude obsahovat pravé
jedno pismeno a bude vybarveno jednou barvou. Kazdé pismeno musi byt
vybarveno postupné vSemi barvami a také kazda barva musi vystiidat
v8echna pismena.) Najdi aspon jedno feSeni.
Marta Volfovd

7Z7-1-6
Na papife je napsano nékolik bezprostifedné po sobé jdoucich pfiroze-
nych cisel. Je mezi nimi 12 nasobki ¢isla 5 a 10 nasobki cisla 7.
a) Kolik pfirozenych ¢isel je na papife napsano?
b) Najdi jednu fadu ¢isel, kterd odpovidd témto podminkam.
Libor Siminek

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 597



Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime teseni Gloh 135 a 136, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
¢isle aktualniho (16.) ro¢niku nageho ¢asopisu.

Uloha 135
Necht a, b, ¢ a d jsou obvykle oznacené délky stran konvexniho Ctyi-
uhelniku ABCD a e, f délky jeho thlopricek AC a BD. Dokaite, Ze plati

e+ f)*<(a+c)+(b+ad)>
Pro jaké konvexni ¢tyfuhelniky nastane rovnost?
Radek Horensky
Reseni:

Uvazujme posunuti, které zobrazi bod D na bod B. Ozna¢me A’ a C'
po fadé obrazy bodt A, C' v tomto posunuti. Plati tak |AB| = a, |A'B| =
=|AD| =d, |C'B| = |CD| = ¢, |CB| = b (obr. 1). Ctyithelnik AA’C'C je
rovnobéznik v némz plati |AC| = |A'C’'| = e, |AA'| = |CC’| = f. Pro Ghly
ACC" a CAA' pritom plati cos |[ZACC'| = — cos|LC AA'|. Podle kosinové
véty je

|AC'|? = |AC|* + |CC'|? — 2|AC| - |CC'| - cos |£ACC|,
|A'C|? = |AC]> + |AA')? —2|AC| - |AA'| - cos |ZCAA|.
Sectenim obou vztahti dostaneme

|AC'|2 + |A'C|? = 2(e* + £?).

Jelikoz 2(e? + f2) = (e + f)? + (e — f)? a ¢islo (e — f)? je nezdporné, plati
nerovnost

(e+f)* <|AC'P + |A'CP.

Rovnost v ni nastane, pravé kdyz e = f. Uzitim trojihelnikové nerovnosti
pro trojuhelniky ABC' a A'BC dostaneme

|AC'| < |AB|+|C'Bl|=a+c¢ a |A'C|<|A'B|+|CB|=d+b.
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Rovnost v téchto nerovnostech nastane pouze v pfipadech, kdy body A, B,
C' resp. A', B, C lezi na jedné pfimce. Spojenim poslednich t¥{ nerovnosti
ziskdme dokazovanou nerovnost

(e+ f)?> < (a+c¢)? + (b+d)?,

pri¢emz rovnost v ni nastane, pravé kdyz bod B je prusecikem whlopii-
¢ek rovnobézniku AA'C’'C se shodnymi stranami. Tato situace nastane,
pravé kdyz ctyifuhelnik ABC'D ma shodné thlopticky a dvojice protileh-
lych stran, tedy pravé kdyz ABCD je pravothelnik (obdélnik nebo ¢tve-
rec).
Jiné feseni (podle Jozefa Mészdrose)

Ozna¢me E, F po fadé stiedy thloptiéek AC a BD (obr. 2). Pro délky
téznic BE a DFE po fadé v trojihelnicich ABC' a ACD plati

1 1 1 1
|BE|* = 3 (JAB|* +|BC)?) — Z|AC|2 =3 (a? +b?) — 162,
IDEF? = L (14D +1DCP?) - HAc) = L (2 +¢t) - L2

Sectenim téchto vztaht dostaneme

BE|? + DE2:1 a? + b2+ +d?—e?).
| 2
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Obr. 2

Pro délku téznice |E'F| trojuhelniku BDE plati

1 1 1
|EF|> = = (|BE” + |DE|2)—Z|BD|2 =7 (> + 0>+ +d* — 62)—Zf2.

1
2
Jelikoz |EF|* je nezéporné ¢islo, dostaneme tpravou piedchézejictho

vztahu
A+ <+ e+
pritemz rovnost nastava, pravé kdyz E = F, tedy pravé kdyz ABCD je
rovnobéznik.
Podle Ptolemaiovy nerovnosti pro ¢tyifahelnik ABCD dale plati
ef <ac+bd,

pfitemz rovnost nastava, pravé kdyz je ¢tyruhelnik ABCD tétivovy. Pii-
¢tenim dvojnasobku tohoto vztahu k predhéazejici nerovnosti ziskdme

e? +2ef + f2 < a® + 2ac+ 2 + b + 2bd + d°,
coz po upravé dava dokazovanou nerovnost
(e+£)?* < (at0)?+(b+a).

Rovnost nastava, pravé kdyz je ABC D tétivovy rovnobéznik, tedy pravé
kdyz ABCD je pravouhelnik.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5 a Jozef Mészaros z Jelky.
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Netplné tfeSeni zaslali: Viadimir Pavel z Blovic a Jifi Steckbauer
z Kvétné.

Uloha 136
Dokazte, ze neexistuje realné cislo ¢, pro které by cisla

z1 =(c—1)(c—2)...(c—2006), 2 = (c+1)(c+2)...(c+2006)
byla koteny kvadratické rovnice

22+ (¢ —12)(c* —2%) ... (c® —2006%) = 0.

Jaroslav Zhouf

Reseni:
Uvazujme polynom

P(c) = (c+1)(c+2)...(c+ 2006)
s kladnymi (celo¢iselnymi) koeficienty. Jelikoz 2006 je sudé ¢islo, plati
P(—c) =(—c+1)(—c+2)...(—c+2006) = (¢ — 1)(c = 2)...(c—2006).

Polynom P(c) + P(—c) je sudé funkce a jeho koeficienty jsou dvojnasobky
koeficientli polynomu P(c) u sudych mocnin proménné ¢, tedy kladna ¢isla.
Proto pro vSechna realné ¢isla ¢ plati

0< P(c) + P(—c) = x1 + z2.

Podle vztahti mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice budou ¢isla
1 a xy pro néjaké redlné cislo ¢ koreny dané kvadratické rovnice, pravé
kdyz 1 + z» = 0, coz ale neni mozné.

Neexistuje tedy redlné ¢islo ¢, pro které by cisla z; a z2 byla kofeny
dané kvadratické rovnice.

Spravné feseni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Jozef Mészdros z Jelky a Viadimir Pavel z Blovic.
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