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Ptolemaiova v�ta ��k�� �e v ka�d�m t�tivov�m �ty��heln�ku je sou	
�et sou�in
 d�lek protilehl�ch stran roven sou�inu d�lek jeho �hlop���ek�
V �l�nku 
�� jsme se sezn�mili s jej�m prostorov�m zobecn�n�m a s Pto	
lemaiovou nerovnost�� Nyn� uvedeme dal�� t�i zobecn�n� t�to v�ty� Prvn�
z nich roz�i�uje tvrzen� Ptolemaiovy v�ty pro t�tivov� �esti�heln�k�

V�ta � �Fuhrmannova�

Nech� ABCA�B�C � je t�tivov� �esti�heln�k� Ozna�me d�lky jeho stran
a �hlop���ek AA�� BB�� CC � ve shod� s obr�zkem obr� �� Pak plat� rovnost

abc� a�b�c� � aa�e� bb�f � cc�g � efg� ���

���
���
���

Obr� �
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D�kaz� Aplikac� Ptolemaiovy v�ty na �ty��heln�ky ABCA� a BCA�B�

�obr� �� dost�v�me�

ac� b�f � jACj � jA�Bj a a�b� � cg � jA�Bj � jB�Cj �

Prvn� z rovnic vyn�sob�me ��slem b� druhou ��slem c�� Jejich se�ten�m pak
dostaneme

abc� a�b�c� � bb�f � cc�g � jA�Bj �jACj � b� jB�Cj � c�� � ���

Pravou stranu vztahu ��� postupn� uprav�me s vyu�it�m Ptolemaiovy
v�ty pro �ty��heln�ky ACB�C � a A�B�AB� Obdr��me tak

jA�Bj �jACj � b� jB�Cj � c�� � jA�Bj � jAB�j � e � �fg � aa��e �

co� po dosazen� do ��� d�v�

abc� a�b�c� � bb�f � cc�g � efg � aa�e

a odtud ji� po snadn� �prav� plyne vztah ���� kter� jsme cht�li dok�zat�

Pozn�mka �� Jestli�e ve v�t� � polo��me b � b� � �� bude C � B� C � � B��
g � e a ze vztahu ��� dostaneme po vyd�len� ��slem e Ptolemaiovu rovnost
aa� � cc� � ef pro t�tivov� �ty��heln�k ABA�B��

Bod m
�eme pova�ovat za kru�nici s nulov�m polom�rem� P�edstavme
si� �e bychom vhodn�m zp
sobem nahradili n�kter� vrcholy t�tivov�ho
�ty��heln�ku kru�nicemi� V t�to souvislosti si lze polo�it ot�zku� Lze na	
l�zt vztah mezi d�lkami jejich spole�n�ch te�en tak� abychom limitn�m p�e	
chodem od kru�nic k bod
m �vrchol
m p
vodn�ho �ty��heln�ku� obdr�eli
z tohoto vztahu Ptolemaiovu rovnost� Odpov�� n�m poskytnou n�sledu	
j�c� dv� v�ty�

V�ta � �Purserova�

Nech� je v rovin� d�na kru�nice k a troj�heln�k ABC s vrcholy v jej�
vn�j�� oblasti� Z bod
 A� B� C ve�me po jedn� te�n� ke kru�nici k a ozna�	
me T � U � V body dotyku te�en v uveden�m po�ad�� Jestli�e se kru�	
nice k dot�k� kru�nice opsan� troj�heln�ku ABC� pak je jeden ze sou�in

jBCj � jAT j� jACj � jBU j a jABj � jCV j roven sou�tu zb�vaj�c�ch dvou�
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D�kaz� Zavedeme n�sleduj�c� ozna�en�� Je	li KL libovoln� �se�ka� zna��
symbol KL orientovanou �se�ku KL s po��te�n�m bodem K a koncov�m
bodem L� Kru�nice m opsan� troj�heln�ku ABC je stejnolehl� s kru�nic�
k podle bodu D jejich dotyku� Pro libovoln� bod X � m a jeho obraz
Y � k plat� DY � h � DX� kde h je koe�cient stejnolehlosti� kter� p�ev�d�
kru�nici m na kru�nici k� Kru�nice maj� vn�j�� dotyk pro h � ���� ���
V p��pad� vnit�n�ho dotyku je h � ��� ��� Pro ob� situace z�ejm� plat�
XY � DY � DX � �h � ��DX� �Na obr� �� kde je pro v�t�� n�zornost
vynech�n troj�heln�k ABC� je zn�zorn�na situace pro h � �� promyslete
si sami situaci h � ���

���
������

Obr� �

Je	li nav�c M bod dotyku te�ny z bodu X ke kru�nici k� m
�eme s vy	
u�it�m poznatk
 o mocnosti bodu ke kru�nici �viz nap�� 
 �� 
�� nebo 
!��
ps�t�

jXMj� � jXDj � jXYj � ��� h� � jXDj��

Odtud

jXDj � k � jXM j� k �

r
�

�� h
� � �

P�edpokl�dejme nejprve� �e bod D le�� uvnit� toho oblouku AC kru�	
nice m� kter� neobsahuje bod B �obr� ��� V Ptolemaiov� rovnosti

jABj � jCDj� jBCj � jADj � jACj � jBDj
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pro �ty��heln�k ABCD nahrad�me s vyu�it�m � � d�lky �se�ek CD� AD
a BD d�lkami p��slu�n�ch te�en� Po vyd�len� vztahu ��slem k dostaneme

jABj � jCV j� jBCj � jAT j � jACj � jBU j �

co� jsme cht�li dok�zat� Le��	li bod D uvnit� oblouku BC nebo AB� pro	
vedeme d
kaz analogicky�

����
�����	
�

Obr� �

Pozn�mka �� Jednu z mo�n�ch situac� zn�zor#uje obr�  � P�edstavme si�
�e se polom�r r kru�nice k zmen�uje� p�i�em� bod D dotyku obou kru�nic
z
st�v� pevn�� V limitn� situaci pro r � � splynou body T � U a V s bo	
dem D� V�ta � pak p�ejde v Ptolemaiovu v�tu pro t�tivov� �ty��heln�k
ABCD�

V�ta � �Caseyova�

Nech� se kru�nice a� b� c� d� dot�kaj� kru�nice k po �ad� ve vrcholech
A� B� C� D t�tivov�ho �ty��heln�ku ABCD� Pak plat�

ab � cd� bc � ad � ac � bd� �$�

kde symbolem xy ozna�ujeme d�lku spole�n� vnit�n� te�ny kru�nic x� y za
p�edpokladu �e m� jedna z t�chto kru�nic vn�j�� dotyk s kru�nic� k a druh�
vnit�n�� Maj�	li kru�nice x� y stejn� typ dotyku s kru�nic� k� dosazujeme za
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xy d�lku jejich spole�n� vn�j�� te�ny� �D�lkou spole�n� te�ny dvou kru�nic
rozum�me vzd�lenost jej�ch dotykov�ch bod
 s ob�ma kru�nicemi��

D�kaz� Nejprve budeme uva�ovat situaci na obr� $ a najdeme vztah mezi
d�lkou xy spole�n� te�ny kru�nic x� y �x� y � a� b� c� d�� kter� maj� s kru�	
nic� k vn�j�� dotyk� a vzd�lenost� jXY j dotykov�ch bod
 kru�nice k s kru�	
nicemi x� y�

���
������

Obr� 	

Dvoj�m vyj�d�en�m v�razu jMN j� �jednou pomoc� Pythagorovy v�	
ty z troj�heln�ku PMN � podruh� pomoc� kosinov� v�ty z troj�heln�ku
OMN� dostaneme

xy� � �rx � ry�� � �r � rx�� � �r � ry�� � ��r � rx� � �r � ry� cos� � ���

Z rovnoramenn�ho troj�heln�ku XOY d�le plyne

cos� � �� � sin�
�

�
� ��

jXY j�

�r�
�

odkud po dosazen� do ���� rozn�soben� a �prav� dostaneme

jXY j �
rp

�r � rx��r � ry�
� xy �!�
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Pro dal�� �vahy zavedeme n�sleduj�c� znam�nkovou dohodu� Polom�r kru��
nice x nebo y je kladn�	 m��li tato kru�nice vn�j
� dotyk s kru�nic� k a z��
porn� v p��pad� vnit�n�ho dotyku� Polom�r kru�nice k je v�dy kladn��

P�i dodr�en� t�to dohody plat� vztah �!� i pro ob� zb�vaj�c� mo�nosti
vz�jemn� polohy kru�nic k� x� y �bu� jsou oba dotyky s kru�nic� k vnit�n�
nebo je jeden vnit�n� a druh� vn�j���� Doporu�ujeme �ten��i� aby se o tom
p�esv�d�il postupem analogick�m v��e uveden�mu�

Nyn� ji� snadno dokon��me d
kaz v�ty  � V Ptolemaiov� rovnosti

jABj � jCDj� jBCj � jADj � jACj � jBDj

pro t�tivov� �ty��heln�k ABCD na obr� � nahrad�me v�echny d�lky d�l	
kami p��slu�n�ch te�en pomoc� �!�� Z�v�rem vyn�sob�me z�skan� vztah
v�razem

�
r�

p
�r � ra��r � rb��r � rc��r � rd�

a obdr��me rovnost �$��

Pozn�mka 
� Na obr� � je zn�zorn�na geometrick� situace z v�ty  pro
p��pad� kdy maj� kru�nice a� b� c� d vn�j�� dotyk s kru�nic� k� Snadno
nahl�dneme� �e v limitn� situaci� kdy budou polom�ry kru�nic a� b� c a d
nulov�� obdr��me Ptolemaiovu v�tu�

���
������

Obr� 


Na z�v�r poznamenejme� �e v��e uveden� tvrzen� se �asto uv�d�j� ve
tvaru� kter� odpov�d� Ptolemaiov� nerovnosti� viz 
��� Formulace a rovn��
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d
kazy t�chto tvrzen� ponech�v�me �ten��i k promy�len�� Rovn�� dopo	
ru�ujeme vytvo�it si v CABRI nebo v GEONEXTU dynamick� obr�zky
k v�t�m � a  tak� aby bylo mo�n� s jejich pomoc� demonstrovat v�echny
situace� ji� mohou pro dotyk uva�ovan�ch kru�nic nastat�

L i t e r a t u r a

��� Bo�ek� L� � Zhouf� J�� M�te r�di kru
nice� Prometheus� Praha ���
�

��� Leischner� P�� Ptolemaiova nerovnost� MFI� ro���
 ����
����� �� �� s� ��
�����

��� Pomykalov�� E�� Matematika pro gymn�zia � Planimetrie� Prometheus� Praha �����

�	� �arygin� I� F�� Zada�i po geometrii� Nauka� Moskva �����

�
� �kljarskij� D� O� � �encov� N� N� � Jaglom� I� M�� Izbrannye zada�i i teoremy
elementarnoj matematiky� �as� � � geometrija �planimetrija�� GITTL� Moskva ��
��

��� �vr�ek� J� � Van�ura� J�� Geometrie troj�heln�ka� SNTL� Praha �����

Kombinatorika pre bud�cich u�itel�ov

matematiky

DU�AN JEDIN	K

Trnavsk� univerzita� Trnava� SLOVENSKO

�vod
Bol som zvedav� na n�zory svojich posluch��ov �v  � ro�n�ku vysoko	

�kolsk�ho �t�dia na Pedagogickej fakulte TU� o ich vz�ahu a sk�senostiach
so stredo�kolskou kombinatorikou� Pripravil som pre nich anketov� ot�zky�

�� Ktor� okolnosti v doteraj
om 
t�diu kombinatoriky s� pre V�s smutn�	
znechucuj�ce�

�� Uve�te	 ktor� �rty kombinatoriky a okolnosti pri jej vyu�ovan� vo va
ej
bud�cej praxi zvl�
� zv�raznite a pre�o�

 � Uve�te	 ak� didaktick� literat�ru o stredo
kolskej kombinatorike po�
zn�te� V ktorom smere by ste potrebovali metodick� podporu�
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$� Navrhnite postupy pre zlep
enie didaktickej i odbornej �rovne vyu�ova�
nia kombinatoriky na strednej 
kole�

�� Pre�o zara�ova� �nezara�ova�� z�kladn� kombinatorick� postupy do ele�
ment�rneho vzdel�vania�

Z odpoved�
Na anketu odpovedalo anonymne �� bud�cich u�itel%ov matematiky �pri	

pravovan�ch pre �� a� "� ro�n�k Z&�� Neobl%�benos� �kolskej kombinatoriky
priznalo hne� v �vode � op�tan�ch� jeden zmiernil� V s��asnosti mi u�
nie je tak� odporn� ako predt�m� 'ast�mi d(vodmi pre neobl%�benos� boli�
nedostato�ne vysvetlen� a slabo pochopen� problematika� m�lo �asu ve	
novan�ho podrobn�mu v�kladu� pocit neistoty pri rie�en� �loh �poplete	
nie vzorcov� zabudnut� mo�nosti�� K obl%�benosti prispievaj�� praktickos�
problematiky� zauj�mav� zadania �loh� rozvoj logick�ho myslenia a mo�	
nos� samostatn�ho postupu rie�enia� In�pirat�vne dvojzna�n� bola odpo	
ve�� Kombinatoriku sme brali tak m�lo	 �e som ju mala celkom rada�

V odpovedi na prv� ot�zku sa uk�zalo� �e pre " posluch��ov je smutn��
znechucuj�ca neschopnos� u� len za�a� rie
i� ob�a�nej
ie �lohy a celkov�
neznalos� rie
enia� P)� posluch��ov uviedlo� �e pr��inou tohto stavu je
neporiadne vysvetlenie v �kole� m�lo �asu na pochopenie a nenau�enos�
robi� poriadok� Zauj�mav� boli odpovede� A� Znechucuj�ce je pre m�a	 po�
kial� dlhodobo neviem n�js� rie
enie nejak�ho pr�kladu a z�rove� nem��em
n�js� niekoho	 kto by mi s t�m pr�kladom pomohol� B� Mnoh� u�itelia u�ia
kombinatoriku len n�matkovo	 povrchne	 akoby sa jej tie� b�li� C� Mne to
a� doteraz nikto poriadne nevysvetlil	 vel�mi chaotick� v�klad	 s�m u�itel�
nemal jasno� D� Mrz� ma	 �e sme k hlb
iemu pochopeniu kombinatoriky
neboli viac prin�ten��

Druh� ot�zka priniesla odpovede� na ktor�ch sa skoro v�etci zhodli�
Uv�dzali� d(le�itos� zadania� predstavivos�� zn�zornenie� hlb�ie pochope	
nie� uk�za� syst�m * organiza�n� princ�p� zd(vodnenie my�lienkov�ch po	
stupov� vlastn� pr�stup� vyu�itie v praxi�

Odpovede na tretiu ot�zku uk�zali� �e posluch��i okrem u�ebnice pre
pr�slu�n� �kolu a v semin�ri uk�zan� publik�cie nepoznaj� skoro �iadnu
didaktick� literat�ru� Metodickou pomocou by boli uk��ky rie�enia n�	
ro�nej��ch �loh s viacer�mi postupmi rie�enia� zbierky rie�en�ch �loh�

Z odpoved� na �tvrt� ot�zku vyplynulo� pr�stupn� �jasn�� n�zorn�� jed	
noduch�� pestr�� syst�mov� a praktick�� podanie rie�enia n�ro�nej��ch
�loh� viac vyu�ovac�ch hod�n a samostatn�ho rie�enia pr�kladov� Vo vy	
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jadreniach posluch��ov boli aj tieto� V prvom rade	 aby sami u�itelia	
naozaj	 �o v najvy

ej miere	 kombinatoriku ovl�dali a pod�vali ju aj so

tipkou humoru��� Hlavne zmeni� u�itel�ov	 ktor� to nevedia vysvetl�ova��

Piata ot�zka priniesla hne� aj protikladn� odpovede� Nezara�ova�	 k�m
sa u�itelia nenau�ia poriadne vysvetli� z�kladn� met�dy� jZaradi� � poskyt�
n�� aspo� nejak� z�klad� Niekol%ko posluch��ov zd(raz#ovalo� �e kombina	
torick� u�ivo je zlo�it� a �a�k�� menej pr�stupn� na ni��ej vekovej �rovni�
Odpor��ali zaradi� z�klady kombinatoriky ako roz�iruj�ce u�ivo vo vy�	
��ch ro�n�koch z�kladnej �koly� V)��ina bola presved�en�� �e �kolsk� kom	
binatorika m� svoje opodstatnenie u� v element�rnom vzdel�van�� lebo
vyu��va a rozv�ja logick� myslenie �indukciu� dedukciu�� vzbudzuje z�ujem
det� pestros�ou svojich �loh aj ich praktick�m uplatnen�m �aj v be�nom
�ivote treba kombinova��� V�asn� zaradenie prispieva k vybudovaniu lep	
�ieho vz�ahu k tejto pozoruhodnej matematickej discipl�ne� Z�kladn� kom�
binatorick� postupy vych�dzaj� z praktick�ho �ivota a podporuj� zdrav�
myslenie�

Kr�tka anketa ma presved�ila o tom� �e spytovan� bud�ci u�itelia maj�
svoje vlastn� n�zory� ktor� ur�ite aspo# �iasto�ne vystihuj� �kolsk� re	
alitu� Predpoklad�m� �e ke� bud� chcie�� vedie� a m(c�� tak aj oni sami
akt�vne prispej� k pozit�vnym zmen�m v tejto oblasti� Mo�no o tom sved��
aj presved�enie jedn�ho z nich� Kombinatorika u�� aj sebadiscipl�ne a po�
riadku	 nemus� sa bi��ova�	 poukazuje na praktickos� myslenia� Tr�nuje sa
logika	 n�zornos� a predstavivos��

Ponuka
Uv�dzame osem zauj�mav�ch �loh aj s rie�eniami� ktor� maj� posl��i�

ako podnet pre kombinatorick� uva�ovanie v prostred� na�ich �k(l�

�loha � �&tudenti a u�itelia�
Kol%ko je mo�nost� prideli� �tyroch �tudentov na presk��anie trom u�i	

tel%om� ak po�adujeme�
a� aby ka�d� �tudent bol presk��an� aspo� jedn�m u�itel%om�
b� aby ka�d� �tudent bol presk��an� pr�ve jedn�m u�itel%om�
c� aby ka�d� u�itel% presk��al aspo� jedn�ho �tudenta�
d� aby ka�d� u�itel% presk��al pr�ve jedn�ho �tudenta�

Rie
enie�
Ozna�me si �tudentov A� B� C� D a u�itel%ov P� Q� R� Potom
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a� �tudenta A m(�e presk��a� P� Q� R� PQ� PR� QR� PQR� to je �
mo�nost��
pre �tudenta B je to tie� t�chto � mo�nost�� podobne aj pre C i D�
Tieto javy s� pre ka�d�ho z nich nez�visl�� tak v�etk�ch mo�nost�
spolu je �� � �$���

b� nazna�me jednotliv� mo�nosti pre ka�d�ho �tudenta do tabul%ky

A B C D

P P Q R
R R R R
Q R P P

v jednotliv�ch riadkoch s� vari�cie �tvrtej triedy ��tyria �tudenti�
z troch prvkov �traja u�itelia� s opakovan�m� Ich po�et je V �$� � �
 � � ���

c� u�itel% P m(�e presk��a� A� B� C� D� AB� AC� AD� BC� BD� CD� ABC�
ABD� ACD� BCD� ABCD� teda �� mo�nost�� Podobne �� mo�nosti
je pre Q aj pre R� Tieto javy s� pre ka�d�ho z nich nez�visl� a tak
spolu je mo�nosti ��� �   ���

d� rozp��me jednotliv� mo�nosti pre ka�d�ho u�itel%a do tabul%ky

P Q R

A A A
A B B
B B A
B C D
D C B
D D D

to s� vari�cie tretej triedy �traja u�itelia� zo �tyroch prvkov ��tyria
�tudenti� s opakovan�m a ich po�et je V � �$� � $� � !$�

�loha � �Man�elsk� p�ry * vyberajte vhodn�m postupom�
Z desiatich man�elsk�ch p�rov �m * �� vyber�me p)� os(b� Kol%ko je

v�etk�ch tak�ch p)t�c� �e v nich nie je ani jeden man�elsk� p�r �postup
zd(vodnite��
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Rie
enie�
Budeme si predstavova�� ak�m postupom po�adovan� podmienky spl	

n�me�
a� Vyberieme p)� p�rov z desiatich man�elsk�ch p�rov� to sa d� uro	

bi� C����� � ��� sp(sobmi� Potom vyberieme z ka�dej man�el	
skej dvojice jedn�ho� pre tento v�ber je V �

���� � �� �  � mo�	
nost�� Uplatnen�m princ�pu n�sobenia �spom�nan� v�bery s� nez�	
visl� ku ka�d�mu prech�dzaj�cemu v�beru� dost�vame� �e po�ado	
van�ch p)t�c tak� aby v nich nebol ani jeden man�elsk� p�r� je
C������ � V �

� ��� � ��� �  � � � �!$�
b� Ur��me po�et p)t�c v mo�n�ch zlo�eniach podl%a pohlavia� Sam� mu�i

�� m�� To je C����� � ��� mo�nost�� Pre v�ber p)t�c sam�ch �ien
�� �� je tie� ��� mo�nost�� +alej ur��me po�et p)t�c v zlo�en��

� m � $ � � � � C����� � C��"� � �� � ��! � � �!�

� � � $ m � � � C����� � C��"� � �� � ��! � � �!�

� m �  � � � � C����� � C���� � $� � �! � � ���

� � �  m � � � C����� � C���� � $� � �! � � ���

To d�va spolu �s��tan�m� ���� ���� � �!�� � �!�� � ���� � ��� �
� � �!$ mo�nost��

c� Budeme postupne vybera� do p)t�c tak� aby boli splnen� po�iadavky�
Prv� m(�e by� hocikto z dvadsiatich� teda �� mo�nost��
Druh� m(�e by� ka�d� z t�ch� �o zostali� okrem vybran�ho man�el	
sk�ho druha� teda �� mo�nost��
Tret� m(�e by� ka�d� z t�ch� �o zostali� okrem vybran�ch man�el	
sk�ch druhov� teda �! mo�nost��
&tvrt� m(�e by� ka�d� z t�ch� �o zostali� okrem vybran�ch man�el	
sk�ch druhov� teda �$ mo�nost��
Piaty m(�e by� ka�d� z t�ch� �o zostali� okrem vybran�ch man�el	
sk�ch druhov� teda �� mo�nost��
Spolu �princ�p n�sobenia� je to �� � �� � �! � �$ � �� � "!� !�� mo�	
nost�� ale medzi nimi sa niektor� p)tice opakuj�� z ka�d�ch �, � ���
zostane iba jedna� teda v�etk�ch po�adovan�ch p)t�c je

�� � �� � �! � �$ � ��
�,

�
"!� !��
���

� � �!$�
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d� Vyberieme p)� l%ud� z dvadsiatich� na to m�me C����� � �� ��$ mo�	
nost�� Tam v�ak bud� aj p)tice� v ktor�ch bude jedna alebo aj dve
man�elsk� dvojice �tieto mo�nosti mus�me z dan�ho po�tu od��ta���
Ur��me� kol%ko zo spom�nan�ch p)t�c obsahuje
�i� pr�ve jednu man�elsk� dvojicu * tak�ch mo�nost� je

C����� � 
C��"� � C��"� � " � C���� � " � C����� � �� � !�� � ! ����

�ii� pr�ve dve man�elsk� dvojice C�������!� preto�e ku ka�dej z dvoch
vybran�ch man�elsk�ch dvoj�c mo�no e�te priradi� jedn�ho �lo	
veka zo ��� � $� � �!� P)t�c s dvomi man�elsk�mi dvojicami je
����

Teda po od��tan� nevhodn�ch mo�nost� �! ��� � ���� dostaneme

�� ��$� �! ��� � ���� � � �!$

po�adovan�ch dvoj�c sp-#aj�cich po�iadavky �lohy�

�loha � �Usporiadajte si svoje kruhy�
Za kruhov� st(l treba rozsadi� p l%ud�� Kol%ko r(znych rozsaden� m(�eme

vykona� ak
a� z�le�� aj na mieste vzhl%adom k stolu�
b� nez�le�� na mieste vzhl%adom k stolu� ale len na bezprostredn�ch suse	

doch zl%ava a sprava�
c� nez�le�� na mieste vzhl%adom k stolu� ale ani nerozli�ujeme zvl���

susedov zl%ava a sprava �len ich bezprostredn� susedskos���

Rie
enie�
Vytvorme si najprv jednoduch� predstavu �obr� ��� Pre tri prvky A� B�

C m�me  , � ! mo�nost� v strede stola sme ich o��slovali� .vrch stola/
sme ozna�ili N�
a� ak z�le�� na polohe vzhl%adom k .vrchu stolu/ je  , � ! rozsaden��

��� � * !�
b� ak z�le�� len na susedoch �s ohl%adom �i zl%ava alebo sprava� je mo�	

nost�� lebo obr� � * � *  aj $ * � * ! s� len .pooto�en�/�
c� ak nez�le�� na tom� �i je ten ist� sused zl%ava alebo sprava� tak roz	

saden� je ��
� � �� �teda polovicu z tak�ch �o b� lebo obr� � * � *  *

$ * � * ! maj� v�etci t�ch ist�ch susedov�

Zov
eobecnenie a� p, b� p�
p
� �p� ��, c� �p����

�
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�����
����	

��
�

Obr� �

�loha �
Sedem diev�at tancuje v .kole/� Kol%ko je rozli�n�ch mo�nost� pre ich

rozmiestnenie�

Rie
enie� Ak tancuj� v .kole/� nez�le�� na polohe vzhl%adom ku .kolu/� t�j�
po�et mo�nost� je !,�

�loha �
Kol%ko rozli�n�ch n�ramkov sa d� vyrobi� zo siedmych r(znofarebn�ch

guliek�

Rie
enie� Pri n�ramku nerozli�ujeme susedov zl%ava * sprava �n�ramok sa
d� .obr�ti�/�� teda po�et mo�nost� je ��

� �

�loha �
Sedem chlapcov a sedem diev�at tancuje v kole tak� �e s� usporiadan�

striedavo �ch � d�� Kol%ko je r(znych mo�nost� usporiada� tak�to kolo�

Rie
enie� Po�et usporiadan� chlapcov je !, �nez�le�� na porad� vzhl%adom
ku kolu�� Medzi nich umiestni� � diev�at� to sa d� �, sp(sobmi �z�le�� na
porad� vzhl%adom k chlapcom�� Teda je !, � �, mo�nost� pre tak�to kolo�

�loha 	 �Pozna� de�n�ciu a vedie� kombinova��
Mno�ina L m� n r(znych prvkov�
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a� Kol%ko existuje na L bin�rnych rel�ci��
b� Kol%ko existuje na L re0ex�vnych rel�ci��
c� Kol%ko existuje na L symetrick�ch rel�ci��

Rie
enie�
a� Bin�rna rel�cia je ka�d� podmno�ina kartezi�nskeho s��inu L � L�

Ak m� mno�ina L po�et prvkov n� tak po�et prvkov L � L je n��
Z n� prvkov m(�eme vytvori� r(znych podmno��n� Na mno�ine L�
ak m� n prvkov existuje bin�rnych rel�ci��

b� Rel�cia � je na L re0ex�vna� ak pre ka�d� prvok plat� x � L x�x�
Nazna�me si to �napr�klad pre n �  � na obr� ��

����
Obr� �

V re0ex�vnej rel�cii musia by� .prvky z uhloprie�ky/�Ar� 
x� x�� 
y� y��
� � � t�chto je pre n	prvkov� mno�inu pr�ve n�
K nim m(�eme prida� niektor� zo zost�vaj�cich prvkov z L�L� t�ch
je n � n� n � n � �n� ���
Teda z nich vytv�rame l%ubovoln� podmno�iny� Na mno�ine L �n	prv	
kovej� existuje �n�n��� re0ex�vnych rel�ci��

c� Rel�cia � je na L symetrick�� ak plat� pre ka�d� x � L� x�y� po	
tom y�x� Predstavme si to na obr�  �pre n �  �� Je to .symetria
podl%a uhloprie�ky/�

����
Obr� �
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Tak�ch prvkov �dvoj�c� je n�n�n
� � n � n��n	�n

� � n�	n
� � n��n	��

� �

Z nich po�et podmno��n je �
n�n���

� � Po�et v�etk�ch mo�n�ch symetric	
k�ch rel�ci� pre mno�inu L� ktor� m� n prvkov� je teda �

n�n���
� �

�loha 
 �Spr�vna predstava� �spech zaru�en��
Stanovte po�et rie�en� rovnice x��x��x�� � � � �xk � n� kde xi � N 


pre dan� n prirodzen��

Rie
enie� Predstavme si napr�klad konkr�tne rovnicu x��x��x� � �� t�j�
k �  � n � ��

Rie�enia si m(�eme rozp�sa� do tabul%ky

x� x� x�

� � �  rie�enia �m(�eme zamie#a��
$ � � ! rie�en�
 � � ! rie�en�
 � �  rie�enia
� � �  rie�enia� teda spolu je �� rie�en�

M(�eme uva�ova� aj takto� Treba rozmiestni� p)� jednotiek a dve
zna�ky� napr�

� � � � � � �

�to predstavuje rie�enie ����� � ��� To m(�eme urobi� C���� � P �

������ �
� �� sp(sobmi�

Ak na�u �vahu zov�eobecn�me pre k� n � N � po�et rie�en� danej rovnice

x� � x� � x� � � � � � xk � n�

kde xi � N 
 pre dan� n prirodzen� bude Ck���n� k � ��� teda ako po�et
rozdelen� k � � zna�iek na n� k � � pol��

Z�ver

Ak v�s �lohy didakticky zaujali� sk�ste ich pou��va� aj pre svojich �ia	
kov�
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��� ro�n�k matematick	 olympi�dy
�lohy I� kola

KATEGORIE Z"

Z�
I
�
Najd�te v�echna �ty�m�stn� ��sla kon��c� ��slic� "� kter� jsou d�liteln�

ka�dou svou ��slic��
Pavel Tlust�

Z�
I
�
Petr se ptal babi�ky� kolik je d�de�kovi let� Babi�ka mu odpov�d�la

takto� .To v��� u� d�vno n�m nen� pades�t� ale zase n�m je�t� nen� osm	
des�t let� Kdy� vyn�sob�� sou�et m�ho a d�de�kova v�ku jejich rozd�lem
a k v�sledku p�i�te� oba na�e v�ky� dostane� $"�/� .Aha�/ �ekl po chv�li
Petr� .tak to je d�de�kovi � � �/ Kolik let je Petrovu d�de�kovi� v�te	li� �e je
star�� ne� Petrova babi�ka�

Michaela Raabov�

��
��
��

Z�
I
�
St�edem rota�n�ho v�lce s podstavou

o polom�ru r a v��kou v byl vyvrt�n v�l	
cov� otvor� Objem takto vznikl�ho .du	
t�ho v�lce/ je polovi�n� ne� objem v�lce
p
vodn�ho� Vyj�d�ete tlou��ku st�ny du	
t�ho v�lce pomoc� r�

Marie Krej�ov�
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Z�
I
�
Minulou divadeln� sez1nu se prod�valy vstupenky za jednotnou cenu

�!� K�� Pro leto�n� sez1nu se sedadla rozd�lila do dvou kategori�� M�sta
I� kategorie stoj� ��� K�� m�sta II� kategorie ��� K�� Pokud jsou v�echna
sedadla v s�le rozprod�na� je celkov� tr�ba stejn� jako p�i vyprodan�m
p�edstaven� loni� 2editel divadla v�ak nen� s t�mto rozd�len�m spokojen
a pro p���t� sez1nu pl�nuje zm�nu� z nejm�n� atraktivn�ch m�st sou�asn�
II� kategorie vytvo�� novou III� kategorii� Aby se tr�ba za vyprodan� s�l
nezm�nila� rozhodl� �e vstupenky budou st�t ��� K� �I� kategorie�� �!� K�
�II� kategorie� a � � K� �III� kategorie�� V jak�m pom�ru budou p���t�
sez1nu po�ty sedadel jednotliv�ch kategori��

Libor �im�nek

Z�
I
�
Jirka koupil dv� �okol�dy v obchod� naproti �kole� Michal si koupil

stejn� dv� �okol�dy v obchod� za �kolou a Ivan si koupil jednu takovou
�okol�du� ale ve �koln�m bufetu� Cena zakoupen�ch �okol�d je o ! K� vy����
ne� kdyby chlapci nakoupili v�ech � �okol�d v obchod� naproti �kole� a je
o !��� K� ni���� ne� kdyby nakupovali jen v obchod� za �kolou� Ve �koln�m
bufetu prod�vaj� �okol�du za �"��� K�� Kolik zaplatili kluci za v�ech p�t
�okol�d dohromady� Kolik stoj� jedna �okol�da v obchod� za �kolou�

Monika Dillingerov�

Z�
I
�
V rovin� je d�n �ty��heln�k ABCD� Sestrojte bod K� kter� je vrcholem

rovnob��n�ku BCDK� a bod L� kter� je vrcholem rovnob��n�ku CDAL�
Uka�te� �e p��mka KL proch�z� st�edem strany AB dan�ho �ty��heln�ku
ABCD�

Jaroslav �vr�ek

KATEGORIE Z�

Z

I
�
Najd�te v�echna �ty�m�stn� ��sla d�liteln� t�emi� kter� po vyn�soben�

��slem �� d�vaj� sou�in kon��c� troj��sl�m ��"�
Libu
e Hozov�
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Z

I
�

Najd�te v�echny trojice p�irozen�ch ��sel men��ch ne� ��� jejich� sou�in
je sedmin�sobkem jejich sou�tu�

Libu
e Hozov�

Z

I
�

Jano si koupil sedmim�lov� boty� Jeho kamar�d Honza z 'ech si koupil
l�taj�c� koberec� Potom se oba dva z��astnili poh�dkov�ho dvan�ctihodi	
nov�ho z�vodu� B�hem z�vodu m�li hlad� a tak se oba dva zastavili na
j�dlo� Ob�ma zabrala p�est�vka na j�dlo jednu hodinu� Kdyby se Honza
nezastavil po cest� na .vep�o	knedlo	zelo/� p�edb�hl by Jana o �� kilome	
tr
� Kdyby se Jano nestavil na bryndzov� halu�ky� p�edb�hl by Honzu o ��
kilometr
� Jak daleko od sebe by skon�ili� kdyby nejedl ani jeden z nich�
Kdo z nich by byl prvn��

Monika Dillingerov�

Z

I
�

V Tramt�rii maj� p�t l�ka�sk�ch fakult� z nich� ka�d� m
�e p�ijmout
do prvn�ho ro�n�ku ��� student
� P�ij�mac� zkou�ky na jednotliv� fakulty
se konaj� v r
zn� dny� proto si studenti mohou podat p�ihl��ku na v�ce
�kol� Ptali jsme se na jednotliv�ch fakult�ch� kolik dostali p�ihl��ek pro
rok ����3��� Z�skali jsme tyto odpov�di�

�� fakulta� .Dostali jsme p�tkr�t v�ce p�ihl��ek� ne� kolik jsme m�li
voln�ch m�st/�

�� fakulta� .U n�s po�et uchaze�
 p�evy�oval kapacitu o  �� 4/�
 � fakulta� .Na na�i fakultu se hl�silo o ��� uchaze�
 v�ce� ne� kolik

jsme mohli p�ijmout/�
$� fakulta� .U n�s na ka�d� voln� m�sto p�ipadly v pr
m�ru  p�ihl��ky/�
�� fakulta� .K n�m se hl�silo o t�i �tvrtiny z�jemc
 v�ce� ne� kolik jsme

m�li m�st/�

V akademick�m roce ����3�� nakonec na l�ka�sk� fakulty nastoupilo
do �� ro�n�ku � ��� student
� Ze statistik vypl�v�� �e z�jemce o studium
medic�ny podal na l�ka�sk� fakulty pr
m�rn� �� � p�ihl��ky� Kolik z�jemc

se nedostalo na ��dnou z fakult�

Libor �im�nek
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Z

I
�
Pan Poleno s panem St�epinou vyr�b�li nov� domovn� dve�e o obsahu

 m�� R�m dve�� tvaru obd�ln�ku� jeho �hlop���ky a dv� dal�� p���ky� kter�
spojovaly dva vrcholy obd�ln�ku se st�edy protilehl�ch stran� byly z kovo	
v�ch ty��� Pan Poleno vyplnil d�evem �ty�i tmav� ��sti dve�� a pan St�epina
zb�vaj�c� ��sti dve�� zasklil� Kolik metr
 �tvere�n�ch d�eva pot�eboval pan
Poleno na v�pl# dve���

Libu
e Hozov�

��
��
��

Z

I
�
Kr�l si dal kolem sv�ho �tvercov�ho pozemku vykopat � metry �irok�

a $ metry hlubok� p��kop� Vykop�n�m p��kopu se velikost jeho pozemku
zmen�ila o � ��� m��

a� Jak� je nyn� v�m�ra kr�lovsk�ho pozemku�
b� Kolik litr
 vody je v p��kopu� kdy� ho kr�l dal naplnit do t�� �tvrtin�

Miroslava Smitkov�

KATEGORIE Z�

Z	
I
�
'�slo je trochu ne
�astn�� je	li n�sobkem ��sla � � '�slo� kter� je n�sob	

kem ��sla ��� se naz�v� trochu usm�vav�� Kolik existuje ��sel mezi p�iroze	
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n�mi ��sly od � do � ��� ���� kter� nekon�� nulou ani p�tkou a jsou p�itom
z�rove# trochu ne��astn� a trochu usm�vav��

Marta Volfov�

Z	
I
�

Vl�da zem� Tramt�rie se rozhodla� �e sv� �zem� rozd�l� do �esti okres
�
Vybrala proto �est nejv�znamn�j��ch m�st a ka�d�mu chce p�i�adit okres
podle n�sleduj�c�ho kl��e� ka�d� m�sto v zemi pat�� do okresu toho m�sta�
kter� je dan�mu m�stu nejbl��e� P�ekreslete si ve vhodn�m m���tku mapu
Tramt�rie a nar�sujte do n� hranice okres
� �Okresn� m�sta jsou ozna�ena
p�smeny A�F � siln� ��ra zna�� hranice Tramt�rie� Pomysln� �tvercov� s��
m� pouze usnad#ovat orientaci v map� a nijak neovliv#uje hranice okres
,�

Libor �im�nek

���
������

Z	
I
�

Ve �� hodin st�la na parkovi�ti �esk�� n�meck� a francouzsk� auta� a to
v pom�ru "�$ ��esk� ku n�meck�m� a �� �n�meck� ku francouzsk�m�� B�	
hem hodiny odjelo jeden�ct a p�ijelo p�t �esk�ch aut� odjelo jedno a p�ijelo
jeden�ct n�meck�ch aut a odjela t�i a p�ijelo �est francouzsk�ch aut� Jak�
je pom�r �esk�ch� n�meck�ch a francouzsk�ch aut ve � ��� na parkovi�ti�
kdy� ve ����� tam bylo dvan�ct francouzsk�ch aut�

��rka Pt��kov�
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Z	
I
�
Shodn� �se�ky AM � BM � CM a DM jsou uspo��dan� jako na obr�zku�

Jednotliv� dvojice t�chto �se�ek sv�raj� �hly o velikostech ���� ���� ���� ����
��� a � �� � ������ Jak� je velikost �hlu� kter� sv�raj� p��mky AB a CD�
�Obr�zek je nep�esn�� nevyplat� se m��it��

���
���

Michaela Raabov�

Z	
I
�
Pol��ka na �achovnici $�$ vybarvi $ barvami a vepi� do nich $ p�smena

J� A� R� O tak� aby v ka�d�m ��dku a ka�d�m sloupci byly zastoupeny
v�echny barvy i v�echna p�smena� �Ka�d� pol��ko bude obsahovat pr�v�
jedno p�smeno a bude vybarveno jednou barvou� Ka�d� p�smeno mus� b�t
vybarveno postupn� v�emi barvami a tak� ka�d� barva mus� vyst��dat
v�echna p�smena�� Najdi aspo# jedno �e�en��

Marta Volfov�

Z	
I
�
Na pap��e je naps�no n�kolik bezprost�edn� po sob� jdouc�ch p�iroze	

n�ch ��sel� Je mezi nimi �� n�sobk
 ��sla � a �� n�sobk
 ��sla ��

a� Kolik p�irozen�ch ��sel je na pap��e naps�no�
b� Najdi jednu �adu ��sel� kter� odpov�d� t�mto podm�nk�m�

Libor �im�nek
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Zaj�mav	 matematick	 �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh � � a � !� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v p�t�m
��sle aktu�ln�ho ��!�� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ���
Nech� a� b� c a d jsou obvykle ozna�en� d�lky stran konvexn�ho �ty�	

�heln�ku ABCD a e� f d�lky jeho �hlop���ek AC a BD� Doka�te� �e plat�

�e� f�� � �a� c�� � �b� d���

Pro jak� konvexn� �ty��heln�ky nastane rovnost�

Radek Horensk�

�e
en��
Uva�ujme posunut�� kter� zobraz� bod D na bod B� Ozna�me A� a C �

po �ad� obrazy bod
 A� C v tomto posunut�� Plat� tak jABj � a� jA�Bj �
� jADj � d� jC �Bj � jCDj � c� jCBj � b �obr� ��� 'ty��heln�k AA�C �C je
rovnob��n�k v n�m� plat� jACj � jA�C �j � e� jAA�j � jCC �j � f � Pro �hly
ACC � a CAA� p�itom plat� cos j�ACC �j � � cos j�CAA�j� Podle kosinov�
v�ty je

jAC �j� � jACj� � jCC �j� � � jACj � jCC �j � cos j�ACC �j�

jA�Cj� � jACj� � jAA�j� � � jACj � jAA�j � cos j�CAA�j�

Se�ten�m obou vztah
 dostaneme

jAC �j� � jA�Cj� � ��e� � f���

Jeliko� ��e� � f�� � �e� f�� � �e� f�� a ��slo �e� f�� je nez�porn�� plat�
nerovnost

�e� f�� � jAC �j� � jA�Cj��

Rovnost v n� nastane� pr�v� kdy� e � f � U�it�m troj�heln�kov� nerovnosti
pro troj�heln�ky ABC � a A�BC dostaneme

jAC �j � jABj� jC �Bj � a� c a jA�Cj � jA�Bj� jCBj � d� b�

�"� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



����
�����	
�

Obr� �

Rovnost v t�chto nerovnostech nastane pouze v p��padech� kdy body A� B�
C �� resp� A�� B� C le�� na jedn� p��mce� Spojen�m posledn�ch t�� nerovnost�
z�sk�me dokazovanou nerovnost

�e� f�� � �a� c�� � �b� d���

p�i�em� rovnost v n� nastane� pr�v� kdy� bod B je pr
se��kem �hlop��	
�ek rovnob��n�ku AA�C �C se shodn�mi stranami� Tato situace nastane�
pr�v� kdy� �ty��heln�k ABCD m� shodn� �hlop���ky a dvojice protileh	
l�ch stran� tedy pr�v� kdy� ABCD je pravo�heln�k �obd�ln�k nebo �tve	
rec��

Jin� �e
en� �podle Jozefa M�sz�rose�
Ozna�me E� F po �ad� st�edy �hlop���ek AC a BD �obr� ��� Pro d�lky

t��nic BE a DE po �ad� v troj�heln�c�ch ABC a ACD plat�

jBEj� �
�
�

�
jABj� � jBCj�

�
�

�
$
jACj� �

�
�

�
a� � b�

�
�

�
$
e��

jDEj� �
�
�

�
jADj� � jDCj�

�
�

�
$
jACj� �

�
�

�
d� � c�

�
�

�
$
e��

Se�ten�m t�chto vztah
 dostaneme

jBEj� � jDEj� �
�
�

�
a� � b� � c� � d� � e�

�
�
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Obr� �

Pro d�lku t��nice jEF j troj�heln�ku BDE plat�

jEF j� �
�
�

�
jBEj� � jDEj�

�
�
�
$
jBDj� �

�
$

�
a� � b� � c� � d� � e�

�
�
�
$
f��

Jeliko� jEF j� je nez�porn� ��slo� dostaneme �pravou p�edch�zej�c�ho
vztahu

e� � f� � a� � b� � c� � d��

p�i�em� rovnost nast�v�� pr�v� kdy� E � F � tedy pr�v� kdy� ABCD je
rovnob��n�k�

Podle Ptolemaiovy nerovnosti pro �ty��heln�k ABCD d�le plat�

ef � ac� bd�

p�i�em� rovnost nast�v�� pr�v� kdy� je �ty��heln�k ABCD t�tivov�� P�i	
�ten�m dvojn�sobku tohoto vztahu k p�edh�zej�c� nerovnosti z�sk�me

e� � �ef � f� � a� � �ac� c� � b� � �bd� d��

co� po �prav� d�v� dokazovanou nerovnost

�e� f�� � �a� c�� � �b� d���

Rovnost nast�v�� pr�v� kdy� je ABCD t�tivov� rovnob��n�k� tedy pr�v�
kdy� ABCD je pravo�heln�k�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan� Miloslav H�bsch z Pra	
hy � a Jozef M�sz�ros z Jelky�
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Ne�pln� �e�en� zaslali� Vladim�r Pavel z Blovic a Ji�� Steckbauer
z Kv�tn��

�loha ���
Doka�te� �e neexistuje re�ln� ��slo c� pro kter� by ��sla

x� � �c� ���c� �� � � � �c� ���!�� x� � �c� ���c� �� � � � �c� ���!�

byla ko�eny kvadratick� rovnice

x� � �c� � ����c� � ��� � � � �c� � ���!�� � ��

Jaroslav Zhouf

�e
en��
Uva�ujme polynom

P �c� � �c� ���c� �� � � � �c� ���!�

s kladn�mi �celo��seln�mi� koe�cienty� Jeliko� ���! je sud� ��slo� plat�

P ��c� � ��c� ����c� �� � � � ��c� ���!� � �c� ���c� �� � � � �c� ���!��

Polynom P �c��P ��c� je sud� funkce a jeho koe�cienty jsou dvojn�sobky
koe�cient
 polynomu P �c� u sud�ch mocnin prom�nn� c� tedy kladn� ��sla�
Proto pro v�echna re�ln� ��sla c plat�

� � P �c� � P ��c� � x� � x��

Podle vztah
 mezi ko�eny a koe�cienty kvadratick� rovnice budou ��sla
x� a x� pro n�jak� re�ln� ��slo c ko�eny dan� kvadratick� rovnice� pr�v�
kdy� x� � x� � �� co� ale nen� mo�n��

Neexistuje tedy re�ln� ��slo c� pro kter� by ��sla x� a x� byla ko�eny
dan� kvadratick� rovnice�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan� Miloslav H�bsch z Pra	
hy �� Jozef M�sz�ros z Jelky a Vladim�r Pavel z Blovic�
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