MATEMATIKA

O goniometrickych identitach

LEV KURLIANDCIK — JAROSLAV SVRCEK
Uniwersytet M. Kopernika, Toruri, POLSKO — Ptirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat vyuzitim dtlezitych trigonometric-
kych identit pii feSeni algebraickych tloh, v nichz jako jedna z podminek
pro neznamé z,y, z figuruje néktera z nasledujicich algebraickych rovnosti:

zy+yz+zr=1, zH+y+z=mxyz, =*+y>+2>+20yz=1,

V1 — 22 +y /1 —y2 + 21— 22 = 23y2
Mezi uvedené typy tloh patii (kromé jinych) nésledujici ¢étyfi priklady.

Priklad 1

Necht x,y, z jsou nezdporné redlnd ¢isla, pro néz plati zy +yz +zx = 1.
Dokazte, ze plati rovnost

(1 =91 =22) +y(1 —22)1 — %) + 2(1 — 2%)(1 — 9°) = dayz.

Priklad 2

V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

r+y+z=uwyz,

el o)
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Priklad 3

Necht z,y, z jsou kladna redlna ¢isla takova, ze 22 +y% + 22 + 2zyz = 1.
Dokazte, ze plati nerovnost

2@ +y+2) <3

Priklad 4

Necht kladné redlna cisla x,y, z spliuji podminku

V1 — 22 +y/1—y2 + 2/1 - 22 = 22y2.

Pak plati nerovnost

3v3

ryz < ——.
YE=Tg

Dokazte a zjistéte, kdy plati rovnost.

Na prvni pohled se miize zdat, ze uvedené ilohy jsou naprosto odlisné.
V dalsi ¢asti vSak uvidime, ze k jejich feSeni lze vyuzit tyz prostiedek,
kterym jsou trigonometrické substituce. Timto zplsobem mutzeme vytesit
mnoho dalsich Gloh. Dfive nez se zamérime na feSeni Gvodnich ¢tyt dloh,
uvedeme nasledujici tvrzeni.

Véta 1

Jestlize redlnd ¢isla z,y, z vyhovuji podmince zy + yz + zz = 1, pak
existuji redlnd cisla a, 8,7 takovd, ze a + 3 +v = 7, kde z = tg 5,y =
=tg g, z=tg3.
Diikaz. Plati-li pro redlnd ¢isla x, y, z rovnost xy + yz + zx = 1, pak nutné
z+y # 0. V opacném pripadé by bylo xy = 1, coZ je v rozporu s rovnosti

z+y=0.Je tudiz
1—2xy

_$+y'

Polozme déle x = tg §, y = tg g, kde a, 3 € (—m; m). Pak plati

T a+pf
«(5-57)
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Plati tedy v =7 — (o + 3), tj. a + B+ v = . u

Reseni prikladu 1. Polozme

g; Z:tgga a+,8+'y:7r, a,,@,yE(O;w).

Pak plati
2z 2tg 5 2sin £ cos £ sin o
1 2:1 g22a: 2a2 -22a: :tga
- —tg”5 cos* g —sin” 5 cosa
a analogicky pro y a z. Odtud déle plyne
2z 2y 2z
> =1t t tgy. 1
e Ttz tsat gl +tgy (1)
. 8
TYZz
- =t t tgy. 2
- Bl 2

Protoze vsak plati

_sin(a+p)  sin(a+p8)
BattBft ey = 5B cosat )

cos(a+ ) —cosaccos
cosacosBcos(a+ )

= sin(a + )

(—sina)sin g
cosacos (3 (— cos7y)

=sinvy =tgatgftgy.

Vyuzitim vztaht (1) a (2) v predchozi rovnosti dostaneme po snadné
upravé piimo zadanou identitu pro realna cisla z, y, z. Tim je Gloha vy-
feSena.

Véta 2

Vyhovuji-li nenulova redlnd ¢isla z, y, z podmince x + y + z = xyz, pak
existuji redlnd ¢isla «, 8,v takova, ze a + 8 + v = m, pfiemz ¢ = tga,
y=1tgph, z=1g7.
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Diikaz. Plati-li pro nenulova realna cisla x,y, z rovnost x +y + 2z = xyz, je
nutné zy # 1. V opatném piipadé by bylo z +y = 0, coz v8ak neni mozné.
Odtud plyne

T+y

xy—1°

Polozme nyni & = tga, y = tg3, kde o, 8 € (—3m;0) U (0; 37). Pak plati

Tty  tga+tgf _
z—wy_l——1_tgatg6——tg(a+ﬂ)—tg(7r—(a+ﬁ)).

Plati tedy y =7 — (e« + 8), tj. a+ 8+ v = 7. n

Reseni prikladu 2. Ze zadani plyne, Ze zyz # 0. Dale vidime, Zze realna ¢isla
x,y,z maji stejnd znaménka, tj. jsou bud vSechna kladnd, nebo vSechna
zapornd. Navic, pokud néjakéd trojice (x,y,z) nenulovych redlnych ¢isel
vyhovuje dané soustavé rovnic, vyhovuje ji rovnéz trojice (—z,—y, —z).
Staci se proto omezit na pripad, kdy z,y, z jsou kladné redlnd ¢isla.

Polozme nyni

r=tga, y=tgh, z=tgv, o,B,7€ (0;3m), a+B+y=m.

Ze zadani ulohy dale vyplyva

T o Yy - z

3(1+22) 4(1+y%) 5(1+22)

a (s ohledem na pouzité substituce) odtud déle plyne

sin2a  sin28  sin2y
3. 4 5

Protoze (m — 2a) + (7 — 208) + (7 — 27y) = 7 a soucasné
sin(m — 2a) =sina, sin(r —26) =sinf, sin(r —2y) =sinvy

plyne déle (ze sinové véty), ze m — 2a, m—23 a m— 2 jsou velikosti vnitnich
hld trojahelniku, jehoz délky stran jsou imérné po radé velikostem 3, 4
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a 5. Takovy trojuhelnik je ale pravouhly a pro velikosti jeho vnitinich Ghld
plati

4
7r—2'y:g, sin2a:§, sin26:g.

Protoze 7 — 2a < 3w a7 —23 < im, plati 2a > 7 a 28 > 1, a proto je
cos2a < 0, cos2f8 < 0. Plati tedy

¢ sin 2o sin 2a g 3
r = a = = = =
& 2cos2a  14cos2a 1-— % ’

sin28 %

lT+cos28 1-%

y=tgh = =2, z=tgy=1.

Odtud plyne, ze dana soustava rovnic mé pravé dveé feseni v oboru redlnych
¢isel, kterymi jsou trojice (3,2,1) a (-3, -2, —1).

Véta 3
Jestlize kladné realnd &sla x,y, z vyhovuji podmince 22 + y? + 22 +
+ 2zyz = 1, pak existuji kladnd redlnd cisla «, 8 a ~ takova, ze

a+ B+ =m kde z = cosa, y = cosff a z = cosv, tj. a, B a
jsou vnitini Ghly ostrothlého trojihelniku

Diikaz. Polozme nyni x = cosa, y = cosf3, kde a € (0; 37). Necht déle
v=m— (a+ ), kde v € (0; 37). Nyni dokdzeme, ze plati rovnost

cos® o + cos? B + cos? v + 2 cos acos B cosy = 1.
Skutec¢né,

c0s2a+cos2ﬂ+c0s27+2(:osozcosﬂcosv =

2 1 2 1 2 1
_ coscat + 2 b+ + 2 s +2c0sacosﬂ(—cos(a+ﬂ)) =
2 2 2
3 1 1
:§+§(cos2a+cos2,8)—|—5(:052(0[4—6)—2cosac0s6c0s(a—|—,@):

N W

+ cos(a + B) cos(a — B) + cos® (a + 3) — % —2cosacosfBcos(a+3) =
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:1—|—cos(a—|—6)(c0s(a—ﬂ)+cos(a+ﬂ)—2cosacosﬁ) =1.

Proto plati také rovnost
2 2 2 o2 2 2
x° +y” + 2z° + 2zyz = cos® a + cos” B + cos” v + 2 cosacos B cosy,

tj-
2% + 2z cosacos B = cos® v + 2 cos acos 3cos .

Odtud po snadné tpravé dostaneme
(z — cosy)(z 4+ cosy 4+ 2cosacos ) =0,

a tedy z = cos~y, nebot z + cosy + 2cosacos 3 # 0. [ |

Reseni prikladu 3. Polozme zde
r=cosa, y=cosf, 2z =cos7, a,ﬁ,'yE(O;%n), a+pB+y=m.
Nyni nadm sta¢i dokdzat, Ze plati nerovnost cosa + cos 3 + cosy < %

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(t) = cost je na intervalu (0; 37) konkavn,
plati podle Jensenovy nerovnosti (viz napf. [4])

T 3
:3 —_ = —.
cos3

cosa + cos 3+ cosy < 3 cos <Lﬂ+7> 5

3

Poznamenejme jesté, ze vySe uvedenou nerovnost 1ze dokizat také bez
pouziti Jensenovy nerovnosti, pouze uzitim souctovym goniometrickych
vzorcd.

Rovnost zde nastane, pravé kdyz a = =+ = %n, tj. pravé kdyz plati
=y =z=%. Tim je tloha vyfeSena.

Véta 4

Vyhovuji-li kladnd redlné ¢isla z,y, 2 podmince

a1 —a2 +y/1— 2 + 2/1 — 22 = 2ayz,

pak existuji kladna redlna ¢isla «, 3, y, pro néz plati a+8+v =m, kde x =
cos §, Yy = Cos g, z =08, tj. a, B a y jsou vnitini Ghly v trojahelniku.
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Driikaz. Polozme x = cos §, y = cos %, kde a, 8 € (0;7). Necht dale v =
=m — (a + ). Nejprve dokdZeme néasledujici trigonometrickou identitu

cos%,/l—cosz%—kcosg\/l—cosﬁg—|—cos%,/1—coszg:

a B 9
= 2C0S — COS — COS — .

2 2 2
Plati
cos%,/l—cosz%—kcosg\/l—cosﬁg—|—cos%,/1—coszg:
1 1 —
= 5(sina+sinﬂ+sin7) =3 <2sina;—ﬁcosa 5 p +sin(a+ﬂ)> =

. a+p a—p a+p L a+p « 8
= sin 5 cos + cos 5 = 2sin COSECOSEZ

2 2
2c0sgcosésin (z — 1) :2cosgcosécosz.
2 2 2 2 2 2 2

Plati tedy

Z\/l—z2—cosgul—0052%:2zcos%cos§—QCos%cosgcos%.

Necht z = cos ¥, kde ¢ € (0;7). Ukdzeme, ze nutné ¢ = .
Plati

; / ‘ 1 . . .=
Z\/l—ZZ—COS% 1—COSZ%:§(sm<p—sm7)251n¢27cos@;7:

o P Y- i
= 2sin 1 oS T cosTo—. (3)
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Na druhé strané pak plati

2zcos%cos§—2005%cos§cos% :2c0s%cos§ (cosg—cos%) =
—cosgcosﬁsin(p_vsin<p+’y. (4)
2 2 4 4

Porovnanim pravych stran vztaht (3) a (4) vidime, Ze nutné plati ¢ = 7.

[ |
Reseni prikladu 4. Polozime-li
Y A | : _
T=COST, Y= CosST, 2= C0Sg, a,B,7 € (0;7), a+fB+y=m,

je nutno s ohledem na tvrzeni véty 4 dokazat nerovnost

3v3

cos%cos§c0 §<T

~Q

UZzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem pro tro-
jici cos 5, cos g a cos 3 kladnych redlnych c¢isel a ddle pouzitim Jensenovy
nerovnosti pro konkévni funkci f(t) = cos % na intervalu (0;7) obdrzime
postupné

3 a8, 7\°
co —l—cos + cos 5 5 +5+5
cos%cosgcosz < ( 2) < (cos%) =

2 3

g fa+B+7y\ _ 31_3\/3
= cos (76 )-cos 6 5

Rovnost zde nastane, praveé kdyz a = 8 = = %, tj. pravé kdyz x = y =

=z= @ Tim je tloha Gplné vyieSena.

7 teSeni vSech ¢tyr uvedenych dloh je patrné, ze v kazdé z nich byly
uplatnény vhodné goniometrickych substituce, které figurovaly soucasné
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vzdy v nékteré z vyznamnych trigonometrickych identit (véty 1 —4). Ana-
logickym zptisobem lze fesit pomérné Siroké spektrum algebraickych tloh
s pfibuznou tematikou. Zavérem piedkladdme naSim ¢tenditm (a dals$im

IV vevs

zdjemclim o tuto problematiku) jesté ¢tyfi obtizngjsi tlohy, které poslouZi
k procviceni dané problematiky.

Priklad 5

Dokazte, ze pro libovolna kladna redlna ¢isla z,y, z, kterd spliuji pod-
minku z? + y? + 2% + 2zyz = 1 plati nerovnosti

13
1<x+y+z+:cyz§§.

Priklad 6

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic
Ty +yz+zr =1,

1—2? 2y 1— 22

1422 1492 - 1422

Priiklad 7

Necht z,y, z jsou kladna redlné ¢isla takova, ze xy + yz + zz = 1. Pak
plati nerovnost

2¢(1 —2%)  2y(1—9y?) 2z2(1-2?%) T LYy ,_Z

(14 x2)? (14 y?)? (14+22)2 —14+22 14y 1422

Dokazte.

Priklad 8

Necht z,y,z jsou kladnd redlnd ¢isla takova, Zze zy + yz + zax = 1.
Dokazte, ze plati nerovnost

10v/3
x+y+z+xyz2T\/_.
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Mala Fermatova véta a par tloh
na delitelnost

EMIL CALDA
Matematicko—fyzikdlni fakulta UK, Praha

»2Mald“ Fermatova véta neni tak zndma jako jeji slavny protéjsek —
,velkd“ Fermatova véta. Pri feSeni fady tloh, tykajicich se délitelnosti
celych ¢isel, je v8ak velmi uzitec¢nd, jak ukdzeme v tomto ¢lanku. Abychom
pri jejim dikazu prili§ neodbocovali, dokdzeme nejprve nésledujici vétu:

Véta 1
Je-li p prvodislo, jsou v8echna kombinaéni ¢isla (’1’), (’2’), . (pfl) deli-
telnd p.

Diikaz. Je-li p prvocislo a k pfirozené ¢islo mensi nez p, plyne z definice
kombinac¢niho ¢isla

k!(i) —plp—Dp-2)...(p—k+1).

Protoze soucin na pravé strané této rovnosti je délitelny ¢islem p, je timto
dislem délitelny i soudin k!(¥). Odtud plyne, ze ¢islem p musi byt délitelné

10 Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007



i kombinaéni ¢islo (2’), nebot v8ichni ¢initelé v sou¢inu k! =1-2-3-...-k
jsou mensi nez p, takZze Zadny z nich (a tedy ani jejich soudin) ¢&islem p
délitelny neni. Tim je dikaz ukoncen.

Nyni vyslovime a dokéZeme je$té jedno tvrzeni, z néhoZz (jak dale uvi-
dime) bezprostfedné vyplyva mald Fermatova véta.

Véta 2

Cislo a? — a, kde a je libovolné celé ¢islo a p prvoéislo, je délitelné p.

Dukaz. Nejprve dokédzeme, ze uvedend véta plati pro vSechna a prirozena.
Tvrzeni dokdzeme uzitim principu matematické indukce vzhledem k a. Pro
a = 1 tvrzeni evidentné plati. Pfedpokladejme nyni, Zze dané tvrzeni plati
pro urcité a prirozené a ukazeme, ze tvrzeni plati i pro a + 1. To je vSak
velmi snadné, nebot podle indukéniho predpokladu a dale véty 1 plati

(a+1)p—(a+1):[a”+ <€>GP1+ ce t (pfl>a+1] —(a+1)=

— (" —a)+ {(§)+ (g)ap2+ - (pfl)a} .

Dané tvrzeni plati také pro a = 0. Zbyva tedy dokazat vétu pro vSechna
zapornd celd ¢isla a. Je-li vSak a celé zaporné, je —a prirozené cislo, takze
podle vyse dokdzaného je ¢islo (—a)? — (—a) délitelné prvocislem p. Pro
p # 2 ale plati

(~a)’ = (=a) = =’ +a = —(a” —a),

coz znamend, ze ¢islo —(aP —a), a tudiz i ¢islo a? — a, kde a je celé zdporné
¢islo a p # 2, je délitelné prvocislem p. Cislo a? — a je vsak délitelné
prvocislem 2, nebot a? — a = a(a — 1). Tim je ditkaz dokoncen.

Véta 3 (mald Fermatova véta)

Cislo a?~! — 1, kde p je prvoéislo a a celé &islo nesoudélné s p, je déli-
telné p.

Dukaz. Podle véty 2 je ¢islo a? — a délitelné prvocislem p pro kazdé celé
¢islo a. Protoze viak a? —a = a(a?~! —1), kde a je nesoudélné s prvocislem

p, musi byt ¢islo a? ! — 1 délitelné prvocislem p, coz jsme méli dokazat.

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 11



Poznamka. Malou Fermatovu vétu jsme odvodili jako dtisledek véty 2.
Neni vSak zadny problém ukazat, ze také obracené z malé Fermatovy véty
plyne, ze pro kazdé celé ¢islo a, které je nesoudélné s prvocislem p, je a? —a
délitelné prvoéislem p. Je-li totiz a?~! —1 délitelné prvoéislem p (pro kazdé
celé ¢islo a nesoudélné s prvocislem p, je ¢islo a(a?~t —1) = a? —a délitelné
p. Obé tvrzeni jsou tedy ekvivalentni.

Dusledek 1
Protoze kazdé z ¢isel 2,3,4,...,p — 1 je nesoudélné s prvocislem 2, je
podle véty 3 kazdé z ¢isel

2Pt 1 3pt 4t 1 (p—-1)PT -1

délitelné prvocislem p. Je tedy prvocislem p délitelny i soucet téchto (p—2)
Cisel, tj.

P+ -+ .+ [p-DP 1] =
=207t 43ty L+ (p- 1P - (p-2) =

=1P7tpor=t gty (p—1)PT - (p—1).

Snadno se vidi, ze posledni vyraz je délitelny prvocislem p i pro p = 2.
Tim jsme dokézali, Zze soucet

Pttt (p— )P —(p—1),
kde p je prvocislo, je délitelny p.

Disledek 2

Necht p je liché prvoéislo, pak &slo 2P~ — 1 je délitelné p.

Drive, nez ukazeme vyuziti uvedenych vysledki pri feseni konkrétnich
uloh, pripomenme, ze pro libovolna celd ¢isla a,b a n prirozené plati rov-

nost a” — b™ = (a — b) - k, kde k je kladné celé ¢islo.

Priklad 1
Dokazte, ze 97100 — 47100 je délitelné Eislem 5 050.
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Regeni: Dané ¢islo je délitelné padeséti, nebot 97100 —47100 = (97 —47)k =
= 50k, kde k je celé cislo. Dale ukdzeme, ze dané cislo je délitelné rovnéz
Cislem 101. VSimnéme si, ze 101 je prvocislo, které je nesoudélné s Cisly 97
a 47. Podle malé Fermatovy véty je tedy kazdé z &isel 97190 —1 a4 47190 —1
délitelné prvocislem 101, takze je timto ¢islem délitelny i jejich rozdil

(97100 _ 1) _ (47100 _ 1) — 97100 _ 47100 .

Tim jsme ukézali, Ze dané ¢islo je délitelné soucinem 50 - 101 = 5050 (50
a 101 jsou nesoudélnd pfirozend ¢isla).

Priklad 2
Dokazte, ze pro libovolné celé ¢islo a je a” — a délitelné ¢islem 42.

Reseni: Protoze 7 je prvocislo, je podle malé Fermatovy véty ¢islo a®—1 dé-
litelné sedmi pro vSechna celd ¢isla a, kterd jsou nesoudélné s prvocislem 7.
Z poznamky za vétou 3 déle vyplyva, ze cislo

a" —a=a(a®-1)(a®+1)=ala—1)(a+1)(a®> —a+1)(a® +a+1)

je délitelné sedmi pro vSechna celd ¢isla a. Soucin a(a — 1)(a + 1) je v8ak
(pro libovolné a celé) délitelny dvéma i tfemi, nebot se jedna o soudin tii
po sobé jdoucich celych cisel.

Tim jsme ukazali, Ze &islo a” —a je pro viechna a celd délitelné soucinem
2-3-7T=42.

Priklad 3
Dokazte, ze a

Regeni: Protoze 1105 = 5-221 = 5(15% — 2%) = 513 - 17, ukdZeme, 7e

dany vyraz je pro kazdé celé ¢islo a délitelny prvocisly 5, 13 a 17.
1105

1105 _ g je pro vdechna celd ¢isla a délitelné &slem 1 105.

K dtkazu toho, Ze ¢islo a — a je pro libovolné a celé délitelné péti,
stadi ukdzat, ze &slo a'1% — 1 je délitelné péti pro kazdé celé ¢islo a
nesoudélné s péti. Podle malé Fermatovy véty je ¢islo a* — 1 délitelné péti
pro kazdé a celé nesoudélné s péti, a tudiz i ¢islo

a1104 —1= (a4)276 —1= (a4 _ ].)k,
kde k je celé cislo, je délitelné péti pro kazdé celé ¢islo a nesoudélné s péti.
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Podobné lze postupovat i pii ditkazu toho, ze ¢islo a' 1% —a je délitelné

trindcti, resp. sedmnécti pro vSechna celd ¢isla a. Vyuzijeme pritom vztahti
al 104 _ 1= (a12)92 1= (a12 _ 1)l,

resp.
a1104 —1= (a16)69 —1= (alﬁ _ 1)m7

kde [, m jsou cela cisla.

Tim jsme dokdzali, Ze ¢islo at 1%

soucinem 5 -13-17 = 1105.

—a je pro vSechna celé ¢isla a délitelné

Priklad 4
Necht a, b jsou celd &sla. Je-li soucet a? +b? délitelny sedmi, jsou timto

v w7

prvocislem délitelna obé c¢isla a i b. Dokazte.

Reseni: Uvedené tvrzeni (ve tvaru implikace) dokdZeme sporem. P¥edpo-
kladejme tedy, Ze ¢islo a® + b? je délitelné sedmi a pritom aspon jedno
z Cisel a,b neni sedmi délitelné.

Vzhledem k tomu, ze neni mozné, aby soucet a®+ b* byl délitelny sedmi
a pritom pravé jedno z Cisel a,b bylo také délitelné sedmi, miazeme déle
predpokladat, Ze ani jedno z ¢isel a, b neni délitelné sedmi. Z tohoto pred-
pokladu odvodime spor. Podle malé Fermatovy véty plati: Jsou-li a, b libo-
volna celd ¢isla, kterd jsou nesoudélnd s prvocislem 7, jsou timto prvocislem
déliteln ¢isla a® — 1, b — 1 a také jejich soudet

(a® —1)+ % — 1) = a® +b* — 2 = (a® + b*)(a* — a®b* +b*) — 2.

To vSak neni mozné. Podle naseho piedpokladu je totiz soucet a® + b>
délitelny sedmi. Potom vSak vyraz (a® + b%)(a* — a®b® + b*) — 2 sedmi
délitelny byt nemtize, coz je spor.

Pokud je tedy soucet a® + b? délitelny sedmi, je rovnéz kazdé z celych
Cisel a, b je délitelné sedmi. Tim je diikaz uzavien.
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56. ro¢nik matematické olympiady
Ulohy 1. kola

KATEGORIE 76

76-1-1
Lukas natiral latkovy plot. Kazdych 10 minut natiel 8 laték. Jeho mladsi
bratr Ondra mu chvilku pomahal, takze byl Lukas hotov o ¢tvrt hodiny
drive, nez predpokladal. Jak dlouho mu Ondra pomdahal, kdyz natiel kaz-
dych 7 minut 4 latky?
Michaela Raabova

Z6-1-2

1dm

Hvézda na obrazku je rozdélena dvéma tiseckami na t¥i dily. Zjisti obsah
kazdého z nich.
Libor Simiinek

76-1-3
Vicemistné cislo se nazyva optimistické, jestlize jeho cislice zleva do-
prava rostou. Jestlize v8ak ¢islice ¢isla zleva doprava klesaji, fikdme, Ze je
toto Cislo pesimistické. Soucet sedmimistného pesimistického a sedmimist-
ného optimistického ¢isla, kterd jsou zapsana tymiz ¢islicemi, je 11001000.
Které cislice jsme pouzili na zapis téchto dvou cisel?
Svétlana Bedndrovd
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Z6-1-4

(Veselikovo)

LSmutﬁanﬂ

Ze Smutnan do Veselikova vedou tii cesty. Ta, kterd je na mapé vyzna-
Cena plnou ¢arou, méfi 40 km, nejvyssi povolend rychlost je na ni 80 km/h
a vybird se na ni mytné 50 Ké. Carkovana cesta je dlouhd 35 km, nej-
vy$si povolend rychlost je na ni 60 km/h a mytné je 150 K¢. Na teckované
cesté, ktera je dlouhd 45 km, se vybird mytné 100 K¢ a nejvyssi povolena
rychlost je 100 km/h. Strycek Uspéchany a teticka Sporiva se chtéji dostat
ze Smutnan do Veselikova, strycek co nejdfive, teticka co nejlevnéji. Oba
si zavolali taxi, jehoz fidici si Gctuji 15 K¢ za kilometr cesty a zaplaceni
mytného.

a) Kterou cestu ma vybrat taxikar strycka Uspéchaného?

b) Kterou cestu ma vybrat taxikar teticky Spofivé?

c) O kolik minut bude kratsi cesta strycka Uspéchaného v porovnéani
s cestou teticky?

d) O kolik korun zaplati stryc¢ek vic nez teticka?

Svétlana Bedndiovd
Z6-1-5
Nage tfida planovala turisticky vylet. Jednotlivé skupiny myslely, ze
jeho délka bude 28, 16, 32, 37 a 15 kilometrt. Spletly se ale 0 5, 7, 8, 9
a 14 kilometra. Jak dlouhy byl vylet?

Marta Volfova
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Z6-1-6

Ze shodnych ¢tvercl a rovnoramennych trojahelniki jsme slozili (bez
prekryvéani) Gtvar zndzornény na obrazku. Zjisti velikosti vniténich Ghla
téchto rovnoramennych trojihelniki.

Svétlana Bedndiovd

KATEGORIE 75

Z5-1-1

Sestitihelnik a pétitthelnik maji spole¢nou stranu se dvéma vrcholy. Do-
plii do vSech vrcholt obou obrazct ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 tak,
aby soucet cisel v Sestithelniku i v pétithelniku byl 24. Kazdé ¢islo pouzij
pravé jednou. Staci, kdyz najdes aspon jedno feSeni.

Libuse Hozovd
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Z5-1-2
Cyklistického zavodu Tour de Lhota se zicastnila Sesticlennd druzstva.
V prvnich deseti etapach zavod nikdo nevzdal. V jedenacté etapé po hro-
madném padu odstoupilo 17 cyklistid a v kazdé dalsi etapé pak jich od-
stoupilo vzdy o 3 méné nez v predeslé etapé. Do cile zavérecné 15. etapy
dojelo 53 cyklisti. Kolik druzstev se zGcastnilo zavodu?
Sdirka Ptdckovd

7Z5-1-3
Cvicenéd blecha Hopsalka stala na hodinach na ¢isle 12. Hrala s Vaskem
nasledujici hru: Vasek hézel kostkou. Kolik ok mu padlo, o tolik ¢isel po-
skocila. Po prvnim hodu skocila po sméru chodu hodinovych rucicek, po
druhém hodu proti sméru hodinovych rucicek a po tfetim hodu opét po
sméru hodinovych rucicek. Vime, ze Vaskovi padla oka 2, 5 a 6, ale nevime,
v jakém poradi. Na kterd c¢isla mohla Hopsalka doskocit po tfetim skoku?
Libuse Hozovad

Z5-1-4
Pomoci ¢islic 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 a pomoci dvou desetinnych ¢arek
utvol dvé desetinna cisla tak, aby jejich soucet byl co nejmensi. Najdi
v8echny moznosti. (Kazdou ¢islici pouZij pravé jednou.)
Svétlana Bedndrovd

Z5-1-5
Sedm trpaslikt sbiralo hiibky. V kosickach méli 34, 19, 50, 44, 31, 28 a 37
hiibkt. Snéhurka chtéla stejny pocet hiibkd na polévku jako na smazeni
i jako na usuSeni. Jak rozdélili trpaslici své kosicky do tifi skupin tak,
aby pocet hiibkd v kazdé skupiné byl stejny? (Trpaslici nesméli hiibky
z kogickl vytahovat.)
Sdirka Ptdckovd

Z5-1-6

18 Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007



Lucka vystiihovala ze ¢tvereckovaného papiru ¢islice 2, 0, 0, 7 tak, jak je
naznaceno na obrazku. Urci obsah vystrizenych ¢islic, je-li strana ¢tverecku
sité dlouhd 4 cm.

Michaela Raabovd

Zajimaveé matematické tlohy

Otevirame 14. ro¢nik nasi pravidelné resitelské rubriky ,Zajimavé ma-
tematické tlohy“. V kazdém rocniku bylo dosud publikovano vzdy deset
tloh. V predchozich ¢islech naseho ¢asopisu tak najdete jiz 130 zajimavych
uloh.

Reseni prvni dvojice tloh nového roéniku muizete zaslat nejpozdéji do
20. 10. 2006 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, tf. Svobody 26, 771 46
Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni Gloh radi uvefejnime.

Uloha 131
V trojihelniku ABC' pii obvyklém oznaceni stran, Ghli a vySek plati

rovnost
1 1 1

_:_+b_2’

a2
pravé kdyz jeden z Ghla v, |a — | mé velikost 90°. Dokazte

Jaromir Simsa

Uloha 132
Dokazte, ze pro libovolnd kladnd redlna ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

a b c 27
_ > —.
<1+b+c> <1+c+a> <1+a+b> - 8

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

Jaroslav Svréek
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