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V tomto �l�nku se budeme zab�vat vyu�it�m d�le�it�ch trigonometric�
k�ch identit p�i �e�en� algebraick�ch 	loh
 v nich� jako jedna z podm�nek
pro nezn�m� x� y� z �guruje n
kter� z n�sleduj�c�ch algebraick�ch rovnost��

xy � yz � zx � �� x � y � z � xyz� x� � y� � z� � �xyz � ��

x
p

�� x� � y
p

�� y� � z
p

�� z� � �xyz

Mezi uveden� typy 	loh pat�� �krom
 jin�ch� n�sleduj�c� �ty�i p��klady�

P��klad �

Nech� x� y� z jsou nez�porn� re�ln� ��sla
 pro n
� plat� xy�yz�zx � ��
Doka�te
 �e plat� rovnost

x�� � y����� z�� � y��� z����� x�� � z��� x���� � y�� � �xyz�

P��klad �

V oboru re�ln�ch ��sel �e�te soustavu rovnic

x � y � z � xyz�

�

�
x �

�
x

�
� �

�
y �

�
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�
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�
z �

�
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�
�
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P��klad �

Nech� x� y� z jsou kladn� re�ln� ��sla takov�
 �e x� �y� �z���xyz � ��
Doka�te
 �e plat� nerovnost

��x � y � z� � ��

P��klad �

Nech� kladn� re�ln� ��sla x� y� z spl�uj� podm�nku

x
p

�� x� � y
p

�� y� � z
p

�� z� � �xyz�

Pak plat� nerovnost

xyz � �
p

�
�

�

Doka�te a zjist
te
 kdy plat� rovnost�

Na prvn� pohled se m��e zd�t
 �e uveden� 	lohy jsou naprosto odli�n��
V dal�� ��sti v�ak uvid�me
 �e k jejich �e�en� lze vyu��t t�� prost�edek

kter�m jsou trigonometrick� substituce� T�mto zp�sobem m��eme vy�e�it
mnoho dal��ch 	loh� D��ve ne� se zam
��me na �e�en� 	vodn�ch �ty� 	loh

uvedeme n�sleduj�c� tvrzen��

V�ta �

Jestli�e re�ln� ��sla x� y� z vyhovuj� podm�nce xy � yz � zx � �
 pak
existuj� re�ln� ��sla �� �� � takov�
 �e � � � � � � �
 kde x � tg �

�
� y �

� tg �
�
� z � tg �

�
�

D�kaz� Plat��li pro re�ln� ��sla x� y� z rovnost xy� yz� zx � �
 pak nutn

x� y �� �� V opa�n�m p��pad
 by bylo xy � �
 co� je v rozporu s rovnost�
x � y � �� Je tud��

z �
�� xy

x � y
�

Polo�me d�le x � tg �
�


 y � tg �
�


 kde �� � � ������� Pak plat�

z �
�� xy

x � y
�

�� tg �
�

tg �
�

tg �
�

� tg �
�

� cotg

�
� � �

�

�
� tg

�
�

�
� � � �

�

�
�
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Plat� tedy � � � � �� � ��
 tj� � � � � � � �� �

�e�en� p��kladu �� Polo�me

x � tg �
�
� y � tg �

�
� z � tg �

�
� � � � � � � � � �� �� � � h�����

Pak plat�

�x
�� x�

�
� tg �

�

�� tg� �
�

�
� sin �

�
cos �

�

cos� �
�
� sin� �

�

�
sin�
cos�

� tg�

a analogicky pro y a z� Odtud d�le plyne

�x

�� x�
�

�y

�� y�
�

�z

�� z�
� tg� � tg � � tg � � ���

a
�xyz

��� x����� y���� � z��
� tg� tg � tg � � ���

Proto�e v�ak plat�

tg� � tg � � tg � �
sin�� � ��
cos� cos�

� sin�� � ��
cos�� � ��

�

� sin�� � ��
cos�� � �� � cos� cos�
cos� cos� cos�� � ��

�

� sin �
�� sin�� sin�

cos� cos� �� cos ��
� tg� tg � tg � �

Vyu�it�m vztah� ��� a ��� v p�edchoz� rovnosti dostaneme po snadn�
	prav
 p��mo ��danou identitu pro re�ln� ��sla x
 y
 z� T�m je 	loha vy�
�e�ena�

V�ta �

Vyhovuj��li nenulov� re�ln� ��sla x� y� z podm�nce x� y � z � xyz
 pak
existuj� re�ln� ��sla �� �� � takov�
 �e � � � � � � �
 p�i�em� x � tg�

y � tg �
 z � tg ��
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D�kaz� Plat��li pro nenulov� re�ln� ��sla x� y� z rovnost x� y� z � xyz
 je
nutn
 xy �� �� V opa�n�m p��pad
 by bylo x�y � �
 co� v�ak nen� mo�n��
Odtud plyne

z �
x � y

xy � �
�

Polo�me nyn� x � tg�
 y � tg�
 kde �� � � �� �

�
�� �� � ��� �

�
��� Pak plat�

z �
x � y

xy � �
� � tg� � tg�

�� tg� tg �
� � tg�� � �� � tg

�
� � �� � ��

�
�

Plat� tedy � � � � �� � ��
 tj� � � � � � � �� �

�e�en� p��kladu �� Ze zad�n� plyne
 �e xyz �� �� D�le vid�me
 �e re�ln� ��sla
x� y� z maj� stejn� znam�nka
 tj� jsou bu� v�echna kladn�
 nebo v�echna
z�porn�� Nav�c
 pokud n
jak� trojice �x� y� z� nenulov�ch re�ln�ch ��sel
vyhovuje dan� soustav
 rovnic
 vyhovuje j� rovn
� trojice ��x��y��z��
Sta�� se proto omezit na p��pad
 kdy x� y� z jsou kladn� re�ln� ��sla�

Polo�me nyn�

x � tg�� y � tg�� z � tg �� �� �� � � ��� �
�
��� � � � � � � � �

Ze zad�n� 	lohy d�le vypl�v�

x

��� � x��
�

y

��� � y��
�

z

��� � z��

a �s ohledem na pou�it� substituce� odtud d�le plyne

sin ��
�

�
sin ��

�
�

sin ��
�

�

Proto�e �� � ��� � �� � ��� � �� � ��� � � a sou�asn


sin�� � ��� � sin�� sin�� � ��� � sin�� sin�� � ��� � sin �

plyne d�le �ze sinov� v
ty�
 �e ����
 ���� a ���� jsou velikosti vnitn�ch
	hl� troj	heln�ku
 jeho� d�lky stran jsou 	m
rn� po �ad
 velikostem �
 �
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a �� Takov� troj	heln�k je ale pravo	hl� a pro velikosti jeho vnit�n�ch 	hl�
plat�

� � �� �
�

�
� sin �� �

�
�
� sin �� �

�
�
�

Proto�e �� �� � �

�
� a � � �� � �

�
�
 plat� �� � �

�
� a �� � �

�
�
 a proto je

cos �� � �
 cos �� � �� Plat� tedy

x � tg� �
sin ��

� cos� �
�

sin ��
� � cos ��

�
�

�

�� �

�

� � �

y � tg� �
sin ��

� � cos ��
�

�

�

�� �

�

� � � z � tg � � � �

Odtud plyne
 �e dan� soustava rovnic m� pr�v
 dv
 �e�en� v oboru re�ln�ch
��sel
 kter�mi jsou trojice ��� �� �� a �����������

V�ta �

Jestli�e kladn� re�ln� ��sla x� y� z vyhovuj� podm�nce x� � y� � z� �
� �xyz � �
 pak existuj� kladn� re�ln� ��sla �
 � a � takov�
 �e
� � � � � � �
 kde x � cos�
 y � cos� a z � cos �
 tj� �
 � a �

jsou vnit�n� 	hly ostro	hl�ho troj	heln�ku

D�kaz� Polo�me nyn� x � cos�
 y � cos�
 kde � � ��� �
�
��� Nech� d�le

� � � � �� � ��
 kde � � ��� �

�
��� Nyn� dok��eme
 �e plat� rovnost

cos� � � cos� � � cos� � � � cos� cos� cos � � ��

Skute�n



cos� � � cos� � � cos� � � � cos� cos� cos � �

�
cos �� � �

�
�

cos �� � �
�

�
cos �� � �

�
� � cos� cos�

�
� cos�� � ��

�
�

�
�
�

�
�
�

�cos �� � cos ��� �
�
�

cos ��� � �� � � cos� cos� cos�� � �� �

�
�
�

� cos��� �� cos��� �� � cos������� �
�
� � cos� cos� cos��� �� �
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� � � cos�� � ��
�

cos��� �� � cos�� � �� � � cos� cos�
�

� � �

Proto plat� tak� rovnost

x� � y� � z� � �xyz � cos� � � cos� � � cos� � � � cos� cos� cos � �

tj�
z� � �z cos� cos� � cos� � � � cos� cos� cos � �

Odtud po snadn� 	prav
 dostaneme

�z � cos ���z � cos � � � cos� cos�� � � �

a tedy z � cos �
 nebo� z � cos � � � cos� cos� �� �� �

�e�en� p��kladu �� Polo�me zde

x � cos� � y � cos�� z � cos �� �� �� � � ��� �
�
��� � � � � � � � �

Nyn� n�m sta�� dok�zat
 �e plat� nerovnost cos� � cos� � cos � � �

�
�

Vzhledem k tomu
 �e funkce f�t� � cos t je na intervalu ��� �
�
�� konk�vn�


plat� podle Jensenovy nerovnosti �viz nap�� �� �

cos� � cos� � cos � � � cos

�
� � � � �

�

�
� � cos

�

�
�

�
�
�

Poznamenejme je�t

 �e v��e uvedenou nerovnost lze dok�zat tak� bez
pou�it� Jensenovy nerovnosti
 pouze u�it�m sou�tov�m goniometrick�ch
vzorc��

Rovnost zde nastane
 pr�v
 kdy� � � � � � � �

�
�
 tj� pr�v
 kdy� plat�

x � y � z � �

�
� T�m je 	loha vy�e�ena�

V�ta �

Vyhovuj��li kladn� re�ln� ��sla x� y� z podm�nce

x
p

�� x� � y
p

�� y� � z
p

�� z� � �xyz�

pak existuj� kladn� re�ln� ��sla �� �� �
 pro n
� plat� ����� � �
 kde x �
cos �

�

 y � cos �

�

 z � cos �

�

 tj� �
 � a � jsou vnit�n� 	hly v troj	heln�ku�
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D�kaz� Polo�me x � cos �
�


 y � cos �
�


 kde �� � � ������ Nech� d�le � �
� � � �� � ��� Nejprve dok��eme n�sleduj�c� trigonometrickou identitu

cos
�

�

r
�� cos�

�

�
� cos

�

�

r
�� cos�

�

�
� cos

�

�

r
�� cos�

�

�
�

� � cos
�

�
cos

�

�
cos

�

�
�

Plat�

cos
�

�

r
�� cos�

�

�
� cos

�

�

r
�� cos�

�

�
� cos

�

�

r
�� cos�

�

�
�

�
�
�

�sin� � sin� � sin �� �
�
�

�
� sin

� � �

�
cos

�� �

�
� sin�� � ��

�
�

� sin
� � �

�

�
cos

�� �

�
� cos

� � �

�

�
� � sin

� � �

�
cos

�

�
cos

�

�
�

� cos
�

�
cos

�

�
sin

��
�
� �

�

�
� � cos

�

�
cos

�

�
cos

�

�
�

Plat� tedy

z
p

�� z� � cos
�

�

r
�� cos�

�

�
� �z cos

�

�
cos

�

�
� � cos

�

�
cos

�

�
cos

�

�
�

Nech� z � cos �
�


 kde � � ������ Uk��eme
 �e nutn
 � � ��

Plat�

z
p

�� z�� cos
�

�

r
�� cos�

�

�
�

�
�

�sin�� sin �� � sin
�� �

�
cos

� � �

�
�

� � sin
�� �

�
cos

�� �

�
cos

� � �

�
� ���
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Na druh� stran
 pak plat�

�z cos
�

�
cos

�

�
� � cos

�

�
cos

�

�
cos

�

�
� � cos

�

�
cos

�

�

�
cos

�

�
� cos

�

�

�
�

� cos
�

�
cos

�

�
sin

�� �

�
sin

� � �

�
� ���

Porovn�n�m prav�ch stran vztah� ��� a ��� vid�me
 �e nutn
 plat� � � ��
�

�e�en� p��kladu 	� Polo��me�li

x � cos
�

�
� y � cos

�

�
� z � cos

�

�
� �� �� � � ������ ����� � � �

je nutno s ohledem na tvrzen� v
ty � dok�zat nerovnost

cos
�

�
cos

�

�
cos

�

�
� �

p
�

�
�

U�it�m nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr�m
rem pro tro�
jici cos �

�

 cos �

�
a cos �

�
kladn�ch re�ln�ch ��sel a d�le pou�it�m Jensenovy

nerovnosti pro konk�vn� funkci f�t� � cos t
�

na intervalu ����� obdr��me
postupn


cos
�

�
cos

�

�
cos

�

�
�
�

cos �
�

� cos �
�

� cos �
�

�

��

�
�

cos
�
�

� �
�

� �
�

�

��

�

� cos�
�
� � � � �

!

�
� cos�

�

!
�

�
p

�
�

�

Rovnost zde nastane
 pr�v
 kdy� � � � � � � �
�


 tj� pr�v
 kdy� x � y �

� z �
p
�

�
� T�m je 	loha 	pln
 vy�e�ena�

Z �e�en� v�ech �ty� uveden�ch 	loh je patrn�
 �e v ka�d� z nich byly
uplatn
ny vhodn� goniometrick�ch substituce
 kter� �gurovaly sou�asn
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v�dy v n
kter� z v�znamn�ch trigonometrick�ch identit �v
ty � # ��� Ana�
logick�m zp�sobem lze �e�it pom
rn
 �irok� spektrum algebraick�ch 	loh
s p��buznou tematikou� Z�v
rem p�edkl�d�me na�im �ten���m �a dal��m
z�jemc�m o tuto problematiku� je�t
 �ty�i obt��n
j�� 	lohy
 kter� poslou��
k procvi�en� dan� problematiky�

P��klad �

Doka�te
 �e pro libovoln� kladn� re�ln� ��sla x� y� z
 kter� spl�uj� pod�
m�nku x� � y� � z� � �xyz � � plat� nerovnosti

� � x � y � z � xyz � ��
�
�

P��klad �

V oboru re�ln�ch ��sel �e�te soustavu rovnic

xy � yz � zx � ��

�� x�

� � x�
�

�y
� � y�

�
�� z�

� � z�
�

P��klad 	

Nech� x� y� z jsou kladn� re�ln� ��sla takov�
 �e xy � yz � zx � �� Pak
plat� nerovnost

�x��� x��
�� � x���

�
�y��� y��
�� � y���

�
�z��� z��
�� � z���

� x

� � x�
�

y

� � y�
�

z

� � z�
�

Doka�te�

P��klad 


Nech� x� y� z jsou kladn� re�ln� ��sla takov�
 �e xy � yz � zx � ��
Doka�te
 �e plat� nerovnost

x � y � z � xyz � ��
p

�
$

�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� $



L i t e r a t u r a

�	
 Kourliandtchik� L� � Moln�r� J� � �vr�ek� J� � Uscki� M�� Matematyka jest jedna
ca�lo�s�c� Miniatury matematyczne 	�� Aksjomat� Toru�n 
����

�

 Kourliandtchik� L�� Impresje liczbowe� Tutor� Toru�n 
��	�

��
 �vr�ek� J�� Goniometrick� substituce� Matematika�Fyzika�Informatika� ro�� 	�
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�

��
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��
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Mal� Fermatova v�ta a p�r �loh
na d�litelnost

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

%Mal�& Fermatova v
ta nen� tak zn�m� jako jej� slavn� prot
j�ek #
%velk�& Fermatova v
ta� P�i �e�en� �ady 	loh
 t�kaj�c�ch se d
litelnosti
cel�ch ��sel
 je v�ak velmi u�ite�n�
 jak uk��eme v tomto �l�nku� Abychom
p�i jej�m d�kazu p��li� neodbo�ovali
 dok��eme nejprve n�sleduj�c� v
tu�

V�ta �

Je�li p prvo��slo
 jsou v�echna kombina�n� ��sla
�
p
�

�
�
�
p
�

�
� � � � �

�
p

p��
�

d
li�
teln� p�

D�kaz� Je�li p prvo��slo a k p�irozen� ��slo men�� ne� p
 plyne z de�nice
kombina�n�ho ��sla

k'

�
p

k

�
� p�p� ���p� �� � � � �p� k � �� �

Proto�e sou�in na prav� stran
 t�to rovnosti je d
liteln� ��slem p
 je t�mto
��slem d
liteln� i sou�in k'

�
p
k

�
� Odtud plyne
 �e ��slem p mus� b�t d
liteln�
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i kombina�n� ��slo
�
p
k

�

 nebo� v�ichni �initel� v sou�inu k' � � � � � � � � � � � k

jsou men�� ne� p
 tak�e ��dn� z nich �a tedy ani jejich sou�in� ��slem p

d
liteln� nen�� T�m je d�kaz ukon�en�

Nyn� vyslov�me a dok��eme je�t
 jedno tvrzen�
 z n
ho� �jak d�le uvi�
d�me� bezprost�edn
 vypl�v� mal� Fermatova v
ta�

V�ta �

(�slo ap � a
 kde a je libovoln� cel� ��slo a p prvo��slo
 je d
liteln� p�

D�kaz� Nejprve dok��eme
 �e uveden� v
ta plat� pro v�echna a p�irozen��
Tvrzen� dok��eme u�it�m principu matematick� indukce vzhledem k a� Pro
a � � tvrzen� evidentn
 plat�� P�edpokl�dejme nyn�
 �e dan� tvrzen� plat�
pro ur�it� a p�irozen� a uk��eme
 �e tvrzen� plat� i pro a � �� To je v�ak
velmi snadn�
 nebo� podle induk�n�ho p�edpokladu a d�le v
ty � plat�

�a � ��p��a� �� �

�
ap �

�
p

�

�
ap�� � � � � �

�
p

p� �

�
a � �

	
� �a � ���

��ap � a� �

��
p

�

�
ap�� �

�
p

�

�
ap��� � � � �

�
p

p� �

�
a

	
�

Dan� tvrzen� plat� tak� pro a � �� Zb�v� tedy dok�zat v
tu pro v�echna
z�porn� cel� ��sla a� Je�li v�ak a cel� z�porn�
 je �a p�irozen� ��slo
 tak�e
podle v��e dok�zan�ho je ��slo ��a�p � ��a� d
liteln� prvo��slem p� Pro
p �� � ale plat�

��a�p � ��a� � �ap � a � ��ap � a� �

co� znamen�
 �e ��slo ��ap�a�
 a tud�� i ��slo ap�a
 kde a je cel� z�porn�
��slo a p �� �
 je d
liteln� prvo��slem p� (�slo a� � a je v�ak d
liteln�
prvo��slem �
 nebo� a� � a � a�a� ��� T�m je d�kaz dokon�en�

V�ta � �mal� Fermatova v
ta�

(�slo ap�� � �
 kde p je prvo��slo a a cel� ��slo nesoud
ln� s p
 je d
li�
teln� p�

D�kaz� Podle v
ty � je ��slo ap � a d
liteln� prvo��slem p pro ka�d� cel�
��slo a� Proto�e v�ak ap�a � a�ap�����
 kde a je nesoud
ln� s prvo��slem
p
 mus� b�t ��slo ap�� � � d
liteln� prvo��slem p
 co� jsme m
li dok�zat�
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Pozn
mka� Malou Fermatovu v
tu jsme odvodili jako d�sledek v
ty ��
Nen� v�ak ��dn� probl�m uk�zat
 �e tak� obr�cen
 z mal� Fermatovy v
ty
plyne
 �e pro ka�d� cel� ��slo a
 kter� je nesoud
ln� s prvo��slem p
 je ap�a

d
liteln� prvo��slem p� Je�li toti� ap���� d
liteln� prvo��slem p �pro ka�d�
cel� ��slo a nesoud
ln� s prvo��slem p
 je ��slo a�ap����� � ap�a d
liteln�
p� Ob
 tvrzen� jsou tedy ekvivalentn��

D�sledek �

Proto�e ka�d� z ��sel �� �� �� � � � � p � � je nesoud
ln� s prvo��slem �
 je
podle v
ty � ka�d� z ��sel

�p�� � �� �p�� � �� �p�� � �� � � � � �p� ��p�� � �

d
liteln� prvo��slem p� Je tedy prvo��slem p d
liteln� i sou�et t
chto �p���
��sel
 tj�

��p�� � �� � ��p�� � �� � � � � � ��p� ��p�� � � �

� �p�� � �p�� � � � � � �p� ��p�� � �p� �� �

� �p�� � �p�� � �p�� � � � � � �p� ��p�� � �p� �� �

Snadno se vid�
 �e posledn� v�raz je d
liteln� prvo��slem p i pro p � ��
T�m jsme dok�zali
 �e sou�et

�p�� � �p�� � �p�� � � � � � �p� ��p�� � �p� �� �

kde p je prvo��slo
 je d
liteln� p�

D�sledek �

Nech� p je lich� prvo��slo
 pak ��slo �p�� � � je d
liteln� p�

D��ve
 ne� uk��eme vyu�it� uveden�ch v�sledk� p�i �e�en� konkr�tn�ch
	loh
 p�ipome�me
 �e pro libovoln� cel� ��sla a� b a n p�irozen� plat� rov�
nost an � bn � �a� b� � k
 kde k je kladn� cel� ��slo�

P��klad �

Doka�te
 �e $"��� � �"��� je d
liteln� ��slem � ����
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�e�en�� Dan� ��slo je d
liteln� pades�ti
 nebo� $"�����"��� � �$"��"�k �
� ��k
 kde k je cel� ��slo� D�le uk��eme
 �e dan� ��slo je d
liteln� rovn
�
��slem ���� V�imn
me si
 �e ��� je prvo��slo
 kter� je nesoud
ln� s ��sly $"
a �"� Podle mal� Fermatovy v
ty je tedy ka�d� z ��sel $"����� a �"�����
d
liteln� prvo��slem ���
 tak�e je t�mto ��slem d
liteln� i jejich rozd�l

�$"��� � ��� ��"��� � �� � $"��� � �"��� �

T�m jsme uk�zali
 �e dan� ��slo je d
liteln� sou�inem �� � ��� � � ��� ���
a ��� jsou nesoud
ln� p�irozen� ��sla��

P��klad �

Doka�te
 �e pro libovoln� cel� ��slo a je a� � a d
liteln� ��slem ���

�e�en�� Proto�e " je prvo��slo
 je podle mal� Fermatovy v
ty ��slo a��� d
�
liteln� sedmi pro v�echna cel� ��sla a
 kter� jsou nesoud
ln� s prvo��slem "�
Z pozn�mky za v
tou � d�le vypl�v�
 �e ��slo

a� � a � a�a� � ���a� � �� � a�a� ���a � ���a� � a � ���a� � a � ��

je d
liteln� sedmi pro v�echna cel� ��sla a� Sou�in a�a� ���a � �� je v�ak
�pro libovoln� a cel�� d
liteln� dv
ma i t�emi
 nebo� se jedn� o sou�in t��
po sob
 jdouc�ch cel�ch ��sel�

T�m jsme uk�zali
 �e ��slo a��a je pro v�echna a cel� d
liteln� sou�inem
� � � � " � ���

P��klad �

Doka�te
 �e a� ��� � a je pro v�echna cel� ��sla a d
liteln� ��slem � ����

�e�en�� Proto�e � ��� � � � ��� � ����� � ��� � � � �� � �"
 uk��eme
 �e
dan� v�raz je pro ka�d� cel� ��slo a d
liteln� prvo��sly �
 �� a �"�

K d�kazu toho
 �e ��slo a� ��� � a je pro libovoln� a cel� d
liteln� p
ti

sta�� uk�zat
 �e ��slo a� ��� � � je d
liteln� p
ti pro ka�d� cel� ��slo a

nesoud
ln� s p
ti� Podle mal� Fermatovy v
ty je ��slo a�� � d
liteln� p
ti
pro ka�d� a cel� nesoud
ln� s p
ti
 a tud�� i ��slo

a� ��� � � � �a����� � � � �a� � ��k �

kde k je cel� ��slo
 je d
liteln� p
ti pro ka�d� cel� ��slo a nesoud
ln� s p
ti�
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Podobn
 lze postupovat i p�i d�kazu toho
 �e ��slo a� ����a je d
liteln�
t�in�cti
 resp� sedmn�cti pro v�echna cel� ��sla a� Vyu�ijeme p�itom vztah�

a� ��� � � � �a����� � � � �a�� � ��l �

resp�
a� ��� � � � �a����� � � � �a�� � ��m�

kde l�m jsou cel� ��sla�

T�m jsme dok�zali
 �e ��slo a� ����a je pro v�echna cel� ��sla a d
liteln�
sou�inem � � �� � �" � � ����

P��klad �

Nech� a� b jsou cel� ��sla� Je�li sou�et a� � b� d
liteln� sedmi
 jsou t�mto
prvo��slem d
liteln� ob
 ��sla a i b� Doka�te�

�e�en�� Uveden� tvrzen� �ve tvaru implikace� dok��eme sporem� P�edpo�
kl�dejme tedy
 �e ��slo a� � b� je d
liteln� sedmi a p�itom aspo� jedno
z ��sel a� b nen� sedmi d
liteln��

Vzhledem k tomu
 �e nen� mo�n�
 aby sou�et a��b� byl d
liteln� sedmi
a p�itom pr�v
 jedno z ��sel a� b bylo tak� d
liteln� sedmi
 m��eme d�le
p�edpokl�dat
 �e ani jedno z ��sel a� b nen� d
liteln� sedmi� Z tohoto p�ed�
pokladu odvod�me spor� Podle mal� Fermatovy v
ty plat�� Jsou�li a� b libo�
voln� cel� ��sla
 kter� jsou nesoud
ln� s prvo��slem "
 jsou t�mto prvo��slem
d
liteln� ��sla a� � �
 b� � � a tak� jejich sou�et

�a� � �� � �b� � �� � a� � b� � � � �a� � b���a� � a�b� � b�� � � �

To v�ak nen� mo�n�� Podle na�eho p�edpokladu je toti� sou�et a� � b�

d
liteln� sedmi� Potom v�ak v�raz �a� � b���a� � a�b� � b�� � � sedmi
d
liteln� b�t nem��e
 co� je spor�

Pokud je tedy sou�et a� � b� d
liteln� sedmi
 je rovn
� ka�d� z cel�ch
��sel a� b je d
liteln� sedmi� T�m je d�kaz uzav�en�
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��� ro�n�k matematick	 olympi�dy

lohy I� kola

KATEGORIE Z!

Z��I��

Luk�� nat�ral la�kov� plot� Ka�d�ch �� minut nat�el � lat
k� Jeho mlad��
bratr Ondra mu chvilku pom�hal
 tak�e byl Luk�� hotov o �tvrt hodiny
d��ve
 ne� p�edpokl�dal� Jak dlouho mu Ondra pom�hal
 kdy� nat�el ka��
d�ch " minut � la�ky)

Michaela Raabov


Z��I��

��
��

Hv
zda na obr�zku je rozd
lena dv
ma 	se�kami na t�i d�ly� Zjisti obsah
ka�d�ho z nich�

Libor �im�nek

Z��I��

V�cem�stn� ��slo se naz�v� optimistick�
 jestli�e jeho ��slice zleva do�
prava rostou� Jestli�e v�ak ��slice ��sla zleva doprava klesaj�
 ��k�me
 �e je
toto ��slo pesimistick�� Sou�et sedmim�stn�ho pesimistick�ho a sedmim�st�
n�ho optimistick�ho ��sla
 kter� jsou zaps�na t�mi� ��slicemi
 je ���������
Kter� ��slice jsme pou�ili na z�pis t
chto dvou ��sel)

Sv�tlana Bedn
�ov
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Z��I��

���
���

Ze Smut�an do Vesel�kova vedou t�i cesty� Ta
 kter� je na map
 vyzna�
�ena plnou �arou
 m
�� �� km
 nejvy��� povolen� rychlost je na n� �� km*h
a vyb�r� se na n� m�tn� �� K�� (�rkovan� cesta je dlouh� �� km
 nej�
vy��� povolen� rychlost je na n� !� km*h a m�tn� je ��� K�� Na te�kovan�
cest

 kter� je dlouh� �� km
 se vyb�r� m�tn� ��� K� a nejvy��� povolen�
rychlost je ��� km*h� Str��ek Usp
chan� a teti�ka Spo�iv� se cht
j� dostat
ze Smut�an do Vesel�kova
 str��ek co nejd��ve
 teti�ka co nejlevn
ji� Oba
si zavolali taxi
 jeho� �idi�i si 	�tuj� �� K� za kilometr cesty a zaplacen�
m�tn�ho�

a� Kterou cestu m� vybrat taxik�� str��ka Usp
chan�ho)

b� Kterou cestu m� vybrat taxik�� teti�ky Spo�iv�)

c� O kolik minut bude krat�� cesta str��ka Usp
chan�ho v porovn�n�
s cestou teti�ky)

d� O kolik korun zaplat� str��ek v�c ne� teti�ka)

Sv�tlana Bedn
�ov


Z��I��

Na�e t��da pl�novala turistick� v�let� Jednotliv� skupiny myslely
 �e
jeho d�lka bude ��
 �!
 ��
 �" a �� kilometr�� Spletly se ale o �
 "
 �
 $
a �� kilometr�� Jak dlouh� byl v�let)

Marta Volfov
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Z��I��

��
��

Ze shodn�ch �tverc� a rovnoramenn�ch troj	heln�k� jsme slo�ili �bez
p�ekr�v�n�� 	tvar zn�zorn
n� na obr�zku� Zjisti velikosti vnit�n�ch 	hl�
t
chto rovnoramenn�ch troj	heln�k��

Sv�tlana Bedn
�ov


KATEGORIE Z�

Z��I��

���
���

+esti	heln�k a p
ti	heln�k maj� spole�nou stranu se dv
ma vrcholy� Do�
pl� do v�ech vrchol� obou obrazc� ��sla �
 �
 �
 �
 �
 !
 "
 � a $ tak

aby sou�et ��sel v �esti	heln�ku i v p
ti	heln�ku byl ��� Ka�d� ��slo pou�ij
pr�v
 jednou� Sta��
 kdy� najde� aspo� jedno �e�en��

Libu�e Hozov
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Z��I��

Cyklistick�ho z�vodu Tour de Lhota se z	�astnila �esti�lenn� dru�stva�
V prvn�ch deseti etap�ch z�vod nikdo nevzdal� V jeden�ct� etap
 po hro�
madn�m p�du odstoupilo �" cyklist� a v ka�d� dal�� etap
 pak jich od�
stoupilo v�dy o � m�n
 ne� v p�ede�l� etap
� Do c�le z�v
re�n� ��� etapy
dojelo �� cyklist�� Kolik dru�stev se z	�astnilo z�vodu)

�
rka Pt
�kov


Z��I��

Cvi�en� blecha Hopsalka st�la na hodin�ch na ��sle ��� Hr�la s Va�kem
n�sleduj�c� hru� Va�ek h�zel kostkou� Kolik ok mu padlo
 o tolik ��sel po�
sko�ila� Po prvn�m hodu sko�ila po sm
ru chodu hodinov�ch ru�i�ek
 po
druh�m hodu proti sm
ru hodinov�ch ru�i�ek a po t�et�m hodu op
t po
sm
ru hodinov�ch ru�i�ek� V�me
 �e Va�kovi padla oka �
 � a !
 ale nev�me

v jak�m po�ad�� Na kter� ��sla mohla Hopsalka dosko�it po t�et�m skoku)

Libu�e Hozov


Z��I��

Pomoc� ��slic �
 �
 �
 �
 �
 �
 !
 "
 �
 $ a pomoc� dvou desetinn�ch ��rek
utvo� dv
 desetinn� ��sla tak
 aby jejich sou�et byl co nejmen��� Najdi
v�echny mo�nosti� �Ka�dou ��slici pou�ij pr�v
 jednou��

Sv�tlana Bedn
�ov


Z��I��

Sedm trpasl�k� sb�ralo h��bky� V ko���k�ch m
li ��
 �$
 ��
 ��
 ��
 �� a �"
h��bk�� Sn
hurka cht
la stejn� po�et h��bk� na pol�vku jako na sma�en�
i jako na usu�en�� Jak rozd
lili trpasl�ci sv� ko���ky do t�� skupin tak

aby po�et h��bk� v ka�d� skupin
 byl stejn�) �Trpasl�ci nesm
li h��bky
z ko���k� vytahovat��

�
rka Pt
�kov


Z��I��

��������
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Lucka vyst�ihovala ze �tvere�kovan�ho pap�ru ��slice �
 �
 �
 " tak
 jak je
nazna�eno na obr�zku� Ur�i obsah vyst�i�en�ch ��slic
 je�li strana �tvere�ku
s�t
 dlouh� � cm�

Michaela Raabov


Zaj�mav	 matematick	 �lohy

Otev�r�me ��� ro�n�k na�� pravideln� �e�itelsk� rubriky %Zaj�mav� ma�
tematick� 	lohy&� V ka�d�m ro�n�ku bylo dosud publikov�no v�dy deset
	loh� V p�edchoz�ch ��slech na�eho �asopisu tak najdete ji� ��� zaj�mav�ch
	loh�

,e�en� prvn� dvojice 	loh nov�ho ro�n�ku m��ete zaslat nejpozd
ji do
��� ��� ���! na adresu� Redakce �asopisu MFI
 t�� Svobody �!
 ""� �!
Olomouc� Jejich �e�en� lze zaslat tak� elektronickou cestou �pouze
v�ak v TEXovsk�ch verz�ch
 p��p� v MS Wordu� na emailovou adresu�
m��upol�cz� Zaj�mav� a origin�ln� �e�en� 	loh r�di uve�ejn�me�


loha ���

V troj	heln�ku ABC p�i obvykl�m ozna�en� stran
 	hl� a v��ek plat�
rovnost

�
v�c

�
�
a�

�
�
b�
�

pr�v
 kdy� jeden z 	hl� �
 j�� �j m� velikost $��� Doka�te

Jarom�r �im�a


loha ���

Doka�te
 �e pro libovoln� kladn� re�ln� ��sla a
 b
 c plat� nerovnost�
� �

a

b � c

��
� �

b

c � a

��
� �

c

a � b

�
� �"

�
�

Zjist
te
 kdy nastane rovnost�

Jaroslav �vr�ek
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