INFORMATIKA

Ciselné operace s velkymi celymi ¢isly

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cela ¢isla typu Integer maji roz-
sah od —32768 do 32767, cela ¢is-
la typu Longint maji rozsah od
—2147483648 do 2147483647.
S témito hodnotami ve vétsiné
aplikaci bohaté vystacime. Ptesto
nas muze zajimat, jak by bylo moz-

- no pracovat i s ¢isly vicecifernymi,
t¥eba sto- nebo i vicecifernymi. A tu se jiz dostavame k Gloham, které jsou
vdécné pii vyuce programovani a kterym se nyni vénujeme.

Scitani
Uloha: Vytvoite program, ktery z textového souboru piecte dvé kladnd
celd Cisla maximalné stocifernd, vytvori jejich soucet a oba séitance i se
sou¢tem zobrazi na displeji.

Jaké Cinnosti programu musime zajistit? Nejprve se musime postarat
o preCteni a uloZeni zadanych ¢isel. (Pro jednodussi vyjadfovéni nebu-
deme dale rozliSovat pojmy ,islice” a ,jednociferné ¢islo“. Déle pozna-
menejme, ze horni hranice poctu cifer nemusi byt 100, my ji dile budeme
oznacovat MazCif.) U obou ¢isel budeme ¢ist postupné jednotlivé ¢islice
a budeme je uklddat do vhodné deklarovaného ¢iselného pole (je tieba
dat pozor na to, aby pocet ¢tenych cifer nebyl vétsi nez deklarovand veli-
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kost pole). Pak u obou ¢isel najdeme ¢&islice nultého fadu (vyhledéni ¢islic
nultého fddu mize byt jednoduché, kdyz pfi ¢teni Cislic ze souboru akti-
vujeme dvé pocitadla poctu ¢islic) a postupné s rostoucim fadem je podle
znamého algoritmu sc¢itani secitame, pricemz nulté rady téchto soucti po-
stupné jodzadu“ ukladame do pole Soucet a pripadnou jednicku prvniho
fadu (pii prechodu pfes desitku) pfic¢itdme k souctim ¢islic nasledujiciho
vys§iho fadu. Musime ovSem vytesit, jak postupovat, kdyz oba s¢itanci
maji rizny pocet cifer, tj. u krat§iho s¢itance uz cifry dojdou, ale u delsiho
jesté mame pokracovat. Posledni, uz radostnou praci je zajisténi vystupu
vysledk® na obrazovku.

Tak néjak by se mohly odvijet myslenkové pochody zak pii programové
analyze ulohy; realizace vlastniho s¢itani vSak mtize byt riznéa. V nasle-
dujicim programu SoucetCisel byl volen tento postup: program precte ze
zvoleného souboru oba s¢itance do poli Clen[l1, I], Clen[2, I] s poéty cifer
D[1], D[2]. Vynuluje se pole Soucet a presune se do ného 1. s¢itanec tak,
ze nulty rad scitance je ulozen v poslednim prvku pole. Pak se k nému
pripocitava 2. sc¢itanec a to tak, ze pocinaje nultym rddem se sectou vzdy
Cislice téhoz Fadu, do prislusného Fadu pole Soucet se vlozi posledni ¢&is-
lice tohoto souctu a v pripadé, ze soucet je vétsi nez 9, tj. pii prechodu
pres desitku, se pricte 1 k vys$§imu raddu pole Soucet. Pri s¢itani se kon-
troluje pocet zbyvajicich cislic 2. s¢itance a po jejich vycerpani se uz jen
reprodukuji ¢islice 1. s¢itance (pfipadné nuly).

Jaky postup navrhnou vasi zaci?

program SoucetCisel;
{secita dve velka prirozena cisla}
const
MaxCif = 100;
var
I, J, Pomoc: Integer;
JmenoS: string;
F: Text;
C: Char;
D: array [1..2] of Integer;
Clen: array [1..2, 1..MaxCif] of Integer;
Soucet: array [0.. MaxCif] of Integer;

begin {program}
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Write(’Soucet cisel ulozenych v souboru: ’);
ReadLn (JmenoS) ;
Assign(F, JmenoS);
Reset (F);
{ Nacteni cisel }
for I :=1 to 2 do
begin
D[I] := 0;
repeat
Read (F, C);
Inc(D[I1);
if D[I] > MaxCif then
begin
WriteLn(I, ’. cislo mimo rozsah..’);
Readln;
Close(F);
Halt
end;
Clen[I, D[I]] := 0rd(C) - 0rd(’0’);
until Eoln(F);
ReadLn(F)
end;
Close(F);
{ Operace secitani }
for I := 0 to MaxCif do
Soucet[I] := 0;
for I := 1 to D[1] do
Soucet [MaxCif - D[1] + I] := Clen[1, I];
for I := MaxCif downto 1 do
begin
J :=D[2] - MaxCif + I;
if J > 0 then
Pomoc := Soucet[I] + Clen[2, J]

else
Pomoc := Soucet[I];
Soucet[I] := Pomoc mod 10;

Soucet[I - 1] := Soucet[I - 1] + Pomoc div 10
end;
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{ Vystup vysledku }
WritelLn;
for I := 1 to 2 do
begin
for J := 1 to D[I] do
Write(Chr(Clen[I, J] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
case I of
1: WriteLn(’+’);
2: WriteLn(’=’)
end
end;
J = 0;
repeat
Inc(J)
until (Soucet[J] <> 0) or (J = MaxCif);
for I :=J to MaxCif do
Write(Chr(Soucet[I] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
ReadLn
end. {program}

Od¢ditani

Uloha: Vytvoite program, kterj z textového souboru piecte mensence
a mensitele, tedy dvé kladna celd ¢isla maximalné stociferna (neni znamo,
které z nich je vétsi), vytvori jejich rozdil a mensence, mensitele i rozdil
zobrazi na displeji.

Nacteni cisel je stejné jako u souctu. Pti odc¢itani bychom chtéli od¢itat
od vétsiho cisla ¢islo mensi a v pripadé, ze mensi je menSenec, priddme
k vysledku znaménko minus. Porovname tedy nejprve pocet cifer (nepred-
poklddame zadani s nulami na za¢atku, jako je napf. 00012). P¥i rovnosti
poctu cifer pak porovnavame od nejvyssiho fadu jednotlivé ¢islice. Pri pro-
gramovani znamého algoritmu od¢itani opét postupujeme od nultych rada
a vysledky postupné uklddame ,,odzadu® do pole Rozdil; v pripadé, ze ¢is-
lice mensitele je vétsi nez ¢islice mensence, zvétsime tuto o 10, provedeme
odecteni, nulty rad ulozime do pole Rozdil a nasledujici vyssi fdd mensSence
zmens$ime o 1. ReSeni situace, kdy menSenec je mensi nez mengitel, mize
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byt rtzné. V nésledujicim programu RozdilCisel byla vytvorena funkce VI
(vymeéna indext), kterd pii vypoctu simuluje vyménu indext obou &isel,
tedy zaménu mensence a mensitele. Vysledky vsak jiz vystupuji v zadaném
poradi.

program RozdilCisel;
{odcita dve velka prirozena cisla}
const
MaxCif = 100;
var
I, J : Integer;
JmenoS: string;
F: Text;
C: Char;
Zn: Boolean;
D: array [1..2] of Integer;
Clen: array [1..2, 1.. MaxCif] of Integer;
Rozdil: array [0.. MaxCif] of Integer;

function VI(K: Integer):
Integer; {vymena indexu}
begin {VI}

if ZN then VI := 3 - K
else VI := K
end; A{VI}

begin {program}
Write(’Rozdil cisel ulozenych v souboru: ’);
ReadLn (JmenoS) ;
Assign(F, JmenoS);
Reset (F);
{ Nacteni cisel }

Tato ¢ast je shodnd s predchozim programem.
{ Operace odcitani }

Zn := (D[2] > D[1]);

if D[1] = D[2] then
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begin
I := 0;
repeat
Inc(I)
until (Clen[1, I] <> Clen[2, I]) or (I = D[1]);
Zn := Clen[2, I] > Clenl1, Il
end;
for I := 0 to MaxCif do
Rozdil[I] := 0;
for I := 1 to D[VI(1)] do
Rozdil[MaxCif - D[VI(1)] + I] := Clen[VI(1), I];
for I := MaxCif downto 1 do
begin
J := D[VI(2)] - MaxCif + I;
if J > 0 then
Rozdil[I] := Rozdil[I] - Clen[VI(2), JI;
if Rozdil[I] < O then
begin
Inc(Rozdil[I], 10);
Dec(Rozdil[I - 1])
end
end;
{ Vystup vysledku }
WriteLn;
for I := 1 to 2 do
begin
for J := 1 to D[I] do
Write(Chr(Clen[I, J] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
case I of
1: WriteLn(’-);
2: WriteLn(’=?)
end
end;
J = 0;
repeat
Inc(J)
until (Rozdil[J] <> 0) or (J = MaxCif);
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if Zn then
Write(’-?);
for I := J to MaxCif do
Write(Chr(Rozdil[I] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
ReadLn
end. {program}

Vypocet rozdilu, kdy mensenec je mensi nez mensitel lze fesit i jinak.
Napft. tak, ze nezjistujeme, které z Cisel je vétsi a ,normélné“ provedeme
predchozi algoritmus od¢itani. Pokud by byl mensitel vét$i nez mensenec,
dostali bychom v Rozdil [0] hodnotu —1. V tom pfipadé bychom vSechny
Cislice vysledku museli vhodné ,doplnit* (pfesvédcte se, jak).

Nasobeni

Uloha: Vytvoite program, ktery z textového souboru piecte dvé kladnd
celd ¢isla maximalné stocifernd, vytvori jejich soucin a oba Cinitele i se
soucinem zobrazi na displeji.

Zde je tfeba jiz v deklaracich uvazit, ze maximalni pocet cifer souc¢inu
muze byt i dvojnasobny nez je u jednotlivych ¢initelt. Pristup k feseni je
tu stejny jako u predchozich programi, takze dalsi komentére uz neuvéa-
dime. Snad jen to, Zze v tomto ptripadé je na pocatku vypoctu pole Soucin
v potiebném rozsahu vynulovano a postupné se do néj pri¢itaji souciny 2.
Cinitele jednotlivymi ¢islicemi 1. ¢initele poc¢inaje nultym radem.

program SoucinCisel;
{nasobi dve velka prirozena cisla}
const
MaxCif = 100;
var
I, J, Pomoc: Integer;
JmenoS: string;
F: Text;
C: Char;
D: array [1..2] of Integer;
Cinitel: array [1..2, 1.. MaxCif] of Integer;
Soucin: array [1..2 * MaxCif] of Integer;

430 Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007



begin {program}
Write(’Soucin cisel ulozenych v souboru: ’);
ReadLn (JmenoS) ;
Assign(F, JmenoS);
Reset (F);
{ Nacteni cisel }

Tato ¢ast je shodnd s predchozimi programy.

{ Operace nasobeni }
for I := 1 to D[1] + D[2] do
Soucin[I] := 0;
for I := D[2] downto 1 do
for J := D[1] downto 1 do
begin
Pomoc := Soucin[J + I] + Cinitel[1, J] * Cinitel[2, I];
Soucin[J + I - 1] := Soucin[J + I - 1] + Pomoc div 10;

Soucin[J + I] := Pomoc mod 10
end;
{ Vystup vysledku }
WriteLn;
for I := 1 to 2 do
begin

for J := 1 to D[I] do
Write(Chr(Cinitell[I, J] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
case I of
1: WriteLln(’x’);
2: WriteLn(’=?)
end
end;
J = 0;
repeat
Inc(J)
until (Soucin[J] <> 0) or (J = 2 * MaxCif) ;
for I :=J to D[1] + D[2] do
Write(Chr(Soucin[I] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
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ReadLn
end. {program}

Predlozené t¥i tlohy jsou nejen zajimavym, vhodnym a nijak zvI1ast
obtiznym cvicenim v programovani, ale navic nuti programéatora zamyslet
se vice i nad matematickou strankou zndmych algoritmt operaci s¢itani,
odc¢itani a nasobeni. Umoznuji také vymyslet rtizné Gpravy a rozsirent;
napr.

— seCitdni a ndsobeni vice vicecifernych ¢éisel (vy¥esit pocet mist vysledku),
— vypocet 2. a 3. mocniny zadaného ¢isla.

Déleni

Uloha: V textovém souboru jsou uloZena dvé &sla. Program mé vypoditat
a vytisknout na obrazovku jejich celociselny podil a zbytek déleni.

Vytvoteni programu na déleni je jiz o néco obtiznéjsi, nebot algorit-
mus pouzivany ve Skole je tu nepouzitelny. Vhodné je pouziti postupného
odcitani délitele ,od predu”, jak to difive nazorné predvadély mechanické
kancelarské kalkulacky. Ukazme si piiklad:

15674:483 15674 0
1084 1
601 2
118 3
1184] 30
701 31
218 32
zbytek podil

Tedy nastavi se zardzka | a od ¢asti délence pred zardzkou se od¢ita
délitel, dokud to jde; pocet téchto odecteni tvoii prvni cifru podilu. Pak
se zarazka posune o jedno misto doprava a vytvari se druhd cifra, atd.
Je vice moznosti, jak upravit program. V predlozeném PodilCis je volen
tento postup. Nacteni Cisel je stejné jako u predchozich programi. Pro-
toZe v algoritmu déleni se Casto rozhoduje, zda lze (délitele) jesté odéitat,
byla vytvorena booleovska funkce LzeOdecist, ktera to fesi metodou pouzi-
tou u programu na od¢itani. Také samotné odcitani délitele je zpracovano
touz metodou, a to zvlast jako procedura Odecti. Ukazuje se Gcelné hned
pri pripravé déleni presunout délence do pole Zbytek, protoze po realizaci
celého algoritmu déleni zde skute¢né zlstane zbytek déleni. Algoritmus
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funguje tak, jak bylo ukdzano na ptikladu. Pfi vypisu vysledkl se zbavu-
jeme nul na pocatku cisel stejné jako u predchozich programt, jen je to
zde soustfedéno do funkce Pocatecnilndex pro dvojnasobné pouziti.

program PodilCisel;
{deli dve velka prirozena cisla}
const
MaxCif = 100;
var
I, J, DP, Zar : Integer;
JmenoS: string;
F: Text;
C: Char;
D: array [1..2] of Integer;
Clen: array [1..2, 1.. MaxCif] of Integer;
Podil, Zbytek: array [0.. MaxCif] of Integer;

function LzeOdecist(I2: Integer): Boolean;
var Pom: Boolean;
IL: Integer;
begin {LzeOdecist}
Pom := (Zbytek[I2 - D[2]] > 0);
if not Pom then

begin
IL := 0;
repeat
Inc(IL)
until (Zbytek[I2 - D[2] + IL] <> Clen[2, IL]) or
(IL = D[2]);
Pom := Zbytek[I2 - D[2] + IL] > Clen[2, IL]
end;
LzeOdecist := Pom

end; {LzeOdecist}

procedure Odecti(IK: Integer);
var IA, IB: Integer;
begin {0decti}

for IA := D[2] downto 1 do
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begin
IB := IK + IA - D[2];
Zbytek[IB] := Zbytek[IB] - Clen[2, IA];
if Zbytek[IB] < O then
begin
Inc(Zbytek[IB], 10);
Dec(Zbytek[IB - 1])
end
end
end; {0decti}

function PocatecniIndex(DD: Integer; XX: array of Integer):
Integer;

var PI: Integer;

begin {PocatecniIndex}

PI := 0;
repeat
Inc(PI)
until (XX[PI] > 0) or (PI = DD);
Pocatecnilndex := PI

end; {Pocatecnilndex}

begin {program}
Write(’Podil cisel ulozenych v souboru: ’);
ReadLn (JmenoS) ;
Assign(F, JmenoS);
Reset (F) ;
{ Nacteni cisel }

Tato ¢ast je shodnd s predchozimi programy.

{ Operace deleni}
Zbytek[0] := 0;
for I := 1 to D[1] do
Zbytek[I] := Clen[1, I];
Podil[1] := 0;
DP := 1;
if D[1] >= D[2] then
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begin
Zar := D[2];
repeat

while (not LzeOdecist(Zar)) and (Zar < D[1]) do

begin
Inc(Zar);
Inc(DP);
Podil[DP] := 0
end;
while LzeOdecist(Zar) do
begin
Odecti(Zar);
Inc(Podil[DP])
end
until Zar = D[1]
end;
{ Vystup vysledku }
WritelLn;
for I := 1 to 2 do
begin
for J := 1 to D[I] do
Write(Chr(Clen[I, J] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
case I of
1: WriteLn(’/’);
2: WriteLn(’=’)
end
end;
for I := PocatecniIndex(DP, Podil) to DP do
Write(Chr(Podil[I] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
Writeln(’Zbytek =7);
for I := PocatecniIndex(D[1], Zbytek) to D[1] do
Write(Chr (Zbytek[I] + 0rd(’0’)));
WriteLn;
ReadLn
end. {program}
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I zde mohou studenti premyslet o réiznych zlepSenich a také mohou
vytvorit program, ktery zahrne vSechny tyto operace.

(Autorkou tivodni ilustrace je Mgr. Jaroslava Cermékové z Hlinska v Cechéch.)

Zpracovani namerenych teplot
(Ulohy z MO — kategorie P, 16. ¢ast)

PAVEL TOPFER

Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

(Dokoncent)

3. Casové optimélni reSeni

Ze vstupu budeme postupné ¢ist jednotlivé nameérené teploty a budeme
si je ukladat do seznamu realizovaného v poli. Podobné jako u vyse popsa-
ného jednoduchého feseni budeme pole vyuzivat cyklicky, abychom v ném
ulozené hodnoty nemuseli posouvat. S kazdou nac¢tenou hodnotou si ulo-
zime 1 jeji pofadové ¢islo. V seznamu si budeme uchovavat vzdy jenom
ty hodnoty, z nichz je tfeba vybrat minimum. Ty nejstarsi proto budeme
pribézné odstranovat. Na rozdil od Gvodniho primitivniho feseni Glohy
vSak budeme ze seznamu prubézné odstranovat také ty tdaje o namére-
nych teplotach, které sice nejsou moc staré, ale které jiz nemohou nijak
ovlivnit vysledek.

Kdyz precteme ze vstupu novou hodnotu a chceme ji vlozit na ko-
nec seznamu, porovname ji nejdfive s ¢islem, které momentalné na konci
seznamu je. Je-li ¢islo na konci seznamu vétsi nez nové nactend teplota
nebo je-li stejné, mtzeme toto ¢islo z konce seznamu rovnou vytadit. Je
totiz starsi a zaroven neni mensi nez nové ukladand hodnota, takze ve
vysledku se jiz rozhodné neprojevi. Timto zpltisobem mizeme odstranit
z konce seznamu i nékolik uloZenych ¢isel najednou (v krajnim piipadé
tfeba i vSechna), nez tam vlozime novou teplotu. Jak jsme ukézali, ta musi
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byt vzdy vétsi nez jeji predchidce v seznamu. Seznam ulozenych hodnot
tedy bude stéle rostouci.

Ze seznamu musime odstranit také hodnotu, kterd je o K kroki starsi
nez nové ulozend teplota, pokud ovSem tato hodnota v seznamu jesté vi-
bec je. Jestlize tam skutecné je, je to nejstarsi prvek seznamu a je tedy
umistén na samém zacatku seznamu. Mohlo se ale stat, Ze tato hodnota jiz
byla nékdy diive odstranéna pii operaci popsané v predchozim odstavci.
Abychom to poznali, uklddame si do seznamu s kazdou naméfenou teplo-
tou i jeji poradové ¢islo, ze kterého snadno spocitame ,,stari“ této hodnoty.

Nyni ndm uz jen zbyva vypsat na vystup nejmensi teplotu obsazenou
momentalné v seznamu. Protoze je ale seznam vzestupné usporadany, je
to snadné. Nemusime seznam vibec prochéazet a jeho hodnoty porovnévat,
minimalni ¢islo je v seznamu uloZeno vzdy na jeho zacatku.

Pamétova sloZitost popsaného feseni je opét O(K), nebot jako jedinou
datovou strukturu pouzivd seznam délky K ulozeny v jednorozmérném
poli. Casova slozitost je ponékud piekvapivé pouze O(N), tedy asympto-
ticky optimélni. LepSiho ¢asu rozhodné nelze dosdhnout, nebot uz jenom
samotné vytvoreni vystupu délky N nutné vyzaduje provést radové N
operaci. Zpracovani kazdého jednoho ¢isla ze vstupu ma v nejhorsim pri-
padé Casovou slozitost O(K), jelikoz mize vyvolat postupné odstraiiovani
az K Ccisel ze seznamu. To by nas mohlo vést k hrubému odhadu casové
slozitosti O(N.K) na zpracovani viech N ¢isel. Pti postupném nacitani N
Cisel ze vstupu je ale kazdé z téchto Cisel pravé jednou do seznamu vlozeno
a pravé jednou ze seznamu odstranéno (az na poslednich K ¢isel, kterd se
jiz ze seznamu nemuseji odstranovat viibec) a kaZd4 z téchto operaci méa
konstantni ¢asovou slozitost. Rovnéz urceni minima z ulozenych hodnot
mé v kazdém kroku vypoctu konstantni slozitost. Casova slozitost celého
algoritmu je proto skute¢né pouze O(N).

Na zavér si ukdzeme programovou realizaci vysledného feSeni tlohy.
Oproti predchozimu feSeni je nejen asymptoticky rychlejsi, ale program je
také o hodné kratsi a jednodussi.

program Teploty2;
{Casové optimdlni FesSeni Glohy}

const MaxK = 1000; {maximalni p¥ipustna hodnota K}
Konec = -1000; {ukonlovaci hodnota na vstupu}

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 437



var K: word;

{délka sledovaného useku teplot}

T: real; {teplota}
I: word; {pofadové &islo aktualni teploty}
A: array[l..MaxK] of {seznam poslednich teplot}

record
T: real; {teplota}
I: word {jeji poradové &islo}

end;
Zac, Kon: word; {zagatek a konec seznamu v poli A}
Poc: word; {pocet prvkd v seznamu A}
begin
write(’Délka sledovaného iseku K: ’);
read(K) ;
writeln;

writeln(’Posloupnost namé&fenjch teplot ukon&ena -1000:’);

Poc:=0; {prédzdny seznam}
Zac:=1;

Kon:=0;

read(T); {prvni teplota}
I:=1;

while T <> Konec do
begin
{vynechat posledni v&t3i teploty:}
while (Poc > 0) and (A[Kon].T >= T) do
begin
dec(Poc) ;
dec(Kon) ;
if Kon = 0 then Kon:=MaxK
end;

{vlozit novou teplotu do seznamu:}
inc(Poc);
inc(Kon) ;

if Kon > MaxK then Kon:=1;
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A[Kon].T:=T;
A[Kon].I:=I;

{vynechat p#ilis starou teplotu:}
if I-A[Zac].I = K then

begin

dec(Poc) ;

inc(Zac);

if Zac > MaxK then Zac:=1

end;

{vypsat minimum z teplot v seznamu:}
writeln(A[Zac].T:8:2);

{na&ist novou teplotu:}
read(T) ;

inc(I)

end;

writeln

end.
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