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V dne�n�m pokra�ov�n� s�rie �l�nk� o zaj�mav�ch �loh�ch kategorie P
matematick� olympi�dy se zastav�me u jedn� �lohy dom�c�ho kola z ju�
bilejn�ho 	
� ro�n�ku sout�
e ��koln� rok �


��

��� V t�to �loze se �e�il
probl�m nalezen� nejvhodn�j�� trasy pro skupinu turist�� Jednalo se vlastn�
o dva samostatn� �koly� kter� se li�ily krit�riem� podle n�ho
 se optimali�
zace prov�d�la� V prvn�m p��pad� bylo �kolem nal�zt trasu s nejmen��m
mo
n�m po�tem p�enocov�n�� ve druh�m bylo c�lem zaplatit za p�enoco�
v�n� ve vybran�ch kempech co nejm�n� pen�z� p��padn� i za tu cenu� 
e
bude t�eba p�enocovat v�cekr�t� Zde je cel� p�vodn� zad�n��

� � �

Skupina p��tel se rozhodla� 
e v l�t� podniknou spole�n� v�let na ko�
lech� V�t�ina zvolen� trasy v�ak vede p��rodn� rezervac�� a proto mohou
nocovat pouze v kempech� Kempy� ve kter�ch na sv�m v�let� p�esp�� je�t�
nevybrali�
Celkov� d�lka napl�novan� trasy je L �� � L � �








��Maxim�ln�

vzd�lenost� kterou na�i p��tel� mohou urazit za jeden den� jeK� tj� ve dvou
po sob� n�sleduj�c�ch dnech mus� p�espat v kempech vzd�len�ch nejv��e
o K� Na napl�novan� trase se nach�z� celkem N kemp� �
 � N � �



��
i�t� kemp je ve vzd�lenosti li od za��tku jejich v�letu a cena za p�esp�n�
v n�m je ci �� � ci � �



�� ��sla L� K� li a ci jsou cel� kladn�� v�echna
li jsou navz�jem r�zn� a plat� 
 � l� � l� � � � � � lN � L�
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Va��m �kolem je rozhodnout� zda skupina m�
e napl�novanou trasu
projet� Pokud lze trasu takto projet� pak ur�ete� ve kter�ch kempech maj�
p�espat tak� aby�
a� jejich v�let trval co nejmen�� po�et dn��
b� celkov� cena za p�esp�n� v kempech byla co nejmen���
�lohy a� a b� �e�te zvl���� v p��pad�� 
e jednu z t�chto �loh neum�te

vy�e�it� �e�te pouze druhou z nich�

Form�t vstupu�

Vstupn� soubor se jmenuje vylet�in� Na prvn�m ��dku jsou ��sla L� K
a N odd�len� mezerou� Na dal��ch N ��dc�ch n�sleduj� dvojice ��sel li a ci
odd�len�ch mezerou� postupn� pro i � � a
 i � N �

Form�t v�stupu�

V�stupn� soubor se jmenuje vylet�a�out pro �lohu a� a vylet�b�out
pro �lohu b�� Na prvn�m ��dku je v�ta �Trasu nelze projet��� pokud
v�let nelze uskute�nit tak� aby na�i p��tel� nikdy neujeli za den vzd�lenost
v�t�� ne
 K� V opa�n�m p��pad� prvn� ��dek obsahuje dv� ��sla M a C�
Prvn� z nich� M �
 � M�� je po�et kemp�� ve kter�ch skupina p�esp��
druh� z nich C je cena� kterou za p�esp�n� v t�chto kempech zaplat�� Druh�
��dek souboru obsahuje M mezerou odd�len�ch ��sel kemp�� v nich
 na�i
p��tel� budou nocovat� Kempy jsou ��slov�ny od jedn�� Pokud je M � 
�
nemus� b�t druh� ��dek v�bec uveden� V p��pad�� 
e existuje v�ce �e�en�
spl�uj�c�ch podm�nku a� nebo b�� program m�
e vypsat libovoln� jedno
z nich�

P��klad ��

vylet�in

�� � �

� �

� �

� �

�� �

�� �

�� �

�	 �

�� �

�� �
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vylet�a�out

� 
�

� � 	 �

vylet�b�out

� �	

� 
 � � �

P��klad ��

vylet�in

�� �� �

� ��

� ��

vylet�a�out� vylet�b�out

Trasu nelze projet�

P��klad ��

vylet�in

� �� �

� ��

vylet�a�out� vylet�b�out

� �

� � �

Nejprve se zamysl�me nad �e�itelnost� �lohy� tzn� nad t�m� zda je v�bec
mo
n� ze startu do c�le dojet podle stanoven�ch pravidel� Pokud K � L�
existuje zjevn� trivi�ln� �e�en� obou ��st� �lohy� nebo� je mo
n� projet
celou trasu za jedin� den bez nocov�n� v kempu� a tedy zcela zdarma�
Jestli
e K � L a v�echny kempy d�l� celou trasu d�lky L na N  � �sek��
potom �loha m� �e�en� pr�v� tehdy� kdy
 
�dn� z takto vznikl�ch �sek�
nen� del�� ne
 K� Pravdivost tohoto tvrzen� je z�ejm� ! �sek del�� ne
 K
nelze za jeden den p�ejet ani se v n�m ned� nikde p�espat� tak
e je pro n�s
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nep�ekonatelnou p�ek�
kou� Jsou�li naopak v�echny vznikl� �seky krat��
ne
 K� jist� existuje n�jak� p��pustn� cesta ze startu do c�le ! nap��klad
takov�� 
e budeme p�esp�vat �pln� ve v�ech kempech� V programu �e��c�m
�lohu tedy nejd��ve ov���me� zda K � L a pokud ano� zda pro n�jak� i od
� do N  � plat� li � li�� � K �polo
�me zde pracovn� l� � 
� lN�� � L

! "ktivn� kempy na za��tku a na konci trasy�� Jestli
e je n�kter� tato
nerovnost spln�na� program ozn�m�� 
e �loha nem� �e�en�� a skon���
Nad�le p�edpokl�dejme� 
e �loha je �e�iteln�� ��sti a� a b� mus�me

�e�it samostatn�� obecn� nen� mo
n� hledat cestu� kter� by byla optim�ln�
z�rove� podle obou stanoven�ch krit�ri�� Tuto skute�nost m�
eme snadno
dolo
it jednoduch�m p��kladem� Nech� L � �
� K � 	 a m�me t�i kempy
s n�sleduj�c�mi parametry�

l� � #� c� � �
l� � 	� c� � 	
l� � $� c� � ��

Celou trasu je mo
n� zvl�dnout nejrychleji za dva dny s jedn�m p�esp��
n�m v kempu ��slo �� a to za cenu 	� Jestli
e ale d�me p�ednost minim�ln�
cen�� posta�� n�m zaplatit celkovou ��stku � za dv� p�esp�n� v kempech
��slo � a #� doba j�zdy se n�m ale prodlou
� na t�i dny�
%e�en� �lohy a� je o dost snadn�j�� ne
 �e�en� ��sti b�� a proto se mu bu�

deme v�novat jen velmi kr�tce� Chceme�li projet celou trasu za co nejmen��
po�et dn� a nez�le
� n�m p�itom na zaplacen� cen�� budeme se sna
it dojet
ka
d� den co nejd�le� jak jen to bude mo
n�� Op�t budeme uva
ovat� 
e
m�me tak� "ktivn� kempy ��slo 
 a N  � na za��tku a na konci cel� trasy�
Jestli
e tedy n�kter� den vyj�
d�me z kempu ��slo j� hled�me jako c�l pro
tento den co nejv�t�� ��slo kempu h takov�� 
e lh � lj � K� Tento postup
lze snadno realizovat b�hem jednoho postupn�ho �ten� vstupn�ch �daj�
o kempech� �daje o kempech dokonce ani nen� t�eba ukl�dat v programu
do n�jak� datov� struktury� Pr�b�
n� po��t�me pot�ebn� p�esp�n� v kem�
pech� zaplacen� poplatky za p�esp�n� a z�rove� si ukl�d�me ��sla kemp��
v nich
 jsme p�espali� Popsan� algoritmus m� tedy line�rn� �asovou slo
i�
tost�

program Vylet


��e�en� �lohy a� �� nejrychlej�� v�let�

const MaxN������
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var Vstup� Vystup� text


L� K� longint
 �celkov� d�lka� denn� maximum�

N� integer
 �po�et kemp��

V� C� longint
 �vzd�lenost kempu od startu a cena za

p�esp�n��

V�� C�� longint
 ��daje o bezprost�edn� p�edchoz�m

kempu�

V�� longint
 �poloha p�edchoz�ho p�enocov�n��

E� longint
 �pr�b��n� cena cel�ho v�letu�

I� J� integer


Trasa� array����MaxN� of integer


begin

assign Vstup� !vylet�in!�


reset Vstup�


assign Vystup� !vylet�a�out!�


rewrite Vystup�


readln Vstup� L� K� N�


if L"�K then ��loha m� trivi�ln� �e�en� bez p�esp�n��

begin

writeln Vystup� �� ! !� ��


close Vstup�


close Vystup�


halt

end


I���
 �ukazatel v poli Trasa�

E���
 �pr�b��n� cena v�letu�

V����
 �poloha p�edchoz�ho p�enocov�n��

V����
 C����
 �p�edchoz� kemp�

for J��� to N do �zpracov�n� jednotliv�ch kemp��

begin

readln Vstup� V� C�


if V�V� # K then

begin
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�kemp je p��li� vzd�len od p�edchoz�ho�

writeln Vystup� !Trasu nelze projet�!�


close Vstup�


close Vystup�


halt

end


if V�V� # K then

begin

�do tohoto kempu u� nedojedeme� mus�me p�espat

v p�edchoz�m�

V���V�


E��E$C�


I��I$�
 Trasa�I���J��

end


V���V
 C���C

end


if L�V� # K then �dojezd do c�le trasy�

begin

�c�l je p��li� vzd�len od posledn�ho kempu�

writeln Vystup� !Trasu nelze projet�!�


close Vstup�


close Vystup�


halt

end


if L�V� # K then

begin

�do c�le nedojedeme� mus�me p�espat v posledn�m kempu�

E��E$C�


I��I$�
 Trasa�I���J

end


�v�pis trasy po �sp��n�m dosa�en� c�le��

writeln Vystup� I� ! !� E�


for J��� to I do

write Vystup� Trasa�J�� ! !�


close Vstup�
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close Vystup�


end�

%e�en� �lohy b� je mnohem zaj�mav�j��� Jak jsme si ji
 uk�zali� je�li
hlavn�m krit�riem volby cesty minim�ln� celkov� v��e poplatk� za p�esp�n�
ve vybran�ch kempech� nemus� se v
dy vyplatit dojet ka
d� den co nejd�le
! v�hodn�j�� m�
e b�t p�espat v�cekr�t v levn�j��ch kempech� K nalezen�
spr�vn�ho �e�en� lze pou
�t v�ce r�zn�ch postup�� kter� se li�� svou �asovou
slo
itost�� Uk�
eme si proto postupn� n�kolik zp�sob�� jimi
 lze tuto �lohu
�e�it� Z praktick�ch d�vod� pro snadn�j�� popis algoritm� se n�m bude
hodit op�t p�edpokl�dat� 
e m�me nav�c je�t� dva "ktivn� kempy um�st�n�
na za��tku �kemp ��slo 
� a na konci �kemp ��slo N  �� cel� trasy� v nich

�p�esp�n�� nic nestoj�� Toto dopln�n� nijak neovlivn� v�sledek�

�� Zkou�en� v�ech mo�nost�

Za�neme p��mo�ar�m� ale dosti neefektivn�m �e�en�m� Vyjdeme z v��
choz�ho bodu cesty a prozkoum�me v�echny kempy� do nich
 m�
eme dojet
b�hem prvn�ho dne� tzn� kempy vzd�len� nejv��e K od startu� Pro ka
d�
z nich podobn� vyzkou��me dal�� postup cesty� tedy v�echny mo
nosti� do
kter�ho kempu bychom mohli dojet b�hem n�sleduj�c�ho dne� Takto po�
stupn� projdeme v�echny p��pustn� cesty ze startu �kemp ��slo 
� a
 do
c�le �kemp ��slo N  ��� K realizaci toho postupu se n�m bude nejl�pe ho�
dit rekurzivn� procedura� jej�m
 parametrem bude ��slo pr�v� zkouman�ho
kempu� Pokud toto ��slo je�t� nen� rovno N  �� procedura zavol� sama
sebe na v�echny kempy vzd�len� od zkouman�ho m�sta nejv��e K�
Metoda �vyzkou�en� v�ech mo
nost�� algoritmem backtrackingu je teo�

reticky spr�vn� a vede k nalezen� po
adovan�ho �e�en�� pro svoji exponen�
ci�ln� �asovou slo
itost je v�ak re�ln� pou
iteln� jen pro velmi mal� N �
Podle zad�n� na�� �lohy v�ak m�
e b�t N rovno a
 �



� pro takto velk�
N je pou
it� exponenci�ln�ho algoritmu naprosto nemysliteln��

�� Klasick	 polynomi
ln� �e�en�

Z�kladem �e�en� s polynomi�ln� �asovou slo
itost� bude postupn� pro�
ch�zen� jednotliv�ch kemp� v tom po�ad�� jak po sob� n�sleduj� na trase
v�letu� Pro ka
d� kemp j p�i tom budeme po��tat hodnotu ej � kter� ud�v�
nejni
�� mo
nou cenu� jakou mus�me zaplatit za v�echna p�esp�n� v kem�
pech b�hem co nejv�hodn�j�� cesty od startu a
 do kempu j �v�etn� po�
platku v kempu j samotn�m�� Hodnotu ej ur��me v
dy na z�klad� ji
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spo�ten�ch a zaznamenan�ch hodnot e�� e�� e�� � � � � ej��� Je z�ejm�� 
e
v�slednou optim�ln� cenou za cel� v�let bude hodnota v c�li eN���
Jednotliv� metody �e�en� se budou li�it podle toho� jak budeme �daje ej

po��tat a ukl�dat� Nejjednodu��� mo
nost� je prost� hled�n� minima z cen
p�edchoz�ch kemp�� Ji
 spo��tan� hodnoty jednotliv�ch kemp� ei spole�n�
s �dajem o jejich poloze li si budeme postupn� ukl�dat do seznamu �rea�
lizovan�ho nap��klad jednorozm�rn�m polem� p��p� spojov�m seznamem��
Nov� z�skan� z�znamy �ei� li� ukl�d�me v
dy na konec seznamu� tak
e
n�� seznam je uspo��d�n vzestupn� podle hodnot li� V�po�et za��n� vlo�

en�m z�znamu �e� � 
� l� � 
� do seznamu� V okam
iku� kdy
 za��n�me
zpracov�vat kemp ��slo j� m�
eme ze za��tku seznamu zru�it v�echny z��
znamy o kempech� kter� jsou bl�
e ke startu a kemp j je od nich vzd�len
v�ce ne
 K� tzn� pro n�
 plat� lj � li � K� Z takov�ch kemp� se do ak�
tu�ln�ho kempu j ned� dojet b�hem jednoho dne� tak
e tyto �daje nejsou
pou
iteln� pro v�po�et hodnoty ej � Ze stejn�ho d�vodu nebudou ru�en�
�daje zapot�eb� ani p�i zpracov�n� dal��ch kemp�� nebo� ty jsou na trase
v�letu je�t� v�ce vzd�leny� I po zru�en� t�chto vzd�len�ch kemp� n�m ale
v seznamu v
dy alespo� jeden z�znamu z�stane� nebo� p�edpokl�d�me� 
e
�loha m� �e�en�� P�i v�po�tu nov� hodnoty ej pro kemp j pot� projdeme
v�echny z�znamy o kempech ulo
en� v seznamu �jedn� se tedy o ty kempy�
z nich
 se d� dojet do kempu j b�hem jednoho dne� tzn� pro kter� plat�
lj � li � K�� Hodnotu ej spo��t�me jako minimum z p��slu�n�ch �daj� ei
zv�t�en� o cenu p�esp�n� v j�t�m kempu cj �
Spr�vnost uveden�ho postupu plyne z toho� 
e jsme p�i ur�ov�n� ka
d�

hodnoty ej vyb�rali minimum z hodnot ei v�ech kemp�� kter� na trase
p�edch�zely kempu j ve vzd�lenosti nejv��e K� Z 
�dn�ho jin�ho kempu
jsme ov�em do kempu j nemohli p�ij�t� Popsan� algoritmus m� kvadratic�
kou �asovou slo
itost O�N��� V�po�et prob�h� v N  � kroc�ch� v ka
d�m
z nich spo�teme jednu hodnotu ej na z�klad� nalezen� minima z nejv��e
N hodnot ei ulo
en�ch moment�ln� v seznamu� tzn� v �ase line�rn�m v N �
Pokud by n�s zaj�mala pouze minim�ln� cena� s n�
 dok�
eme absolvo�

vat celou trasu v�letu� byli bychom v tuto chv�li hotovi ! v�sledkem je
hodnota eN��� Jestli
e chceme nal�zt a vypsat tak� ��sla kemp�� v nich

budeme nocovat� je t�eba �e�en� je�t� mali�ko doplnit� Pro ka
d� kemp j
si budeme evidovat nejen minim�ln� cenu ej � za kterou se do kempu j do�
k�
eme dostat� ale nav�c je�t� ��slo toho kempu� ze kter�ho jsme do kempu
j s touto minim�ln� cenou p�ijeli� tedy bezprost�edn�ho p�edch�dce kempu
j na vybran� trase� Tento �daj si ozna��me pj a budeme ho snadno ur�o�
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vat z�rove� s hodnotou ej � Je roven ��slu toho kempu� pro kter� se z�sk�
minimum p�i v�po�tu uveden�m v p�edchoz�m odstavci� Pokud m� v�ce
takov�ch kemp� stejnou hodnotu ei� za pj m�
eme polo
it ��slo jednoho
libovoln�ho z nich �znamen� to� 
e do kempu j lze p�ijet v�ce r�zn�mi
zp�soby za stejnou minim�ln� cenu ej�� �daje pj o jednotliv�ch kempech
si budeme ukl�dat nejl�pe do jednorozm�rn�ho pole indexovan�ho p��mo
��sly p��slu�n�ch kemp�� Kempy vybran� k p�esp�n� na cenov� optim�ln�
trase se na z�v�r v�po�tu ur�� �zp�tn�m chodem� obdobn�� jako se to d�l�
t�eba p�i hled�n� nejkrat�� cesty v grafu� Proch�zen� za�neme ve "ktivn�m
c�lov�m kempu N �� Jeho �daj pN�� n�m ��k�� ze kter�ho kempu jsme do
c�le p�i�li po cenov� optim�ln� trase� U tohoto kempu je zase zaznamen�no�
odkud jsme p�i�li do n�j� atd� Stejn� postupujeme� dokud se nedostaneme
a
 do v�choz� bodu �tj� do kempu ��slo 
��
Z hlediska �asov� slo
itosti algoritmu se uveden�m dopln�n�m nic ne�

zm�nilo� v�po�et �daj� pj se prov�d� soub�
n� s v�po�tem hodnot ej a cel�
�e�en� m� nad�le asymptotickou �asovou slo
itost O�N��� Dodate�n� p�i�
dan� zp�tn� chod pro ur�en� vybran�ch kemp� m� zjevn� slo
itost line�rn�
a ve v�sledn� �asov� slo
itosti cel�ho �e�en� se tedy neprojev��

�� Vyu�it� haldy

P�edch�zej�c� postup �e�en� m�
eme vylep�it t�m� 
e si dvojice �daj�
�ei� li� o ji
 zpracovan�ch kempech budeme ukl�dat nikoliv do line�rn�
�azen�ho seznamu� ale do datov� struktury zvan� halda�
Halda je zn�m� a v programov�n� dosti u
�van� datov� struktura� kter�

umo
�uje evidovat datov� z�znamy a podle jejich zvolen� polo
ky �tzv�
kl��e� s nimi efektivn� prov�d�t tyto operace�
! ur�en� z�znamu s minim�ln� hodnotou kl��e�
! p�id�ni nov�ho z�znamu do haldy�
! odebr�n� z�znamu s minim�ln� hodnotou kl��e z haldy�
Prvn� z uveden�ch operac� se provede v konstantn�m �ase� p�id�n� a ode�

br�n� z�znamum� �asovou slo
itost O�logN�� kdeN je po�et z�znam�mo�
ment�ln� ulo
en�ch na hald�� Podrobn�j�� popis zp�sobu realizace haldy
a jejich operac� se n�m do tohoto p��sp�vku nevejde� Najdete ho nap��klad
v u�ebnici (�) nebo ve stru�n�j�� podob� na Internetu ve studijn�m textu
Koresponden�n�ho semin��e z programov�n� MFF UK (�)� Popis haldy je
tak� sou��st� �e�en� t�to �lohy� kter� bylo uvedeno v ro�ence 	
� ro�n�ku
MO (�) a ve webov�m arch�vu �loh MO kategorie P (#)�
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My se nyn� budeme rad�ji v�novat tomu� jak lze haldu v�hodn� vyu
�t
p�i �e�en� na�� konkr�tn� �lohy� Jak ji
 bylo �e�eno� na hald� si budeme
uchov�vat dvojice �daj� �ei� li� o ji
 zpracovan�ch kempech a budeme je
tam �adit podle kl��e ei� Za�neme s jednoprvkovou haldou obsahuj�c� je�
din� z�znam �e� � 
� l� � 
�� P�i v�po�tu nov� hodnoty ej pro n�jak�
kemp j nebudeme nyn� muset proch�zet seznam p�edch�zej�c�ch kemp�
a hledat v n�m minim�ln� ei� m�sto toho si z�znam �ei� li� o ji
 zpracova�
n�m kempu s minim�ln� hodnotou ei jednodu�e vyzvedneme v konstantn�m
�ase z haldy� Mus�me ale je�t� zkontrolovat� zda kemp j nen� od tohoto
kempu p��li� vzd�len� tzn� zda plat� lj � li � K� Pokud ano� spo��t�me
snadno hodnotu ej � ei  cj a nov� z�znam �ej � lj� vlo
�me do haldy�
Jestli
e ale uveden� nerovnost neplat�� m�
eme kemp s minim�ln� hodno�
tou ei �naposledy nalezen� na hald�� z haldy vypustit ! je p��li� vzd�len
od kempu j� tak
e bude jist� p��li� vzd�len i od v�ech n�sleduj�c�ch kemp�
a ji
 ho tedy nebudeme moci vyu
�t� Pot� z haldy vyzvedneme nov� z��
znam s minim�ln� hodnotou ei a provedeme s n�m stejn� v�po�et� Toto
opakujeme podle pot�eby v�cekr�t� dokud nez�sk�me v�slednou hodnotu
ej a nevlo
�me ji do haldy� Cel� v�po�et op�t kon�� ve chv�li� kdy
 ur��me
eN��� co
 je hledan� v�sledek�
Zamysl�me se nyn�� co n�m tato zm�na zp�sobu pr�ce se z�znamy �ei�

li� p�inesla z hlediska �asov� slo
itosti algoritmu� V�po�et op�t prob�h�
v N  � kroc�ch� v ka
d�m z nich spo�teme jednu hodnotu ej �co
 se n�m
povede bu* v �ase konstantn�m� nebo po n�kolika nezbytn�ch vypu�t�n�ch
vzd�len�ch kemp� z haldy� a n�sledn� tuto spo��tanou hodnotu do haldy
vlo
�me� Hodnotu ka
d�ho kempu do haldy pr�v� jednou vlo
�me a nejv��e
jednou ji z haldy n�kdy pozd�ji vypust�me� p�itom ka
d� vlo
en� i vypu��
t�n� m� �asovou slo
itost O�log N�� Celkov� asymptotick� �asov� slo
itost
algoritmu je proto O�N log N��
Zb�v� je�t� doplnit ur�en� ��sel kemp�� ve kter�ch budeme p�enocovat�

To ale provedeme naprosto stejn�m zp�sobem jako v p�edchoz� variant�
�e�en� �lohy ! v okam
iku ur�en� hodnoty ej pro kemp j si z�rove� za�
znamen�me ��slo kempu pj � d�ky n�mu
 jsme tuto hodnotu z�skali �tzn�
p�edch�dce kempu j na trase s minim�ln� cenou�� Hodnoty pj si budeme
op�t ukl�dat do samostatn�ho pole indexovan�ho ��sly kemp�� V�po�et
hodnot pj n�m nijak neovlivn� celkovou asymptotickou �asovou slo
itost
algoritmu� Seznam kemp� vybran�ch k p�enocov�n� n�sledn� op�t ur��me
v line�rn�m �ase zp�tn�m chodem�

�Pokra�ov�n��
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Posloupnosti a �ady v Excelu

V�CLAV MATY��

Purky�ovo gymn�zium� Str��nice

�Dokon�en��

Z
kladn� harmonick
 �ada
�X
n��

�
n

Vykresl�me�li posloupnost ��ste�n�ch sou�t� sn harmonick� �ady
�P
n��

�
n
�

dostaneme v��e polo
enou k�ivku na obr�zku &� Tato k�ivka zobrazuje
hodnoty bun�k ve sloupci C v z�vislosti na indexech �len� ve sloupci B
tabulky obr�zku &� Ve sloupci C jsou hodnoty po��t�ny podle vztahu sn �
� sn�� �

n
� prv� hodnota s� � � je v C# je zad�na� Tabulka Excelu m�
e

m�t a
 asi �
 


 ��dk� p�i dostate�n� kapacit� opera�n� pam�ti� N�m pro
dal�� zobrazen� a �vahy ur�it� posta�� tabulky s asi #
 


 ��dky� do nich

Excel vypo��t�v� pro na�i pot�ebu dostate�n� rychle�
Vzhled k�ivky sn na obr�zku & p�ipom�n� pr�b�h logaritmick� z�vis�

losti� jak se potvrd�� vyneseme�li do stejn�ho obr�zku hodnoty funkce lnn�
kterou zobrazuje n�
e polo
en� k�ivka na obr� & �hodnoty ze sloupce D
vyn��en� v z�vislosti na nez�visle prom�nn� n ze sloupce B�� Tato podob�
nost je je�t� z�ejm�j��� jestli
e ob� k�ivky porovn�me na obr�zku s loga�
ritmick�m m���tkem na ose n �obr� '�� Posloupnost flnng je divergentn�
a m� limitu  � a n�m takto Excel napov�d�l� 
e z�kladn� harmonick�
�ada je tak� divergentn� a m� sou�et  �� Z pohledu integr�ln�ho po�tu
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to nen� nijak p�ekvapiv�� kdy
 si uv�dom�me geometrick� v�znam zn��
m�ho vztahu

R n
�
dx
x
� lnn� Podle obr�zk� & a ' je tak� vid�t� 
e m�
eme

odhadnout
n�P

n�n�

�
n
� ln n�

n�
� �n� � n�� t�m l�pe� ��m v�t�� je n�� V ta�

bulce Excelu �obr� &� zjist�me� 
e �s p�esnost� na # desetinn� m�sta� nap��
�����P
n����

�
n
� ����
 a vypo�ten� ln �� ���

��� � ln��

� � ���
	� Ob� hodnoty se

tedy li�� p�ibli
n� s chybou asi 
�	 + hodnoty sou�tu�

�ady
�P
n��

�
n�n��� a

�P
n��

�
n�

Pro prvn� t�i ��ste�n� sou�ty prvn� �ady plat�� s� � �
� � s� �

�
� � s� �

�
� �

Jeliko
 �
n�n��� �

�
n
� �

n�� � plyne odsud sn � � � �
n�� z �eho
 plyne

lim
n��

sn � �� �ada je konvergentn��

Pro druhou �adu plat�

�X
n��

�
n�
� �  

�X
n��

�
�n ���

� ���

D�le plat� pro v�echna n� �
�n���� �

�
n�n��� � Z konvergence �ady

�P
n��

�
n�n���

tedy vypl�v� konvergence �ady
�P
n��

�
�n���� a podle ��� i konvergence �ady

�P
n��

�
n�
�

Na obr�zku �
 jsou vykresleny ��ste�n� sou�ty sn� �ady
�P
n��

�
n�n���

�doln� k�ivka� a sn� �ady
�P
n��

�
n�
�horn� k�ivka�� I v grafu s logaritmick�m

m���tkem na ose x� kde �ada ukazuje line�rn� r�st �obr� '�� nab�vaj� ob�
vykreslen� �ady podle vzhledu konstantn� hodnoty p�ibli
n� pro n � �

�
Srovn�n� pr�b�hu obou k�ivek �obr� �
� m�
e v�st k odhadu sou�tu �ady
�P
n��

�
n�
�

�$� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



����
����
����

Obr	 ��

Nech� m je p�irozen� ��slo� Plat�

�X
n��

�
n�
�

mX
n��

�
n�
 

�X
n�m��

�
n�

�

mX
n��

�
n�
 

�X
n�m��

�
n�n ��

�

�
mX
n��

�
n�
 

�
�X
n��

�
n�n ��

�

mX
n��

�
n�n ��

�
�

mX
n��

�
n�
 ��

mX
n��

�
n�n ��

�

Podobn� pro horn� odhad z nerovnosti

mX
n��

�
n�
 

�X
n�m��

�
n�

�

mX
n��

�
n�
 

�X
n�m

�
n�n ��

dostaneme
�X
n��

�
n�

�
mX
n��

�
n�
 ��

m��X
n��

�
n�n ��

Celkov� tedy odhadneme�

mX
n��

�
n�
 ��

mX
n��

�
n�n ��

�

�X
n��

�
n�

�

mX
n��

�
n�
 ��

m��X
n��

�
n�n ��

�#�
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Sou�ty kone�n�ho po�tu s��tanc� odhadneme z tabulek Excelu� Zvol�me�li

nap�� m � #
 


� pak s p�esnost� na ' desetinn�ch m�st plat��
mP
n��

�
n�
�

� �����'

$#��
mP
n��

�
n�n��� � 
�''''����&�

m��P
n��

�
n�n��� � 
�''''����$

a podle �#� plat�

�����'#�
���
�X
n��

�
n�

� �����'#�
�$�

Ji
 L� Euler odvodil� 
e �ada
�P
n��

�
n�
m� sou�et ��

	 a m�
eme se i na kal�

kula�ce p�esv�d�it� 
e n�� v�po�et tomu odpov�d��

�ada
�P
n��

����n��

n
�

Jde o alternuj�c� �adu �� �
�  

�
� �

�
�  � � �

����n��

n
 � � � Podle Leibni�

zova krit�ria konvergence alternuj�c�ch �ad c� � c�  c� � c�  � � � � cn � 
�
je posta�uj�c� podm�nkou konvergence� aby posloupnost fcng monot,nn�
konvergovala k nule� a to na�e �ada spl�uje� �Pro �ady� kter� nejsou alter�
nuj�c� to posta�uj�c� podm�nkou konvergence nen�� jak je vid�t na p��kladu

divergentn� harmonick� �ady
�P
n��

�
n
�� Leibnizova v�ta ud�v� tak� n�vod

pro odhad sou�tu alternuj�c� �ady (�)� absolutn� chyba s� sn v�po�tu m�
velikost js� snj � cn�� a znam�nko ����n�

��ste�n� sou�ty �ady
�P
n��

����n��

n
jsou vykresleny na obr�zku �� a jsou

vypo�teny ve sloupci C tabulky� Do bu�ky C# je zad�n prvn� ��ste�n�
sou�et s� � � a dal�� sou�ty jsou vypo�teny podle vztahu sn �

� sn��  
����n��

n
� Obsah bu�ky C� je tedy vypo�ten podle vzorce

�C# ��B�-����.�B����� obsahy dal��ch bun�k sloupce C dostaneme ta�

en�m� Ve sloupci B jsou indexy posloupnosti ��ste�n�ch sou�t� �ady�
Z obr�zku je vid�t� 
e v konkr�tn�m p��pad� t�to �ady m�
eme se 
�ky

prov�st n�zorn� �vahy o konvergenci�
��ste�n� sou�ty �ady lze rozd�lit na sou�ty s lich�m indexem �d�le

zkr�cen� lich��� s� � �� s� � �� �
�  

�
� � � � � �

s�k�� � s�k�� �
�
�k
 

�
�k  �

� s�k  
�

�k  �
� k � N ���
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a na sou�ty se sud�m indexem �d�le zkr�cen� sud�� s� � � � �
� � s� �

� �� �
�  

�
� �

�
� � � � � �

s�k�� � s�k  
�

�k  �
�

�
�k  �

� �	�

�����
�����
����������

Obr	 ��

Z obr�zku �� vid�me a podle ��� snadno dok�
eme� 
e posloupnost li�
ch�ch ��ste�n�ch sou�t� je klesaj�c�� proto
e s�k���s�k�� � � �

�k 
�

�k�� �

� 
 a odsud s�k�� � s�k�� pro v�echna k � N �
Podobn� podle obr�zku vid�me a podle �	� dok�
eme� 
e s�k�� � s�k �

� �
�k�� �

�
�k�� � 
� a tedy posloupnost sud�ch ��ste�n�ch sou�t� je ros�

touc��
D�le plat� 
�	 � s� � s�k � s�k�� � s� � �� Posloupnost lich�ch

sou�t� je tedy zdola omezen� a posloupnost sud�ch sou�t� je shora ome�
zen�� Klesaj�c� a zdola omezen� posloupnost lich�ch sou�t� tedy m� li�
mitu �ozna�me lim

k��
s�k�� � p� a stejn� tak rostouc� a shora omezen�

posloupnost sud�ch sou�t� m� limitu �ozna�me lim
k��

s�k � s�� Proto
e
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v�ak p� s � lim
k��

s�k�� � lim
k��

s�k � lim
k��

�s�k�� � s�k� � lim
k��

�
�k�� � 
�

tedy p � s� Tato spole�n� limita posloupnost� ��ste�n�ch sou�t� je tedy

sou�tem �ady
�P
n��

����n��

n
� �T�mto postupem jsme vlastn� na zvl��tn�m p���

pad� dok�zali Leibnizovu v�tu�� Vzhledem k tomu� 
e posloupnost lich�ch
��ste�n�ch sou�t� se k sou�tu s �ady bl�
� shora a posloupnost sud�ch
��ste�n�ch sou�t� zdola� plat� pro v�echna k � N

s�k � s � s�k��

a podle t�to nerovnosti m�
eme sou�et �ady s odhadnout� Nap��klad pro
�k � #
 


 ode�teme z tabulky Excelu�


��'#�# � s � 
��'#���

Na intervalu ���� �i plat�

ln��  x� � x�
x�

�
 
x�

#
� � � �  ����n��

xn

n
 � � � �

z �eho
 plyne� 
e �ada
�P
n��

����n��

n
m� sou�et ln �� Op�t se pomoc� kalku�

la�ky m�
eme p�esv�d�it� 
e n�� v�po�et tomu odpov�d��
Autor d�kuje sv�m koleg�m ing� Blance Hl�vkov� a RNDr� Josefu To�

me�ovi za u
ite�n� informace o dal��ch mo
nostech Excelu�
Literatura byla uvedena za �� ��st� �l�nku�
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