INFORMATIKA

Optimalizace cesty
(Ulohy z MO — kategorie P, 15. ¢ést)

PAVEL TOPFER

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dnesnim pokracovani série ¢lankl o zajimavych tlohach kategorie P
matematické olympiddy se zastavime u jedné ulohy domaéciho kola z ju-
bilejniho 50. ro¢niku soutéze (Skolni rok 2000/2001). V této tloze se Fesil
problém nalezeni nejvhodnéjsi trasy pro skupinu turistt. Jednalo se vlastné
o dva samostatné ukoly, které se lisily kritériem, podle néhoz se optimali-
zace provadéla. V prvnim pfipadé bylo tkolem nalézt trasu s nejmensim
moznym poctem pienocovani, ve druhém bylo cilem zaplatit za pfenoco-
vani ve vybranych kempech co nejméné penéz, pripadné i za tu cenu, ze
bude treba prenocovat vicekrat. Zde je celé ptivodni zadéni:

* ok ok

Skupina pratel se rozhodla, ze v 1été podniknou spole¢ny vylet na ko-
lech. Vétsina zvolené trasy vSak vede prirodni rezervaci, a proto mohou
nocovat pouze v kempech. Kempy, ve kterych na svém vyleté prespi, jesté
nevybrali.

Celkova délka naplanované trasy je L (1 < L < 1000000000). Maximalni
vzdalenost, kterou nasi pratelé mohou urazit za jeden den, je K, tj. ve dvou
po sobé nésledujicich dnech musi pfespat v kempech vzdalenych nejvyse
o K. Na naplanované trase se nachazi celkem N kempt (0 < N < 10000);
i-ty kemp je ve vzdalenosti l; od zacatku jejich vyletu a cena za prespani
v ném je ¢; (1 < ¢; <20000). Cisla L, K, I; a ¢; jsou celd kladn4; viechna,
[; jsou navzajem ruznd a plati 0 < [y <ly < --- <Iy < L.
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Vasim tkolem je rozhodnout, zda skupina mulze napldnovanou trasu
projet. Pokud lze trasu takto projet, pak urcete, ve kterych kempech maji
prespat tak, aby:

a) jejich vylet trval co nejmensi pocet dni,

b) celkova cena za prespani v kempech byla co nejmensi.

Ulohy a) a b) feSte zvlast; v piipadé, Ze jednu z téchto tloh neumite
vyresit, feSte pouze druhou z nich.

Format vstupu:

Vstupni soubor se jmenuje vylet.in. Na prvnim faddku jsou éisla L, K
a N oddélena mezerou. Na dalsich N radcich néasleduji dvojice cisel I; a ¢;
oddélenych mezerou, postupné proi =1 azi= N.

Formdt vystupu:

Vystupni soubor se jmenuje vylet-a.out pro Glohu a) a vylet-b.out
pro Ulohu b). Na prvnim fadku je véta ,Trasu nelze projet.“, pokud
vylet nelze uskutecnit tak, aby nasi pratelé nikdy neujeli za den vzdalenost
vétsi nez K. V opacném pripadé prvni fadek obsahuje dvé ¢isla M a C.
Prvni z nich, M (0 < M), je pocet kempi, ve kterych skupina prespi,
druhé z nich C je cena, kterou za prespani v téchto kempech zaplati. Druhy
radek souboru obsahuje M mezerou oddélenych ¢isel kempti, v nichz nasi
pratelé budou nocovat. Kempy jsou ¢islovany od jedné. Pokud je M = 0,
nemusi byt druhy radek viilbec uveden. V prfipadé, ze existuje vice reseni
spliwjicich podminku a) nebo b), program muZe vypsat libovolné jedno
z nich.

Priklad 1:

vylet.in
2559

o« O
N 00 N

-
(o)
N 0O N 0 N 0
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vylet-a.out
4 32
2468

vylet-b.out
5 16
13578

Priklad 2:

vylet.in
15 10 2
211

4 12

vylet-a.out, vylet-b.out
Trasu nelze projet.

Priklad 3:

vylet.in
8 10 1
7 11

vylet-a.out, vylet-b.out
00

* ok ok

Nejprve se zamyslime nad teSitelnosti Glohy, tzn. nad tim, zda je vibec
mozné ze startu do cile dojet podle stanovenych pravidel. Pokud K > L,
existuje zjevné trividlni feSeni obou ¢asti Glohy, nebot je mozné projet
celou trasu za jediny den bez nocovani v kempu, a tedy zcela zdarma.
Jestlize K < L a vSechny kempy déli celou trasu délky L na N + 1 tsekd,
potom uloha ma feseni pravé tehdy, kdyz zadny z takto vzniklych Gsekt
neni delsi nez K. Pravdivost tohoto tvrzeni je zfejma — tsek delsi nez K
nelze za jeden den prejet ani se v ném nedd nikde prespat, takze je pro nas
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nepiekonatelnou prekdzkou. Jsou-li naopak vSechny vzniklé Gseky kratsi
nez K, jisté existuje néjakd pripustné cesta ze startu do cile — naptiklad
takovéa, ze budeme prespavat iplné ve vSech kempech. V programu fesicim
ulohu tedy nejdiive ovérime, zda K < L a pokud ano, zda pro néjaké ¢ od
1do N + 1 plati l; —l;—; > K (polozime zde pracovné lp =0, Iy4y; = L
— fiktivni kempy na za¢atku a na konci trasy). Jestlize je nékterd tato
nerovnost splnéna, program oznami, ze tloha nemé feseni, a skonci.

Nadéle piedpokladdejme, 7e tloha je Fesitelns. Céasti a) a b) musime
fesit samostatné, obecné neni mozné hledat cestu, ktera by byla optimalni
zaroven podle obou stanovenych kritérii. Tuto skute¢nost miizeme snadno
dolozit jednoduchym piikladem. Necht L = 10, K = 5 a mame tfi kempy
s nasledujicimi parametry:

11:3, 61:1
l2:5, 62:5
l3:7, 03:1.

Celou trasu je mozné zvladnout nejrychleji za dva dny s jednim prespa-
nim v kempu ¢islo 2, a to za cenu 5. Jestlize ale dame prednost minimalni
cené, postaci ndm zaplatit celkovou ¢astku 2 za dvé prespani v kempech
¢islo 1 a 3, doba jizdy se ndm ale prodlouzi na tti dny.

Reseni alohy a) je o dost snadnéj§i nez feSeni ¢asti b), a proto se mu bu-
deme vénovat jen velmi kratce. Chceme-li projet celou trasu za co nejmensi
pocet dni a nezdlezi ndm pritom na zaplacené cené, budeme se snazit dojet
kazdy den co nejdale, jak jen to bude mozné. Opét budeme uvazovat, ze
mame také fiktivni kempy ¢islo 0 a IV + 1 na zacatku a na konci celé trasy.
Jestlize tedy néktery den vyjizdime z kempu ¢islo j, hledame jako cil pro
tento den co nejvétsi ¢islo kempu h takové, ze I, —[; < K. Tento postup
lze snadno realizovat béhem jednoho postupného c¢teni vstupnich tdaja
o kempech, idaje o kempech dokonce ani neni tieba uklddat v programu
do néjaké datové struktury. Pribézné pocitame potiebnd prespani v kem-
pech, zaplacené poplatky za prespani a zaroven si ukladame cisla kemp1,
v nichz jsme piespali. Popsany algoritmus ma tedy linearni ¢asovou slozi-
tost.

program Vylet;
{fe8eni dalohy a) -- nejrychlejsi vylet}

const MaxN=10000;
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var Vstup, Vystup: text;

L, K: longint; {celkova délka, denni maximum}

N: integer; {pocet kempt}

V, C: longint; {vzdalenost kempu od startu a cena za
pfespani}

V1, Cl: longint; {Gdaje o bezprostfedné pfedchozim
kempu}

V2: longint; {poloha predchoziho pfenocovani}

E: longint; {prib&zna cena celého vyletu}

I, J: integer;
Trasa: array[l..MaxN] of integer;

begin

assign(Vstup, ’vylet.in’);
reset (Vstup);

assign(Vystup, ’vylet-a.out’);
rewrite(Vystup) ;

readln(Vstup, L, K, N);
if L<=K then {Gloha ma trividlni FeSeni bez prespani}
begin

writeln(Vystup, 0, > 7, 0);
close(Vstup);
close(Vystup) ;
halt
end;
I1:=0; {ukazatel v poli Trasa}
E:=0; {prib&zna cena vyletu}
V2:=0; {poloha predchoziho p¥enocovani}
V1:=0; C1:=0; {ptedchozi kemp}

for J:=1 to N do {zpracovani jednotlivjch kempd}
begin
readln(Vstup, V, C);
if V-V1 > K then
begin
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{kemp je prilis vzdédlen od pfedchoziho}
writeln(Vystup, ’Trasu nelze projet.’);
close(Vstup) ;
close(Vystup) ;
halt
end;

if V-V2 > K then
begin
{do tohoto kempu uZ nedojedeme, musime pfespat
v pfedchozim}

V2:=V1;
E:=E+C1;
I:=I+1; Trasal[I]:=J-1
end;
Vi:=V; C1:=C
end;

if L-V1 > K then {dojezd do cile trasy}
begin
{cil je p¥ilis vzdalen od posledniho kempu}
writeln(Vystup, ’Trasu nelze projet.’);
close(Vstup) ;
close(Vystup);
halt
end;

if L-V2 > K then
begin
{do cile nedojedeme, musime pfespat v poslednim kempu}
E:=E+C1;
I:=I+1; Trasal[I]:=J
end;

{vipis trasy po Gsp&3ném dosaZeni cile:}

writeln(Vystup, I, ’ ’, E);
for J:=1 to I do

write(Vystup, TrasalJ]l, ’ ’);
close(Vstup);
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close(Vystup) ;
end.

Reseni tlohy b) je mnohem zajimavéjsi. Jak jsme si jiz ukézali, je-li
hlavnim kritériem volby cesty minimalni celkova vyse poplatkd za prespani
ve vybranych kempech, nemusi se vzdy vyplatit dojet kazdy den co nejdale
— vyhodnéjsi mize byt prespat vicekrat v levnéjsich kempech. K nalezeni
spravného reseni lze pouzit vice rtiznych postupi, které se lisi svou ¢asovou
slozitosti. Ukdzeme si proto postupné nékolik zptsob, jimiz lze tuto tlohu
resit. Z praktickych divodd pro snadnéjsi popis algoritmt se ndm bude
hodit opét predpokladat, Ze mame navic jesté dva fiktivni kempy umisténé
na zacatku (kemp ¢islo 0) a na konci (kemp ¢islo N + 1) celé trasy, v nichz
»prespani“ nic nestoji. Toto doplnéni nijak neovlivni vysledek.

1. ZkousSeni vSech moZnosti

Zacneme piimocarym, ale dosti neefektivnim feSenim. Vyjdeme z vy-
choziho bodu cesty a prozkoumame vSechny kempy, do nichz mtzeme dojet
béhem prvniho dne, tzn. kempy vzdalené nejvyse K od startu. Pro kazdy
z nich podobné vyzkousime dalsi postup cesty, tedy vSechny moznosti, do
kterého kempu bychom mohli dojet béhem nésledujictho dne. Takto po-
stupné projdeme v8echny pfipustné cesty ze startu (kemp ¢islo 0) az do
cile (kemp ¢islo N + 1). K realizaci toho postupu se nam bude nejlépe ho-
dit rekurzivni procedura, jejimz parametrem bude ¢islo pravé zkoumaného
kempu. Pokud toto ¢islo jesté neni rovno N + 1, procedura zavola sama
sebe na vSechny kempy vzdalené od zkoumaného mista nejvyse K.

Metoda ,,vyzkouSeni vSech moznosti“ algoritmem backtrackingu je teo-
reticky spravnd a vede k nalezeni pozadovaného feSeni, pro svoji exponen-
cidlni ¢asovou slozitost je v8ak redlné pouzitelnd jen pro velmi mald N.
Podle zadani nasi tlohy vSak mize byt IV rovno az 10000, pro takto velka
N je pouziti exponenciadlniho algoritmu naprosto nemyslitelné.

2. Klasické polynomialni reseni
Zakladem fteSeni s polynomidlni ¢asovou slozitosti bude postupné pro-

chézeni jednotlivych kempid v tom poradi, jak po sobé nasleduji na trase
vyletu. Pro kazdy kemp j pfi tom budeme pocitat hodnotu e;, kterd udava

svvs

pech b&hem co nejvyhodnéjsi cesty od startu az do kempu j (véetné po-
platku v kempu j samotném). Hodnotu e; ur¢ime vzdy na zikladé jiz
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spoCtenych a zaznamenanych hodnot ey, €1, es, ..., €;_1. Je ziejmé, Ze
vyslednou optimalni cenou za cely vylet bude hodnota v cili eny1.

Jednotlivé metody feSeni se budou lisit podle toho, jak budeme tdaje e;
pocitat a ukladat. Nejjednodussi moznosti je prosté hleddni minima z cen
predchozich kempii. Jiz spoc¢itané hodnoty jednotlivych kempt e; spole¢né
s udajem o jejich poloze I; si budeme postupné ukladat do seznamu (rea-
lizovaného napiiklad jednorozmérnym polem, pfip. spojovym seznamem).
Nové ziskané zéznamy (e;, [;) ukldddme vzdy na konec seznamu, takze
nas seznam je usporaddan vzestupné podle hodnot [;. Vypocet zaciné vlo-
Zenim zdznamu (ep = 0, lp = 0) do seznamu. V okamziku, kdyZ zac¢indme
zpracovavat kemp ¢islo 7, mizeme ze zacatku seznamu zrusit viechny za-
znamy o kempech, které jsou blize ke startu a kemp j je od nich vzdalen
vice nez K, tzn. pro néz plati [; — I; > K. Z takovych kempt se do ak-
tudlniho kempu j nedé dojet béhem jednoho dne, takze tyto tidaje nejsou
pouzitelné pro vypocet hodnoty e;. Ze stejného divodu nebudou ruSené
udaje zapotiebi ani pii zpracovani dalsich kempt, nebot ty jsou na trase
vyletu jesté vice vzdaleny. I po zruseni téchto vzdalenych kempt nam ale
v seznamu vzdy alespon jeden zdznamu zistane, nebot predpokladame, Ze
uloha mé feSeni. Pri vypoctu nové hodnoty e; pro kemp j poté projdeme
v8echny zdznamy o kempech uloZené v seznamu (jedna se tedy o ty kempy,
z nichz se d& dojet do kempu j béhem jednoho dne, tzn. pro které plati
l; —l; < K). Hodnotu e; spoéitame jako minimum z p¥islusnych adajt e;
zvétsené o cenu piespani v j-tém kempu c;.

Spravnost uvedeného postupu plyne z toho, zZe jsme pii urcovani kazdé
hodnoty e; vybirali minimum z hodnot e; vSech kempt, které na trase
predchazely kempu j ve vzdalenosti nejvyse K. Z zaddného jiného kempu
jsme ovsem do kempu j nemohli pfijit. Popsany algoritmus méa kvadratic-
kou ¢asovou slozitost O(N?). Vipocet probihd v N + 1 krocich, v kazdém
z nich spocteme jednu hodnotu e; na zdkladé nalezeni minima z nejvyse
N hodnot e; ulozenych momentalné v seznamu, tzn. v ¢ase linedrnim v N.

Pokud by néas zajimala pouze minimalni cena, s niz dokazeme absolvo-
vat celou trasu vyletu, byli bychom v tuto chvili hotovi — vysledkem je
hodnota epn1. Jestlize chceme nalézt a vypsat také cisla kempt, v nichz
budeme nocovat, je tieba reseni jesté malicko doplnit. Pro kazdy kemp j
si budeme evidovat nejen minimalni cenu ej, za kterou se do kempu j do-
kazeme dostat, ale navic jesté ¢islo toho kempu, ze kterého jsme do kempu
J s touto minimalni cenou pfijeli, tedy bezprostiedniho predchidce kempu
J na vybrané trase. Tento daj si oznac¢ime p; a budeme ho snadno urco-

Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007 171



vat zdroven s hodnotou e;. Je roven ¢islu toho kempu, pro ktery se ziské
minimum pfi vypoctu uvedeném v predchozim odstavci. Pokud ma vice
takovych kempi stejnou hodnotu e;, za p; miZzeme polozit ¢islo jednoho
libovolného z nich (znamend to, Zze do kempu j lze pfijet vice riznymi
zptisoby za stejnou minimdlni cenu e;). Udaje p; o jednotlivych kempech
si budeme uklddat nejlépe do jednorozmérného pole indexovaného piimo
Cisly prislusnych kempi. Kempy vybrané k prespani na cenové optimalni
trase se na zavér vypoctu uréi ,zpétnym chodem® obdobné, jako se to déla
tfeba pii hledani nejkratsi cesty v grafu. Prochazeni zacneme ve fiktivnim
cilovém kempu N +1. Jeho Gdaj py 41 ndm iika, ze kterého kempu jsme do
cile prisli po cenové optimdlni trase. U tohoto kempu je zase zaznamenéno,
odkud jsme piisli do néj, atd. Stejné postupujeme, dokud se nedostaneme
az do vychozi bodu (tj. do kempu ¢éislo 0).

7Z hlediska casové slozitosti algoritmu se uvedenym doplnénim nic ne-
zménilo, vypocet daji p; se provadi soubézné s vypoctem hodnot e; a celé
fefeni mé nadale asymptotickou ¢asovou slozitost O(N?). Dodate¢né pii-
dany zpétny chod pro urceni vybranych kempi ma zjevné slozitost linearni
a ve vysledné casové slozitosti celého feseni se tedy neprojevi.

3. Vyuziti haldy

Predchézejici postup reseni mizeme vylepsit tim, Zze si dvojice idajt
(ei, I;) o jiz zpracovanych kempech budeme uklddat nikoliv do linedrné
fazeného seznamu, ale do datové struktury zvané halda.

Halda je zndm4 a v programovani dosti uzivana datovéa struktura, ktera
umoziuje evidovat datové zdznamy a podle jejich zvolené polozky (tzv.
kli¢e) s nimi efektivné provadét tyto operace:

— urceni zdznamu s minimalni hodnotou klice,
— pridani nového zadznamu do haldy,
— odebrani zdznamu s minimalni hodnotou kli¢e z haldy.

Prvni z uvedenych operaci se provede v konstantnim ¢ase, pridani a ode-
brani zdznamu mé ¢asovou slozitost O(log V), kde N je poCet zdznaml mo-
mentalné uloZzenych na haldé. Podrobnéjsi popis zptisobu realizace haldy
a jejich operaci se ndm do tohoto prispévku nevejde. Najdete ho naptiklad
v ucebnici [1] nebo ve stru¢néjsi podobé na Internetu ve studijnim textu
Korespondenéniho seminére z programovani MFF UK [4]. Popis haldy je
také soucasti reseni této ulohy, které bylo uvedeno v rocence 50. ro¢niku
MO [2] a ve webovém archivu Gloh MO kategorie P [3].
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My se nyni budeme radéji vénovat tomu, jak lze haldu vyhodné vyuzit
pri feSeni na$i konkrétni Glohy. Jak jiz bylo feceno, na haldé si budeme
uchovavat dvojice udajl (e;, I;) o jiz zpracovanych kempech a budeme je
tam fadit podle klice e;. Za¢neme s jednoprvkovou haldou obsahujici je-
diny zdznam (ep = 0, lp = 0). Pfi vypoctu nové hodnoty e; pro né&jaky
kemp 7 nebudeme nyni muset prochdzet seznam predchézejicich kempi
a hledat v ném miniméalni e;, misto toho si zdznam (e;, l;) o jiz zpracova-
ném kempu s minimalni hodnotou e; jednoduse vyzvedneme v konstantnim
Case z haldy. Musime ale jesté zkontrolovat, zda kemp j neni od tohoto
kempu pfili§ vzddlen, tzn. zda plati [; — [; < K. Pokud ano, spocitdme
snadno hodnotu e; = e; + ¢; a novy zaznam (ej, [;) vlozime do haldy.
Jestlize ale uvedend nerovnost neplati, mizeme kemp s miniméalni hodno-
tou e; (naposledy nalezeny na haldé) z haldy vypustit — je ptili§ vzdélen
od kempu j, takze bude jisté ptilis vzdalen i od vSech nésledujicich kempt
a jiz ho tedy nebudeme moci vyuzit. Poté z haldy vyzvedneme novy za-
znam s minimalni hodnotou e; a provedeme s nim stejny vypocet. Toto
opakujeme podle potieby vicekrat, dokud neziskdme vyslednou hodnotu
e;j a nevlozime ji do haldy. Cely vypocet opét konci ve chvili, kdyz ur¢ime
eN+1, coz je hledany vysledek.

Zamyslime se nyni, co ndm tato zména zplisobu préice se zdznamy (e;,
[;) prinesla z hlediska ¢asové slozitosti algoritmu. Vypocet opét probihd
v N + 1 krocich, v kazdém z nich spocteme jednu hodnotu e; (coz se ndm
povede bud v ¢ase konstantnim, nebo po nékolika nezbytnych vypusténich
vzdalenych kempt z haldy) a nasledné tuto spoc¢itanou hodnotu do haldy
vlozime. Hodnotu kazdého kempu do haldy pravé jednou vlozime a nejvyse
jednou ji z haldy nékdy pozdéji vypustime, pritom kazdé vlozeni i vypus-
téni ma casovou slozitost O(log N). Celkova asymptoticka ¢asova slozitost
algoritmu je proto O(N log N).

Zbyva jesté doplnit urceni ¢isel kempti, ve kterych budeme prenocovat.
To ale provedeme naprosto stejnym zptisobem jako v predchozi varianté
feSeni tlohy — v okamziku urceni hodnoty e; pro kemp j si zaroven za-
znamename ¢islo kempu p;, diky némuz jsme tuto hodnotu ziskali (tzn.
predchidce kempu j na trase s minimalni cenou). Hodnoty p; si budeme
opét uklddat do samostatného pole indexovaného ¢isly kemptd. Vypocet
hodnot p; ndm nijak neovlivni celkovou asymptotickou casovou slozitost
algoritmu. Seznam kempi vybranych k pfenocovani nasledné opét urcime
v linedrnim case zpétnym chodem.

(Pokracovdni)
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Posloupnosti a rady v Excelu

VACLAV MATYAS

Purkyhovo gymndazium, Strédznice
(Dokondcent)

(o]
1
Zakladni harmonicka rada E -
n

n=1

o0

Vykreslime-li posloupnost ¢astecnych souctl s,, harmonické fady 3 %,
n=1

dostaneme vyse polozenou kfivku na obrazku 8. Tato kiivka zobrazuje

hodnoty bunék ve sloupci C v zavislosti na indexech ¢lent ve sloupci B
tabulky obrazku 8. Ve sloupci C jsou hodnoty pocitany podle vztahu s, =
=Sp_1+ %, prva hodnota s; = 1 je v C3 je zadana. Tabulka Excelu mize
mit az asi 60000 radkt pii dostatecné kapacité operac¢ni paméti. Nam pro
dalsi zobrazeni a Gvahy urcité postaci tabulky s asi 30 000 radky, do nichz
Excel vypocitava pro nasi potiebu dostatecné rychle.

Vzhled kfivky s, na obrazku 8 pripominda pribéh logaritmické zavis-
losti, jak se potvrdi, vyneseme-li do stejného obrazku hodnoty funkce Inn,
kterou zobrazuje nize polozend kifivka na obr. 8 (hodnoty ze sloupce D
vynasené v zavislosti na nezavisle proménné n ze sloupce B). Tato podob-
nost je jesté ziejméjsi, jestlize obé kfivky porovname na obrazku s loga-
ritmickym méfitkem na ose n (obr. 9). Posloupnost {Inn} je divergentni
a mé limitu +o0o0 a nam takto Excel napovédél, ze zdkladni harmonicka
fada je také divergentni a ma soucet +oo. Z pohledu integralniho poctu
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to neni nijak prekvapivé, kdyz si uvédomime geometricky vyznam zné-

mého vztahu fln % = Inn. Podle obrazka 8 a 9 je také vidét, ze mizeme
ng
odhadnout E ~ In 2, (ny > ny) tim lépe, ¢im vétsi je ny. V ta-
n=n;

bulce Excelu (obr. 8) zjistime, Ze (s pfesnosti na 3 desetinnd mista) napf.
10000

L — 4,640 a vypoctené In 19990 — 11(100) = 4,605. Obé hodnoty se
Lo 100
tedy 1is{ pfiblizné s chybou asi 0,5 % hodnoty souctu.

o0
Rady Znn+1 Z%

n=1
Pro prvm tfi castecné soucty prvni rady platl 1 = % So = %, S3 = %.
Jelikoz m = + — 47, plyne odsud s, = 1 — =5 2z Cehoz plyne
lim s, =1, fada je konvergentni.

n—o0

Pro druhou radu plati

o0
Déle plati pro vSechna n: (n+1)2 < n(n+1) Z konvergence fady ngl ﬁ

tedy vyplyva konvergence fady E —— a podle (2) i konvergence fady

Z:)%

+1

oo
Na obrazku 10 jsou vykresleny ¢astené soucty s,, rady . ﬁ
n=1

(dolni kiivka) a s,, fady Z 5> (horni k¥ivka). I v grafu s logaritmickym

méFitkem na ose x, kde rada ukazuje linearni rtst (obr. 9), nabyvaji obé
vykreslené fady podle vzhledu konstantni hodnoty ptiblizné pro n > 100.

Srovnéni pribéhu obou kiivek (obr. 10) miZze vést k odhadu souctu Fady

o0
1

n2"
n=1
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Obr. 10
Necht m je ptirozené ¢islo. Plati
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Soucty konecného poctu séitanct odhadneme z tabulek Excelu. Zvolime-li

L
n2

m
napt. m = 30000, pak s pfesnosti na 9 desetinnych mist plati: >

n=1
m m—1
= 1,644900734, ﬁ = 0,999966668, > ﬁ = 0,999966667
n=1 n=1
a podle (3) plati

o0
1
1,644934066 < > —5 < 1,644934067.

n=1

o0
v . v ~ e v 2 o v .
Jiz. L. Euler odvodil, ze fada Y. - m4 soucet Z- a mlZeme se i na kal-
n=1
kulacce presvédcit, ze nas vypocet tomu odpovida.

)nl

Rada Z (Gl ¥ i

n—1
Jde o alternujici fadu 1 — % + % — i + ... % + ... Podle Leibni-
zova kritéria konvergence alternujicich fad ¢; —cy +c3 —cs + ..., ¢, > 0,
je postacujici podminkou konvergence, aby posloupnost {c,} monoténné
konvergovala k nule, a to naSe fada spliuje. (Pro fady, které nejsou alter-
nujici to postacujici podminkou konvergence neni, jak je vidét na prikladu
o0
divergentni harmonické fady Y. 1i.) Leibnizova véta udévd také névod
n=1
pro odhad souc¢tu alternujici fady [1]: absolutni chyba s — s,, vypo¢tu ma
velikost |s — sp| < epg1 2 znaménko (=)™

Céstetné soucty fady Z (Gad i 1) Jsou vykresleny na obrazku 11 a jsou

vypocteny ve sloupci C tabulky. Do bunky C3 je zadan prvni ¢astecny
soucet s; = 1 a dalsi souCty jsou vypocteny podle vztahu s, =
= Sp-1 + % Obsah bunky C4 je tedy vypocten podle vzorce
=C3+1/B4*(-1)"(B4-1), obsahy dalsich bunék sloupce C dostaneme ta-
zenim. Ve sloupci B jsou indexy posloupnosti ¢astecnych soucti rady.

7 obrazku je vidét, ze v konkrétnim ptipadé této rady miazeme se zaky
provést ndzorné ivahy o konvergenci.

Céstecné soucty fady lze rozdélit na soucty s lichym indexem (déle
zkracené liché): s; =1, s3 =1 — % + %, e

1 1 1

dhbl = S2b 1 — = sy ——— & 4
Sakl = S2ko1 — g b g = st o, RKEN (4)
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Obr. 11

Z obrazku 11 vidime a podle (4) snadno dokazeme, Ze posloupnost li-
chych ¢astecnych souctt je klesajici, protoze sag+1—S2k—1 = — <
< 0 a odsud sap41 — S2r—1 pro vSechna k € N.

Podobné podle obrazku vidime a podle (5) dokazeme, Ze sapt2 — Sop =

1 1
2t 2k+1

= ﬁ - ﬁ > 0, a tedy posloupnost sudych ¢astecnych soucéti je ros-
touci.

Déle plati 0,5 = so < sor < Sop—1 < s1 = 1. Posloupnost lichych
souctl je tedy zdola omezend a posloupnost sudych souctt je shora ome-
zenda. Klesajici a zdola omezend posloupnost lichych souctd tedy ma li-
mitu (ozna¢me leII;O Sop+1 = P) a stejné tak rostouci a shora omezend

posloupnost sudych sou¢tii mé limitu (ozna¢me klim sop = ). Protoze
— 00
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2k+1 =0,
tedy p = s. Tato spolecna limita posloupnosti ¢astecnych souctu je tedy

viak p—s = lim sop41 — lim sop = lim (sop41 — Saok) = hm
k—o0 k—oo k—o0

souctem rady E 77 . (Timto postupem jsme vlastné na zvlastnim pii-

padé dokazali Lelbmzovu vétu.) Vzhledem k tomu, Ze posloupnost lichych
castecnych soucttt se k souctu s rady blizi shora a posloupnost sudych
castecnych souctl zdola, plati pro vSechna k € N

Sk <8 < 8ok

a podle této nerovnosti mizeme soucet fady s odhadnout. Naptiklad pro
2k = 30000 odecteme z tabulky Excelu:

0,69313 < s < 0,69316.

Na intervalu (—1, 1) plati

2 3 n
x x x
In(1 =r——=4—=—— ... 1t
n(l+az)=x 53 +(=1) —t
1S4 1yn—1
z ¢ehoz plyne, Ze fada ) = ; mé soucet In 2. Opét se pomoci kalku-

lacky mutizeme pf*esvédérilt,lie nas vypocet tomu odpovida.

Autor dékuje svym kolegiim ing. Blance Hlavkové a RNDr. Josefu To-
mesovi za uzitecné informace o dalsich moznostech Excelu.

Literatura byla uvedena za 1. ¢asti clanku.
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