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Informatika patii k mladym védnim disciplindm, které se i na teoretické
urovni stale dynamicky vyvijeji a zaroven mutzeme i v nasem praktickém
zivoté vidét mnozstvi jejich aplikaci, kterym se nevyhne prakticky nikdo.
Priprava odbornikt na vysokych Skoldch nejen pro onu teorii, ale i pro
praxi, vyzaduje dobrou piipravu i na Skolach stfednich podobné jako je
tomu u jinych plnopradvnych predméti-védnich disciplin jako je chemie
nebo fyzika. Zaroven se nelze, stejné jako u téchto predmétd, spokojit
s vyukou pouze budoucich frekventanti tohoto oboru, ale je nutné dat
alespon studentim vSeobecnych stiednich Skol solidni zéklady informa-
tiky. U informatiky se bohuzel v posledni dobé setkdvame s nepochopenim
tohoto oboru a Casto se kompetence ve vyuce zaménuji za tzv. informacni
gramotnost. Informacni gramotnost je jisté nezbytnou vybavou kazdého
absolventa SS, na druhou stranu by nemélo byt piipustné, aby se tak
délo na tkor informatiky. Mazeme dat analogii napiiklad s fyzikou, kde
bychom jisté také nechtéli vytlacit klasické discipliny jako je mechanika,
optika atd., aby byl prostor studenty naucit, jak si opravit nékteré poruchy
spalovaciho motoru svého automobilu.

Ve vyuce hraje velkou roli profesni osobnost ucitele a jeho vlastni pfipra-
venost v kli¢ovych oblastech informatiky (algoritmizace, teoreticka infor-
matika), kterd je u nds na solidni Grovni (odborné informatika je v pfipravé
uciteld velmi podobnd piipravé odbornikl). Totéz se uz bohuzel nedé Fici
o ucebnich osnovach informatiky a pozadovanych vystupnich znalostech
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a dovednostech absolventa SS. Ty kladou zcela zésadni diiraz pravé na
informacni gramotnost a velmi maly (nebo dokonce nepovinny) prostor je
vénovan témattm jako je algoritmizace a rozvoj algoritmického mysleni.
Nechceme zde vytvorit filozofickou ivahu na téma obsahu vyuky informa-
tiky, coz by jisté bylo také uzite¢né, ale chceme uéitelskou vefejnost v CR
seznamit s unikatnimi u¢ebnimi osnovami, které vznikly béhem mnohale-
tého vyzkumu tymu odbornikd v Izraeli. Tyto osnovy a vytvorena bohaté
paleta ucebnic a dalsich vyzkumi mize byt zajimavou inspiraci kam smé-
fovat i ¢eskou didaktiku informatiky nebo se z ni alespon ¢astecné poucit
(uCebnice jsou pochopitelné s ohledem na studenty vytvoreny v Hebrej-
Sting).*

1. Vyzkumny tym a jeho cile

Komise, zaloZend Izraelskym ministerstvem skolstvi, vytvorila v roce
1990 nové ucéebni osnovy informatiky pro stfedni skoly (v Izraeli odpovida
stfedni 8kola 10. — 12. ro¢niku Skolni dochézky). Tato komise se skladala
z informatikd z riizné trovné skolstvi (SS, VS) a z ministerstva. Ucebni
osnovy byly bohaté publikoviny na mezindrodni Grovni [2]a jsou rovnéz
dostupné na Internetu: http:/www.openu.ac.il/Personal sites/download/
/galezer /high-school-program.pdf, http: /www.openu.ac.il/Personal sites/
/download /galezer/curr_and_syll.pdf

Spoluautorka tohoto ¢lanku (Prof. Gal-Ezer) byla ¢lenem komise a nyni
je jeji predsedkyni. Ucebni osnovy jiz byly vyzkousSeny v ramci pilotniho
projektu na vybranych Skolach a nyni jiz byly oficidlné schvéleny minis-
terstvem pro vyuku na vSech skolach.

Principy, podle kterych byly osnovy tvofeny, jsou nasledujici (a véfime,
ze jde o principy platné celosvétové bez ohledu na konkrétni podminky
dané zemg).

o Informatika by méla bijt vyucovdna na rovnocenné turovnijako jiné védni
obory (fyzika, chemie, biologie).

o Vyuka by se méla koncentrovat na klicovych konceptech oboru. Zejména
je potieba zddraznit pojem algoritmického problému a jeho feseni —

*) Spoluautor (Habiballa) by rad vyjadril své diky za poskytnuti bohatych materidli
a konzultace k tématu ¢lanku, které umoznily preklad materidli do Ceského jazyka, a to
predevsim Prof. Gal-Ezer — predsedkyni komise pro nové ucebni osnovy informatiky.
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algoritmu. Obsah vyuky musi zahrnovat pfedeviim koncepty nikoliv
meénici se technologie.

e Je potreba vytvorit odlisné modely vjuky (program s 1, 8 a 5 tématy).
Provede se diferenciace programi pro $koly (studenty) s neinformatic-
kym zamérenim a se zaméfeni na informatiku.

o Kazdy program musi mit povinnou a volitelnou ¢dst pro vyssi flexibili-
litu.

o Je uplatnén princip ,zipu“ — konceptudlni (teoretickd) vijuka je kombi-
novdana $ experimentdlni.

o Meéla by byt vyucovana dvé rozdilnd paradigmata pFi programouvdni. Ne-
mél by se tedy udrzovat zastaraly zptisob jednoho zpisobu algoritmic-
kého mysleni a feSeni problému (vétsinou procedurélni paradigma).

o Je nezbytné vytvorit kvalitni ucebnice pro vsechna vyucovand témata.
Tyto ucebnice tvori nékolik nezavislych tymi na akademickych institu-
cich, pricemz ovsem tyto tymy tvoii jednak odborni informatici, ucitelé
stfednich skol i védci z oboru didaktiky informatiky.

o Vsichni ucitelé must nezbytné mit formalni odborné vzdéldni v infor-
matice. Toto vzdélani musi odpovidat alespon bakaldiskému ODBOR-
NEMU studiu informatiky (samoziejmé akreditované ucitelské studijni
programy v CR toto maji spliiovat).

2. Ucebni osnovy

Osnovy se déli do péti moduld, z nichz nékteré maji vice nez jednu

alternativu. Kazdy modul mé dotaci 90 hodin.

e Ziklady 1 a 2: Tento zdvojeny modul (180 hodin celkem) ma dat za-
klady algoritmizace jednak teoreticky (bez konkrétniho programovaciho
jazyka) a paralelné probihd vyuka v konkrétnim programovacim jazyce
(proceduralnim).

Vyuka v Zakladech 1 zahrnuje nésledujici témata:

1. Uvod (koncept programu — algoritmu — a jeho vstupii a vystupi, ale
také velmi stru¢né popis pocita¢l, hardware, software, operacnich
systémi, programovacich jazykd, kompilace a spousténi programi),

2. zékladni model vypoctu (popis prvki procedurélniho programovani,
proménné, pfifazeni, jednoduchd sekvence piikazi),

3. navrh algoritmi pro FeSeni problémi (dekompozice problému na pod-
problémy),
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10.

. podminéné vykonavani ptikazti (podminka jako néstroj algoritmi-

zace, nejsou na této drovni vyucovany ani vnofené operatory ani
operator negace),

. spravnost algoritmu (testovéani, syntaktické, run-time chyby a chyby

vystupt algoritmu),

. iterativni vykondvani piikazi (jednoduché iterace, ¢itace, akumula-

tory, ukon¢ovaci podminka, nekone¢nd iterace, pt¥ikaz ,while“),

. efektivita algoritmu (identifikace a vydcisleni sloZitosti dominantnich

Casti algoritmu, casova slozitost jako funkce velikosti vstupu algo-
ritmu, porovnani slozitosti, nejhorsi pripad — v zadném pripadé nejde
o formalni definici ¢asové sloZitosti),

. funkce (rozloZeni na podproblémy, volani funkce, télo funkce, volani

parametr hodnotou, lokdlni proménné),

. jednorozmérnd pole (pole jako kolekce proménnych stejuného typu,

spojeni s iteraci jako prostfedkem pro préci s polem),

slozit&jsi piiklady (vyuziti dovednosti z predchozich kapitol pro pro-
cviceni, sklddani jednodusSich sekvenci a struktur pro fizeni pro-
gramu).

Vyuka v Zakladech 2 zahrnuje nésledujici témata:

1.
2.

=

Navrh algoritmi (slozit&jsi problémy, rozklad ,shora-dola®),
zékladni model vypoctu (popis prvki procedurdlniho programovéani,
proménné, prifazeni, jednoduchd sekvence piikazi),

. procedury (rozsifeni u¢iva z modulu Zaklady 1, typy volani parame-

tri, rozsah platnosti proménnych),
datové typy (deklarace typu, vyctové typy, pole),

. rekurze (koncept, vyhody a nevyhody, vztah k rekurzivni definicim

funkci — faktoridl, Fibonacciho posloupnost),
znaky a fetézce (prace s texty, operace s fetézci),
pokro¢ilé algoritmické problémy (vyhledévani, fazeni),

. roz§ifeni spravnosti a efektivity algoritmi (hlubgi diskuze o sprav-

nosti a casové slozitosti i ve spojitosti s navaznymi kapitolami — re-
kurze).

e Druhé paradigma a aplikace: Uvadi studenty do druhého progra-
movaciho paradigmatu nebo pfinasi aplikace informatiky — napf. infor-
macni systémy nebo pocitacovou grafiku a to jak teoreticky tak prak-
ticky. V pfipadé, ze obsahem je druhé paradigma, musi jit o odlisny
pristup nez proceduralni.
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Druhé paradigma se primarné zameéruje na logické programovéni. Nej-
prve se provadi vyklad vyrokové a predikatové logiky, vcetné rozdilt
vyplyvajicich pro logické programovani. Dale se probiraji klasicka té-
mata jako pii vysokoskolské vyuce jazyka Prolog. Je potieba zdtraznit,
Ze se zde studenti sezndmi s principy formalni dedukce (coz je nezbytné
pro pochopeni tohoto paradigmatu), coZ v nasi stiedoskolské vyuce lo-
giky zcela chybi.

Alternativné se vyucuje architektura poc¢itac, véetné Assembleru (resp.
jazykil nizké Grovné). Zde se vyucuji ¢iselné soustavy, architektura pro-
cesoru, strojovy jazyk procesoru a nasledné principy assembleru, zasob-
niku, preruseni.

Dalsi alternativou je pocitacova grafika. Zahrnuje rozdil mezi 2D a 3D
grafikou a jejich implementace z hlediska hardwarového (buffery, vstup-
né-vystupni zatizeni), 2D modely (bodova reprezentace, dratovy model,
CSG atd.), vrstvy, reprezentace kiivek a ploch (polygony, B-spline, Bez-
ierovy ktivky, plochy), zobrazovéni, transformace, tvorba obrazu (algo-
ritmy vykreslovini — DDA, Cohen-Sutherland, atd.), standardy gra-
fickych forméta (principy, algoritmy — OPENGL, GIF, atd.). Dulezity
je také projekt, ktery studenti musi sami naprogramovat — jednd se
o funkeni projekeci 3D objekti.

Posledni detailné popsanou aplika¢ni alternativou jsou informacni sys-
témy (IS). Definuje se pojem informaé¢niho systému a jeho vyuziti, akce
v IS — interaktivni vs. davkové zpracovani, dotazy a reporty, updaty,
transakce. Dlraz na relace a relac¢ni databaze, véetné SQL, E-R mo-
delu, Data-Flow diagramt. Opét se zde zpracovava prakticky projekt.

e Softwarovy navrh: M4 prohloubit dovednosti ze Zdklada 1, 2 (db-
raz na datové struktury, abstraktni datové typy) a navazat integraci do
vétsich softwarovych celkt. Zahrnuje témata jako prace s knihovnami
funkci, abstraktni datové typy, zasobnik, seznam, ¢asova a prostorova
slozitost véetné O-notace, tfidy slozitosti, bindrni strom, pfipadova stu-
die (ndvrh  komplexniho softwarového baliku“ — p¥iprava na praxi).

e Teorie: Tento pomérné exoticky modul mé dat studentim nahled na
slozité (ale fundamentélni) partie teoretické informatiky. Bud je kom-
pletné tvofen modulem Vypocetnich modelt — rdzné typy automatt
[5]nebo tvori Vypocetni modely jen polovinu modulu (45 hodin) a druhd
Cast je vénovana numerickym metodam.

V modulu vypocetnich modelt se zaméruje vyuka predevsim na kon-
cept automatu — akceptoru jazyka (nikoliv tedy na generativni koncept

108 Matematika - fyzika - informatika 16 2006/2007



gramatiky, reguldrniho vyrazu). Je to vcelku pochopitelné, nebot au-
tomat je ,selskému“ uvazovani blizsi a da se uvadét na jednodussich
prikladech nez gramatické struktury. Vyuka zabird celou Chomského
hierarchii (tedy kone¢né automaty, zasobnikové automaty a Turingovy
stroje). Velky duraz se také klade na pochopeni vztahu determinismu-
nedeterminismu.

Volitelné se také vyucuje numerickd matematika, coz je opét zajimava

a slozitd problematika, kterd se da ovSem uplatnit pro feSeni mnoha

problémil v matematice a informatice (vZdyt feSeni rovnic nebo sou-

stav linedrnich rovnic je univerzélni tlohou). V tomto modulu se vyu-
¢uji obecné koncepty poéitacovych vypocti (tedy reprezentace ¢iselnych
hodnot, nepfesnosti, zaokrouhlovani, kumulace numerickych chyb), fe-

Seni soustav linedrnich rovnic (Gaussova eliminace), feSeni nelinedrnich

rovnic (iterativni metody — bisekce, Newtonova metoda).

7 téchto moduld pak mohou byt vytvoreny tii studijni verze. Verze
»hizké trovné — 1 modul“ (90 hodin), verze ,stfedni trovné — 3 moduly*
(270 hodin) a verze ,,vysoké trovné — 5 moduld“ (450 hodin).

Verze ,,1 modul®“ obsahuje pouze Zaklady 1 a je povinnd v ramci téchto
osnov (je vyucovana bud v 10. nebo az 11. ro¢niku)*).

Verze ,,3 moduly“ obsahuje Zaklady 1,2 a dale modul Druhé paradigma
nebo aplikace. Tento modul se rovnéz vyucuje v 10. nebo 11. roéniku a to
intenzivné béhem jednoho roku.

Verze ,,5 moduli“ obsahuje vSechny moduly a je uréena primarné pro
studenty, ktefi se zajimaji specificky o informatiku (kterych je dnes ale
samoziejmé mnoho). I kdyZ teoreticky modul se miZze zdat pro stfedoskol-
skou informatiku jako pfili§ slozity, ma pro potencidlni studenty informa-
tiky velky vyznam (zalezi na zptsobu podéni, které nemize kopirovat styl
VS vyuky).

3. Implementace na skolach, problémy a zajimavé experimentalni
vysledky

Ptvodni vzorek 8 kol (1991), kde se osnovy zkousely, byl brzy (1994)
rozSiten na 40 skol a v roce 2000 jiz byly osnovy zarazeny na vSechny
stfedni skoly. Velkym problémem byla nedostate¢né formalni priprava uci-
teld, coz se fesilo pomoci nouzovych intenzivnich kurzi na univerzitach,

*) Srovnejme situaci v CR, kde vyuka algoritmizace neni povinna v ramci osnov a u#
vibec ne v dotaci 90 hodin!
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kde ucitelé bez forméalniho vzdélani v informatice ziskali potiebnou kvali-
fikaci. To je podobny problém i v CR, kde se také do rozsifujicich studii
informatiky — obvykle alespon tiiletych — hlasi velmi mnoho jiz zkuSenych
uciteld jinych aprobaci nez informatiky (v kontrastu s kriticky prazdnymi
ro¢niky klasického prezenéniho studia ucitelstvi). Nicméné i pro plné apro-
bované ucitele informatiky bylo potiebné usporadat kurzy pro seznameni

s novymi — revolu¢nimi — osnovami a vzniklymi ucebnicemi.

V ramci zavaddéni osnov byly mimo jiné provedeny dva zajimavé pe-
dagogické vyzkumy, jejichz zavéry by pro (uditele) informatiky mély byt
zajimavé. Prvni z nich se tyka ¢asové slozitosti (naro¢nosti) algoritmi. Po-
kud se budeme snazit predstavit néco typického pro informatiku, asi nas
predevsim napadne pojem algoritmus jako feSeni néjakého problému (napf.
sefazeni posloupnosti ¢isel). Hned na to nds asi napadne také pojem Casové
slozitosti [4], protoze algoritmické FeSeni musi byt také dostatec¢né efektivni
(rychlé), aby mélo pro praxi smysl. V rdmci modulu Zaklady 1 je zara-
zena také mald ¢ast vénovand ¢asové slozitosti algoritmt (pfipomenme, Ze
tento modul je povinny). I kdyZz jde samoziejmé o dost kontroverzni téma
pro stfedoskolskou vyuku — jeji zarazeni neni nijak podobné slozitosti di-
dakticky pojaté na vysokogkolské Grovni (tedy Zadné formélni definice, ale
pouze vypocet konkrétni slozitosti — po¢tu elementarnich kroki). Jde spiSe
o snahu studentim alespon ¢astecné umoznit pochopit, ze programy fe-
Sici stejny problém, mohou byt rtzné efektivni. Pii praktické vyuce byly
zjistény zajimavé casté chyby, kterych se studenti dopoustéji pti chapani,
zda jeden program je ,rychlejsi“ nez druhy [3]. Tyto chyby se daji také
charakterizovat pomoci univerzalnich typt pro vzdélavani v oblasti ptrirod-
nich véd. Byly identifikovdny u vybranych frekventant@ SS podle novych
OS1OV.

o Kratsi program md mensi casovou sloZitost: Tato chyba odpovidé obec-
nému chybovému konceptu ,,¢im vice A, tim vice B¥. Studenti si mysli,
ze méné prikazli v programu znamend také vyssi efektivitu.

o Méne promeénnych znamend mensi casovou sloZitost: Podobné jako
u predchozi chyby studenti spojuji nespravné pocet proménnych s efek-
tivitou.

e Programy obsahujici stejné prikazy v rizném poradi jsou stejné efek-
tivni: Jde o instanci obecného principu ,stejné A, stejné B*.

e Dua algoritmy provadéjici stejny ukol maji stejnou sloZitost
Dalsim velmi zajimavym vyzkumem je studie vénovana asi nejkontro-

verznéjsimu modulu — Teorii. Diky experimentu s vybranymi studenty
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se podarilo odhalit problémy ve vnimani nedeterminismu versus deter-
minismu pfi névrhu koneénych automatt [1]. Tento rozpor mohou vni-
mat i vysokoskolsti ucitelé pii vyuce teorie formalnich jazykd a automat.
Nedeterminismus je pro studenty navyklé na algoritmické — tedy deter-
ministické mysleni ponékud slozité téma. Rovnéz soucasné pocitace jsou
typicky deterministické stroje a proto se zda, Ze nedeterminismus pii na-
vrhu automatti nuti studenta vlastné délat piesny opak toho, co je mu
béhem studia informatiky v§tépovano. Nemusime pii ném promyslet ode-
zvy na vechny mozné situace (to odpovidd automatu, ktery nemusi byt
typicky nedeterministicky, ale nem4 oSet¥eny vSechny situace) a navic mi-
zeme v pripadé nékolika moznych reSeni jedné situace vyuzit pravé tuto
nedeterministickou moznost (to by u deterministickych stroji bylo néco
nemozného). Navrh nedeterministického automatu je tedy obecné mno-
hem jednodussi (pohodIngjsi). Na druhou stranu to vyZaduje se ¢astecnd
oprostit od klasického algoritmického mysleni, protoze na vypocet nede-
terministického automatu se lze v kazdém kroku divat jako na nalezeni
jedné z cest, kterd vede k spéSnému rozpoznani slova (automat jakoby
umél ,uhodnout“, kterou moznost z nékolika pouZit).

V experimentu méli studenti moznost si sami vybrat, zda zapisi auto-
mat nedeterministicky (jednoduse) nebo si feSeni zkomplikuji a budou se
snazit vytvorit automat deterministicky (nebo ¢istecné deterministicky).
Vyzkum ukdzal, ze pfiblizné polovina student voli feSeni spiSe determinis-
tické (nékdy jen s lokdlnim nedeterminismem). Také se ukézalo, Ze existuji
velké rozdily mezi skupinami student podle ucitele (tedy hodné zalezi na
tom, jak sam ucitel dokaze vyznam vztahu determinismus-nedeterminis-
mus posoudit a pochopit). Ze subjektivnich hodnoceni vyplynuly napfi-
klad pfimo obavy z nedeterminismu a dokonce i u jednoho z ucitelfi.

4. ZAvéry a mo#ni inspirace pro vyuku v CR

Na pomérné malém prostoru jsme se snazili provést preklad, kompilaci
a komentar k osnovam, které jiz jsou v Izraeli standardizovany. Mezi po-
zitiva, kterd bychom mohli ¢4steénd piejmout i v CR patii predeviim di-
raz na principy nikoliv konkrétni technologie — produkty. Bohuzel do nasi
vyuky INFORMATIKY stale vice pronikaji na tkor principi pravé tyto
rychle umirajici technologie ¢i dokonce konkrétni produkty. Misto principt
pocitacem podporované sazby textu uc¢ime MS-Word. Misto konceptii po-
Citacové grafiky ucime praci s konkrétnim produktem. Podivame-li se na
modul Pocitacové grafiky, pravé tyto silné a hlavné pretrvavajici principy
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tvori pater vyuky. Naucime-li studenty praci s produktem, na prvni po-
hled jim tim dame velkou vyhodu, nebot bez dalsiho studia jsou schopni
se v praxi uplatnit. Bohuzel jen na velmi omezenou dobu, protoze tyto
produkty rychle vyst¥ida jina technologie (vzpomenme naptiklad na vy-
uku psani textd v editoru T602 — 10 let zpét — coz je dovednost v dnesni
dobé nepouzitelnd).

Druhou zajimavou vlastnosti osnov je povinnd vyuka algoritmizace ale-
spon na minimdlni Grovni. Jisté se najde mnoho oponentt takového pri-
stupu, presto se tézko da nazyvat predmét INFORMATIKA bez vyuky
algoritmizace alespon na minimélni Grovni (algoritmické mysleni a feseni
problému je asi nejtypic¢téjsim znakem tohoto oboru, ktery ho diferencuje
od jinych véd). Odvézné je rovnéZ zavést (ov8em na intuitivni dGrovni)
pojem efektivity (slozitosti), pfesto je to dalsi kli¢ové vlastnost, kterd pro
nasazeni produktt informatiky v kazdodennim zivoté hraje nezbytnou roli.

Rovnéz vybrané aplikace (pocitacova grafika, informadni systémy) a je-
jich vysoka teoretickd iroven mohou byt vzorem i pro ¢eské osnovy. Absol-
venti s takovymito znalostmi mohou byt nasazeni pii praktickém vyvoji
databazi, programovéni informac¢nich systémi na zdkladé navrhu podle
rozsifenych modelovacich nastroji a standardd.

Poslednim sice asi nejkontroverznéjsim, ale presto potiebnym modulem
i soucasti modulu. Pochopit napfiklad vztah jazyka-gramatiky-automatu
nebo determinismu a nedeterminismu je obtizné i pro studenta VS. Piesto
by studenti uvazujici o studiu informatiky méli mit moznost ziskat pred-
stavu o téchto tématech jiz na SS (samoziejmé zcela odlisnym zpiisobem
— tedy intuitivng, na ptikladech a ne formalné algebraicky). Studenti VS
program v informatice nemaji ve vétsiné pripadt zazito, ze informatika
je disciplina vysoce provdzand s matematikou (algebrou). Jejich piedstava
o VS studiu informatiky je v lepsim pfipadé spojena s programovanim
a bohuzel ¢asto ani to neplati a predstava je spojena se sklddanim hard-
warovych komponent, budovanim pocitacovych siti a ve viibec nejhorsim
piipadé pak s uzivatelskou praci v aplika¢nich programech.

Kromé vyse uvedenych moduli, které jsou dobfe pouzitelné i pro nasi
viuku, je vidét, ze cile vyuky INFORMATIKY a tzv. INFORMACNI
GRAMOTNOSTT jsou relativné neslucitelné a bylo by ziejmé dobré je
vyucovat pod samostatnymi predméty. Jednak jsou cilové skupiny vyuky
INFORMATIKY odli$né podle zaméteni studenta (viz odstuphované zapo-
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jeni po¢tu modult) zatimco u INFORMACNI GRAMOTNOSTI jde spise
o homogenni vyuku pro vSechny. A v druhé fadé jde v INFORMATICE
o vyuku plnopravného védniho oboru, zatimco u gramotnosti jde o spo-
le¢ensky vyzadované dovednosti absolventa (podobné jako u vyuky ¢teni
a psani) — samoziejmeé by se idedlné tyto dovednosti méli spise vyzadovat
jiz od absolventa zakladniho Skolstvi.
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Posloupnosti a rady v Excelu

VACLAV MATYAS

Purkyhovo gymndazium, Strédznice

Tabulky a grafy Excelu umoznuji zajimavé ilustrovat studentim zé-
kladni poznatky o posloupnostech a radach. V pfipadech, kdy mé ukézka
pribéhu posloupnosti zahrnout velmi mnoho ¢lent, se ukazuje jako vy-

Y7

hodné pouzit na ose z logaritmické méritko (viz [5]).

Posloupnosti
Posloupnost {a, };79, je funkci definovanou na mnoziné N vech piiroze-
nych ¢isel. Pro vypocet i zakresleni limity lim a, je v nékterych pripadech
n— 00

vhodné uzit funkce f(x) definované na mnoziné redlnych éisel. Je-1i totiz
f(x) takova funkce, ze f(n) = a, pro v8echna pfirozend n, pak z existence
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limity lim f(z) = A plyne, Zze plati lim a, = A. MaZeme tak vyuZzit
r—>00 n—00

v8ech poznatki o ilustraci limitniho procesu limit funkce f(x) v nevlast-

nim bodé +oo0.

-
L
>

§ n | a=tmp s tmy
2 | 1 2 4

s [ 3[ 23704 | 51605
4| T0[ 25037 | 28531
5 | 30[ 26743 | 2.76%
§ T00| 2.7048 |_2.7319
7 [ 300 27736 | 2.7226
"8 [7000] 2.7169 | 2.7196

«an
wbn
acn
% dn

R

N3 odmosning

P | yea] LYol ooy
TA7| 1.07] 1.97] 1.083]
136] 136] 1.17] 108]

Obr. 2
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Obrézek 1 pomoci tabulky a grafu ilustruje posloupnosti {a,}, a, =
=(1+ %)n a{bn}, bn = (1 + %)nﬂ pron =1,...,1000; prvni z nich je
rostouci a druha klesajici a obé maji stejnou limitu e. Stejné jako neza-
visle proménné x u spojitych funkci, jsou indexy n vybranych ¢lent po-
sloupnosti vynaseny v logaritmickém méfitku, jenom pii volbach v nabidce
grafu je zadano nespojovat vynasené body. Body grafu jsou pro piehlednost
vyneseny jen pro nékterd n (1, 3,10, 30,100, 300,1000). Ve sloupci A ta-
bulky jsou zaddny vybrané indexy, do bunky B2 je pocitano podle vzorce
=(14+1/A2)" A2. Dalsi hodnoty ve sloupci B dostaneme tazenim za pravy
dolni roh bunky B2. Podobné jsou pocitany hodnoty ve sloupci C.

Na obréazku 2 je ilustrovana véta: Necht pro posloupnosti {a,}, {b,}

plati: lim a, = A, lim b, = B. Plati-li pro kazdé n nerovnost a, < by,
n—roo n—roo

pak A < B (tj. pro limity miZe nastat rovnost). Obrazek je vykreslen pro
¢tyfi posloupnosti, jejichz n-té cleny jsou: a,, = {/10000, b, = /1000,
cn = /100, d, = /10, jak je z obrazku patrno pro n = 1. Pro viechna
¢isla p zadanad pod odmocninami zfejmé plati podle véty o limité slozené
funkce: lim /p = lim p'/" = pnll'mool/n = p’ = 1. Ve sloupci A ta-
n— 00 n—00

bulky jsou zadany indexy ¢lenti posloupnosti; hodnota prvniho ¢lenu po-
sloupnosti {a,}, tj. a; = 10000 je zaddna do buiiky B2 podle vzorce
=100000" (1/A2) a dalsi hodnoty ve sloupci B dostaneme tazenim. Po-
dobné jsou vypocitavany hodnoty ve sloupcich C, D, E.

Hromadny bod posloupnosti (¢astecnd limita) mize byt vysvétlen na
pritbhu posloupnosti {(—1)" (1 + 1)"}; hodnoty ¢lenti této posloupnosti
jsou vypocteny a vykresleny na obrazku 3. Tato posloupnost ziejmé nemé
limitu, ale mé dvé castecné limity, a to —e, e. Prvni ¢len posloupnosti
vypotteme do B2 podle vzorce =(-1-1/A2)" A2, do buiky A2 jsme za-
dali pocatecni index 1 a ve sloupci A je zadéna posloupnost vybranych
indexti téch ¢lent posloupnosti, které chceme vykreslit (pro prehlednost
opé&t nejsou zaddny v8echny). Tazenim za pravy dolni roh buiiky B2 pak
dostavame dalsi ¢leny posloupnosti.

Obrazek 4 je vykreslen k ilustraci vlastnosti geometrickych posloup-
nosti. Zatimco u aritmetickych posloupnosti je a, linearni funkci pro-
ménné n, jejiz defini¢ni obor je mnozina pFirozenych ¢isel, a vlastnosti
aritmetické posloupnosti jsou pfehledné urceny hodnotou diference, u geo-
metrickych posloupnosti zélezi na znaménku prvniho ¢lenu a zaroven na
hodnoté kvocientu g. Z obréazku je patrné, Ze ¢leny posloupnosti {b, }, {d,}
s kvocienty, pro néz plati |g| < 1, se s rostoucim indexem bliZzi k nule.
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Obr. 4

Zménou hodnot bunék ve sloupci J tabulky, mohou studenti velmi rychle
pozorovat zmény vlastnosti posloupnosti pro rtizné hodnoty |¢| < 1,¢ =1,
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g = —1, |g| > 1; dale mohou ovéfit (zménou znaménka hodnot ve sloupci
H), Ze pouze zménou znaménka prvniho ¢lenu posloupnosti dostaneme
graf symetricky k pivodnimu podle osy . Zaroven je mozné pripomenout
vlastnosti exponencialnich funkci.

Aritmeticka rada
Pripomenme si vzorec pro n-ty Casteény soucet s, aritmetické rady.
Plati:
Sp=a1 + (a1 +d)+ ... +[a1 + (n—2)d] + [a1 + (n — 1)d],

sp=lar+(n—1d+[a1+(n—=2)d]+ ... +(a1+d)+a

Sectenim dostaneme

2s, = nf[2a; + (n — 1)d],

odkud y J
sn:§-n2+(a1—§)-n. (1)
Z (1) je vidét, ze {s,}, tedy i aritmetickd fada > [a1 + (n — 1)d] je di-
n=1

vergentni, je-li d rdzné od nuly. Pro d > 0 je lim s, = +o00, prod < 0
n—oo

je lim s, = —oo. Body o soutadnicich [n;sy] lezi na ¢asti paraboly, jejiz
n—roo

vrchol je minimem kfivky pro d > 0 nebo maximem pro d < 0.
Jestlize ve vztahu (1) zaménime n za spojitou proménnou x, dostaneme

rovnici spojité kvadratické funkce, kterou lze upravit na tvar

d +2a1—d2 2a, —d\>
Y=o\ T2 2d

a jejimz grafem je parabola. Vrcholem této paraboly je bod [zg,yo], kde

2 . .
zo = —2474 yo = —4 (2429)". Mize tedy nastat piipad, kdy soudet
aritmetické fady od n = 1 po urcité n, roste a pro n > n, klesa, nebo
naopak. Chceme-li napiiklad, aby takova zména nastala pravé po desatém

¢lenu posloupnosti {s,}, polozime

2a1 —d
Ng = Tog = — a12d =10,
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takze staci vzit a; = —9,5d. V tabulce obrazku 5 jsme pro aritmetickou
fadu 32" a, zvolili a1 = —25, d = 2 (pak zo = 'ng, = 13, yo = 's,, =
= —169), body ['n,'s,] lezi na parabole s vrcholem v minimu, je zobrazeno
49 ¢lent. Pro aritmetickou fadu 327 an, Jsme zadali a; = 25, d = —2 (pak
o = 2n, = 13, %, = 169), body [*n,%s,] lezi na parabole s vrcholem
v maximu, je opét zobrazeno 49 clend. Na obrazku jsou vyneseny také
body [*n,3s,], které lezi na pifmce, protoze p¥isluina aritmeticka fada je
zadana pro a; = 10, d = 0.

SEe o
% n | a=25 :i:z a=25, é"=~2 a.=10, :i=ﬂ
= B3 75 76

\§ 7 a8 IE) 7

| EEme = 7

§ - = = .

18 »3 1
aF - :§§§§
o "

\\§ 29 1 -2 ¥ prial H P

wET T T 50

Obr. 5

V tabulce obrazku 5 jsou pro n = 1 zadany prvni Castecné soucty
s1 = a3 jako konstanty a dalsi ¢astecné soucty s,, jsou pocitany ze vztahu
Sp = Sp—1 + a1 + (n — 1) - d. Napf. do bunky C7 je tak zaddn vzorec
=C6+C$6+(B7-1)*2 a tazenim za pravy dolni roh buiky C7 dostaneme
dalsi hodnoty ve sloupci C. Poznamenejme, Ze pro vypocet ¢astecnych
sou¢til s, by bylo moZno uZit i vztah (1) a pocitat je v zavislosti na za-
dané diferenci d, po¢atecnim a; a na indexu n ve sloupci B.
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Geometricka rada -
Geometrickd fada > a; - ¢" ! konverguje pro |q| < 1 a jeji soucet
n=1
pak je s = 1”71q. Na obrazku 6 jsou vyneseny Castecné soucty s, péti
geometrickych fad, jejichz prvni ¢astecny soucet s; = a; = 1 a které maji
rtizné kladné kvocienty g (4/5,9/10, 19/20, 1 a 1,05). Z obrazku je patrné,
ze Castecné soucty prvnich tii konvergentnich fad se blizi limitni hodnoté
(5, 10, 20) tim rychleji, ¢im je jejich kvocient blizsi nule. Pro divergentni
fadu s ¢ = 1 plati s,, = n-a; = n. Pro divergentni fadu s kvocientem
i jen o malo vétsim nez 1 (¢ = 1,05) velikost s,, v zavislosti na n pro vétsi
n strmé roste, takze v tomto pripadé mizeme z tabulek Excelu zjistit,
ze S100 = 2610, S200 = 345835 a S300 = 45479903 (hOdIlOty Sn jSOll
zaokrouhleny na celd ¢isla).

B C o E E 8

S, a.=1

q=4/51q=¥101qg=1920ig =
1 1 1 1

1,80 1,90 193 2 208

244 2,71 2.80 3 3,15

2,95 344 3,62 4 4,31

1{g=105

[#0=4/5 Bg=910 Aq=1920 xq=1 xg=105

306 | 002 1 Anit 1 221 3851 1
497 | 911 | 1193 | 23 | 4143 |

& o X e R G R e
N3BEREREEs s aRapn i Ee s 00 s 0

Obr. 6

Hodnoty s; = a; jsou v tabulce obrazku 6 zaddny jako ¢isla, v dalsich
fadcich jsou ¢astecné soudty s,, potitiny podle vztahu s,, = s,_1+a1-¢" %,
takZze napiiklad do bunky C6 (fada s ¢ = 4/5) je hodnota vypocitina
podle vzorce =C5+C8$5*(4/5)" (B6-1) a dalsi hodnoty ve sloupci C ziskame
tazenim za pravy dolni roh bunky C6.
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Obr. 7

Na obrazku 7 jsou vykresleny Castecné soucty s, Ctyr geometrickych

fad, jejichz prvni c¢astecny soucet s; = a; = 1 a které maji rizné za-
porné kvocienty ¢(—0,5; —9/10; —1 a —1,05). Z obrézku je patrné, ze také
¢asteéné soucty prvnich dvou fad konverguji k limitni hodnoté s (%, %)
a konverguji tim rychleji, ¢im je kvocient ¢ blizsi nule. Pro ¢ = —1 naby-
vaji ¢leny posloupnosti {s,} pouze dvou hodnot 0 a 1 a pro ¢ = —1,05 ma

posloupnost ziejmé dvé ¢asteéné limity +o0o a —oo. Césteéné soulty v ta-
bulce jsou poéitany podle vzorce s, = s,_1 + a; - ¢" 1, pficemz hodnoty
s1 = a; = 1 jsou zadany, podobné jako v tabulce obrazku 6.

(Pokracovdni)
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