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�Dokon�en��

Kon�trukcia paraboly

Navodenie probl�movej situ�cie

Druh� n�met by mohol by� zaraden� do v�u�by v obdob�� ke� 	tudenti
poznaj
 analytick� vyjadrenie kru�nice� ale parabolu sp�jaj
 len s gra

fom kvadratickej funkcie� �lohou zostroji� parabolu bez pou�itia jej funk�

n�ho predpisu s
 v	ak konfrontovan� so syntetick�m pr�stupom k tejto ku

�el�ose�ke� Ten vy�aduje od 	tudentov sk
manie paraboly a objavenie jej
charakteristick�ch vlastnost� vyu�itel�n�ch pri jej kon	trukcii� Na 
vod by
mohla by� 	tudentom predostret� nasleduj
ca probl�mov� situ�cia� Vojak

str��i pozemok tvaru obd��nika� Jednu stranu chr�nen�ho 
zemia pritom
tvor� z�kop� Uprostred pozemku sa nach�dza zariadenie sl
�iace na vyhl�

senie poplachu� V z�vislosti od vzniknutej situ�cie spojenej s naru	en�m
str��en�ho priestoru sa m� vojak rozhodn
� medzi dvoma mo�nos�ami�
Bu� pribehne k spom�nan�mu zariadeniu a spust� poplach� alebo sa be��
kry� do z�kopu� Ak� tvar by mala ma� trajekt�ria jeho pohybu po po

zemku po�as slu�by� aby v ka�dom okamihu mohol dobehn
� za rovnak�
�as k popla	n�mu zariadeniu aj ku z�kopu� V tejto 
vodnej etape by od
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pove� na ot�zku� �i by sa pohyboval po 
se�ke alebo po nejakej zlo�itej	ej
krivke� ostala otvoren��

Evok�cia
Evok�cia by bola zameran� na zopakovanie s
vislost� medzi predpisom

kvadratickej funkcie a tvarom a umiestnen�m jej grafu � paraboly� D�raz
by sa pritom kl�dol hlavne na koe�cient kvadratick�ho �lena� Vhodn� sa
n�m jav� vyu�itie v�kresu programu Cabri� ktor� by obsahoval predpis
kvadratickej funkcie spolu s odpovedaj
cim grafom a umo��oval by me

ni� koe�cienty tejto funkcie� �plne by sme pri tomto opakovan� vysta�ili
s kvadratickou funkciou bez line�rneho �lena� Okrem toho by sa zopakovali
vlastnosti kru�nice a ekvidi	tanty priamky� Pri kru�nici by sa spomenuli
aj charakteristick� vlastnosti jej doty�nice�

Uvedomenie si v�znamu

�tudenti by mali najprv postupne� prostredn�ctvom troch v�kresov pro

gramu Cabri� objavi� charakteristick
 vlastnos� paraboly ako mno�iny
v	etk�ch bodov roviny� ktor� maj
 rovnak
 vzdialenos� od dan�ho bodu
a danej priamky� Spolo�n�mi objektmi pre v	etky tri v�kresy s
 s
radni

cov� s
stava a v nej zakreslen� parabola� ktor� predstavuje graf kvadra

tickej funkcie� y � x��� � ��

Prv� v�kres obsahuje aj dve kru�nice so stredmi na parabole dot�ka

j
ce sa osi x� ktor� predstavuje riadiacu priamku sk
manej paraboly� Obe

����
�����	
�

Obr� �
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tieto kru�nice s
 pritom upevnen� a nemo�no s nimi pohybova�� �lohou
	tudentov by bolo zostroji� tretiu kru�nicu s rovnak�mi vlastnos�ami so
stredom P � ktor� mo�no pos
va� len po parabole �obr� ��� �tudenti si
zrejme v	imn
� �e v	etky tri kru�nice sa bez ohl�adu na polohu stredu
poslednej zostrojenej kru�nice pret�naj
 v bode "!#  $ �ohnisko�� K d�sledku
tejto skuto�nosti� �e body paraboly �stredy kru�n�c� s
 rovnako vzdialen�
od bodu "!#  $ ako aj od osi x� by mali pr�s� 	tudenti samostatne� alebo
ich k tomu u�itel� m��e dovies� pomocou vhodne zvolen�ch ot�zok�

V tomto 	t�diu v�u�by by sa ako prirodzen� javila ot�zka� �i existuj

body mimo paraboly s rovnakou vlastnos�ou� Na vy	etrenie tohto pro

bl�mu posl
�i druh� v�kres� ktor� navy	e obsahuje vol�n� bod X a farebne
odl�	en� ��seln� hodnoty predstavuj
ce jeho vzdialenosti od osi x a od bodu
"!#  $� Pohybovan�m bodom X a sledovan�m vzdialenost� by 	tudenti zistili�
�e jedine pre body paraboly s
 tieto vzdialenosti rovnak�� O�ak�vame� �e
	tudenti by sa mohli dopracova� k nasledovn�m hypot�zam�

� Parabola je mno�inou v	etk�ch bodov roviny� ktor� maj
 rovnak

vzdialenos� od dan�ho bodu a danej priamky�

� Parabola rozdel�uje rovinu na tri �asti� Jednu tvoria body samotnej pa

raboly� �al	ie dve �asti body� ktor�ch vzdialenos� od dan�ho bodu je
men	ia alebo v%�	ia ne� od danej priamky�

Vzdialenos� l�ubovol�n�ho bodu paraboly od danej priamky a dan�ho
bodu je s�ce rovnak�� ale pre r�zne body paraboly sa men� od ur�itej
minim�lnej hodnoty� ktor� je ur�en� parametrom paraboly� V tre�om v�

krese by mali preto 	tudenti za 
lohu zostroji� pre r�zne hodnoty vzdiale

nosti bod� ktor� je rovnako vzdialen� od osi x aj od bodu "!#  $� Zmenu
hodn�t vzdialenosti by mohli realizova� prostredn�ctvom bodu viazan�ho
na nejak
 polpriamku� Jeho vzdialenos� od po�iatku polpriamky by bola
vstupn�m 
dajom kon	trukcie ur�uj
cim rovnak
 vzdialenos� kon	truova

n�ho bodu od danej priamky a dan�ho bodu� Rovnak
 funkciu by v pod

state mohla plni� aj ��seln� hodnota na n�kresni� Hl�adan� bod by mali
	tudenti zostroji� ako priese�n�k vhodnej kru�nice a rovnobe�ky� Zmenou
vstupn�ho 
daju� �i u� pohybom bodu po polpriamke alebo zmenou ��

selnej hodnoty na n�kresni sa zostrojen� bod bude pohybova�� ale v�dy
len po grafe kvadratickej funkcie� Mno�ina v	etk�ch bodov roviny� kto

r�ch vzdialenos� od bodu "!#  $ a priamky y � ! je rovnak� a graf funkcie
y � x��� � � predstavuj
 ten ist� 
tvar� t
 ist
 parabolu� V tejto f�ze
v�u�by by sa u� parabola mohla de�nova� ako mno�ina v	etk�ch bodov
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roviny s vy		ie uvedenou vlastnos�ou a tie� by sa mohli zavies� pojmy
ohnisko� riadiaca priamka� vn
torn� a vonkaj	ia oblas� paraboly�

V �al	�ch dvoch v�kresoch by sa mali 	tudenti zaobera� doty�nicou
paraboly a hl�ada� mo�nosti jej vyu�itia pri kon	trukcii paraboly� V�cho

diskom by pritom boli vedomosti 	tudentov o doty�nici kru�nice zopako

van� po�as evok�cie� Doty�nica kru�nice sa zvy�ajne de�nuje ako priamka�
ktor� m� s kru�nicou spolo�n� pr�ve jeden bod� Spolo�n� prienik priamky
a kru�nice obsahuj
ci pr�ve jeden bod je pritom len jednou z charak

teristick�ch vlastnost� doty�nice kru�nice� Pri jej kon	trukcii vyu��vame
ekvivalentn
 vlastnos�� �e v bode dotyku je doty�nica kolm� na 
se�ku
sp�jaj
cu bod dotyku so stredom kru�nice�

���
������

Obr� �

Analogicky� ako v pr�pade kru�nice� mo�no de�nova� aj doty�nicu pa

raboly� Nesta�� v	ak podmienka jedin�ho spolo�n�ho bodu priamky a pa

raboly� ale mus�me popritom �iada�� aby priamka okrem bodu dotyku ob

sahovala len body z vonkaj	ej oblasti paraboly� Rovnako ako pri kru�nici�
aj pri kon	trukcii doty�nice paraboly mo�no vyu�i� ekvivalentn
 de�n�ciu
doty�nice paraboly �vi� "&$�� Doty�nica paraboly v jej bode T je os uhla
FTT �� ktor� obsahuje vrchol paraboly� pri�om F je ohnisko paraboly a T �

je p%ta kolmice vedenej z dotykov�ho bodu T na riadiacu priamku �obr� &��
Na z�klade tejto de�n�cie maj
 	tudenti na v�krese so zostrojenou para

bolou skon	truova� jej doty�nicu v zvolenom bode paraboly� U�itel� by mal
upozorni� 	tudentov na 	peci�lny pr�pad pre dotykov� bod vo vrchole para

boly� �tudenti by mali zisti�� �e doty�nica je vtedy rovnobe�n� s riadiacou
priamkou a �e os paraboly nie je jej doty�nicou�
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Situ�ciu z predch�dzaj
ceho v�kresu mo�no aj oto�i�� 'al	ou 
lohou
	tudentov by preto bolo zostroji� na v�krese� ktor� obsahuje len ohnisko F
a riadiacu priamku d pr�slu	n
 parabolu� vyu�ij
c pritom vlastnosti jej
doty�n�c� �tudenti u� poznaj
 v	etky potrebn� inform�cie� ktor� by mali
vyu�i� pri kon	trukcii paraboly� Po zvolen� bodu T � na riadiacej priamke
mo�no zostroji� bod paraboly ako priese�n�k kolmice na riadiacu priamku
v bode T � s osou 
se�ky T �F �obr� ���

���
������

Obr� �

Re�exia
Aj ke� sme za�ali grafom kvadratickej funkcie� vo v	eobecnosti nemo�no

parabolu stoto�ni� s grafom kvadratickej funkcie� Na z�ver by boli 	tudenti
vyzvan�� aby sa pok
sili zostroji� parabolu� ktor� nie je grafom �iadnej
funkcie� Pri kon	trukcii paraboly by pritom mohli vyu�i� bu� vlastnosti
jej doty�n�c alebo de�n�ciu paraboly� Mali by zisti�� �e parabola je gra

fom funkcie len v pr�pade� ak je jej riadiaca priamka rovnobe�n� s osou x�
Vo v	etk�ch ostatn�ch pr�padoch existuje tak� kolmica na os x� ktor�
pretne parabolu v dvoch r�znych bodoch� To znamen�� �e jednej hodnote
premennej x s
 priraden� dve r�zne hodnoty premennej y� Opisovan� pa

rabola nie je grafom funkcie� Do	lo teda k zauj�mav�mu obratu� �tudenti
doteraz poznali parabolu len ako graf kvadratickej funkcie� Teraz sa v	ak
nau�ili de�nova� a zostroji� parabolu ako mno�inu v	etk�ch bodov v ro

vine� ktor� maj
 rovnak
 vzdialenos� od riadiacej priamky a od ohniska�
Podobne� ako pri kru�nici� je t�to de�n�cia z�kladom pre analytick� vyja

drenie l�ubovol�nej paraboly�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� � (



Kon�truktivistick� vyu�ovanie z pohl�adu bud�cich u�itel�ov ma�
tematiky

Aby princ�py kon	truktivizmu prenikali do 	kolskej praxe� je potrebn�
rozv�ja� schopnosti bud
cich u�itel�ov matematiky zameran� na pr�pravu
konkr�tnych kon	truktivisticky orientovan�ch vyu�ovac�ch hod�n� Nasa

dzovanie modern�ch IT pri inov�cii met�d a foriem v�u�by je jedn�m
z ciel�ov didaktick�ho predmetu Aplik�cia IT do vyu�ovania matematiky�
Tento jednosemestr�lny predmet je na na	ej fakulte povinn� pre bud
cich
u�itel�ov matematiky�

Jednou z 
loh� ktor� 	tudenti rie	ia po�as semestra� je vyu�itie princ�pov
kon	truktivizmu pri vypracovan� n�vrhu vyu�ovacej hodiny� ciel�om ktorej
je objavovanie nov�ch poznatkov experimentovan�m s dynamick�mi kon

	trukciami� V�stupom m� by� textov� dokument opisuj
ci ciele a priebeh
v�u�by spojen� s pripraven�mi pom�ckami vo forme v�kresov programu
Cabri� Jedn�m z v�sledkov anal�zy semin�rnych pr�c m��e by� prehl�ad
t�m� ktor� si 	tudenti vyberali pri tvorbe svojich n�vrhov v�u�by� Za

uj�mavo spracovan� n�vrhy sa t�kali najm% nasledovn�ch t�m� vlastnosti
trojuholn�ka� s
mernosti� osi 
tvarov� stredov� a obvodov� uhol� vz�jomn�
poloha dvoch 
tvarov� vlastnosti a grafy goniometrick�ch funkci��

Pre ilustr�ciu stru�ne predstav�me jednu pr�cu 	tudentky o strednej
prie�ke trojuholn�ka vyu�itel�n
 vo vyu�ovan� na z�kladnej 	kole� Po zopa

kovan� u� zn�mych poznatkov o trojuholn�ku by �iaci mali experimentova

n�m s dynamickou kon	trukciou objavi� vlastnosti strednej prie�ky� R�zne
skupiny �iakov by za�ali sk
man�m konkr�tnych typov trojuholn�kov a po

stupne by sa z�skan� v�sledky zov	eobecnili pre l�ubovol�n� trojuholn�k�

V etape re)exie sa bud
 rozv�ja� v%zby objaven�ch poznatkov na sk�r
osvojen� vedomosti o trojuholn�kovej nerovnosti� obvode a obsahu troju

holn�ka� *iaci by rie	ili nasledovn� 
lohy�

�� Zostrojte trojuholn�k� ktor�ho dve strany maj
 d��ku & cm a + cm

a stredn� prie�ka ur�en� ich stredmi m� d��ku�

a� ��& cm
b� ( cm
c� � cm�

 � Zostrojte trojuholn�k ABC a body P�Q�R ako stredy str�n trojuhol

n�ka ABC� Zistite� ak� vz�ah plat� medzi obvodmi a obsahmi trojuholn�kov
ABC a PQR�
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Pre kvalitnej	ie osvojenie nov�ch poznatkov by sa vyu�ila ich aplik�cia
vn
tri matematiky stimuluj
ca rozv�janie existuj
cich 	trukt
r poznatkov
u �iakov� *iaci by mali vyu�i� vlastnosti strednej prie�ky trojuholn�ka pri
rie	en� 
lohy� Dan� je lichobe�n�k ABCD a stredy jeho ramien P � Q�

N�jdite vz�ah medzi d��kou 
se�ky PQ a d��kami z�kladn� lichobe�n�ka

ABCD� Aj z obr�zka �obr� ,� je zrejm�� �e d��ka 
se�ky PQ je rovn�

polovici s
�tu d��ok z�kladn� lichobe�n�ka ABCD�

��������
Obr� �

Z�ver
Pri opisovan�ch n�metoch pre vyu�ovanie matematiky sme sa sna�ili

aplikova� princ�py kon	truktivistick�ho u�enia sa zalo�en�ho na interakcii
�iaka so stimuluj
cim u�ebn�m prostred�m umo��uj
cim objavovanie no

v�ch poznatkov� Z�klad u�ebn�ho prostredia tvoria dynamick� kon	trukcie
zostrojovan� a sk
man� v programe Cabri geometria� Pr�ve harmonick�
prepojenie modern�ch didaktick�ch te�ri� s IT by podl�a n�	ho n�zoru
mohla by� jedna z ciest inov�cie vyu�ovania matematiky�

L i t e r a t 
 r a

	
� Hejn�� M� � Ku�ina� F�� D�t�
 �kola a matematika� Konstruktivistick� p��stupy k vy�
u�ov�n�
 Port�l
 Praha
 ���
�

	�� Hejn�� M� � Novotn�� J� � Stehl	kov�� N�� Dvacet p�t kapitol z didaktiky matema�
tiky
 
� d�l� Univerzita Karlova v Praze
 �����

	�� Ku�ina� F�� Realismus konstruktivn�ch p��stup� k vyu�ov�n� matematice� Zborn�k
pr�spevkov z konferencie Matematika v �kole dnes a zajtra
 Katol�cka univerzita
Ru�omberok
 �����

	�� Steele� J� L� � Meredith� K� S� � Temple� Ch�� R�mec pre kritick� myslenie vo
vyu�ovan�� Projekt Orava
 Bratislava
 
����

	�� Urban� A�� Deskriptivn� geometrie 
� SNTL Nakladatelstv� technick� literatury

Praha
 
����
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��� ro�n�k Matematick� olympi�dy 	

����
��

�lohy dom�c�ho kola kategorie P

������

-e	en� ka�d�ho p.�kladu mus� obsa

hovat podrobn� popis pou�it�ho algo

ritmu� zd/vodn0n� jeho spr�vnosti a dis

kusi o efektivit0 zvolen�ho .e	en� �tzn�
posouzen� �asov�ch a pam0�ov�ch n�

rok/ programu��

V 
loh�ch P
I
�� P
I
 a P
I
( je t.eba
k .e	en� p.ipojit odlad0n� program za


psan� v jazyce Pascal� C nebo C��� Program se odevzd�v� v p�semn�
form0 �jeho v�pis je tedy sou��st� .e	en�� i elektronicky �na CD� na dis

ket0� p.�padn0 po dohod0 lze i zaslat e
mailem�� aby bylo mo�n� otestovat
jeho funk�nost� Slovn� popis .e	en� mus� b�t ov	em jasn� a srozumiteln��
ani� by bylo nutno nahl�dnout do zdrojov�ho textu programu� V 
loze
P
I
� je nutnou sou��st� .e	en� 
pln� popis v	ech pou�it�ch p.ekl�dac�ch
stroj/�

-e	en� 
loh dom�c�ho kola MO kategorie P vypracujte a odevzdejte
bu� ve 	kole� nebo za	lete p.�mo va	� krajsk� komisi MO� nejpozd0ji do
�&� ���  !!,� Vzorov� .e	en� 
loh naleznete po tomto datu na Internetu
na adrese http���mo�m	�cuni�cz�� Na stejn�m m�st0 jsou st�le k dispozici
ve	ker� aktu�ln� informace o sout0�i a tak� archiv sout0�n�ch 
loh a v�

sledk/ minul�ch ro�n�k/�

P�I�� O zd�nliv�m kopci

Franta a Pep�k se chystali na v�let� Vymysleli si trasu� kudy spolu
p/jdou� potom ka�d� vyt�hnul svoji mapu a za�al si v n� trasu prohl��et�
N0kter� body� kter�mi trasa vedla� m0ly v map�ch vyzna�enu nadmo.skou
v�	ku�

1To je zaj�mav��2 .ekl po chv�li Franta� 1Kdy� se d�v�m jen na nadmo.

sk� v�	ky bod/� kter�mi budeme proch�zet� vypad� to� �e p/jdeme jenom
p.es jeden kopec � nejprve nahoru a potom dol/�2
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1Ale kdepak� to nen� pravda�2 podivil se Pep�k�
Za chv�li zjistili� kde vzniknul probl�m� m0li r/zn0 p.esn� mapy� N0


kter� nadmo.sk� v�	ky bod/� kter� byly na Pep�kov0 map0 vyzna�eny� na
Frantov0 map0 chyb0ly�

Sout�	n
 �loha� Napi	te program� kter� dostane na vstupu seznam nad

mo.sk�ch v�	ek z Pep�kovy mapy a zjist�� kolik nejv�	e z nich m/�e b�t
vyzna�eno i na Frantov0 map0�

Form�t vstupu� Prvn� .�dek vstupu obsahuje jedno cel� ��slo N �� �
N � �!! !!!� � po�et t0ch bod/ na trase v�letu� kter� maj� na Pep�kov0
map0 vyzna�enou nadmo.skou v�	ku� Dal	� .�dky obsahuj� celkem N ce

l�ch ��sel z rozsahu � a� � !!! !!! !!! � nadmo.sk� v�	ky t0chto bod/
�v n0jak�ch v�m nezn�m�ch jednotk�ch�� V�	ky jsou uvedeny v po.ad��
jak po sob0 n�sleduj� na trase v�letu�

Form�t v�stupu� V�stupem bude jedin� cel� ��slo K � nejv0t	� po�et
nadmo.sk�ch v�	ek z Pep�kovy mapy� kter� mohly b�t vyzna�eny i na
Frantov0 map0�

Jestli�e a�� � � � � aK jsou v�	ky vyzna�en� na Frantov0 map0� pak mus�
spl�ovat n�sleduj�c� podm�nku� pro n0jak� i z mno�iny f�� � � � �Kg mus�
platit �j � f�� � � � � i� �g � aj � aj�� a z�rove� �j � fi� � � � �K � �g � aj �
aj���

P

klad�
vstup� v�stup�
�� �

��� ��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ��� ��� Jedna mo
nost� jak mohly vypadat nadmo�sk�
��� ��� v�
ky na Frantov� map��

�����������������������������������

P�I�� Rezervace m
stenek

1V hor�ch se na	lo zlato32 	eptali si lid� v 	irok�m okol� u� n0kolik
t�dn/� Ti s dobrodru�n0j	� povahou si u� balili v0ci a m�.ili p.�mo do hor�
do legendami op.eden� oblasti zvan� Horn� Klond�k�

Kdy� ale Horn� Klond�k zaplavila vlna nov�ch zlatokop/� nastal ne�e

kan� probl�m� Jedin� m�stn� vl��ek� kter� v Klond�ku m0li� byl najednou
tak p.ecpan�� �e se do n0j polovina z�jemc/ ani neve	la� A nedivte se�
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�e zlatokopa� kter� se �ene za co nejv�hodn0j	� parcelou� n0co takov�ho
po.�dn0 rozzlob��

Kdy� u� se zd�lo� �e zanedlouho dojde na ka�d� �elezni�n� stanici ke kr

veprolit�� dostali �elezni��.i sp�sonosn� n�pad� Budou na vl��ek prod�vat
m�stenky�

Sout�	n
 �loha� Napi	te program� kter� bude zpracov�vat rezervace m�st
na jednu j�zdu vlaku� Tra� vlaku m� N � � stanic� kter� si o��slujeme od
! do N v po.ad�� jak na trati le��� Ve vlaku je M m�st� tak�e mezi ka�dou
dvojic� po sob0 n�sleduj�c�ch stanic m/�e jet vlakem nejv�	eM zlatokop/�

V�	 program mus� postupn0 zpracovat n0kolik po�adavk/ na rezervaci
m�st� Ka�d� po�adavek je tvaru 1x lid� chce jet ze stanice y do stanice
z�2 Pokud je je	t0 na ka�d�m 
seku trati mezi stanicemi y a z ve vlaku
aspo� x m�st voln�ch� v�	 program takov�to po�adavek p.ijme� v opa�n�m
p.�pad0 ho odm�tne�

Form�t vstupu� Prvn� .�dek vstupu obsahuje t.i cel� ��sla N � M a P
�� � N�M�P � �!! !!!� � po�et 
sek/ trati� po�et m�st ve vlaku a po�et
po�adavk/ na rezervaci�

N�sleduje P .�dk/� ka�d� z nich popisuje jeden po�adavek na rezervaci
v po.ad�� v jak�m byly tyto po�adavky zad�ny� P.esn0ji� i
t� z t0chto
.�dk/ obsahuje t.i cel� ��sla xi� yi� zi odd0len� mezerami �� � xi � M �
! � yi � zi � N�� V�znam t0chto hodnot byl pops�n v�	e�

Form�t v�stupu� Pro ka�d� po�adavek vypi	te na v�stup jeden .�dek
a na n0m bu� .et0zec prijat� jestli�e p.�slu	n� po�adavek bylo je	t0 mo�n�
splnit� nebo .et0zec odmitnut� pokud u� ve vlaku nebylo dost voln�ch m�st�

P

klad�
vstup� v�stup�
� 	 	 prijat

� � � prijat

� � � odmitnut

� � � odmitnut

� � � prijat

	 � � prijat

� � �

Po p.ijet� prvn�ch dvou po�adavk/ v�me� �e v 
sec�ch mezi stanicemi
� a  a mezi stanicemi  a ( z/stanou u� jen dv0 voln� m�sta� Proto
mus�me odm�tnout n�sleduj�c� dv0 troj�lenn� skupiny� kter� cht0j� cestovat
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i na t0chto 
sec�ch trat0� Posledn� dva po�adavky op0t m/�eme splnit�
U prvn�ho z nich je to z.ejm�� u druh�ho n�m ve stanici ( vystoup� dostatek
lid� na to� aby se na posledn� 
sek trati uvolnila p.esn0 pot.ebn� �ty.i
m�sta�

P�I�� Fibonacciho soustava

Fibonacciho posloupnost vypad� n�sledovn0�

!� �� ��  � (� &� +� �(�  �� (�� &&� +�� � � �

Sestroj�me ji tak� �e prvn�mi dv0ma �leny posloupnosti jsou ! a � a ka�d�
n�sleduj�c� �len posloupnosti je sou�tem dvou p.edch�zej�c�ch� Matema

ticky zaps�no�

F� � !

F� � �

Fn�� � Fn�� � Fn ��n � !�

Pod�vejme se nyn� na to� jak funguj� pozi�n� ��seln� soustavy� Pozi�n�
��seln� soustava je ur�ena dv0ma 
daji� mno�inou pou��van�ch cifer a po

sloupnost�� kter� pro ka�dou pozici v z�pisu ��sla ud�v� hodnotu� j�� se
p.�slu	n� cifra n�sob��

Nap.�klad na	e des�tkov� soustava pou��v� mno�inu cifer f!� ��  � � � � � �g
a jednotliv� pozice v ��sle maj� hodnoty �zprava doleva� �� �!� �!!� �!!!�
� � �

Fibonacciho ��seln� soustava je pozi�n� ��seln� soustava� kter� pou��v�
pouze cifry ! a � a v n�� jsou hodnoty jednotliv�ch pozic postupn0 rovny
�len/m Fibonacciho posloupnosti �po��naje ��slem F� � ��� Tedy nap.�klad
z�pis �!!�� ve Fibonacciho soustav0 p.edstavuje ��slo � � +� ! � &� ! � (�
�� �  � � � � � ���

Na rozd�l od b0�n�ch ��seln�ch soustav ve Fibonacciho soustav0 nemaj�
n0kter� ��sla jednozna�n� z�pis� Nap.�klad tak� z�pis �!�!! p.edstavuje
��slo ���

Sout�	n
 �loha�
a� �� body� Z�pis ��sla ve Fibonacciho soustav0 nazveme p�kn�� jestli�e

se v n0m nikde nevyskytuj� dv0 po sob0 jdouc� jedni�ky� Doka�te� �e
ka�d� p.irozen� ��slo m� ve Fibonacciho soustav0 pr�v0 jeden p0kn�
z�pis� Napi	te program� kter� ze vstupu p.e�te p.irozen� ��slo N
a vyp�	e jeho p0kn� z�pis�
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b� �� bod�� Napi
te program� kter� pro dan� k� A a B spo��t�� kolik
��sel z mno
iny fA�A � �� � � � � Bg m� ve sv�m p�kn�m z�pisu pr�v�
k jedni�ek�

Form�t vstupu�
V ��sti a� je na vstupu jedin� p.irozen� ��sloN �� � N � � !!! !!! !!!��
V ��sti b� jsou na vstupu t.i p.irozen� ��sla k� A a B �� � k � (!�

� � A � B � � !!! !!! !!!��

Form�t v�stupu�
V ��sti a� vypi	te na jeden .�dek .et0zec nul a jedni�ek� kter� p.edsta


vuje p0kn� z�pis ��sla N �
V ��sti b� vypi	te jedno cel� ��slo � po�et ��sel ze zadan�ho intervalu�

kter� maj� ve sv�m p0kn�m z�pisu pr�v0 k jedni�ek�

P

klady pro ��st a�
vstup �� v�stup ��
�� �����

vstup �� v�stup ��
������ �������������������������

P

klady pro ��st b�
vstup �� v�stup ��
� � �� �

�Pro k � � je v�stupem po�et Fibonacciho ��sel v dan�m rozsahu� V za

dan�m rozsahu le�� Fibonacciho ��sla &� + a �(��

vstup �� v�stup ��
� � �� 	

vstup �� v�stup ��
� ������ ������ 
���

P�I�� P
ekl�dac
 stroje

V tomto ro�n�ku olympi�dy budeme pracovat s p.ekl�dac�mi stroji�
Ve studijn�m textu uveden�m za zad�n�m 
lohy jsou tyto stroje popsan��

Sout�	n
 �loha�
a� �� bod� V	imn0te si p.ekl�dac�ch stroj/ B a C z p.�klad/ ve studij


n�m textu� Tyto dva stroje zjevn0 prov�d0j� p.eklad 1opa�n�mi sm0ry2�
Mohli bychom proto o�ek�vat� �e plat� n�sleduj�c� tvrzen��

�(! Matematika � fyzika � informatika �� ���������



Nech� M je libovoln� �t.eba i nekone�n�� mno�ina� jej�mi� prvky jsou
n0jak� .et0zce p�smen a� e a i� Potom C�B�M�� � M � Slovn0 pops�no�
Kdy� vezmeme mno�inu M � p.elo��me ji pomoc� stroje B a v�sledek
p.elo��me pomoc� C� dostaneme p/vodn� mno�inu�
Pokud toto tvrzen� skute�n0 plat�� doka�te ho� Pokud ne� najd0te pro

tip.�klad�

b� �� bod� Tot�� jako v p.edch�zej�c� ��sti� jenM obsahuje .et0zce tvo.en�
znaky a � a zaj�m� n�s� zda mus� platit B�C�M�� � M �

c� �� body� -ekneme� �e .et0zec je zaj�mav�� jestli�e obsahuje pouze p�s

mena a a b� p.i�em� p�smen a je dvojn�sobn� po�et ne� p�smen b� Nech�
X je mno�ina v	ech zaj�mav�ch .et0zc/� Tedy nap.�klad aaabab � X �
ale baba �� X �
Nech� Y je mno�ina v	ech .et0zc/� kter� obsahuj� nejprve n0kolik p�smen
a a za nimi trojn�sobn� mno�stv� p�smen b� Tedy nap.�klad abbb � Y �
ale aaabab �� Y �
Sestrojte p.ekl�dac� stroj� kter� p.elo�� X na Y �

d� �� bod�� Na za��tku m�me mno�inu M�� je� obsahuje v	echny takov�
.et0zce tvo.en� z p�smen a� b� kter� obsahuj� stejn� po�et p�smen a jako
b� Tedy nap.�klad abbbaa �M�� ale aabab ��M��
Nov� mno�iny m/�eme sestrojovat n�sleduj�c�mi operacemi�

� p.ekladem n0jak� ji� sestrojen� mno�iny n0jak�m strojem �m/�eme
pou��t poka�d� jin� stroj��

� sjednocen�m dvou ji� sestrojen�ch mno�in�
� pr/nikem dvou ji� sestrojen�ch mno�in�

Proveden�m co nejmen	�ho po�tu operac� sestrojte mno�inu G� kter�
obsahuje pr�v0 v	echny .et0zce� v nich� je nejprve n0kolik p�smen a� potom
stejn� po�et p�semen b� a nakonec stejn� po�et p�smen c� Tedy nap.�klad
aabbcc � G� ale abcc �� G� a ani bac �� G�

Studijn
 text�
P�ekl�dac� stroj p.ij�m� na vstupu .et0zec znak/� Tento .et0zec po


stupn0 �te a podle p.edem zvolen� soustavy pravidel �tedy podle sv�ho
programu� ob�as n0jak� znaky zap�	e na v�stup� Kdy� stroj zpracuje cel�
vstupn� .et0zec a 
sp0	n0 ukon�� sv/j v�po�et� vezmeme .et0zec znak/
zapsan� na v�stup a nazveme ho p�ekladem vstupn�ho .et0zce�

V�po�et stroje nemus� b�t jednozna�n0 ur�en� Jin�mi slovy� soustava
pravidel m/�e n0kdy stroji umo�nit� aby se rozhodl o dal	�m postupu v�
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po�tu� V takov�m p.�pad0 se m/�e st�t� �e n0kter� .et0zec bude m�t v�ce
r/zn�ch p.eklad/�

Naopak� m/�e se st�t� �e v ur�it� situac� se podle dan�ch pravidel ne

bude moci v p.ekladu pokra�ovat v/bec� V takov�m p.�pad0 se m/�e st�t�
�e n0kter� .et0zec nebude m�t v/bec ��dn� p.eklad�

Form�ln�j�
 de�nice p
ekl�dac
ho stroje
Ka�d� p.ekl�dac� stroj pracuje nad n0jakou p.edem zvolenou kone�nou

mno�inou znak/� Tuto mno�inu znak/ budeme naz�vat abeceda a zna�it
4� V sout0�n�ch 
loh�ch bude v�dy 4 zn�ma ze zad�n� 
lohy� Abeceda
nebude nikdy obsahovat znak 5� ten budeme pou��vat k ozna�en� konce
vstupn�ho .et0zce�

Stroj si m/�e b0hem p.ekladu .et0zce pamatovat informaci kone�n�
velikosti� Form�ln0 tuto skute�nost de�nujeme tak� �e stroj se v ka�d�m
okam�iku p.ekladu nach�z� v jednom z kone�n� mnoha stav/� Nutnou sou

��st� programu p.ekl�dac�ho stroje je tedy n0jak� kone�n� mno
ina stav��
v nich� se stroj m/�e nach�zet� Tuto mno�inu ozna��me K� Krom0 sa

motn� mno�iny stav/ je tak� t.eba uv�st� ve kter�m stavu se stroj nach�z�
na za��tku ka�d�ho p.ekladu� Tento stav nazveme po��te�n� stav�

Program stroje se skl�d� z kone�n�ho po�tu p.ekladov�ch pravidel�
Ka�d� pravidlo m� tvar �tve.ice �p� u� v� q�� kde p� q � K jsou n0jak� dva
stavy a u� v jsou n0jak� dva .et0zce znak/ z abecedy 4�

Stavy p a q mohou b�t i stejn�� -et0zec u m/�e b�t tvo.en jedin�m
znakem 5� -et0zce u a v mohou b�t i stejn�� N0kter� z t0chto .et0zc/
m/�e b�t p.�padn0 pr�zdn��

Aby se program l�pe �etl� budeme m�sto pr�zdn�ho .et0zce ps�t sym

bol ��

P.ekladov� pravidlo m� n�sleduj�c� v�znam� 1Kdy� je stroj pr�v0 ve
stavu p a dosud nep.e�ten� ��st vstupu za��n� .et0zcem u� m/�e stroj tento
.et0zec ze vstupu p.e��st� na v�stup zapsat .et0zec v a zm0nit sv/j stav na
q�2 V	imn0te si� �e pravidlo tvaru �p� �� v� q� m/�eme pou��t v�dy� kdy� se
stroj nach�z� ve stavu p� bez ohledu na to� jak� znaky je	t0 z/st�vaj� na
vstupu�

Je	t0 pot.ebujeme stanovit� kdy p.eklad 
sp0	n0 skon�il� V prvn� .ad0
budeme po�adovat� aby p.ekl�dac� stroj p.e�etl cel� vstupn� .et0zec�
Krom0 toho umo�n�me stroji 1odpov0d0t2� zda se mu p.eklad poda.il nebo
ne� To za.�d�me tak� �e n0kter� stavy stroje ozna��me jako koncov� stavy�
Mno�inu v	ech koncov�ch stav/ budeme zna�it F �
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Form�ln
 de�nice p
ekl�dac
ho stroje
P.ekl�dac� stroj je uspo.�dan� p0tice �K�4� P� q�� F �� kde 4 a K jsou

kone�n� mno�iny� q� � K� F � K a P je kone�n� mno�ina p.eklado

v�ch pravidel popsan�ch v�	e� P.esn0ji� nech� 4� je mno�ina v	ech .e

t0zc/ tvo.en�ch znaky ze 4� potom P je kone�n� podmno�ina mno�iny
K 	 �4� 
 f5g�	 4� 	K�

�Pro ka�d� q � K budeme mno�inu pravidel� jejich� prvn� slo�kou je q�
naz�vat 1p.ekladov� pravidla ze stavu q2��

Chceme
li de�novat konkr�tn� p.ekl�dac� stroj� mus�me uv�st v	ech p0t
v�	e uveden�ch objekt/�

Kdy� u� m�me de�nov�n konkr�tn� stroj A � �K�4� P� q�� F �� m/�eme
ur�it� jak tento stroj p.ekl�d� konkr�tn� .et0zec� Uvedeme nejprve form�ln�
de�nici a potom ji slovn0 vysv0tl�me�

Mno�ina platn�ch p�eklad� .et0zce u p.ekl�dac�m strojem A je�

A�u� �
n
v
��� �n � !��p�� u�� v�� r��� � � � � �pn� un� vn� rn� � P �

��i � f�� � � � � n� �g � ri � pi��� � p� � q� � rn � F �

� �k � ! � u�u� � � � un � u 5 � � � 5� �z �
k

� v�v� � � � vn � v
o
�

De�nice stanov�� kdy je .et0zec v p.ekladem .et0zce u� Vysv0tl�me si slovn0
v�znam jednotliv�ch .�dk/ de�nice�

� Prvn� .�dek .�k�� �e aby se dalo u p.elo�it na v� mus� existovat n0jak�
posloupnost p.ekladov�ch pravidel� kterou p.i tomto p.ekladu pou

�ijeme� Dal	� dva .�dky popisuj�� jak tato posloupnost mus� vypadat�

� Druh� .�dek zabezpe�uje� aby stavy v pou�it�ch pravidlech byly
spr�vn�� Prvn� pravidlo mus� b�t pravidlem z po��te�n�ho stavu�
ka�d� dal	� pravidlo mus� b�t pravidlem z toho stavu� do n0ho� se
stroj dostal pou�it�m p.edch�zej�c�ho pravidla� Nav�c stav� v n0m� se
bude stroj nach�zet po skon�en� v�po�tu� mus� b�t koncov��

� Posledn� .�dek popisuje .et0zce� kter� stroj p.i pou�it� doty�n�ch
p.ekladov�ch pravidel �te a zapisuje� -et0zec� kter� p.i pou�it� t0chto
pravidel stroj p.e�te ze vstupu� mus� b�t skute�n0 zadan�m .et0zcem
u� p.�padn� m/�e b�t zprava dopln0n vhodn�m po�tem znak/ 5�
-et0zec� kter� stroj zap�	e na v�stup� mus� b�t p.esn0 .et0zcem v�
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K �emu budeme pou	
vat p
ekl�dac
 stroje�
P.ekl�dac� stroje n�m budou slou�it k z�sk�n� p.ekladu jedn� mno�iny

.et0zc/ na jinou mno�inu .et0zc/� Jestli�e A je p.ekl�dac� stroj a M � 4�

n0jak� mno�ina .et0zc/� potom p.eklad mno�iny M strojem A je mno�ina

A�M� �
�
u�M

A�u��

Jin�mi slovy� v�slednou mno�inu A�M� sestroj�me tak� �e vezmeme v	ech

ny .et0zce z M a pro ka�d� z nich p.id�me do A�M� v	echny jeho platn�
p.eklady�

P

klad �
M0jme abecedu 4 � f!� � � � � �g� Nech� M je mno�ina v	ech .et0zc/�

kter� p.edstavuj� z�pisy kladn�ch cel�ch ��sel v des�tkov� soustav0� Se

stroj�me p.ekl�dac� stroj A� pro kter� bude platit� �e p.ekladem t�to mno

�iny M bude mno�ina z�pis/ v	ech kladn�ch cel�ch ��sel� kter� jsou d0li

teln� t.emi�

�e�en

Nejjednodu		� bude prost0 vybrat z M ta ��sla� kter� jsou d0liteln�

t.emi� N�	 p.ekl�dac� stroj bude kop�rovat cifry ze vstupu na v�stup� p.i

�em� si bude pomoc� stavu pamatovat� jak� zbytek po d0len� t.emi d�v�
dosud p.e�ten� �a zapsan�� ��slo� Nach�z�
li se po do�ten� vstupu ve stavu
odpov�daj�c�m zbytku !� p.ejde do koncov�ho stavu�

Form�ln0 A bude p0tice �K�4� P� !� F �� kde K � f!� ��  � endg� F �
� fendg a p.ekladov� pravidla vypadaj� n�sledovn0�

P �
n
�x� y� y� z�

��� x � f!� ��  g � y � 4 � z �

� ��!x� y� mod (
o



n
�!� 5� �� end�

o
�

P

klad �
M0jme abecedu 4 � fa� e� i� �� g� Sestroj�me p.ekl�dac� stroj B� pro

kter� bude platit� �e p.ekladem libovoln� mno�iny M � kter� obsahuje
pouze .et0zce z p�smen a� e a i� bude mno�ina stejn�ch .et0zc/ zapsan�ch
v morseovce �bez odd0lova�/ mezi znaky�� Z�pisy na	ich p�smen v morse

ovce vypadaj� n�sledovn0� a je � � e je � a i je ���
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Nap.�klad mno�inu M � fae� eea� iag by n�	 stroj m0l p.elo�it na mno

�inu f� �� � � � g� �V	imn0te si� �e .et0zce eea a ia maj� v morseovce bez
odd0lova�/ stejn� z�pis��

�e�en

P.ekl�dac� stroj B bude ��st vstupn� .et0zec po znac�ch a v�dy zap�	e

na v�stup k�d p.e�ten�ho znaku�
Form�ln0 B bude p0tice �K�4� P�
� F �� kde K � f
g� F � f
g a p.e


kladov� pravidla vypadaj� takto�

P � f�
� a� � �
�� �
� e� ��
�� �
� i� ���
�g�

V	imn0te si� �e nepot.ebujeme nijak zvl�	� kontrolovat� zda jsme na
konci vstupu� B0hem cel�ho p.ekladu je toti� stroj v koncov�m stavu� tak�e
jakmile p.e�te posledn� znak ze vstupu� bude vytvo.en� p.eklad platn��

P

klad �
M0jme abecedu 4 � fa� e� i� �� g� Sestroj�me p.ekl�dac� stroj C� pro

kter� bude platit� �e p.ekladem libovoln� mno�iny M � kter� obsahuje
pouze .et0zce tvo.en� znaky � a � bude mno�ina v
ech .et0zc/ z p�s

men a� e a i� jejich� z�pisy v morseovce �bez odd0lova�/ mezi znaky� jsou
obsa�eny v mno�in0 M � Nap.�klad mno�inu M � f� �� � � � g by n�	
stroj m0l p.elo�it na fae� eea� iag�

�e�en

Na	emu p.ekl�dac�mu stroji d�me mo�nost rozhodnout se v ka�d�m

okam�iku p.ekladu� �e bude ��st k�d n0jak�ho p�smena a zap�	e na v�stup
toto p�smeno� Potom ka�d� mo�nosti� jak lze rozd0lit vstupn� .et0zec na
k�dy p�smen� bude odpov�dat jeden platn� p.eklad�

Form�ln0 C bude p0tice �K�4� P��� F �� kde K � f�g� F � f�g a p.e

kladov� pravidla vypadaj� n�sledovn0�

P � f��� � � a���� ��� �� e���� ��� ��� i���g�

Uk��eme si� jak mohl prob�hat p.eklad .et0zc/ z v�	e uveden� mno

�iny M � Existuj� tyto t.i mo�nosti�

��� � � a���� ��� �� e���
��� ��� i���� ��� � � a���
��� �� e���� ��� �� e���� ��� � � a���
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Kdybychom zkusili pro libovoln� vstupn� .et0zec zM pou��t p.ekladov�
pravidla v jin�m po.ad� � nap.� pro vstup � � � pou��t t.ikr�t pravidlo
��� �� e��� � nepoda.� se n�m do��st vstupn� .et0zec a� do konce�

P

klad �
M0jme abecedu 4 � fa� b� cg� Nech� mno�ina X obsahuje pr�v0 v	echny

.et0zce� v nich� je obsa�en stejn� po�et znak/ a a b� Tedy nap.�klad
abbccac � X � ale cbaa �� X �

Nech� mno�ina Y obsahuje pr�v0 v	echny .et0zce� kter� neobsahuj�
��dn� a� neobsahuj� pod.et0zec bc� a p�smen c je dvakr�t v�ce ne� p�smen
b� Tedy nap.�klad ccccbb � Y � ale cccbcb �� Y a acacba �� Y �

Sestroj�me p.ekl�dac� stroj D� kter� p.elo�� X na Y �

�e�en

Budeme p.ekl�dat jenom n0kter� vhodn� .et0zce z mno�iny X � Budou

to ty .et0zce� kter� neobsahuj� ��dn� c a v	echna a v nich p.edch�zej� v	em
znak/m b� Takov�to .et0zec p.elo��me tak� �e nejprve ka�d� a p.ep�	eme na
cc� a potom zkop�rujeme na v�stup v	echna b� Tedy nap.�klad p.ekladem
slova aabb bude slovo ccccbb�

Form�ln0 D bude p0tice �K�4� P� �ti�a� F �� kde K � f�ti�a� �ti�bg�
F � f�ti�bg a p.ekladov� pravidla vypadaj� takto�

P � f��ti�a� a� cc� �ti�a�� ��ti�a� �� �� �ti�b�� ��ti�b� b� b� �ti�b�g�

Pro� tento p.ekl�dac� stroj funguje� Kdy� vstupn� .et0zec obsahuje n0

jak� p�smeno c� p.i jeho p.ekl�d�n� se u prvn�ho v�skytu c n�	 stroj zastav��
Proto takov� .et0zce nemaj� ��dn� platn� p.eklad� Podobn0 nemaj� platn�
p.eklad .et0zce� v nich� nen� dodr�eno po.ad� p�smen a a b� Po p.e�ten� n0

jak� posloupnosti p�smen a p.ejde stroj pomoc� druh�ho pravidla do stavu
�ti�b� a pokud se pot� je	t0 objev� na vstupu a� stroj se zastav��

Platn� p.eklady tedy existuj� skute�n0 pouze pro slova v�	e popsan�ho
tvaru� Je zjevn�� �e p.ekladem ka�d�ho z nich z�sk�me n0jak� .et0zec z Y �
tak�e D�X� � Y � Naopak� vybereme
li si libovoln� slovo z Y � snadno
najdeme slovo z X � kter� se na n0j p.elo��� Proto tak� Y � D�X�� tak�e
Y � D�X��

�Autorkou �vodn� ilustrace je Mgr� Jaroslava �erm�kov� z Hlinska v �ech�ch��
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