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Konstrukcia paraboly
Navodenie problémovej situdcie

Druhy ndmet by mohol byt zaradeny do vyucby v obdobi, ked $tudenti
poznaji analytické vyjadrenie kruznice, ale parabolu spajaja len s gra-
fom kvadratickej funkcie. Ulohou zostrojit parabolu bez pouzitia jej funkeé-
ného predpisu st v8ak konfrontovani so syntetickym pristupom k tejto ku-
zelosecke. Ten vyzaduje od Studentov sktimanie paraboly a objavenie jej
charakteristickych vlastnosti vyuzitelnych pri jej konstrukcii. Na tvod by
mohla byt studentom predostreta nasledujica problémova situicia. Vojak

strazi pozemok tvaru obdlZznika. Jednu stranu chraneného Gizemia pritom
tvori zakop. Uprostred pozemku sa nachddza zariadenie sliziace na vyhla-
senie poplachu. V zavislosti od vzniknutej situacie spojenej s narusenim
strédzeného priestoru sa ma vojak rozhodnatf medzi dvoma moznostami.
Bud pribehne k spominanému zariadeniu a spusti poplach, alebo sa bezi
kryt do zdkopu. Aky tvar by mala mat trajektoria jeho pohybu po po-
zemku pocas sluzby, aby v kazdom okamihu mohol dobehnut za rovnaky
cas k poplasnému zariadeniu aj ku zdkopu? V tejto ivodnej etape by od-
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poved na otézku, ¢i by sa pohyboval po tsecke alebo po nejakej zlozitejsej
krivke, ostala otvorend.

Evokdcia

Evokécia by bola zamerand na zopakovanie savislosti medzi predpisom
kvadratickej funkcie a tvarom a umiestnenim jej grafu — paraboly. Doraz
by sa pritom kladol hlavne na koeficient kvadratického ¢lena. Vhodné sa
nam javi vyuzitie vykresu programu Cabri, ktory by obsahoval predpis
kvadratickej funkcie spolu s odpovedajicim grafom a umozioval by me-
nif koeficienty tejto funkcie. Uplne by sme pri tomto opakovani vystagili
s kvadratickou funkciou bez linedrneho ¢lena. Okrem toho by sa zopakovali
vlastnosti kruznice a ekvidistanty priamky. Pri kruznici by sa spomenuli
aj charakteristické vlastnosti jej dotycnice.

Uvedomenie si vyznamu

Studenti by mali najprv postupne, prostrednictvom troch vykresov pro-
gramu Cabri, objavit charakteristickii vlastnost paraboly ako mnoziny
vSetkych bodov roviny, ktoré maju rovnaka vzdialenost od daného bodu
a danej priamky. Spoloénymi objektmi pre vSetky tri vykresy st stradni-
cova sustava a v nej zakreslend parabola, ktord predstavuje graf kvadra-
tickej funkcie: y = 2%/4 + 1.

Prvy vykres obsahuje aj dve kruznice so stredmi na parabole dotyka-
juce sa osi x, ktord predstavuje riadiacu priamku skiimanej paraboly. Obe

Obr. 4
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tieto kruznice st pritom upevnené a nemozno s nimi pohybovat. Ulohou
Studentov by bolo zostrojit tretiu kruznicu s rovnakymi vlastnostami so
stredom P, ktory mozno postvat len po parabole (obr. 4). Studenti si
zrejme v8imnu, ze vSetky tri kruznice sa bez ohladu na polohu stredu
poslednej zostrojenej kruznice pretinaja v bode [0; 2] (ohnisko). K dosledku
tejto skutoénosti, Ze body paraboly (stredy kruznic) st rovnako vzdialené
od bodu [0; 2] ako aj od osi &, by mali prist Studenti samostatne, alebo
ich k tomu ucitel moéze doviest pomocou vhodne zvolenych otazok.

V tomto $tadiu vyucby by sa ako prirodzend javila otazka, ¢i existuja
body mimo paraboly s rovnakou vlastnostou. Na vySetrenie tohto pro-
blému poslazi druhy vykres, ktory navySe obsahuje voIny bod X a farebne
odlisené ¢iselné hodnoty predstavujtce jeho vzdialenosti od osi  a od bodu
[0; 2]. Pohybovanim bodom X a sledovanim vzdialenosti by Studenti zistili,
ze jedine pre body paraboly s tieto vzdialenosti rovnaké. Ocakavame, ze
Studenti by sa mohli dopracovat k nasledovnym hypotézam:

e Parabola je mnozinou vSetkych bodov roviny, ktoré maji rovnaki
vzdialenost od daného bodu a danej priamky.

e Parabola rozdeluje rovinu na tri casti. Jednu tvoria body samotnej pa-
raboly, dal§ie dve Casti body, ktorych vzdialenost od daného bodu je

.....

Vzdialenost Tubovolného bodu paraboly od danej priamky a daného
bodu je sice rovnaké, ale pre rozne body paraboly sa meni od urcitej
minimalnej hodnoty, ktora je uréend parametrom paraboly. V tretom vy-
krese by mali preto $tudenti za tlohu zostrojit pre rézne hodnoty vzdiale-
nosti bod, ktory je rovnako vzdialeny od osi z aj od bodu [0; 2]. Zmenu
hodnét vzdialenosti by mohli realizovat prostrednictvom bodu viazaného
na nejaka polpriamku. Jeho vzdialenost od pociatku polpriamky by bola
vstupnym tdajom konstrukcie ur¢ujicim rovnaki vzdialenost konstruova-
ného bodu od danej priamky a daného bodu. Rovnaku funkciu by v pod-
state mohla plnif aj ¢iselnd hodnota na nakresni. Hladany bod by mali
Studenti zostrojit ako priese¢nik vhodnej kruznice a rovnobezky. Zmenou
vstupného udaju, ¢i uz pohybom bodu po polpriamke alebo zmenou ¢i-
selnej hodnoty na ndkresni sa zostrojeny bod bude pohybovat, ale vzdy
len po grafe kvadratickej funkcie. Mnozina vSetkych bodov roviny, kto-
rych vzdialenost od bodu [0; 2] a priamky y = 0 je rovnaka a graf funkcie
y = 2?/4 + 1 predstavuja ten isty atvar, ti istG parabolu. V tejto faze
vyuCby by sa uZz parabola mohla definovat ako mnozina v8etkych bodov
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roviny s vysSie uvedenou vlastnostou a tiez by sa mohli zaviest pojmy
ohnisko, riadiaca priamka, vnatorné a vonkajsia oblast paraboly.

V dalsich dvoch vykresoch by sa mali Studenti zaoberat doty¢nicou
paraboly a hfadat moZnosti jej vyuzitia pri kon$trukcii paraboly. Vycho-
diskom by pritom boli vedomosti Studentov o dotycnici kruznice zopako-
vané pocas evokécie. Doty¢nica kruZnice sa zvycajne definuje ako priamka,
ktora ma s kruznicou spolo¢ny prave jeden bod. Spolo¢ny prienik priamky
a kruznice obsahujtci prave jeden bod je pritom len jednou z charak-
teristickych vlastnosti dotycnice kruznice. Pri jej konstrukeii vyuzivame
ekvivalentnt vlastnost, Ze v bode dotyku je doty¢nica kolmé na tsecku
spajajucu bod dotyku so stredom kruznice.

Obr. 5

Analogicky, ako v pripade kruznice, mozno definovat aj doty¢nicu pa-
raboly. Nestaci vSak podmienka jediného spolo¢ného bodu priamky a pa-
raboly, ale musime popritom Ziadat, aby priamka okrem bodu dotyku ob-
sahovala len body z vonkajsej oblasti paraboly. Rovnako ako pri kruznici,
aj pri konstrukcii doty¢nice paraboly moZzno vyuzit ekvivalentna definiciu
doty¢nice paraboly (vid [5]). Doty¢nica paraboly v jej bode T je os uhla
FTT', ktory obsahuje vrchol paraboly, priGom F' je ohnisko paraboly a 7"
je pita kolmice vedenej z dotykového bodu T na riadiacu priamku (obr. 5).
Na zéaklade tejto definicie maja Studenti na vykrese so zostrojenou para-
bolou skonstruovat jej doty¢nicu v zvolenom bode paraboly. U¢itel by mal
upozornit tudentov na Specidlny pripad pre dotykovy bod vo vrchole para-
boly. Studenti by mali zistit, Ze doty¢nica je vtedy rovnobezn4 s riadiacou
priamkou a ze os paraboly nie je jej doty¢nicou.
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Situ4ciu z predchadzajtceho vykresu mozno aj otocif. DalSou tilohou
Studentov by preto bolo zostrojit na vykrese, ktory obsahuje len ohnisko F’
a riadiacu priamku d prislusnd parabolu, vyuzijic pritom vlastnosti jej
doty¢nic. Studenti uz poznaji vietky potrebné informécie, ktoré by mali
vyuzit pri konstrukcii paraboly. Po zvoleni bodu 7" na riadiacej priamke
mozno zostrojit bod paraboly ako priesec¢nik kolmice na riadiacu priamku
v bode T" s osou usecky T'F (obr. 6).

Reflexia

Aj ked sme zacali grafom kvadratickej funkcie, vo v8eobecnosti nemozno
parabolu stotoznif s grafom kvadratickej funkcie. Na zaver by boli Studenti
vyzvani, aby sa pokusili zostrojit parabolu, ktord nie je grafom ziadnej
funkcie. Pri konstrukcii paraboly by pritom mohli vyuzit bud vlastnosti
jej dotycnic alebo definiciu paraboly. Mali by zistit, Ze parabola je gra-
fom funkcie len v pripade, ak je jej riadiaca priamka rovnobezné s osou x.
Vo vsSetkych ostatnych pripadoch existuje takd kolmica na os z, ktord
pretne parabolu v dvoch réznych bodoch. To znamend, Ze jednej hodnote
premennej x su priradené dve rozne hodnoty premennej y. Opisovana pa-
rabola nie je grafom funkcie. Doslo teda k zaujimavému obratu. Studenti
doteraz poznali parabolu len ako graf kvadratickej funkcie. Teraz sa vSak
naucili definovat a zostrojit parabolu ako mnozinu v8etkych bodov v ro-
vine, ktoré maji rovnakia vzdialenost od riadiacej priamky a od ohniska.
Podobne, ako pri kruznici, je tato definicia zakladom pre analytické vyja-
drenie Tubovolnej paraboly.
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Konstruktivistické vyucovanie z pohfadu budicich uéitefov ma-
tematiky

Aby principy konstruktivizmu prenikali do 8kolskej praxe, je potrebné
rozvijat schopnosti budicich ucitelov matematiky zamerané na pripravu
konkrétnych konstruktivisticky orientovanych vyucovacich hodin. Nasa-
dzovanie modernych IT pri inovacii metdéd a foriem vyucby je jednym
z ciefov didaktického predmetu Aplikicia IT do vyucovania matematiky.
Tento jednosemestralny predmet je na nasej fakulte povinny pre budicich
ucitelov matematiky.

Jednou z loh, ktoré Studenti riesia pocas semestra, je vyuzitie principov
konstruktivizmu pri vypracovani navrhu vyucovacej hodiny, ciefom ktorej
je objavovanie novych poznatkov experimentovanim s dynamickymi kon-
Strukciami. Vystupom ma byt textovy dokument opisujtci ciele a priebeh
vyucby spojeny s pripravenymi pomoéckami vo forme vykresov programu
Cabri. Jednym z vysledkov analyzy semindrnych prac moze byt prehlad
tém, ktoré si Studenti vyberali pri tvorbe svojich navrhov vyucby. Za-
ujimavo spracované navrhy sa tykali najmé nasledovnych tém: vlastnosti
trojuholnika, simernosti, osi itvarov, stredovy a obvodovy uhol, vzajomné
poloha dvoch Gtvarov, vlastnosti a grafy goniometrickych funkcii.

Pre ilustraciu strucne predstavime jednu pracu Studentky o strednej
priecke trojuholnika vyuzitelnii vo vyucovani na zakladnej skole. Po zopa-
kovani uz znamych poznatkov o trojuholniku by ziaci mali experimentova-
nim s dynamickou konstrukciou objavit vlastnosti strednej priec¢ky. Rozne
skupiny ziakov by zacali skimanim konkrétnych typov trojuholnikov a po-
stupne by sa ziskané vysledky zovseobecnili pre Tubovolny trojuholnik.

V etape reflexie sa budi rozvijat vizby objavenych poznatkov na skor
osvojené vedomosti o trojuholnikovej nerovnosti, obvode a obsahu troju-
holnika. Ziaci by riesili nasledovné tlohy:

1. Zostrojte trojuholnik, ktorého dve strany majt dlzku 5 cm a 8 cm
a strednd priecka urcend ich stredmi mé dlzku:
a) 1,5 cm

b) 3 cm
c) 1 cm.

2. Zostrojte trojuholnik ABC a body P, @, R ako stredy stran trojuhol-
nika ABC'. Zistite, aky vztah plati medzi obvodmi a obsahmi trojuholnikov
ABC a PQR.
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Pre kvalitnejsie osvojenie novych poznatkov by sa vyuzila ich aplikacia
vnutri matematiky stimulujiica rozvijanie existujucich struktar poznatkov
u ziakov. Ziaci by mali vyuzif vlastnosti strednej priecky trojuholnika, pri
rieSeni tlohy: Dany je lichobeznik ABCD a stredy jeho ramien P, Q.
Najdite vzfah medzi dlzkou tsecky PQ a dlzkami zdkladni lichobeznika,
ABCD. Aj z obrazka (obr. 7) je zrejmé, ze dizka tsecky PQ je rovné

polovici stiétu dlzok zakladni lichobeznika ABCD.

Obr. 7

Zaver

Pri opisovanych nametoch pre vyucovanie matematiky sme sa snazili
aplikovat principy kon$truktivistického uenia sa zaloZeného na interakcii
ziaka so stimulujicim ucebnym prostredim umoznujicim objavovanie no-
vych poznatkov. Zaklad ucebného prostredia tvoria dynamické konstrukcie
zostrojované a skimané v programe Cabri geometria. Prave harmonické
prepojenie modernych didaktickych teoérii s IT by podla nasho nézoru
mohla byt jedna z ciest inovacie vyuCovania matematiky.
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57. rocnik Matematické olympiady —
2007/2008

Ulohy domaéciho kola kategorie P

Reseni kazdého piikladu musi obsa-
hovat podrobny popis pouzitého algo-
ritmu, zdivodnéni jeho spravnosti a dis-
kusi o efektivité zvoleného feSeni (tzn.
posouzeni Casovych a pamétovych na-
rokd programu).

V tlohéach P-1-1, P-I-2 a P-1-3 je tieba
k teSeni pfipojit odladény program za-
psany v jazyce Pascal, C nebo C++. Program se odevzdédva v pisemné
formé (jeho vypis je tedy soucdsti feSeni) i elektronicky (na CD, na dis-
keté, piipadné po dohodé lze i zaslat e-mailem), aby bylo mozné otestovat
jeho funkénost. Slovni popis feSeni musi byt ovSem jasny a srozumitelny,
aniz by bylo nutno nahlédnout do zdrojového textu programu. V tloze
P-I-4 je nutnou soucasti reSeni iplny popis vSech pouzitych prekladacich
stroju.

Regeni tloh doméciho kola MO kategorie P vypracujte a odevzdejte
bud ve gkole, nebo zaSlete piimo vasi krajské komisi MO, nejpozdéji do
15.11.2007. Vzorova feSeni Gloh naleznete po tomto datu na Internetu
na adrese hitp://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté jsou stale k dispozici
veskeré aktudlni informace o soutézi a také archiv soutéznich dloh a vy-
sledkd minulych ro¢niki.

P-I-1 O zdanlivém kopci

Franta a Pepik se chystali na vylet. Vymysleli si trasu, kudy spolu
ptjdou, potom kazdy vytahnul svoji mapu a zacal si v ni trasu prohlizet.
Nékteré body, kterymi trasa vedla, mély v mapach vyznacenu nadmotskou
vysku.

1o je zajimavé,“ fekl po chvili Franta. , Kdyz se divim jen na nadmori-
ské vysky bodi, kterymi budeme prochézet, vypada to, ze ptijdeme jenom
pres jeden kopec — nejprve nahoru a potom dold.“
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»Ale kdepak, to neni pravda,” podivil se Pepik.

Za chvili zjistili, kde vzniknul problém: méli rtizné presné mapy. Né-
které nadmorské vysky bodt, které byly na Pepikové mapé vyznaceny, na
Frantové mapé chybély.

SoutéZzni tloha: Napiste program, ktery dostane na vstupu seznam nad-
mortskych vysek z Pepikovy mapy a zjisti, kolik nejvysSe z nich mize byt
vyznaceno i na Frantové mapé.

Formét vstupu: Prvni fadek vstupu obsahuje jedno celé ¢islo N (1 <
N < 100000) — pocet téch bodt na trase vyletu, které maji na Pepikové
mapé vyznacenou nadmoiskou vysku. Dalsi radky obsahuji celkem N ce-
lych cisel z rozsahu 1 az 1000000000 — nadmorské vysky téchto boda
(v néjakych vam neznamych jednotkach). Vysky jsou uvedeny v poradi,
jak po sobé nésleduji na trase vyletu.

Format vystupu: Vystupem bude jediné celé ¢islo K — nejvétsi pocet
nadmotskych vysek z Pepikovy mapy, které mohly byt vyznaceny i na
Frantové mapé.

Jestlize aq,...,ax jsou vySky vyznacené na Frantové mapé, pak musi
spliiovat néasledujici podminku: pro néjaké i z mnoziny {1,..., K} musi

platit Vj € {1,...,i — 1} : a; < aj41 a zaroven Vj € {3,..., K — 1} 1 a; >
Aj41-

Priklad:
vstup: vystup:
12 9

112 247 211 209 244
350 470 510 312 215 Jedna mozZnost, jak mohly vypadat nadmorské
117 217 vysky na Frantové mape:

112, 211, 244, 350, 470, 510, 312, 215, 117

P-I-2 Rezervace mistenek

,V horach se naSlo zlato!* Septali si lidé v 8Sirokém okoli uz nékolik
do legendami optredené oblasti zvané Horni Klondik.

Kdyz ale Horni Klondik zaplavila vlna novych zlatokopt, nastal nece-
kany problém. Jediny mistni vlacek, ktery v Klondiku méli, byl najednou
tak precpany, ze se do néj polovina zajemct ani neve§la. A nedivte se,
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ze zlatokopa, ktery se Zene za co nejvyhodnéjsi parcelou, néco takového
poradné rozzlobi.

Kdyz uz se zdalo, ze zanedlouho dojde na kazdé Zelezniéni stanici ke kr-
veproliti, dostali Zelezni¢ari spadsonosny napad. Budou na vlacek prodavat
mistenky.

SoutéZni tloha: Napiste program, ktery bude zpracovavat rezervace mist
na jednu jizdu vlaku. Traf vlaku ma N + 1 stanic, které si o¢islujeme od
0 do N v poradi, jak na trati lezi. Ve vlaku je M mist, takze mezi kazdou
dvojici po sobé nasledujicich stanic mtze jet vlakem nejvyse M zlatokop.

Vas program musi postupné zpracovat nékolik pozadavkd na rezervaci
mist. Kazdy pozadavek je tvaru ,x lidi chce jet ze stanice y do stanice
z.“ Pokud je jesté na kazdém tseku trati mezi stanicemi y a z ve vlaku
aspon x mist volnych, vas§ program takovyto pozadavek prijme, v opac¢ném
piipadé ho odmitne.

Format vstupu: Prvni fadek vstupu obsahuje tfi celd ¢isla N, M a P
(L< N,M,P <100000) — pocet usekt trati, pofet mist ve vlaku a pocet
pozadavki na rezervaci.

Nésleduje P radki, kazdy z nich popisuje jeden pozadavek na rezervaci
v poradi, v jakém byly tyto pozadavky zadany. Presnéji, i-ty z téchto
fadkd obsahuje tfi celd ¢isla x;, y;, z; oddélend mezerami (1 < z; < M,
0 <y; < z; < N). Vyznam téchto hodnot byl popsan vyse.
Format vystupu: Pro kazdy pozadavek vypiste na vystup jeden radek
a na ném bud Fetézec prijat, jestlize prislusny pozadavek bylo jesté mozné
splnit, nebo fetézec odmitnut, pokud uz ve vlaku nebylo dost volnych mist.

Priklad:

vstup: vystup:
466 prijat
214 prijat
213 odmitnut
324 odmitnut
312 prijat
6 01 prijat
4 3 4

Po pfijeti prvnich dvou pozadavkl vime, Ze v Gsecich mezi stanicemi
1 a 2 a mezi stanicemi 2 a 3 zlstanou uz jen dvé volnd mista. Proto
musime odmitnout nasledujici dvé trojclenné skupiny, které chtéji cestovat
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i na téchto tsecich traté. Posledni dva pozadavky opét miizeme splnit.
U prvniho z nich je to zfejmé, u druhého ndm ve stanici 3 vystoupi dostatek
lidi na to, aby se na posledni Gsek trati uvolnila presné potiebnd Ctyti
mista.

P-I-3 Fibonacciho soustava

Fibonacciho posloupnost vypada nésledovné:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

Sestrojime ji tak, ze prvnimi dvéma ¢leny posloupnosti jsou 0 a 1 a kazdy
nasledujici ¢len posloupnosti je souctem dvou predchazejicich. Matema-
ticky zapsano:
FO - 0
=1
Fn+2 = Fn+1 + Fn (Vn Z 0)

Podivejme se nyni na to, jak funguji pozi¢ni ¢iselné soustavy. Pozi¢ni
Ciselna soustava je urcena dvéma tdaji: mnozinou pouzivanych cifer a po-
sloupnosti, kterd pro kazdou pozici v zapisu ¢isla udava hodnotu, jiz se
prislusné cifra nasobi.

Napftiklad nase desitkova soustava pouziva mnozinu cifer {0, 1,2,...,9}
a jednotlivé pozice v ¢isle maji hodnoty (zprava doleva) 1, 10, 100, 1000,

Fibonacciho ¢iselné soustava je pozic¢ni ¢iselnd soustava, kterd pouziva
pouze cifry 0 a 1 a v niz jsou hodnoty jednotlivych pozic postupné rovny
¢lentim Fibonacciho posloupnosti (po¢inaje ¢islem F» = 1). Tedy napiiklad
zapis 10011 ve Fibonacciho soustavé predstavuje ¢islo1-8+0-5+0-3 +
+1-2+1-1=11.

Na rozdil od béznych ¢iselnych soustav ve Fibonacciho soustavé nemaji
nékterad cisla jednoznacny zapis. Napiiklad také zapis 10100 predstavuje
Cislo 11.

Soutézni tloha:

a) (& body) Zapis Cisla ve Fibonacciho soustavé nazveme pékny, jestlize
se v ném nikde nevyskytuji dvé po sobé jdouci jednicky. Dokazte, ze
kazdé prirozené ¢islo ma ve Fibonacciho soustavé pravé jeden pékny
zapis. Napiste program, ktery ze vstupu precte prirozené ¢islo N
a vypise jeho pékny zapis.
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b) (7 bodi) Napiste program, ktery pro dand k, A a B spoéitd, kolik
¢isel z mnoziny {A, A+ 1,...,B} mad ve svém pékném zdpisu pravé
k jednicek.

Format vstupu:
V ¢4sti a) je na vstupu jediné pfirozené ¢islo N (1 <
V ¢&asti b) jsou na vstupu t¥i pfirozend Cisla k, A
1< A < B <1000000000).

Format vystupu:

V &ésti a) vypiSte na jeden Fadek Fetézec nul a jednicek, ktery predsta-
vuje pékny zapis cisla N.

V ¢asti b) vypiSte jedno celé ¢islo — pocet Cisel ze zadaného intervalu,
kterd maji ve svém pékném zapisu pravé k jednicek.

Piiklady pro éast a)

vstup 1: vystup 1:

11 10100

vstup 2: vystup 2:

174591 1010001000000000100010010
Piiklady pro éast b)

vstup 1: vystup 1:

14 13 3

(Pro k£ = 1 je vystupem pocet Fibonacciho ¢éisel v daném rozsahu. V za-
daném rozsahu lezi Fibonacciho ¢isla 5, 8 a 13.)

vstup 2: vystup 2:
2 4 13 6
vstup 3: vystup 3:

3 102000 103000 8043

P-I-4 Prekladaci stroje

V tomto roc¢niku olympiddy budeme pracovat s prekladacimi stroji.
Ve studijnim textu uvedeném za zadanim tlohy jsou tyto stroje popsané.

Soutézni tloha:

a) (I bod) Vsimnéte si prekladacich stroji B a C z piikladli ve studij-
nim textu. Tyto dva stroje zjevné provadéji preklad ,,opa¢nymi sméry“.
Mohli bychom proto oc¢ekévat, ze plati nasledujici tvrzeni:
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Necht M je libovolna (tfeba i nekoneénd) mnoZina, jejimiz prvky jsou
néjaké fetézce pismen a, e a i. Potom C(B(M)) = M. Slovné popsano:
Kdyz vezmeme mnozinu M, prelozime ji pomoci stroje B a vysledek
prelozime pomoci C, dostaneme ptivodni mnozinu.
Pokud toto tvrzeni skutecné plati, dokazte ho. Pokud ne, najdéte pro-
tipriklad.

b) (1 bod) Totéz jako v predchazejici ¢asti, jen M obsahuje Fetézce tvorené
znaky = a e a zajima nas, zda musi platit B(C(M)) = M.

c) (3 body) Rekneme, ze fetézec je zajimavy, jestlize obsahuje pouze pis-
mena a a b, pfitemz pismen a je dvojnasobny pocet nez pismen b. Necht
X je mnozina vSech zajimavych retézci. Tedy naptiklad aaabab € X,
ale baba & X.
Necht Y je mnozina v8ech fetézci, které obsahuji nejprve nékolik pismen
a a za nimi trojnasobné mnozstvi pismen b. Tedy napriklad abbb € Y,
ale aaabab € Y.
Sestrojte prekladaci stroj, ktery prelozi X na Y.

d) (5 bodi) Na zacatku méame mnoZinu M, jeZ obsahuje vSechny takové
fetézce tvorené z pismen a, b, které obsahuji stejny pocet pismen a jako
b. Tedy napiiklad abbbaa € My, ale aabab € M.
Nové mnoziny miizeme sestrojovat nasledujicimi operacemi:

e piekladem néjaké jiz sestrojené mnoziny néjakym strojem (mizeme
pouzit pokazdé jiny stroj),

e sjednocenim dvou jiz sestrojenych mnozin,

e prinikem dvou jiz sestrojenych mnozin.

Provedenim co nejmensiho poc¢tu operaci sestrojte mnozinu G, kterd
obsahuje pravé vsechny retézce, v nichz je nejprve nékolik pismen a, potom
stejny pocet pisemen b, a nakonec stejny pocet pismen c¢. Tedy naptiklad
aabbce € G, ale abec € G, a ani bac € G.

Studijni text:

Prekladaci stroj piijima na vstupu fetézec znakd. Tento Tetézec po-
stupné ¢te a podle predem zvolené soustavy pravidel (tedy podle svého
programu) obc¢as néjaké znaky zapiSe na vystup. KdyZz stroj zpracuje cely
vstupni Tetézec a Uspésné ukondi svilj vypocet, vezmeme fetézec znaki
zapsany na vystup a nazveme ho prekladem vstupniho retézce.

Vypocet stroje nemusi byt jednoznac¢né urcen. Jinymi slovy, soustava
pravidel maze nékdy stroji umoznit, aby se rozhodl o dalsim postupu vy-
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poctu. V takovém piipadé se mulze stat, ze néktery retézec bude mit vice
riznych prekladi.

Naopak, muze se stat, ze v urcité situaci se podle danych pravidel ne-
bude moci v prekladu pokracovat viitbec. V takovém piipadé se muze stat,
ze néktery retézec nebude mit viibec zadny preklad.

Formalnéjsi definice prekladaciho stroje

Kazdy prekladaci stroj pracuje nad néjakou predem zvolenou kone¢nou
mnozinou znakt. Tuto mnozinu znakd budeme nazyvat abeceda a znacit
Y. V soutéznich tlohdch bude vzdy ¥ zndma ze zadani tlohy. Abeceda
nebude nikdy obsahovat znak $, ten budeme pouzivat k oznaceni konce
vstupniho fetézce.

Stroj si mize béhem prekladu fetézce pamatovat informaci konecné
velikosti. Formalné tuto skutecnost definujeme tak, Ze stroj se v kazdém
okamziku prekladu nachdazi v jednom z konecné mnoha stavii. Nutnou sou-
¢asti programu prekladaciho stroje je tedy néjaka koneéna mnoZina stavi,
v nichz se stroj muze nachazet. Tuto mnozinu oznacime K. Kromé sa-
motné mnoziny stavi je také tieba uvést, ve kterém stavu se stroj nachéazi
na zacatku kazdého prekladu. Tento stav nazveme pocdtecni stav.

Program stroje se sklada z konecného poctu prekladovych pravidel.
Kazdé pravidlo m4 tvar ¢tvefice (p,u,v,q), kde p,q € K jsou néjaké dva
stavy a u, v jsou néjaké dva Tetézce znakd z abecedy 3.

Stavy p a ¢ mohou byt i stejné. Retézec u miize byt tvoien jedinym
znakem $. Retézce v a v mohou byt i stejné. Néktery z téchto Fetézch
miize byt pripadné prazdny.

Aby se program lépe Cetl, budeme misto prazdného Fetézce psat sym-
bol €.

Prekladové pravidlo ma nésledujici vyznam: ,Kdyz je stroj pravé ve
stavu p a dosud neprectend cast vstupu zacind retézcem u, mize stroj tento
fetézec ze vstupu precist, na vystup zapsat fetézec v a zménit svij stav na
¢.“ Vsimnéte si, ze pravidlo tvaru (p, e, v, q) mizeme pouzit vzdy, kdyz se
stroj nachazi ve stavu p, bez ohledu na to, jaké znaky jesté zistavaji na
vstupu.

Jesté potfebujeme stanovit, kdy preklad Gspésné skoncil. V prvni radé
budeme pozadovat, aby prekladaci stroj precetl cely vstupny fetézec.
Kromé toho umoznime stroji ,odpovédét®, zda se mu pieklad podaril nebo
ne. To zafidime tak, ze nékteré stavy stroje oznacime jako koncové stavy.
Mnozinu v8ech koncovych stavi budeme znacit F'.
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Formalni definice prekladaciho stroje

Piekladaci stroj je uspofadand pétice (K, %, P,qo, F'), kde ¥ a K jsou
koneéné mnoziny, qo € K, FF C K a P je koneénd mnozina preklado-
vych pravidel popsanych vySe. Presnéji, necht ¥* je mnozina vSech fe-
tézcd tvorenych znaky ze ¥, potom P je konecnd podmnozina mnoziny
K x (Z*U{$}) x X" x K.

(Pro kazdé q € K budeme mnozinu pravidel, jejichz prvni slozkou je g,
nazyvat ,piekladova pravidla ze stavu ¢“.)

Chceme-li definovat konkrétni prekladaci stroj, musime uvést vsech pét
vySe uvedenych objekti.

KdyZz uz mame definovan konkrétni stroj A = (K, X, P, qo, F'), miZeme
urcit, jak tento stroj preklada konkrétni fetézec. Uvedeme nejprve formalni
definici a potom ji slovné vysvétlime.

Mnozina platnijch prekladi fetézce u prekladacim strojem A je:

A(U) = { v ‘ an Z Oa(plaulavlarl)a"'7(pn7unavn7rn) E P:
(Vie{l,...,n—l}:ri:pi+1) Apr=qo N rp €F A

ANJk>0:uus... up=u$...$ Aviva...v, =v }
k

Definice stanovi, kdy je fetézec v prekladem fetézce u. Vysvétlime si slovné
vyznam jednotlivych fadka definice:

e Prvniradek rika, ze aby se dalo u prelozit na v, musi existovat néjaka
posloupnost prekladovych pravidel, kterou pii tomto prekladu pou-
zijeme. Dalsi dva radky popisuji, jak tato posloupnost musi vypadat.

e Druhy radek zabezpecuje, aby stavy v pouzitych pravidlech byly
spravné: Prvni pravidlo musi byt pravidlem z pocatecniho stavu,
kazdé dalsi pravidlo musi byt pravidlem z toho stavu, do néhoz se
stroj dostal pouzitim predchazejiciho pravidla. Navic stav, v némz se
bude stroj nachazet po skonceni vypoctu, musi byt koncovy.

e Posledni radek popisuje Tetézce, které stroj pii pouziti dotycnych
piekladovych pravidel ¢te a zapisuje. Retézec, ktery pii pouziti téchto
pravidel stroj precte ze vstupu, musi byt skute¢né zadanym retézcem
u, pfipadné muze byt zprava doplnén vhodnym poctem znakd $.
Retézec, ktery stroj zapiSe na vystup, musi byt pfesné fetézcem v.
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K ¢emu budeme pouzZivat piekladaci stroje?

Prekladaci stroje nam budou slouzit k ziskani pfekladu jedné mnoziny
Fetézcl na jinou mnozinu fetézcu. Jestlize A je prekladaci stroj a M C X*
néjakd mnozina fetézcli, potom preklad mnoziny M strojem A je mnozina

AM) = [ Aw).

uweM

Jinymi slovy, vyslednou mnozinu A(M) sestrojime tak, Ze vezmeme v8ech-
ny Fetézce z M a pro kazdy z nich pfiddme do A(M) vSechny jeho platné
preklady.

Priklad 1

Mégjme abecedu ¥ = {0,...,9}. Necht M je mnozina vSech fetézct,
které predstavuji zapisy kladnych celych ¢isel v desitkové soustavé. Se-
strojime prekladaci stroj A, pro ktery bude platit, Ze piekladem této mno-
ziny M bude mnozina zapisd vSech kladnych celych cisel, kterd jsou déli-
telnd tfemi.

Reseni

Nejjednodussi bude prosté vybrat z M ta cisla, kterd jsou délitelnd
tremi. N&§ prekladaci stroj bude kopirovat cifry ze vstupu na vystup, pri-
¢emz si bude pomoci stavu pamatovat, jaky zbytek po déleni tfemi dava
dosud prectené (a zapsané) ¢islo. Nachdzi-li se po docteni vstupu ve stavu
odpovidajicim zbytku 0, pfejde do koncového stavu.

Formdalné A bude pétice (K,%,P,0,F), kde K = {0,1,2,end}, F =
= {end} a prekladova pravidla vypadaji nasledovné:

P:{(az,y,y,z) ‘ z€{0,1,2} A yeX A z=

= (10z + y) mod 3} U {(0,$,s,end)}-

Priklad 2

Méjme abecedu ¥ = {a,e,i,e,=}. Sestrojime piekladaci stroj B, pro
ktery bude platit, ze prekladem libovolné mnoziny M, kterda obsahuje
pouze fetézce z pismen a, e a i, bude mnozina stejnych retézcl zapsanych
v morseovce (bez oddélova¢lt mezi znaky). Zapisy naSich pismen v morse-
ovce vypadaji nasledovné: a je e =, ¢ je ® a i je oo,
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Napftiklad mnozinu M = {ae, eea,ia} by nas stroj mél ptelozit na mno-
zinu {e = o e ee =} (VSimnéte si, ze Fetézce eea a ia maji v morseovce bez
oddélovacl stejny zapis.)

Reseni

Prekladaci stroj B bude ¢ist vstupni fetézec po znacich a vzdy zapise
na vystup kod precteného znaku.

Formélné B bude pétice (K, %, P,Q,F), kde K = {Q}, F = {Q} a pfe-
kladova pravidla vypadaji takto:

P={(9,a,e=,0), (V,e,0,Q), (V,i,00, O)}.

Vsimnéte si, Ze nepotiebujeme nijak zvlast kontrolovat, zda jsme na
konci vstupu. Béhem celého prekladu je totiz stroj v koncovém stavu, takze
jakmile precte posledni znak ze vstupu, bude vytvoreny preklad platny.

Priklad 3

Méjme abecedu ¥ = {a,e,i,e,=}. Sestrojime pieklddaci stroj C, pro
ktery bude platit, ze prekladem libovolné mnoziny M, kterd obsahuje
pouze Tetézce tvorené znaky e a =, bude mnozina wvsech Tretézcl z pis-
men a, e a i, jejichz zapisy v morseovce (bez oddélovaci mezi znaky) jsou
obsazeny v mnoziné M. Napiiklad mnozinu M = {e=e e e e =} by nis3
stroj mél prelozit na {ae,eea,ia}.

Reseni

NaSemu preklddacimu stroji dame moznost rozhodnout se v kazdém
okamziku prekladu, ze bude ¢ist kéd néjakého pismena a zapise na vystup
toto pismeno. Potom kazdé moznosti, jak 1ze rozdélit vstupni fetézec na
kédy pismen, bude odpovidat jeden platny preklad.

Formélné C bude pétice (K, X, P, {, F), kde K = {{}, F = {{} a pfe-
kladova pravidla vypadaji ndsledovné:

P = {(0,0-,G,O), (07.7670)7 (O:”:i:O)}'

Ukazeme si, jak mohl probihat preklad fetézcti z vysSe uvedené mno-
ziny M. Existuji tyto tfi moznosti:
(<>7 ®=,a <>)7 (<>7 e, 6, <>)
(<>7 oo, i, <>)7 (<>7 ®=,a, <>)
(<>7 e, 6, <>)7 (<>7 e, 6, <>)7 (<>7 o=,a, <>)
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Kdybychom zkusili pro libovolny vstupni fetézec z M pouzit prekladova
pravidla v jiném poradi — napi. pro vstup e e e = pouzit trikrat pravidlo
(¢, 0,¢e,$) — nepodaii se ndm do¢ist vstupni fetézec az do konce.

Priklad 4

Méjme abecedu ¥ = {a, b, c}. Necht mnozina X obsahuje pravé vSechny
fetézce, v nichz je obsazen stejny pocet znakd a a b. Tedy naptiklad
abbccac € X, ale cbaa & X.

Necht mnozina Y obsahuje pravé vSechny retézce, které neobsahuji
zadné a, neobsahuji podietézec be, a pismen c je dvakrat vice nez pismen
b. Tedy naptiklad ccccbb € Y, ale ccebeb € Y a acacba € Y.

Sestrojime prekladaci stroj D, ktery prelozi X na Y.

Reseni

Budeme preklddat jenom nékteré vhodné fetézce z mnoziny X. Budou
to ty Fetézce, které neobsahuji zadné ¢ a vSechna a v nich predchézeji vsem
znakim b. Takovyto fetézec prelozime tak, Ze nejprve kazdé a prepiseme na
cc, a potom zkopirujeme na vystup vSechna b. Tedy naptiklad prekladem
slova aabb bude slovo cccebb.

Formélné D bude pétice (K,X, P, éti-a, F), kde K = {éti-a, éti-b},
F = {&ti-b} a prekladova pravidla vypadaji takto:

P = {(¢ti-a, a,cc, éti-a), (Eti-a,c, e, Eti-b), (Eti-b,b, b, &ti-b)}.

Proc¢ tento prekladaci stroj funguje? Kdyz vstupni fetézec obsahuje né-
jaké pismeno ¢, pti jeho prekladani se u prvniho vyskytu ¢ nas stroj zastavi.
Proto takové fetézce nemaji zadny platny preklad. Podobné nemaji platny
preklad fetézce, v nichz neni dodrzeno poradi pismen a a b. Po precteni né-
jaké posloupnosti pismen a prejde stroj pomoci druhého pravidla do stavu
¢ti-b, a pokud se poté jesté objevi na vstupu a, stroj se zastavi.

Platné preklady tedy existuji skute¢né pouze pro slova vyse popsaného
tvaru. Je zjevné, ze prekladem kazdého z nich ziskdme néjaky retézec z Y,
takze D(X) C Y. Naopak, vybereme-li si libovolné slovo z Y, snadno
najdeme slovo z X, které se na néj prelozi. Proto také Y C D(X), takZe
Y = D(X).

(Autorkou tvodni ilustrace je Mgr. Jaroslava Cermékové z Hlinska v Cechéch.)
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