MATEMATIKA

Lagrangeova identita

JAROSLAV SVRCEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Znalost dilezitych algebraickych identit je velmi uzite¢nym prostied-
kem pfi feSeni fady tloh z oblasti elementarni matematiky. Mezi takové
identity patii tzv. Lagrangeova identita (rovnost). Jejim pfimym disled-
kem je pfitom znadmd Cauchy—Schwarzova nerovnost, pomoci niz casto
dokazujeme také dalsi, obtiznéjsi nerovnosti napt. v matematické olympi-
4dé a v dalsich matematickych soutézich na stfednich skolach. V tomto
¢lanku budou uvedeny nékteré aplikace Lagrangeovy identity pfi reSeni
konkrétnich Gloh.

Véta (Lagrangeova identita)

Necht n je prirozené cislo, které je vétsi nez 1. Potom pro libovolna

redlnd ¢isla a;, b; (i = 1,2,...,n) plati
n n n 2
(Z 0122) (Z b?) - (Zaib,‘) = Z (aibj — ajb,-)2 - (1)
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n

Diikaz provedeme uzitim principu matematické indukce vzhledem k n.
(i) Ovérime nejprve platnost identity (1) pro n = 2. Plati

(a] + a3) (b7 + b3) — (arby + asby)” =

- a%bf+a3b§+a%bg—l—a3b%—(a%bf—l—Zalazblbz—l—aEbg) = (albz—azbl)Q .

Identita (1) tedy pro n = 2 plati.
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(ii) Nyni pfedpoklddame, Ze dand rovnost plati pro uréité n > 2 a uka-
zeme, ze plati rovnéz pro n+ 1. Uvazujme proto libovolna redlné cisla
a;, b, kde i =1,2,...,n+ 1. Pfitom plati

n+1 n+1 n+1

(X a)(X8) - (Lan) =
=1 i=1 i=1
() (N 8) 2 S S R
i=1 i=1 =1 i=1

n 2 n
2 2
— ( Z aibi) = 2ap41bpt1 Z aibi — a1 by =
i=1 i=1

n n n

2 2 2 2 2

= E (aibj—ajbi) +an+1 E bi _2an+1bn+1 § aibi+bn+1 E :ai =
1<i<j<n i=1 i=1 i=1

= Z (aib]’ — ajbi)2.
1<i<j<n+1
Tim jsme dokazali, ze dané tvrzeni plati i pron + 1.

Spojenim krokt (i) a (ii) je pak dokdzana platnost tvrzeni pro vSechna
prirozend cisla n > 2.

Vzhledem k tomu, Ze prava strana Lagrangeovy identity (1) nabyva
vzdy nezdpornych hodnot, plati (jako jeji specidlni p¥ipad) nasledujici tvr-
zeni.

Dusledek (Cauchy—Schwarzova nerovnost)
Necht n je ptirozené ¢islo a a;,b; (i = 1,2,...,n) jsou libovoln relnd
¢isla. Pak plati nerovnost

n

() (50

i=1

Y%

(iaibi)2. 2)

Rovnost v ni nastavé, pravé kdyz v Lagrangeové identité (1) pro vSechny
dvojice (i,j) pfirozenych ¢isel takové, ze 1 < i < j < n, plati a;b; = a;b;,
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tj. pravé kdyz existuje redlné ¢éislo A takové, Ze a; = Ab; (b; # 0)pro
v8echna i € {1,2,...,n}.

Nésledujici tlohy ndm poslouzi k prezentaci piimého vyuziti Lagrange-
ovy identity (1) v praxi.

Priklad 1

Jsou-li pfirozena ¢isla m a n tvaru a® + 3b2, kde a,b jsou celd ¢isla, je
i jejich soucin mn téhoz tvaru. Dokazte.

Reseni: Necht plati m = 2% + 3y* a n = u® + 3v?, kde z,y,u,v jsou celd
¢isla. UvaZujme identitu (1) pro n = 2. Volbou

a; =, azzy\/g, b1 = u, by = vV/3
dostaneme po jednoduché tpravé
mn = (2% + 3y?) (u® + 3v?) = (zu + 3yv)? + 3(zv — yu)?.
Je tedy i soucin obou ¢isel m a n téhoz tvaru.

Priiklad 2
Uvazujme cela cisla p,q,r, s, kterd vyhovuji podmince ps — qr = 1.
Dokazte, ze zlomek
P’ +q
pr—+gs

je v zakladnim tvaru.

Reseni: Necht d znad¢i nejvétsiho spoleéného délitele celych &isel p? + ¢2
a pr + gs. UvaZzujme opét identitu (1) pro n = 2 a déle a1 = p, a2 = ¢,
b1 =r, by = s. Plati tak

P* +¢*)(r* + 8%) = (pr +qs5)* = (ps —qr)* . (3)
Protoze leva strana rovnosti (3) je délitelna ¢islem d, musi byt stejnym
prirozenym cislem délitelna i jeji leva strana. Podle zadani dlohy vSak

plati ps — qr =1, tedy d = 1.
Uvazovany zlomek je tudiz v zédkladnim tvaru (je nezkratitelny).
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Priklad 3

Urcete vSechny ¢tvefice (z,y, z,t) celych ¢isel, které vyhovuji soustavé
rovnic

xz — 2yt =3,
zt+ yz=1.

Reseni: Stejné jako v predeslém piipadé vyuzijeme Lagrangeovu identitu
(1) pro n = 2. Polozime-li zde a; = z, as = yv2, by = tv/2 a by = z,
dostaneme

(2% + 2y%)(2t° + 2°) — 2(xt + y2)* = (zz — 2yt)*.
Ze zadani dale plyne
(z? +2y)(2t* + 2%) = 11.

Prvocislo 11 je rozlozitelné na soucin dvou prirozenych cisel, kdy zalezi na
jejich poradi, dvéma zptsoby. Plati 11 = 1-11, nebo 11 =11 -1.

Je-li soucasné (z? + 2y?) = 1 a (2t* + z?) = 11, nutné pro slozky hleda-
ného reseni dané soustavy plati x = 1,y =0, z = £3 a t = £1. Zkouskou
se ale presvédcime, ze dané soustave rovnic vyhovuji v tomto piipadé pouze
dvé ¢tverice (z,y, z,t) celych ¢isel, a to (1,0,3,1) a (—1,0,—3,—1).

Plati-li (2% + 2y?) = 11 a soucasné (2t> + 2?) = 1, dostaneme analo-
gickcym postupem dalsi dvé celociselnd feSeni dané soustavy rovnic, a to
(3,1,1,0) a (—3,—1,—1,0).

Zaver. Dand soustava rovnic mé 4 celociselna reSeni, kterymi jsou ¢tve-

Fice (170737 ]-)7 (_1707 -3, _1)7 (37 17170) a (_37_]-7_]-70)'

Priklad 4

Je dano prirozené ¢islon > 2 aredlnd éisla z;,y; (1 = 1,2,...,n) takovi,
ze Y i a3 =" y? = 1. Dokazte, Ze pro né plati nerovnost

n
(w1y2 — x2y1)” < 2 ‘1 = @il -
i=1
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Regeni: Vyuzitim identity (1) dostaneme postupné nasledujici odhady

n

(@1y2—m2m1)” < D (wiyj—ws9:)° = (wa) (iy?)—(iwzyzy =

i<i<j<n i=1

S (Yww) = (1 Y (14 Y ) <
=1 i=1 i=1
< ‘1 - Zfﬂz‘yi : ‘1 + inyi .
i=1 i=1

Podle Cauchy—Schwarzovy nerovnosti (2) ale zaroven plati

(iz:;wiyi)2 < (zn;azf)(gyf) =1.

i=

Je tedy

n
‘ § TilYi
i=1

a celkové tak plati nerovnost

n n
<1 LY ] <1 D e <2
i=1 i=1

?

n
(z1y2 — z291)° < 2 ‘1 = w
i=1

kterou jsme chtéli dokazat.

Literatura

[1] Soulami, T. B.: Les olympiades de mathématiques (Réflexes et stratégies). Ellipses,
Paris 1999.

[2] Steele, J. M.: The Cauchy—Schwarz Master Class (An Introduction to the Art of
Mathematical Inequalities). Cambridge University Press, 2004.
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O jedné vlastnosti souc¢tu mocnin
prvnich n prirozenych ¢isel

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

O souctech k-tych mocnin prvnich n pfirozenych ¢isel, tj. o souctech
S(k,n) =142 43k . +n* keN,
se s vyjimkou vzorce

1
S(l,n)=1"+2"+3" + ... +n1:%,

studenti mnoho nedovidaji. Nékterym jsou sice znamy jesté vzorce

s = "0 DEEY g )

n?(n + 1)
4

ale z téchto znalosti se da jen stézi usoudit na to, Ze souet S(k,n) ma
tuto pozoruhodnou vlastnost:

Pro vSechna pfirozend ¢isla n a lichd cisla k je ¢islo S(k,n) délitelné
c¢islem S(1,n).

K dikazu tohoto tvrzeni pouzijeme znamy fakt, ze soucet mocnin kaz-
dych dvou celych ¢isel a, b s tymz lichym exponentem k je délitelny souctem
téchto cisel:

" +bv¥=(a+b)-m, mez

Predpokladejme nejprve, ze v souc¢tu S(k,n) je ¢islo n sudé, takze plati:
S(k,n)=1%+2F 43"+ ... + (g)k+ (%+1)k+
A m =2+ (- 1)k k=
=R+ 25+ (- DM+ B+ (n - 2F) +. ..

G G
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Protoze soucet k-tych mocnin v kazdé hranaté zavorce je délitelny ¢islem
(n + 1), je timto ¢islem délitelny i soucet S(k,n). Ukdzeme-li nyni, ze
soucet S(k,n) je délitelny i ¢islem &, bude tento soucet délitelny souc¢inem
%n(n + 1), tj. vyrazem S(1,n). Za tim Gcelem vyjadiime S(k,n) ve tvaru:

Skyn)=[1F+n-D+2+ -2+ 3"+ -3)"+ ...

- G @) e

Kazdy vyraz v hranaté zavorce je délitelny sudym c¢islem n, takze je
délitelny i ¢islem %; timto cislem § jsou vSak délitelné i mocniny (%)k
a n®, takze ¢islem 2 je délitelny cely soudet S(k,n). Tim je ukézdno, ze
¢islo S(k,n) je pro suda n (a liché k) délitelné ¢islem S(1,n) = in(n+1).

Piedpoklddejme nyni, Ze v souc¢tu S(k,n) je ¢islo n liché, takZe plati:

k

S(k,n) =1%+2F+ .. + B(”_”r+ B(n+1)] + B(n+3)r+...

R () L (/R LS § LR [y LSy (e DL N
(%(n— 1)>k+ <%(1¢+3)>1c + <%(n+ 1))1c

KaZzdy vyraz v hranaté zavorce je délitelny sudym &islem (n + 1), takze
je délitelny i ¢islem % (n + 1), a protoze i posledni s¢itanec (5(n + 1))* je
timto ¢islem délitelny, je Eslem 1 (n + 1) délitelny i soufet S(k,n). Soucet
S(k,n) je v8ak délitelny i ¢islem n, nebot plati:

-+

Skyn)y=[1F+m -1 +12"+n-2)"+ ...
k k
<%(n—1)> + (%(n+1)> k

o+ +n
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Odtud je vidét, ze kazdy vyraz v hranaté zavorce véetné posledniho
séitance nk je délitelny ¢islem n, takze je ¢islem n délitelny i cely soucet
S(k,n).

Tim jsme ukazali, ze ¢islo S(k,n) je délitelné Eslem S(1,n) = $n(n+1)
i pro lichd n (a licha k).

Ctenaf si jisté v&iml, Ze pouziti znamé vlastnosti sou¢tu mocnin se stej-
nymi lichymi exponenty a nasledné uzavorkovani s¢itancti S(k,n) do vhod-
nych dvojic byl vyborny napad, ktery by mohl matematické zdzemi nékte-
rych studentt obohatit. Tento ndpad (podotykam, Ze nepochdzi ode mne
— kdysi jsem se s nim nékde setkal) se nedd pouzit, je-li ¢islo k& v souctu
S(k,n) sudé. Snadno se lze presvédéit o tom, Ze soucet S(k,n) neni pro
v8echna suda k délitelny souc¢tem S(1,n) pro kazdé ptirozené n, ale jen pro
nékteré. Napf. pro k = 2, n = 4 je soucet S(2,4) = 30 souétem S(1,4) = 10
délitelny, ale pro k = 2, n = 5 soucet S(2,5) = 78 soutem S(1,5) = 15
délitelny neni.

Pisemkové priklady na SS 28

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pokracujeme dalsimi ptiklady, které jsou inspiraci i praktickou pomiic-
kou pro uéitele matematiky. Uvodni koment4i nalezne ¢tenai v [1], po-
sledni pokracovani v [2]. Pfiklady z jednotlivych tématickych celka (TC)
jsou vybirany nahodile co do zaméreni i co do obtiznosti. U kazdého pri-
kladu jsou uvedeny dvé rovnocenné verze A, B a déle jesté verze C, D na
dalsi pouziti (ndhradni pisemka, pisemka v paralelce, pfedchozi procviceni
¢i doméci tloha). Je volen stru¢ny text vhodny i k zapisu na tabuli, vyu-
Cujici si ovSsem miize text upravit a prizptsobit podle podminek ve tiidé
a v souladu s pouzivanou terminologii a symbolikou.

Chce-li se i néktery Ctendr podélit o své zkuSenosti se svymi kolegy
a nabidnout jim zadani nékterych svych osvédcenych prikladd pro pisemné
zkouSeni, necht se s touto nabidkou obrati na na$ casopis.
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TC: Reseni rovnic a nerovnic
1. A|[B] Reste nerovnici s nezndmou = a parametrem u [v]:

(W + 1)z <su(z+1)+2(1-3u) | (O +4)z > 4v+22)+z(3v—4).

Obsah: Upravy nerovnic jsou zcela jednoduché, jde zejména o zvladnuti
diskuse reseni.

Vysledky:
A: Diskutuje se nerovnice po tpravé ve tvaru u(u — 2)z < bu; pro u €

5
€ (—00,0)U(2, +00) je mnozinou viech feseni X = (—oo, —2>, pro
u—
5
u € (0,2) je X = <—2,+oo>,prou:0jeX:@,prou:2je
w—
X =R
B: Diskutuje se nerovnice po Upravé ve tvaru v(v — 3)x > 4v; pro v €
4
€ (—00,0) U (3,+00) je mnoZinou viech feeni X = <—3, +oo> pro
v —
4
v e (0,3) je X = (—oo,—3>,pr0U:0jeX:]R,prov:?)je
v —
X =0.

Verze C|D: TyZ text pro nerovnice

(u? 4+ 5)x > 3u(l —z) —z(u—>5) | (v* =3)z < 20(1 —2z) —z(v+3).

Vysledky:

C: Diskutuje se nerovnice po Gpravé ve tvaru u(u + 4)z > 3u; pro u €
€ (—o00,—4) U (0,+00) je mnozinou viech feseni X = u—+4,—|—oo>,

prou € (—4,0) je X = (—oo

je X =R
D: Diskutuje se nerovnice po upravé ve tvaru v(v + 5)z < 2v; pro v €

,u—+4>,prou:0jeX:@,prou:—4

2
€ (—00,—5) U (0, +00) je mnozinou viech feseni X = <—oo, ?>,
v

2
prove(—5,0)jeX:<v—+5+oo>,prov:0jeX:]R§,prov:—5
je X =0.
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TC: Zaklady planimetrie

2. A|[B] Je dan obdélnik PQRS (|PQ| = 5 cm, |QR| = 3 cm), kruZnice
k= 1(5;2,5 cm) [k = (Q;2,5 cm)] a pfimka p = PQ [p = SR]. Sestrojte
rovnostranny trojihelnik ABR [PBC] tak, aby A € k, B € p [B € k,
C €pl.

Obsah: Sestrojeni obdélniku a kruznice, oto¢eni pfimky (nebo kruZnice)
0 60°.

Vijsledky: Zadani viz na obr. la, 1b. Uloha méa 2 feSeni.

k
S 5cm R )4
2,5 cm
3cm
S R
/ 3om P NG
p k

P 5cm 0]

Obr. la Obr. 1b

Verze C|[D]: Je dén kosoc¢tverec ABCD (AB = 3,5 cm, AC' = 5,5 cm)
kruznice k = (C;2,5 cm) [k = (B;2,5 cm)] a ptimka p = AB [p = AD].
Sestrojte rovnostranny trojthelnik PK D [PKC] tak, aby K € k, P € p.

Vijsledky: Zadani viz na obr. 1c, 1d. Uloha mé 2 FeSeni.

Obr. 1c Obr. 1d
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TC: Kombinatorika a pravdépodobnost

3. A[B] Je dano 6 [5] prvkd — pismen a,b,c,d,e, f [u,v,z,y,z ]. Jakd
je pravdépodobnost jevu J;: V ndhodné vybrané permutaci prvka jsou
samohlasky vedle sebe, a jevu Jo: ... co nejddl od sebe.

Obsah: Permutace n prvki, snizeni po¢tu prvk permutace vytvorenim
dvojice ae, resp. ea [uy, resp. yu| na sousednich pozicich nebo na 1. a po-
sledni pozici, klasicka definice pravdépodobnosti.

Vysledky:
2.5 240 1 2.41 48 1
A: Jy: = = — = —: J5: - = = __-
b 6l " 7203 2t b2 6l " 720 15
2.4 48 2 2.3 12 1
B: . = — = — = — Dy = ———— = —— —= —
Tip= = =5 PP g T T 1w

Verze C[D]: Je ddna mnozina {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Jakd je pravdépodob-
nost jevu Ji: V ndhodné vybrané kombinaci 5. tfidy jsou pravé dvé suda

[licha] ¢isla, Jo: ... nejsou soucasné ¢isla 1 a2 [1, 2 a 3].
Vysledky:

o (GG _6-10 10
Chip="m™ = T = ar

() 3 15 13
Jz'pz_l_g_l_ﬁfi_l_l_fi_l_g

g = @) 10610
Doiim ="m™ = 55 = ar

&y 1 5 3T
J2'p2_1_®_1_ﬁﬁ_1_5_ﬁ’

TC: Diferencialni a integralni pocet

4. A|[B] VySetrete pribéh funkce

1 . .
y:§w3—x2—3x+3 | y=-2>+22-32x-3

na intervalu (—2,4) [(—4,2)].
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Obsah: Vyuziti 1. a 2. derivace k vySetfeni pribéhu funkce.

Vysledky: A:y' =2? -2z -3 =(z+ 1)(z — 3), y"' =22 —2 =2(z — 1);

dalsi idaje jsou v tab. la.

© -2 |(-2,-1)| -1 |(-Ln| 1 [@3) 3] (3,4) 4
y 7/3 14/3 —2/3 -6 ~11/3
Y >0 0 <0 0 >0
y" <0 | 0 | >0
funkce | roste |lok. max.| klesa lok.min. | roste
konkédvni | inflexe konvexni
f(0)=3 Obr. 2a
Tab. la
y v
i
i
|
[ ! 3 4 L 2
21 0 P 0 i }
|
i
I
i
I
I
I
i
I
i
i
I
i
Obr. 2a Obr. 2b

B:y =22 +22—-3=(z—1)(z+3),y" =2x+2=2(x+1); dalsi adaje

jsou v tab. 1 b.
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© -4 |(=4,-3) -3 |[(=3,-1)] -1 |(-1,] 1 (L,2) | 2
y | 11/3 6 2/3 —14/3 —7/3
y' >0 0 <0 0 >0
y" <0 | 0 | >0
funkce |roste |lok. max.l klesa lok.min.| roste
konkévni | inflexe konvexni
f(0)=—3 Obr. 2b
Tab. 1b
y y
y p =L
! 2
. \/—*%‘c
2 0 ! X -3 0 X
| > 3
' /
] J——
Obr. 2c Obr. 2d
Verze C|D: VySetiete prubéh funkce
T N | 3 N T
Yy=97% V=373
1 2 22-4 (z-2)(z+2) 4
Vysledky: C:y' = = — = = = "= —: dalgi Gdaje
] Y Y Eo TR 22 22 AL )
jsou v tab. lc.
525
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T (—00,—2) -2 (-2,0) 0 (0,2) 2 (2, 4+00)
y -2 n. def. 2
y >0 0 <0 | n.def. <0 0 >0
y"! <0 n.def. <0
funkce roste |lok.max.| klesa |asympt.| klesad | lok.min. | roste
konkdvni z=0 konvexni
asymptota y =z/2 proz — too; f(1)=5/2 f(—1)=-5/2
f(6) =10/3 f(—6) =—10/3
Obr. 2¢
Tab. 1c
D: ¢y = é — % = :c;x—z9 = (z - ?;);f + 3), y' = f—z; dalsi Gdaje jsou
v tab. 1d.
T (—00,—3) -3 (-3,0) 0 (0,3) 3 (3,400)
y —2 n. def. 2
y >0 0 <0 | n.def. <0 0 >0
y"! <0 n.def. <0
funkce roste |lok.max.| klesa |asympt.| klesad | lok.min. | roste
konkdvni z=0 konvexni

asymptota y =z/3 pro xz — too;

f(1) =10/3 f(—1) = —10/3
f(6) =5/2 f(-6) = —5/2

Obr. 2d
Tab. 1d
Literatura
[1] Trdvnicek, S.: Pisemkové piiklady na SS 1. MFI, ro¢. 3 (1993/94), &. 2.
[2] Trdvnicek, S.: Pisemkové piiklady na SS 26. MFI, ro¢. 14 (2004/05), &. 6.
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56. ro¢nik matematické olympiady
Ulohy 1. kola (doméci ¢ést)

KATEGORIE A

A-TI-1
V oboru readlnych cisel feste rovnici
4ot —122% — 722 + 220 +14 =0,
vite-li, ze mé Ctyti rizné redlné koteny, pricemz soucet dvou z nich je roven
Cislu 1.
Jaromir Simsa
A-T1-2
Kruznice vepsand danému trojiuhelniku ABC' se dotyka stran BC, C'A,
AB po tadé v bodech K, L, M. Oznac¢me P prusecik osy vnitiniho thlu pfi
vrcholu C' s pfimkou M K. Dokazte, Ze pfimky AP a LK jsou rovnobézné.
Peter Novotny
A-1-3
Jsou-li z,y,z redlnd ¢isla z intervalu (—1,1)spliujici podminku
zy + yz + zx = 1, pak plati
63/(1—a2)1—y)(1—2) <1+ (@+y+2)°.

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

Jaroslav Svrcek
A-14
Urcete, pro které pfirozend ¢isla n je mozno mnozinu M = {1,2,...,n}
rozdélit a) na dvé, b) na t¥i navzdjem disjunktni podmnoZiny o stejném
poctu prvka tak, aby kazda z nich obsahovala také aritmeticky pramér
vSech svych prvki.
Peter Novotny
A-1-5
V roviné je dana kruznice k se stfedem S a bod A # S. Urcete mnozinu
stfedil kruznic opsanych v8em trojihelnikim ABC), jejichz strana BC je
pramérem kruZnice k.
Jirt Dula
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A-1-6
Urcete vSechny funkce f : Z — 7Z takové, ze pro vSechna celd ¢isla x,y
plati

f(f(z) +y) =z + f(y +2006) .
Petr Kanovsky

KATEGORIE B

B-I-1
Najdéte vSechny dvojice (a,b) celych ¢isel, jez vyhovuji rovnici

a® + Tab +6b° +5a+4b+3 =0.
Pavel Novotny

B-I-2
Je déna kruznice k s primérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice k,
Y # A, sestrojme na polopiimce AY bod X, pro ktery plati |AX| = |Y B|.
Urcete mnozinu vsech takovych bodd X.
Pavel Leischner

B-I-3
Najdéte nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze kazda k-prvkova mno-
zina trojmistnych, po dvou nesoudélnych ptirozenych ¢isel obsahuje aspon
jedno prvocislo.
Pavel Novotny

B-1-4
V libovolném trojuhelniku ABC' oznafme T tézisté, D stied strany
AC a FE stied strany BC. Najdéte v8echny pravouhlé trojuhelniky ABC
s pfeponou AB, pro néz je ¢tyfuhelnik CDTE teCnovy.
Jan Mazdk

B-I-5
Najdéte vSechny dvojice (p,q) reédlnych cisel takové, Ze mmnohoclen
x? + px + ¢ je délitelem mnoho¢lenu z* + pa? + q.
Jozef Moravcik
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B-1I-6
Je déana usecka AAy a prfimka p. Sestrojte trojahelnik s vrcholem A

Vv

Eva Ridkd

KATEGORIE C

C-1-1
Urcete vSechny dvojice (a,b) pfirozenych ¢éisel, pro néz plati

a+5Vb=b+5a.

Jaroslav Svréek

C-1-2
Najdéte vSechny trojuhelniky, které lze roziezat na lichobézniky se stra-

nami délek 1cm, 1cm, 1cm a 2cm.
Jdan Mazdk

C-1-3
Najdéte vSechna prirozena cisla, jejichz zapis neobsahuje nulu a ma
nasledujici vlastnost: vynechame-li v ném libovolnou ¢islici, dostaneme
Cislo, které je délitelem ptvodniho cisla.
Jaromir Simsa

C-I4
Je dan lichobéznik ABC'D se zdkladnami AB a C'D. Oznacme E stied
strany AB, F stied tsecky DE a G prusecik tsecek BD a CE. Vyjadrete
obsah lichobézniku ABCD pomoci jeho vysky v a délky d tsecky F'G za
predpokladu, ze body A, F, C lezi v pfimce.
Jan Mazdk

C-I-5
Zjistéte, pro které prirozené ¢islo n je podil
33000
(n—4)(n+1)

a) co nejveétsi, b) co nejmensi prirozené ¢islo.
Eva Ridkd
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C-1-6
Je dan ostrouhly trojihelnik ABC', v némz D je pata vysky z vrcholu C
a V pruseéik vysek. Dokaite, ze |AD| - |BD| = |AB| - |V D|, pravé kdyz
|CD| = |AB|.
Jaroslav Zhouf

Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2006 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
t¥. Svobody 26, 771 46 Olomouc.

Jejich feeni lze zaslat také elektronickou cestou (pouze v8ak v TEXov-
skych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu: mfi@Qupol.cz. Za-
jimava a originalni feseni tloh radi uvetrejnime.

Uloha 129
V oboru pfirozenych ¢isel feste soustavu rovnic
D(z,y) =D(z +3,y +3),
n(z+3,y+3) =2-n(x,y),

kde D(z,y), n(x,y) znaci nejvétsiho spoleéného délitele, resp. nejmensi
spole¢ny nasobek pfirozenych Cisel = a y.
Jaroslav Svrcek

Uloha 130

Necht C' je vnitini bod tsecky AB. Urcete mnozinu vSech bodd D tako-
vych, Ze polomér kruznice opsané trojihelniku CBD je dvakrat vétsi nez
polomér kruznice opsané trojuhelniku ACD.

Jaroslav Zhouf
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