
MATEMATIKA

Lagrangeova identita

JAROSLAV �VR�EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

Znalost d�le�it�ch algebraick�ch identit je velmi u�ite�n�m prost�ed�
kem p�i �e�en� �ady �loh z oblasti element	rn� matematiky
 Mezi takov�
identity pat�� tzv
 Lagrangeova identita �rovnost

 Jej�m p��m�m d�sled�
kem je p�itom zn	m	 Cauchy�Schwarzova nerovnost� pomoc� n�� �asto
dokazujeme tak� dal��� obt��n�j�� nerovnosti nap�
 v matematick� olympi�
	d� a v dal��ch matematick�ch sout���ch na st�edn�ch �kol	ch
 V tomto
�l	nku budou uvedeny n�kter� aplikace Lagrangeovy identity p�i �e�en�
konkr�tn�ch �loh


V�ta �Lagrangeova identita


Nech� n je p�irozen� ��slo� kter� je v�t�� ne� �
 Potom pro libovoln	
re	ln	 ��sla ai� bi �i � �� �� � � � � n
 plat�

� nX
i��

a�i

�� nX
i��

b�i

�
�
� nX
i��

aibi

��
�

X
��i�j�n

�aibj � ajbi
� � ��


D�kaz provedeme u�it�m principu matematick� indukce vzhledem k n

�i
 Ov���me nejprve platnost identity ��
 pro n � �
 Plat�

�a�� � a��
�b
�
� � b��
� �a�b� � a�b�
� �

� a��b
�
��a

�
�b

�
��a

�
�b

�
��a

�
�b

�
���a��b

�
���a�a�b�b��a

�
�b

�
�
 � �a�b��a�b�
� �

Identita ��
 tedy pro n � � plat�
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�ii
 Nyn� p�edpokl	d	me� �e dan	 rovnost plat� pro ur�it� n � � a uk	�
�eme� �e plat� rovn�� pro n��
 Uva�ujme proto libovoln	 re	ln	 ��sla
ai� bi� kde i � �� �� � � � � n� �
 P�itom plat�

� n��X
i��

a�i

�� n��X
i��

b�i

�
�
� n��X
i��

aibi

��
�

�
� nX
i��

a�i

�� nX
i��

b�i

�
� a�n��

nX
i��

b�i � b�n��

nX
i��

a�i � a�n��b
�
n���

�
� nX
i��

aibi

��
� �an��bn��

nX
i��

aibi � a�n��b
�
n�� �

�
X

��i�j�n

�aibj�ajbi
��a�n��
nX
i��

b�i��an��bn��
nX
i��

aibi�b�n��

nX
i��

a�i �

�
X

��i�j�n��

�aibj � ajbi
��

T�m jsme dok	zali� �e dan� tvrzen� plat� i pro n� �


Spojen�m krok� �i
 a �ii
 je pak dok	z	na platnost tvrzen� pro v�echna
p�irozen	 ��sla n � �


Vzhledem k tomu� �e prav	 strana Lagrangeovy identity ��
 nab�v	
v�dy nez	porn�ch hodnot� plat� �jako jej� speci	ln� p��pad
 n	sleduj�c� tvr�
zen�


D�sledek �Cauchy�Schwarzova nerovnost


Nech� n je p�irozen� ��slo a ai� bi �i � �� �� � � � � n
 jsou libovoln	 re	ln	
��sla
 Pak plat� nerovnost

� nX
i��

a�i

�� nX
i��

b�i

�
�
� nX
i��

aibi

��
� ��


Rovnost v n� nast	v	� pr	v� kdy� v Lagrangeov� identit� ��
 pro v�echny
dvojice �i� j
 p�irozen�ch ��sel takov�� �e � � i � j � n� plat� aibj � ajbi�
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tj
 pr	v� kdy� existuje re	ln� ��slo � takov�� �e ai � �bi �bi �� �
 pro
v�echna i � f�� �� � � � � ng


N	sleduj�c� �lohy n	m poslou�� k prezentaci p��m�ho vyu�it� Lagrange�
ovy identity ��
 v praxi


P��klad �

Jsou�li p�irozen	 ��sla m a n tvaru a� � �b�� kde a� b jsou cel	 ��sla� je
i jejich sou�in mn t�ho� tvaru
 Doka�te


�e�en�� Nech� plat� m � x� � �y� a n � u� � �v�� kde x� y� u� v jsou cel	
��sla
 Uva�ujme identitu ��
 pro n � �
 Volbou

a� � x� a� � y
p
�� b� � u� b� � v

p
�

dostaneme po jednoduch� �prav�

mn � �x� � �y�
�u� � �v�
 � �xu� �yv
� � ��xv � yu
� �

Je tedy i sou�in obou ��sel m a n t�ho� tvaru


P��klad �

Uva�ujme cel	 ��sla p� q� r� s� kter	 vyhovuj� podm�nce ps � qr � �

Doka�te� �e zlomek

p� � q�

pr � qs

je v z	kladn�m tvaru


�e�en�� Nech� d zna�� nejv�t��ho spole�n�ho d�litele cel�ch ��sel p� � q�

a pr � qs
 Uva�ujme op�t identitu ��
 pro n � � a d	le a� � p� a� � q�
b� � r� b� � s
 Plat� tak

�p� � q�
�r� � s�
� �pr � qs
� � �ps� qr
� � ��


Proto�e lev	 strana rovnosti ��
 je d�liteln	 ��slem d� mus� b�t stejn�m
p�irozen�m ��slem d�liteln	 i jej� lev	 strana
 Podle zad	n� �lohy v�ak
plat� ps� qr � �� tedy d � �


Uva�ovan� zlomek je tud�� v z	kladn�m tvaru �je nezkratiteln�
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P��klad �

Ur�ete v�echny �tve�ice �x� y� z� t
 cel�ch ��sel� kter� vyhovuj� soustav�
rovnic

xz � �yt � � �

xt� yz � � �

�e�en�� Stejn� jako v p�ede�l�m p��pad� vyu�ijeme Lagrangeovu identitu
��
 pro n � �
 Polo��me�li zde a� � x� a� � y

p
�� b� � t

p
� a b� � z�

dostaneme

�x� � �y�
��t� � z�
� ��xt� yz
� � �xz � �yt
� �

Ze zad	n� d	le plyne

�x� � �y�
��t� � z�
 � �� �

Prvo��slo �� je rozlo�iteln� na sou�in dvou p�irozen�ch ��sel� kdy z	le�� na
jejich po�ad�� dv�ma zp�soby
 Plat� �� � � � ��� nebo �� � �� � �


Je�li sou�asn� �x���y�
 � � a ��t�� z�
 � ��� nutn� pro slo�ky hleda�
n�ho �e�en� dan� soustavy plat� x � ��� y � �� z � �� a t � ��
 Zkou�kou
se ale p�esv�d��me� �e dan� soustav� rovnic vyhovuj� v tomto p��pad� pouze
dv� �tve�ice �x� y� z� t
 cel�ch ��sel� a to ��� �� �� �
 a ���� �������



Plat��li �x� � �y�
 � �� a sou�asn� ��t� � z�
 � �� dostaneme analo�
gickc�m postupem dal�� dv� celo��seln	 �e�en� dan� soustavy rovnic� a to
��� �� �� �
 a ���������� �



Z�v�r� Dan	 soustava rovnic m	 � celo��seln	 �e�en�� kter�mi jsou �tve�
�ice ��� �� �� �
� ���� �������
� ��� �� �� �
 a ���������� �



P��klad �

Je d	no p�irozen� ��slo n � � a re	ln	 ��sla xi� yi �i � �� �� � � � � n
 takov	�
�e
Pn

i�� x
�
� �

Pn

i�� y
�
i � �
 Doka�te� �e pro n� plat� nerovnost

�x�y� � x�y�
� � �
����� nX

i��

xiyi
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�e�en�� Vyu�it�m identity ��
 dostaneme postupn� n	sleduj�c� odhady

�x�y��x�y�
� �
X

i�i�j�n

�xiyj�xjyi
� �
� nX
i��

x�i

�� nX
i��

y�i

�
�
� nX
i��

xiyi

��
�

� ��
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i��

xiyi

��
�
�
��

nX
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xiyi
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� �

nX
i��

xiyi

�
�

�
����� nX

i��

xiyi

��� � ���� � nX
i��

xiyi

��� �
Podle Cauchy�Schwarzovy nerovnosti ��
 ale z	rove� plat�

� nX
i��

xiyi

��
�
� nX
i��

x�i

�� nX
i��

y�i

�
� � �

Je tedy

��� nX
i��

xiyi

��� � � � tj

���� � nX

i��

xiyi

��� � � �
��� nX
i��

xiyi

��� � �

a celkov� tak plat� nerovnost

�x�y� � x�y�
� � �
����� nX

i��

xiyi

��� �
kterou jsme cht�li dok	zat


L i t e r a t u r a
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�

��� Steele� J� M�� The Cauchy�Schwarz Master Class 	An Introduction to the Art of
Mathematical Inequalities�� Cambridge University Press� �����
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O jedn� vlastnosti sou�tu mocnin
prvn�ch n p�irozen�ch ��sel

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

O sou�tech k�t�ch mocnin prvn�ch n p�irozen�ch ��sel� tj
 o sou�tech

S�k� n
 � �k � �k � �k � � � � � nk� k � N �

se s v�jimkou vzorce

S��� n
 � �� � �� � �� � � � � � n� �
n�n� �


�
�

studenti mnoho nedov�daj�
 N�kter�m jsou sice zn	my je�t� vzorce

S��� n
 �
n�n� �
��n� �


�
� S��� n
 �

n��n� �
�

�

ale z t�chto znalost� se d	 jen st��� usoudit na to� �e sou�et S�k� n
 m	
tuto pozoruhodnou vlastnost�

Pro v�echna p�irozen� 	�sla n a lich� 	�sla k je 	�slo S�k� n
 d�liteln

	�slem S��� n
�

K d�kazu tohoto tvrzen� pou�ijeme zn	m� fakt� �e sou�et mocnin ka��
d�ch dvou cel�ch ��sel a� b s t�m� lich�m exponentem k je d�liteln� sou�tem
t�chto ��sel�

ak � bk � �a� b
 �m� m � Z
P�edpokl	dejme nejprve� �e v sou�tu S�k� n
 je ��slo n sud�� tak�e plat��

S�k� n
 � �k � �k � �k � � � � �
�n
�

�k
�
�n
�
� �

�k
� � � �

� � � � �n� �
k � �n� �
k � nk �

� ��k � nk� � ��k � �n� �
k� � ��k � �n� �
k� � � � �

� � � �

��n
�

�k
�
�n
�
� �

�k�
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Proto�e sou�et k�t�ch mocnin v ka�d� hranat� z	vorce je d�liteln� ��slem
�n � �
� je t�mto ��slem d�liteln� i sou�et S�k� n

 Uk	�eme�li nyn�� �e
sou�et S�k� n
 je d�liteln� i ��slem n

�
� bude tento sou�et d�liteln� sou�inem

�

�
n�n��
� tj
 v�razem S��� n

 Za t�m ��elem vyj	d��me S�k� n
 ve tvaru�

S�k� n
 � ��k � �n� �
k� � ��k � �n� �
k� � ��k � �n� �
k� � � � �

� � � �

��n
�
� �

�k
�
�n
�
� �

�k�
�
�n
�

�k
� nk

Ka�d� v�raz v hranat� z	vorce je d�liteln� sud�m ��slem n� tak�e je
d�liteln� i ��slem n

�
! t�mto ��slem n

�
jsou v�ak d�liteln� i mocniny

�
n
�

�k
a nk� tak�e ��slem n

�
je d�liteln� cel� sou�et S�k� n

 T�m je uk	z	no� �e

��slo S�k� n
 je pro sud	 n �a lich	 k
 d�liteln� ��slem S��� n
 � �

�
n�n��



P�edpokl	dejme nyn�� �e v sou�tu S�k� n
 je ��slo n lich�� tak�e plat��

S�k� n
 � �k� �k� � � ��

�
�
�
�n� �


�k
�

�
�
�
�n� �


�k
�

�
�
�
�n� �


�k
� � � �

� � � � �n� �
k� �n� �
k� nk � ��k� nk� � ��k� �n� �
k� � � � �

� � � �

��
�
�
�n� �


	k

�

�
�
�
�n� �


	k


�

�
�
�
�n� �


	k

Ka�d� v�raz v hranat� z	vorce je d�liteln� sud�m ��slem �n��
� tak�e
je d�liteln� i ��slem �

�
�n � �
� a proto�e i posledn� s��tanec � �

�
�n� �

k je

t�mto ��slem d�liteln�� je ��slem �

�
�n��
 d�liteln� i sou�et S�k� n

 Sou�et

S�k� n
 je v�ak d�liteln� i ��slem n� nebo� plat��

S�k� n
 � ��k � �n� �
k� � ��k � �n� �
k� � � � �

� � ��
��

�
�
�n� �


	k

�

�
�
�
�n� �


	k


� nk
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Odtud je vid�t� �e ka�d� v�raz v hranat� z	vorce v�etn� posledn�ho
s��tance nk je d�liteln� ��slem n� tak�e je ��slem n d�liteln� i cel� sou�et
S�k� n



T�m jsme uk	zali� �e ��slo S�k� n
 je d�liteln� ��slem S��� n
 � �

�
n�n��


i pro lich	 n �a lich	 k



#ten	� si jist� v�iml� �e pou�it� zn	m� vlastnosti sou�tu mocnin se stej�
n�mi lich�mi exponenty a n	sledn� uz	vorkov	n� s��tanc� S�k� n
 do vhod�
n�ch dvojic byl v�born� n	pad� kter� by mohl matematick� z	zem� n�kte�
r�ch student� obohatit
 Tento n	pad �podot�k	m� �e nepoch	z� ode mne
� kdysi jsem se s n�m n�kde setkal
 se ned	 pou��t� je�li ��slo k v sou�tu
S�k� n
 sud�
 Snadno se lze p�esv�d�it o tom� �e sou�et S�k� n
 nen� pro
v�echna sud	 k d�liteln� sou�tem S��� n
 pro ka�d� p�irozen� n� ale jen pro
n�kter�
 Nap�
 pro k � �� n � � je sou�et S��� �
 � �� sou�tem S��� �
 � ��
d�liteln�� ale pro k � �� n � � sou�et S��� �
 � � sou�tem S��� �
 � ��
d�liteln� nen�


P�semkov� p��klady na S� ��

STANISLAV TR�VN��EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

Pokra�ujeme dal��mi p��klady� kter� jsou inspirac� i praktickou pom�c�
kou pro u�itele matematiky
 $vodn� koment	� nalezne �ten	� v ���� po�
sledn� pokra�ov	n� v ���
 P��klady z jednotliv�ch t�matick�ch celk� �TC

jsou vyb�r	ny nahodile co do zam��en� i co do obt��nosti
 U ka�d�ho p���
kladu jsou uvedeny dv� rovnocenn� verze A� B a d	le je�t� verze C� D na
dal�� pou�it� �n	hradn� p�semka� p�semka v paralelce� p�edchoz� procvi�en�
�i dom	c� �loha

 Je volen stru�n� text vhodn� i k z	pisu na tabuli� vyu�
�uj�c� si ov�em m��e text upravit a p�izp�sobit podle podm�nek ve t��d�
a v souladu s pou��vanou terminologi� a symbolikou


Chce�li se i n�kter� �ten	� pod�lit o sv� zku�enosti se sv�mi kolegy
a nab�dnout jim zad	n� n�kter�ch sv�ch osv�d�en�ch p��klad� pro p�semn�
zkou�en�� nech� se s touto nab�dkou obr	t� na n	� �asopis
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TC� �e	en� rovnic a nerovnic
�
 Aj�B� %e�te nerovnici s nezn	mou x a parametrem u �v��

�u���
x � �u�x��
�x����u
 j �v���
x � ��v��x
�x��v��
�

Obsah� $pravy nerovnic jsou zcela jednoduch�� jde zejm�na o zvl	dnut�
diskuse �e�en�


V�sledky�
A� Diskutuje se nerovnice po �prav� ve tvaru u�u � �
x � �u! pro u �

� ���� �
� �����
 je mno�inou v�ech �e�en� X �

�
���

�
u� �

	
� pro

u � ��� �
 je X �

�
�

u� �
���

	
� pro u � � je X � &� pro u � � je

X � R


B� Diskutuje se nerovnice po �prav� ve tvaru v�v � �
x � �v! pro v �
� ���� �
� �����
 je mno�inou v�ech �e�en� X �

�
�

v � �
���

	
pro

v � ��� �
 je X �

�
���

�
v � �

�
� pro v � � je X � R� pro v � � je

X � &


Verze CjD� T�� text pro nerovnice

�u���
x � �u���x
�x�u��
 j �v���
x � �v����x
�x�v��
�

V�sledky�
C� Diskutuje se nerovnice po �prav� ve tvaru u�u � �
x � �u! pro u �

� ������
 � �����
 je mno�inou v�ech �e�en� X �

�
�

u� �
���

	
�

pro u � ���� �
 je X �

�
���

�
u� �

	
� pro u � � je X � &� pro u � ��

je X � R

D� Diskutuje se nerovnice po �prav� ve tvaru v�v � �
x � �v! pro v �

� ������
 � �����
 je mno�inou v�ech �e�en� X �

�
���

�
v � �

�
�

pro v � ���� �
 je X �

�
�

v � �
��

	
� pro v � � je X � R� pro v � ��

je X � &
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TC� Z
klady planimetrie

�
 Aj�B� Je d	n obd�ln�k PQRS �jPQj � � cm� jQRj � � cm
� kru�nice
k � �S! �� � cm
 �k � �Q! �� � cm
� a p��mka p � PQ �p � SR�
 Sestrojte
rovnostrann� troj�heln�k ABR �PBC� tak� aby A � k� B � p �B � k�
C � p�


Obsah� Sestrojen� obd�ln�ku a kru�nice� oto�en� p��mky �nebo kru�nice

o ���


V�sledky� Zad	n� viz na obr
 �a� �b
 $loha m	 � �e�en�


������
���	
�

Obr� �a Obr� �b

Verze Cj�D�� Je d	n koso�tverec ABCD �AB � ��� cm� AC � ��� cm

kru�nice k � �C! ��� cm
 �k � �B! ��� cm
� a p��mka p � AB �p � AD�

Sestrojte rovnostrann� troj�heln�k PKD �PKC� tak� aby K � k� P � p


V�sledky� Zad	n� viz na obr
 �c� �d
 $loha m	 � �e�en�


�����
����	

Obr� �c Obr� �d
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TC� Kombinatorika a pravd�podobnost

�
 A�B� Je d	no � ��� prvk� � p�smen a� b� c� d� e� f �u� v� x� y� z �
 Jak	
je pravd�podobnost jevu J�� V n	hodn� vybran� permutaci prvk� jsou
samohl	sky vedle sebe� a jevu J�� � � � co nejd�l od sebe


Obsah� Permutace n prvk�� sn��en� po�tu prvk� permutace vytvo�en�m
dvojice ae� resp
 ea �uy� resp
 yu� na sousedn�ch pozic�ch nebo na �
 a po�
sledn� pozici� klasick	 de'nice pravd�podobnosti


V�sledky�

A� J�� p� �
� � �(
�(

�
���
���

�
�
�
! J�� p� �

� � �(
�(

�
� 
���

�
�
��

!

B� J�� p� �
� � �(
�(

�
� 
���

�
�
�
! J�� p� �

� � �(
�(

�
��
���

�
�
��

!

Verze C�D�� Je d	na mno�ina f�� �� �� �� �� �� ��  � "g
 Jak	 je pravd�podob�
nost jevu J�� V n	hodn� vybran� kombinaci �
 t��dy jsou pr	v� dv� sud	
�lich	� ��sla� J�� � � � nejsou sou�asn� ��sla � a � ��� � a ��


V�sledky�

C� J�� p� �

�
�

�

� � ��
�

�
�
�

�

� �
� � ��
���

�
��
��

!

J�� p� � ��
�
�

�

�
�
�

�

� � �� ��
���

� �� ��
� 

�
��
� 

!

D� J�� p� �

�
�

�

� � ��
�

�
�
�

�

� �
�� � �
���

�
��
��

!

J�� p� � ��
�
	

�

�
�
�

�

� � �� ��
���

� �� �
��

�
��
��

!

TC� Diferenci
ln� a integr
ln� po�et

�
 Aj�B� Vy�et�ete pr�b�h funkce

y �
�
�
x� � x� � �x� � j y �

�
�
x� � x� � �x� �

na intervalu h��� �i �h��� �i�
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Obsah� Vyu�it� �
 a �
 derivace k vy�et�en� pr�b�hu funkce


V�sledky� A� y� � x� � �x� � � �x � �
�x � �
� y�� � �x � � � ��x � �
!
dal�� �daje jsou v tab
 �a


x �� 	������ �� 	��� �� � 	�� �� � 	�� �� �

y ��� ���� ���� �� �����

y� � � � � � � � �

y�� � � � � �

funkce roste lok� max� kles� lok�min� roste

konk�vn� in
exe konvexn�

f	�� � � Obr� �a

Tab� �a

����
����
�	
��
��

Obr� �a Obr� �b

B� y� � x� � �x� � � �x� �
�x� �
� y�� � �x� � � ��x� �
! dal�� �daje
jsou v tab
 � b
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x �� 	������ �� 	������ �� 	��� �� � 	�� �� �

y ���� � ��� ����� ����

y� � � � � � � � �

y�� � � � � �

funkce roste lok� max� kles� lok�min� roste

konk�vn� in
exe konvexn�

f	�� � �� Obr� �b

Tab� �b

������
���	
�
�
����

Obr� �c Obr� �d

Verze CjD� Vy�et�ete pr�b�h funkce

y �
x

�
�

�
x

y �
�
x
�
x

�
�

V�sledky� C� y� �
�
�
� �
x�

�
x� � �
�x�

�
�x� �
�x� �


�x�
� y�� �

�
x�

! dal�� �daje

jsou v tab
 �c
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x 	������ �� 	��� �� � 	�� �� � 	�����

y �� n� def� �

y� � � � � � n�def� � � � � �

y�� � � n�def� � �

funkce roste lok�max� kles� asympt� kles� lok�min� roste

konk�vn� x � � konvexn�

asymptota y � x�� pro x� ��� f	�� � ��� f	��� � ����

f	�� � ���� f	��� � �����

Obr� �c

Tab� �c

D� y� �
�
�
� �
x�

�
x� � "
�x�

�
�x� �
�x� �


�x�
� y�� � 	

x�
! dal�� �daje jsou

v tab
 �d


x 	������ �� 	��� �� � 	�� �� � 	�����

y �� n� def� �

y� � � � � � n�def� � � � � �

y�� � � n�def� � �

funkce roste lok�max� kles� asympt� kles� lok�min� roste

konk�vn� x � � konvexn�

asymptota y � x�� pro x� ��� f	�� � ���� f	��� � �����

f	�� � ��� f	��� � ����

Obr� �d

Tab� �d

L i t e r a t u r a

��� Tr�vn�	ek� S�� P�semkov� p��klady na S� �� MFI� ro�� � 	�

��
��� �� ��
��� Tr�vn�	ek� S�� P�semkov� p��klady na S� ��� MFI� ro�� �� 	��������� �� ��
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�	
 ro�n�k matematick� olympi�dy
�lohy I
 kola 
dom�c� ��st�

KATEGORIE A

A�I��
V oboru re	ln�ch ��sel �e�te rovnici

�x� � ��x� � �x� � ��x� �� � � �

v�te�li� �e m	 �ty�i r�zn� re	ln� ko�eny� p�i�em� sou�et dvou z nich je roven
��slu �


Jarom�r �im�a

A�I��
Kru�nice vepsan	 dan�mu troj�heln�ku ABC se dot�k	 stran BC� CA�

AB po �ad� v bodech K�L�M 
 Ozna�me P pr�se��k osy vnit�n�ho �hlu p�i
vrcholu C s p��mkou MK
 Doka�te� �e p��mky AP a LK jsou rovnob��n�


Peter Novotn�

A�I��
Jsou�li x� y� z re	ln	 ��sla z intervalu h��� �i spl�uj�c� podm�nku

xy � yz � zx � �� pak plat�

� �

p
��� x�
��� y�
��� z�
 � � � �x � y � z
� �

Doka�te a zjist�te� kdy nastane rovnost

Jaroslav �vr	ek

A�I��
Ur�ete� pro kter	 p�irozen	 ��sla n je mo�no mno�inu M � f�� �� � � � � ng

rozd�lit a
 na dv�� b
 na t�i navz	jem disjunktn� podmno�iny o stejn�m
po�tu prvk� tak� aby ka�d	 z nich obsahovala tak� aritmetick� pr�m�r
v�ech sv�ch prvk�


Peter Novotn�

A�I��
V rovin� je d	na kru�nice k se st�edem S a bod A �� S
 Ur�ete mno�inu

st�ed� kru�nic opsan�ch v�em troj�heln�k�m ABC� jejich� strana BC je
pr�m�rem kru�nice k


Ji�� Dula
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A�I��
Ur�ete v�echny funkce f � Z	 Z takov�� �e pro v�echna cel	 ��sla x� y

plat�
f
�
f�x
 � y

�
� x� f�y � ����
 �

Petr Ka
ovsk�

KATEGORIE B

B�I��
Najd�te v�echny dvojice �a� b
 cel�ch ��sel� je� vyhovuj� rovnici

a� � �ab� �b� � �a� �b� � � � �

Pavel Novotn�

B�I��
Je d	na kru�nice k s pr�m�rem AB
 K libovoln�mu bodu Y kru�nice k�

Y �� A� sestrojme na polop��mce AY bod X � pro kter� plat� jAX j � jY Bj

Ur�ete mno�inu v�ech takov�ch bod� X 


Pavel Leischner

B�I��
Najd�te nejmen�� p�irozen� ��slo k takov�� �e ka�d	 k�prvkov	 mno�

�ina trojm�stn�ch� po dvou nesoud�ln�ch p�irozen�ch ��sel obsahuje aspo�
jedno prvo��slo


Pavel Novotn�

B�I��
V libovoln�m troj�heln�ku ABC ozna�me T t��i�t�� D st�ed strany

AC a E st�ed strany BC
 Najd�te v�echny pravo�hl� troj�heln�ky ABC

s p�eponou AB� pro n�� je �ty��heln�k CDTE te�nov�

J�n Maz�k

B�I��
Najd�te v�echny dvojice �p� q
 re	ln�ch ��sel takov�� �e mnoho�len

x� � px� q je d�litelem mnoho�lenu x� � px� � q

Jozef Morav	�k
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B�I��
Je d	na �se�ka AA
 a p��mka p
 Sestrojte troj�heln�k s vrcholem A

a v��kou AA
� jeho� t��i�t� a st�ed kru�nice opsan� le�� na p��mce p

Eva ��dk�

KATEGORIE C

C�I��
Ur�ete v�echny dvojice �a� b
 p�irozen�ch ��sel� pro n�� plat�

a� �
p
b � b� �

p
a �

Jaroslav �vr	ek

C�I��
Najd�te v�echny troj�heln�ky� kter� lze roz�ezat na lichob��n�ky se stra�

nami d�lek � cm� � cm� � cm a � cm

J�n Maz�k

C�I��
Najd�te v�echna p�irozen	 ��sla� jejich� z	pis neobsahuje nulu a m	

n	sleduj�c� vlastnost� vynech	me�li v n�m libovolnou ��slici� dostaneme
��slo� kter� je d�litelem p�vodn�ho ��sla


Jarom�r �im�a

C�I��
Je d	n lichob��n�k ABCD se z	kladnami AB a CD
 Ozna�me E st�ed

strany AB� F st�ed �se�ky DE a G pr�se��k �se�ek BD a CE
 Vyj	d�ete
obsah lichob��n�ku ABCD pomoc� jeho v��ky v a d�lky d �se�ky FG za
p�edpokladu� �e body A�F�C le�� v p��mce


J�n Maz�k

C�I��
Zjist�te� pro kter� p�irozen� ��slo n je pod�l

�� ���
�n� �
�n� �


a
 co nejv�t��� b
 co nejmen�� p�irozen� ��slo

Eva ��dk�
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C�I��
Je d	n ostro�hl� troj�heln�k ABC� v n�m� D je pata v��ky z vrcholu C

a V pr�se��k v��ek
 Doka�te� �e jADj � jBDj � jABj � jV Dj� pr	v� kdy�
jCDj � jABj


Jaroslav Zhouf

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv	d�me zad	n� dal�� dvojice �loh na�� pravideln� rubriky
 Jejich �e�en�
m��ete zaslat nejpozd�ji do ��
 "
 ���� na adresu� Redakce �asopisu MFI�
t�
 Svobody ��� ��� �� Olomouc


Jejich �e�en� lze zaslat tak� elektronickou cestou �pouze v�ak v TEXov�
sk�ch verz�ch� p��p
 v MS Wordu
 na emailovou adresu� m��upol�cz
 Za�
j�mav	 a origin	ln� �e�en� �loh r	di uve�ejn�me


�loha ���

V oboru p�irozen�ch ��sel �e�te soustavu rovnic

D�x� y
 � D�x� �� y � �
�

n�x� �� y � �
 � � � n�x� y
�
kde D�x� y
� n�x� y
 zna�� nejv�t��ho spole�n�ho d�litele� resp
 nejmen��
spole�n� n	sobek p�irozen�ch ��sel x a y


Jaroslav �vr	ek

�loha ���

Nech� C je vnit�n� bod �se�ky AB
 Ur�ete mno�inu v�ech bod� D tako�
v�ch� �e polom�r kru�nice opsan� troj�heln�ku CBD je dvakr	t v�t�� ne�
polom�r kru�nice opsan� troj�heln�ku ACD


Jaroslav Zhouf
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