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Co jsme objevili, a co budeme dokazovat

“

V druhé ¢asti naseho seridlu ,,Posvitme si s Cabri ...“ (viz [1]) jsme se
zabyvali feSenim nésledujici alohy. Jak vyplyva z jejiho reSeni, mizeme ji
nazvat Glohou o tfech Apolloniovych kruznicich

Uloha
Je din trojuhelnik ABC a tii kladnd redlnd cisla a, b, c. Ukolem bylo
sestrojit vsechny body X, pro néz plati

|[AX|:|BX|:|CX|=a:b:c. (1)
Hledané body jsme sestrojovali jako spole¢né body tii Appoloniovych kruz-
nic. Prvni kruznice k; byla mnozinou bodd, které maji od vrchola A, B

pomér vzdalenosti |AX| : |[BX| = a : b. Dalsi dvé kruznice k2 a k3 byly
mnozinami bodi, pro které platilo:

|IBX|:|CX|=b:c a |CX|:|AX|=c:a.
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Na obréazku 1 je znazornéno feseni pro dany trojihelnik ABC a pro ¢isla
a=2,b=10, ¢ = 4. Uloha ma v tomto piipadé dvé feseni, bod X* a X**.
Zjistili jsme také, ze kruznice k1, k2 a k3. patfi jednomu svazku kruznic,
ktery jsme oznacovali A(A, B,C,a,b,c). Dali jsme mu i jméno, Apolloniiv
svazek kruznic.

B

Obr. 1

Vsechny kruznice Apolloniova svazku maji spole¢nou chordélu h. Zjistili
jsme, ze vSechny chordéaly h, nezavisle na hodnotach ¢isel a, b, ¢, prochézeji
jedinym bodem a patii tak svazku primek. Trochu nas potrapilo urceni
polohy stfedu svazku téchto chordal. Nakonec jsme zjistili, ze stiedem
tohoto svazku je stfed S kruZnice opsané trojahelniku ABC.

Pak jsme se zacali zabyvat klasickou otazkou, kterou si zpravidla kla-
deme pri feseni konstrukcnich tloh: Kdy mé naSe Giloha feSeni a kolik ma
feSeni? Jinymi slovy, kdy existuji dva, kdy jeden nebo kdy zadny bod X
vyhovujici podmince (1). Tuto otdzku mizeme formulovat také takto:

Otazka:

Kdy je Apolloniiv svazek kruznic A(A, B, C,a,b,c) elipticky (tj. kruz-
nice k1, ko a ks maji dva spolecné body), kdy parabolicky (tj. kruznice ky,
kay a ks maji jeding spolecny bod) a kdy hyperbolicky (tj. kruznice ky, ko
a ks nemaji Zadny spolecny bod).

Odpovéd na tuto otdzku jsme hledali ve tieti ¢asti naseho seridlu (viz
[2]) pomoci Cabri geometrie. Ziskali jsme tii pfekvapujici odpovédi. Klicem
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k prvnimu objevu byl poznatek P a zobrazeni L), Obménou zobrazeni
L™ jsme pak dosli jesté ke dvéma dalsim objeviim, ke kterym piejdeme
pozdéji.

P:

Védéli jsme, ze kdyz maji kruznice k1, ko a ks jediny spolecny bod
X, lezi tento bod na kruznici k opsané trojahelniku ABC. (Jinak fe-
¢eno: body A, B, C' a bod X jsou vrcholy tétivového ¢tyfuhelniku.)
Kdyz maji kruznice k1, ko a k3 dva spolecné body X; a Xs, jsou to
body, které si odpovidaji v kruhové inverzi s ridici kruznici k.

: Pouzili jsme zobrazeni, které bodim X kruznice k opsané trojihel-

niku ABC pfifazovalo tfi nové pomocné body X*. Ty jsme sestro-
jili takto: Zjistili jsme vzdalenosti bodu X od vrcholi trojihelniku
ABC

a=|AX]|, b=|BX|, c=|CX| (2)

a pak jsme sestrojili body X* tak, aby mély od pifimek BC, C'A,
AB po radé stejny pomeér vzdalenosti jako bod X od vrcholi A, B,
C.

|X*,BC|:|X*,CA|:|X*",AB|=a:b:c. (3)
Vzdalenosti bodu X* od primek BC, C'A, AB se tak rovnaly k-
nasobkim ¢isel (2). Na obr. 2 je znazornén jeden z bodi X*, ten
ktery lezi uvnitt trojuhelniku ABC'. Dalsi na obrazku neznazornéné
body lezi v oblastech, ve kterych lezi stiedy kruznic pfipsanych
trojuhelniku ABC.

Obr. 2

Jak probihalo experimentovani? Nejdiive jsme sestrojili v zobrazeni L(1)
obrazy X* bodi X. Pak jsme zkoumali, po kterych drahach se pohybuji
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tyto body, kdyz bod X probihd po kruznici k opsané trojiuhelniku ABC.
Vysledkem byly hranice ¢tyi vyznacenych oblasti na obr. 3. Jednou ob-
lasti je trojuhelnik A’B’'C' tvofeny stfednimi pifickami daného trojihel-
niku ABC. Dalsi ti oblastni jsou vrcholové hly k vnitinim Ghlam trojua-
helniku A’B'C".

Obr. 3

Na obr. 3 miZzeme odpovéd na shora uvedenou otézku zjistit pomoci
nasledujici véty:

Véta 14

Apollonitv svazek A (A, B,C,a,b,c) je elipticky (parabolicky), pravé
kdyz ¢isla a, b, ¢ jsou vzdalenosti nékterého bodu X naélezejicitho vnitiku
(hranici) jedné ze Sedé vyznafenych oblasti na obr. 3 od pfimek BC, CA
a AB, tj. pravé kdyz

a=|X,BC|,b=|X,CAl,c = |X,AB|. (4)

To byl prvni prekvapujici vysledek, ke kterému jsme dosli ve tfeti casti na-
Seho seriélu, viz [2]. Tento vysledek (i ostatni dva piekvapujici vysledky)
maji vSak jeden ,maly“ nedostatek. Jsou odvozeny jen na zdkladé ex-
perimentovani s Cabri geometrii. Nespornou piednosti takového experi-
mentovani je jeho objevitelsky piinos. V tom je jeho didakticky piinos.
Z matematického hlediska je vSak zadouci doplnit jesté dikaz tohoto tvr-
zeni opirajici se o nékterou matematickou metodu. To bude pfedmétem

tohoto prispévku.
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Ptolemaiova véta a trilinearni sourfadnice — kli¢e k matematic-
kému reSeni

Abychom dokazali vSechny tfi vysledky ziskané v ¢lanku [2], potfebu-
jeme takovy aparat, ktery umozni ,pielozit“ poznatek P a zobrazeni L(1)
do jazyka algebry. V piipadé poznatku P je to nasledujici véta

Véta 15 (zobecnénd Ptolemaiova*) véta)
Necht ABCD je libovolny ctyrihelnik. Potom pro jeho strany a = |AB)|,
b= |BC|, c=|CD|, d=|DA| a dhlopricky e = |AC|, f = |BD| plati
ac+bd > ef. (5)
Pritom rovnost nastane pravé tehdy, je-li ctyrihelnik ABCD tétivovy
(obr. 4).

S dikazem zobecnéné Ptolemaiovy véty se mohou Ctendii seznamit
napf. v praci [3], kterd vysSla v minulém ¢isle naseho ¢asopisu. V této
praci 1ze nalézt odkazy na dalsi publikace vénované Ptolemaiové véte.

o

C

Obr. 4

Pro vyuziti zobrazeni L) je vhodnym pocetnim aparitem soustava
trilinearnich soufadnic (STL)

po Kristu
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STL: Soustava trilinedrnich soutadnic v roviné je urcena tremi body A,
B, C nelezicimi v primce a primkami BC, CA a AB. Trilinedrni
souradnice libovolného bodu P jsou takové usporddané trojice re-
dlngch cisel (kx, ky, kz), kde k je libovolné nenulové redlné cislo
a x, y, z jsou orientované vzddlenosti bodu P po tadé od primek
BC, CA, AB. Pritom orientovand vzddlenost napt. bodu P od
primky BC' je kladné (zdporné) cislo, pravé kdyZ tato primka body
A, P neoddéluje (oddéluge).

Ukazka urceni trilinedrnich soufadnic bodd P a @ je na obr. 5.

0=(-1,3,2)

TP=21,1)

Obr. 5

Na obr. 6 si mohou ¢tendri ovérit souradnice vrcholt trojuhelniku ABC,
stfedu O kruZnice vepsané trojuhelniku ABC, stfedu Os kruznice pfipsané
k trojihelniku ABC' ke strané AC, prusecikt R, P os vnitfniho a vnéjsiho
thlu pfi vrcholu C se stranou (pfimkou) AB a kone¢né stiedu So strany
AC, kde v,, v, jsou vysky trojihelniku ABC.

B=(0,1,0)

P=(1,-1,0) A=(1,0.0) R=(1,1,0)
Obr. 6
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Stoji za povSimnuti, Ze na rozdil od kartézskych souradnic nejsou tri-
linedrni soufadnice urceny jednoznacné. Jednoznacné je urcen jen pomeér
Cisel kx : ky : kz = x : y : z. Tak stfed O vepsané kruznice ma nejen sou-
fadnice (1,1, 1), ale také napiiklad soufadnice (—1,—1,—1) nebo (p, 0, 0),
kde g je polomér kruznice vepsané trojihelniku ABC.

Podobné st¥ed Ss strany AC' méa vedle soufadnic (v,, 0, v.) naptiklad
soufadnice (¢, 0,a), kde a, ¢ jsou délky stran trojuhelniku ABC'. Z rovnosti
%a “ Vg = %c - v, totiz plyne v, : v, = ¢ : a. Tém, ktefi znaji projektivni
geometrii mohou trilinedrni soutadnice pripominat projektivni souradnice.

V triliedrnich souradnicich maji pfimky rovnice tvaru pr+qy+rz = 0,
kde alespon jeden z koeficienti p, ¢, r je ruzny od nuly. Podobné jako
v kartézskych souradnicich i zde plati: Bod lezi na primce, praveé kdyz jeho
souradnice vyhovuji rovnici pfimky. To si mtzete ovérit pro nékteré primky
na obr. 7, naptiklad pro stfedni pficku S;.52 Ta ma rovnici ax+by—cz = 0,
kde a, b, ¢ jsou délky stran trojahelniku ABC. Lezi na ni i nevlastni bod
Us = (b, —a,0), ktery je spoleny viem rovnobéznym primkam s primkou
AB. Podobné lze ovérit spravnost rovnice osy vnitiniho thlu pii vrcholu C'
nebo rovnici téZnice z vrcholu A, které jsou uvedeny na obr. 7.

x-y=0
ax+by=0
C=(0,0,1)
ax+by-cz=0
82=(c,0, $1=(0,c,b)
z=0
A=(1,0,0 U3=(1,1,00 B=(0,1,0
__A(100) [us=(1.1,0) B=0.10
Obr. 7

Rovnice kruznic jsou komplikovanéjsi. Uvedeme tii ukézky. Rovnice
kruznice k opsané a kruznice v vepsané rovnostrannému trojihelniku.
A jako tteti rovnici tzv. Spiekerovy kruznice s, to je kruznice vepsané
trojuhelniku ze stiednich pri¢ek. Rovnice téchto kruznic jsou uvedeny na
obr. 8. Doporucujeme ctenafi, aby si jejich spravnost ovéril dosazenim
souradnic bodi, které na téchto kruznicich lezi.
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k=xy+zz+yz=0
v=al+y?+ 22— 20y — 202 —2yz =0
3

3
szm2+y2+z2—gwy—ng—gyz:0

0,0,1)

(1,0,0) 1(1,1,0) 0,1,0)

—2.2-1)

Obr. 8

Duikazy vét z ¢lanku [2]

Nejdiive dokazeme vétu 14 z Gvodni ¢asti tohoto prispévku.

Diikaz: Véta 14 1ika, ze eliptickym svazkim Apolloniovych kruznic
A(A,B,C,a,b,c) odpovidaji body nélezejici vnitikiim Sedé vyznacenych
oblasti na obrazku 3. Hranice téchto oblasti odpovidaji parabolickym svaz-
kim. Nas diikaz omezime na trojihelnikovou oblast A'B'C’ (obr. 9). Vi-
choly trojihelniku A'B'C’ maji trilinedrni souradnice

A" =(0,|AB|,|CA4)), B' = (]AB|,0,|BC|),

Strany tohoto trojihelniku maji rovnice:

¢ =(|CAl,|BC,0).

A'B"=|BC| -z +|CA|-y—|AB|-2 =0,
A'C'=|BC|-x—|CA|-y+|AB|-z2=0,
B'C'=—|BC|-z+|CA|-y+|AB| -z =0.
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Pro soufadnice vnitinich bodt trojihelniku A’ B'C’ plati*)
x>0, y>0, z >0, (6)

|BC|-x+|CA|-y > |AB| -z,
|BC| -z +|AB|-z > |CA| -y, (7)
|CA|-y+|AB| -z > |BC| -z,
kde nerovnosti (7) popisuji poloroviny A'B'C', C'A'B" a B'C'A’,
Vezméme nyni elipticky svazek A(A, B, C,a,b,¢) a odpovidajici Apollo-

nitv bod P, ktery lezi ve vnitini oblasti kruznice k£ opsané trojihelniku
ABC, (obr. 9). Potom je

a:b:c=|PA|:|PB|:|PC|.

To znamena, Ze existuje takové kladné cislo ¢, ze plati
\PA|=at, |PB|=bt, |PC|=ct. 8)
*) Podobné jako v kartézskych soufadnicich jsou vnit¥ky opa&ngch polorovin urgenych
napf. piimkou A’B’ = |BC| -z + |CA|-y+ |AB| -z = 0 popsény nerovnicemi |BC|-x +

|CA|-y — |AB|-z >0 a |BC|-z+|CA| -y — |AB] -z < 0. Pro polorovinu obsahujici
bod C’ (obr. 9) plati prvni nerovnice, pro opatnou polorovinu druha nerovnice.
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Uvazujme ¢tyftahelnik ACBP. Protoze neni tétivovy, dostaneme podle
Ptolemaiovy véty ostrou nerovnost

|BC|-|PA|+|CA|-|PB| > |AB|-|PC|.

Dosadime-li do ni za |PA|, |PB|, |PC| podle (8) a vydélime ji souc¢asné
koeficientem ¢, dostaneme

|BC|-a+|CA|-b> |AB|-c. (9a)

Podobné ze ¢tyruhelniki APC'B a ACPD dostaneme pomoci Ptolemaiovy
véty nerovnosti

|BC|-a+|AB|-c > |CA|-b, |CA|-b+|AB|-¢>|BC|-a. (9b)

Obr. 10

Nerovnosti (9a) a (9b) ukazuji, Ze trilinedrni souradnice bodu X (a, b, ¢)
vyhovuji nerovnostem (7). Bod X (a, b, ¢) tedy nalezi trojahelniku A’'B'C".
Cely postup lze obratit. Tim je véta 1 dokazana pro vmitiek trojihelniku
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A'B'C'. Dtikaz pro ostatni Sedé vyznacdené oblasti na obr. 3 je obdobny,
jen musime zohlednit znaménka soutradnic Také pro parabolicky svazek
A(A,B,C,a,b,c) je dikaz obdobny, misto s nerovnicemi (7) se pracuje
s odpovidajicimi rovnostmi.

Piejdéme k druhému prekvapivému vysledku z ¢lanku [2]. Podstatou
roli v ném hraji Sedé vyznacené oblasti na obrazku 10. Jejich hranice tvori
elipsa £ vepsand trojiuhelniku ABC a tii hyperboly H,, Hy, H. pripsané
trojuhelniku ABC, tj. hyperboly dotykajici se vzdy jedné strany a pro-
dlouzeni zbylych dvou stran trojihelniku ABC. Nejdiive popiseme kon-
strukei téchto kuzelosedek a pak uvedeme jejich vyznam (viz dale uvedend
véta 16).

Konstrukce elipsy £. V trojuhelniku ABC sestrojime trojthelnik
A'B'C" ze stiednich pficek a stfed S kruznice vepsané tomuto trojthel-
niku (obr. 11). Bod S je jiz stfedem hledané elipsy €. Déle sestrojime osy
vnitfnich thld AA,, BB; a CC trojihelniku ABC. Najdeme po tadé
obrazy As, By a Cs bodt A;, By a C; v soumérnostech podle stiedt A',
B' a C'. To jsou body dotyku hledané elipsy £ se stranami trojihelniku
ABC, Konecné sestrojime body As, Bs a C3 a to jako obrazy bodad As,
By a Cy ve stfedové soumeérnosti se stiedem S. Sami mtizete zjistit, ze
|AAsz| = |A10|, |[BB;3| = |B10] a |CCs| = |C10], kde O je stied kruznice
vepsané trojuhelniku ABC'. Elipsu & mizeme nyni sestrojit z nékterych
péti ze Sesti bod As, As, B, Bs, Cy, C3 pomoci Cabri geometrie (staci
v tomto programu oteviit roletu se zdhlavim konstrukce kruznice).

A c2 c Ci1 B

Obr. 11
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Obr. 12

Konstrukce hyperboly #, ptipsané ke strané BC' trojahelniku ABC
(obr. 12). Konstrukce je jednoduchou obménou konstrukce elipsy &. Se-
strojime opét trojuhelnik A’B'C" ze stfednich pficek trojuhelniku ABC.
Stifedem hyperboly H, je stfed S kruznice pfipsané trojihelniku A’'B'C’
ke strané B'C’. V trojthelniku ABC sestrojime osu vnitiniho thlu p¥i
vrcholu A a osy vnéjsich hla pii vrcholech B, C. Jejich pruseéiky s pro-
t€jSimi stranami jsou body A;, By a C;. Najdeme jejich obrazy A, Bs
a Cy po tadé ve stfedovych soumérnostech se stiedy A’, B' a C'. Tim
dostaneme body dotyku hyperboly H, s ptimkami BC', CA a AB. Zbyva
sestrojit body As, B3 a C3 podobné jako v piipadé elipsy £.

Vyznam sestrojenych kuzelosecek udava véta 16.

Véta 16

Apolloniiv svazek kruznic A(A,B,C,a,b,c) je elipticky (parabolicky),
pravé kdyz cisla a, b, ¢ jsou druhé odmocniny vzdalenosti nékterého bodu X
ndlezejictho vnitiku (hranici) jedné ze Sedé vyznacengch oblasti na ob-
razku 10 od primek BC, CA a AB, tj. prdvé kdyZ

a=+/|X,BC], b=+|X',C4, c=+/[X,CAl. (10)

Pozndmka. Rovnosti (10) miZeme vyjadiit pomoci trilinearnich soufadnic
bodu X. Bod X mé trilinedrni soutadnice (a2, b?, ¢?) nebo (—a?, b?, c?)
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nebo (a?, —b?, ¢%) nebo (a2, b, —c?) v zéavislosti na tom, v které oblasti
vymezené piimkami BC', CA a AB lez.

Diikaz: Uvazujme, podobné jako pii dikazu véty 1, elipticky svazek
A(A,B,C,a,b,c). Necht P je Apollonitiv bod tohoto svazku, ktery lezi
ve vnitini oblasti kruznice k opsané trojihelniku ABC'. (Jde o podobnou
situaci jako na obrazku 9.) Potom pro &isla a, b, ¢ plati nerovnosti (9a)
a (9b). Odtud vynasobenim téchto nerovnosti dostaneme

(IBC|-a+|CA|-b—|AB|-¢)(|BC| -a+|AB| - ¢ —

—|CA|-b)(|CA| b+ |AB| - ¢ —|BC|-a) > 0.

Po vynésobeni kladnym vyrazem (|BC|-a+ |CA|-b+|AB|-¢) dostaneme
nerovnost

(|BC|-a+ |CA|-b+|AB|-¢)- (|lBC|-a+|CA|-b—|AB|-c)-
-(|IBC|-a+|AB|-c—|CA|-b)-(|CA|-b+|AB|-¢c—|BC|-a) > 0.
Odtud po roznasobeni dostaneme
2(|AB)? - |BC|* - a®- & +|AB?- |CAP*- b*- & +|BC*- |CA]* - a®- b?) —
—|BC|*- a* — |CA|*- b* — |AB* - ¢* > 0.
To vSak znamend, Ze soufadnice bodu (a?, b2, ¢?) vyhovuji nerovnici
2(|AB|> - |BC|)? - x- z+ |AB|? - |CA|? - y -2+ |BC]*- |CA]* - - y) —

—|BC|* - 2* —|CA|*- y* — |ABJ*- 2* > 0. (11)

A to je nerovnice vnitini oblasti elipsy, kterou jsme oznacili jako £. Rov-
nici elipsy £ dostaneme tak, ze v (11) zaménime znaménko nerovnosti ,,>
znaménkem rovnosti. Spole¢né body této elipsy s pfimkou AB dostaneme
tak, zZe v rovnici dosadime z = 0. Dostaneme po Gpravé rovnici

—(IBOP -« — |CAP - y)* = 0. (12)
Odtud je vidét, ze elipsa mé s primkou AB spole¢ny dvojndsobny bod se
souradnicemi

(ICAP, |BC, 0), (13)
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které dostaneme feSenim rovnice (12). Tento bod je proto bodem dotyku
elipsy € s primkou AB.

Pomérné jednoduchym vypoctem se lze presvédcit, ze je to skutecné
bod C5 z obrazku 11. Dikaz, ze stfedem elipsy £ je stfed S kruznice
vepsané trojuhelniku A’B’'C’ lze nalézt v praci [4].

Nakonec prejdeme ke tietimu prekvapivému vysledku z prace [2], ktery
upfesiuje véta 17.

Véta 17

Apolloniiv svazek kruznic A(A,B,C,a,b,c) je elipticky (parabolicky),
pravé kdyz cisla a, b, ¢ jsou druhé mocniny vzddlenosti nékterého bodu X
ndlezejictho vnittku (hranici) jedné z biljch oblasti na obrdzku 13 od primek
BC, CA a AB, tj. pravé kdyz

a=|X,BCJ, b=|X,CAP?, c=|X,AB). (14)

Obr. 13

Pozndmka. Rovnosti (14) miZeme vyjadiit pomoci trilinearnich soufadnic
bodu X. Bod X mé4 trilineadrni souradnice

(\/5,\/5,\/5) nebo (—\/5,\/5,\/5) nebo
(\/5,—\/5,\/5) nebo (\/5,\/1_),—\/5)

v zavislosti na tom, ve které oblasti vymezené p¥imkami BC, CA a AB
lezi.
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Popiseme si nejdiive konstrukci hyperbol, které ohranicuji bilé oblasti
na obr. 13. Stadi popsat jednu z nich.

Konstrukce hyperboly H, (obr. 14). Sestrojime na piimkach AC a AB
po fadé body Bj, C se souradnicemi

B, (\/B_O, 0@) a O (\/ﬂ, 0@) .

Porovnejte souradnice téchto bod se souradnicemi bodu Cs z obrazku 11,
tj. s rovnosti (11).

Obr. 14

V bodech B; a C; se hyperbola H, dotykad primek BB; a CCy. Pak
sestrojime By a Bj tak, aby ¢tvefice bodi ACB; By a AB,Cs tvorily har-
monickou ¢tverici. Body Bs a Cy hyperbola #H, také prochazi. Navic se
v bodé By dotyka hyperboly H. a v bodé Cs hyperboly H;, (viz obr. 13).
Stiedem hyperboly H, je stfed S, kruznice pfipsané trojuhelniku ABC
podél strany BC. Muzeme tak sestrojit napriklad dalsi dva body Bs a C
hyperboly H,. Ze sestrojenych Sesti bodi hyperbolu snadno sestrojime.

Diikaz véty 17 je obdobny s dikazem véty 16 a nebudeme ho provadét,
lze se s nim sezndmit v préci [4].
Na zavér

Nase dosavadni ,,Cabri vylety“ do apolloniovské problematiky se po-
malu blizi ke konci. V tomto ptispévku jsme pridali ke Cabri geometrii no-
vého vydatného pomocnika, a to trilinearni souradnice. Zvidavého ¢tenaie
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miize za této situace napadnout, zda lze polozit podobné apolloniovské
ulohy i v trojrozmérném prostoru. Samoziejmé ano. Je jednoduché polozit
si analogické otazky i v prostoru. A analogie rovinnych Cabri vysledki
muze pak naznacit, jaké vysledky lze ocekdvat v prostoru. Cabri geome-
trie mtze byt tedy uzitecnd i na zacatku zkoumdni analogickych situaci
v prostoru. To bude predmétem posledni ¢asti nasi série prispévki.
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Viz téZ http://www.mathematik.uni-muenche n.de/"fritsch/Apollonios.pdf

Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 123 a 124, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tietim
Cisle tohoto (15.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 123
Najdéte vSechny pravothlé trojahelniky s obvodem 180, jejichz délky
stran jsou vyjadieny pfirozenymi Cisly.
Filip Surcek
Resent:
Oznacme a, b délky odvésen a ¢ délku prepony hledaného trojihelniku.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme a < b < ¢. Podle zadani jsou a, bac
prirozend cisla a z trojuhelnikové nerovnosti plati a + b > c¢. Jelikoz podle
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zadani plati a + b+ ¢ = 180, odtud plyne a + b > 90, tedy a < b < ¢ < 90.
Dle Pythagorovy véty déle plati

a4+ b = = (180 — a — b)? = 180% + a + b% — 360a — 360D + 2ab.
Po Gpravé dostaneme
(180 — a)(180 — b) = 180 - 90. (1)

Cisla 180 — @ a 180 — b jsou piirozend a plati 180 —a > 180 — b > 90.
Existuji prave tii rozklady c¢isla 180 - 90 na soucin prirozenych ¢isel vétsich
nez 90, a to

180-90 =162 - 100 = 150 - 108 = 135 - 120.

Vsechny dvojice (a,b) pfirozenych ¢isel, které fesi rovnici (1) jsou tedy
(18,80), (30,72), (45,60). Témto dvojicim odpovidaji po fadé ¢isla ¢ 82,
78, 75.

Existuji tfi pravoihlé trojahelniky vyhovujici podminkédm tlohy. Jsou
to trojihelniky se stranami délek 18, 80, 82, dale 30, 72, 78 a 45, 60, 75.
Jiné resent:

Oznacme a a b délky odvésen a ¢ délku piepony hledaného trojuhelniku.
Z teorie pythagorejskych cisel plyne, ze existuji prirozend ¢isla d, u, v
(u > v, u a v nesoudélnd, u+ v je liché ¢islo) tak, Ze bez Gjmy na obecnosti
plati

a = 2duv, b=du® —v?), c = d(u® +v?).

Jelikoz obvod trojihelniku se rovnd 180, plyne odtud
180 = 2duv + d(u® — v*) + d(u® + v*) = 2du(u + v),

tedy

90 = du(u + v). (2)
Podle predpokladti je u + v liché ¢islo vétsi nez 1. Miize proto nabyt pouze
nékterou z hodnot 3, 5, 9, 15 a 45. Déle z pfedpokladi pro ¢isla u a v plati
u < u+ v < 2u. Rozlisime dale nékolik piipadi.

e Pokud u+ v = 3, potom rovnice (2) m4 tvar 30 = du. Vzhledem k pod-
mince u < 3 < 2u plati nutné v = 2. Odtud plyne, ze v =1 a d = 15.
Tedy a =60, b=45a c="T75.
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e Pokud u+ v = 5, potom rovnice (2) ma tvar 18 = du. Vzhledem k pod-
mince u < 5 < 2u plati nutné v = 3. Odtud plyne, ze v = 2 a d = 6.
Tedy a =72,b=30ac="T78.

e Pokud v+ v =9, potom rovnice (2) ma tvar 10 = du. Vzhledem k pod-
mince u < 9 < 2u plati nutné v = 5. Odtud plyne, Ze v =4 a d = 2.
Tedy a =80, b= 18 a ¢ = 82.

e Pokud u + v = 15, potom rovnice (2) md tvar 6 = du. Odtud plyne,
Ze neexistuje prirozené cislo u, které by vyhovovalo navic podmince
u < 15 < 2u.

e Pokud u + v = 45, potom rovnice (2) md tvar 2 = du. Odtud plyne,
Ze neexistuje prirozené c¢islo u, které by vyhovovalo navic podmince
u < 45 < 2u.

Stejné jako v predchdzejicim reSeni jsme dospéli ke stejnému zavéru.

Spravné feSeni zaslali: Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Frantisek Jdachim
z Volyné, Vladimir Pavel z Blovic, Jiri Steckbauer z Kvétné, Lukas Bed-
naiik z SG v Olomouci, Lucie Fabrikovd, Zbynék Konecny a Jan Uhlik,
véichni z G Brno, t¥. Kpt. Jarose, Jaroslav Hanél a Josef Zabenskyj, oba,
z GMK v Bilovci, Tomds Hejda a Radek Zlebcik, oba z G Praha 5, Zbo-
rovskd. Tomds Jedlicka z G Trebi¢, Marek Pechal z G Zlin, Lesni ¢tvrt
a Marek Scholle z G Pardubice, Dasicka.

Netplné feseni zaslali: Anton Hndtz Moravan, Aneska Faltijnkovd z GJS
v Prerové a Vendula Uchytilovda z GJKT Hradec Kralové.

Uloha 124
Necht S znadi stied kruznice vepsané danému ostrouhlému trojihelniku
ABC. Oznaéme déle A’, B', C' obrazy bodu S v osovych soumérnostech po
fadé podle pfimek BC, CA, AB. Dokazte, ze trojuhelniky ABC a A'B'C’
jsou podobné, pravé kdyz ABC je rovnostranny trojihelnik.
Jaroslav Svrcek

Reseni:

Ozna¢me K, L, M po fadé body dotyku kruznice vepsané se stranami
BC, CA a AB trojihelniku ABC. Necht «, 8 a v jsou po tadé veli-
kosti jeho vnitfnich thlt pifi vrcholech A, B a C (viz obr.). Jelikoz K,
L a M jsou stiedy po fadé tsecek SA', SB' a SC’, jsou trojuhelniky
KLM a A'B'C' stejnolehlé se stiedem stejnolehlosti S a koeficientem 2.
Proto maji i stejné vnitini thly u odpovidajicich vrcholi. Jelikoz thly SLA
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a SMA jsou pravé, je velikost thlu LSM rovna 180° — «. Podle véty
o obvodovém thlu je tedy velikost thlu MK L rovna 90° — £a. Cyklickou
zaménou dostaneme, ze velikost thlu K LM je 90° — %6 a velikost thlu
LMK je 90° — %7. Je-li trojihelnik ABC rovnostranny, platia = =y =
60°, tedy i KLM je rovnostranny trojihelnik a trojuhelniky ABC, K LM
a A'B'C’ jsou podobné. Jestlize naopak jsou trojihelniky ABC a A'B'C’
podobné, plati

o 1 o 1 _ o 1
05—90—505, 5_90 _557 7_90 2/77

odtud a = 8 =y = 60° a trojahelnik ABC je rovnostranny.

Spravné feseni zaslali: Anton Hndt z Moravan, Miloslav Hiibsch z Prahy
5, Vladimir Pavel z Blovic, Lucie Fabrikovd, Zbyneék Konecny, Jakub Opr-
sal, Alexandr Picha a Jan Uhlik, vSichni z G Brno, t¥. Kpt. JaroSe, Anezka
Faltynkovd z GJS v Pierové, Miroslav Klimos, Adam Kubetta, Michael
Kucera a Josef Zabensky, vichni z GMK v Bilovci, Tereza Klimosovd
z G Langkroun, Marek Pechal z G Zlin, Lesni ¢tvrt a Vendula Uchytilova
z GJKT Hradec Krélové.

Netplné feSeni zaslali: Lukd$ Bednaiik z SG v Olomouci, Eva Cernohor-
skd z 1. ceského G v Karlovych Varech, Jaroslav Hanc¢l z GMK v Bilovci,
Martin K¥ivinek z G Brno, ti. Kpt. Jarose, Tomds Hejda a Radek Zleb-
¢ik, oba z G Praha 5, Zborovska, Marek Scholle z G Pardubice, Dagicka

a Pavel Salom z G Roznov p. R.
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