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Co jsme objevili� a co budeme dokazovat

V druh� ��sti na�eho seri�lu �Posvi�me si s Cabri � � � � �viz ��	
 jsme se
zab�vali �e�en
m n�sleduj
c
 �lohy� Jak vypl�v� z jej
ho �e�en
� m��eme ji
nazvat �lohou o t�ech Apolloniov�ch kru�nic
ch

�loha
Je d�n troj�heln�k ABC a t�i kladn� re�ln� ��sla a� b� c� �kolem bylo

sestrojit v	echny body X� pro n
� plat�

jAX j � jBX j � jCX j � a � b � c� ��


Hledan� body jsme sestrojovali jako spole�n� body t�
 Appoloniov�ch kru��
nic� Prvn
 kru�nice k� byla mno�inou bod�� kter� maj
 od vrchol� A� B
pom�r vzd�lenost
 jAX j � jBX j � a � b� Dal�
 dv� kru�nice k� a k� byly
mno�inami bod�� pro kter� platilo�

jBX j � jCX j � b � c a jCX j � jAX j � c � a�
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Na obr�zku � je zn�zorn�no �e�en
 pro dan� troj�heln
k ABC a pro �
sla
a � �� b � ��� c � �� �loha m� v tomto p�
pad� dv� �e�en
� bod X� a X���
Zjistili jsme tak�� �e kru�nice k�� k� a k�� pat�
 jednomu svazku kru�nic�
kter� jsme ozna�ovali A�A�B�C� a� b� c
� Dali jsme mu i jm�no� Apolloni�v
svazek kru�nic�

����
����
�	
�

Obr� �

V�echny kru�nice Apolloniova svazku maj
 spole�nou chord�lu h� Zjistili
jsme� �e v�echny chord�ly h� nez�visle na hodnot�ch �
sel a� b� c� proch�zej

jedin�m bodem a pat�
 tak svazku p�
mek� Trochu n�s potr�pilo ur�en

polohy st�edu svazku t�chto chord�l� Nakonec jsme zjistili� �e st�edem
tohoto svazku je st�ed S kru�nice opsan� troj�heln
ku ABC�
Pak jsme se za�ali zab�vat klasickou ot�zkou� kterou si zpravidla kla�

deme p�i �e�en
 konstruk�n
ch �loh� Kdy m� na�e �loha �e�en
 a kolik m�
�e�en
� Jin�mi slovy� kdy existuj
 dva� kdy jeden nebo kdy ��dn� bod X
vyhovuj
c
 podm
nce ��
� Tuto ot�zku m��eme formulovat tak� takto�

Ot�zka�

Kdy je Apolloni�v svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c
 eliptick
 �tj� kru��
nice k�� k� a k� maj� dva spole�n� body�� kdy parabolick
 �tj� kru�nice k��
k� a k� maj� jedin
 spole�n
 bod� a kdy hyperbolick
 �tj� kru�nice k�� k�
a k� nemaj� ��dn
 spole�n
 bod��

Odpov�� na tuto ot�zku jsme hledali ve t�et
 ��sti na�eho seri�lu �viz
��	
 pomoc
 Cabri geometrie� Z
skali jsme t�i p�ekvapuj
c
 odpov�di� Kl
�em
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k prvn
mu objevu byl poznatek P a zobrazen
 L���� Obm�nou zobrazen

L��� jsme pak do�li je�t� ke dv�ma dal�
m objev�m� ke kter�m p�ejdeme
pozd�ji�
P � V�d�li jsme� �e kdy� maj
 kru�nice k�� k� a k� jedin� spole�n� bod

X � le�
 tento bod na kru�nici k opsan� troj�heln
ku ABC� �Jinak �e�
�eno� body A� B� C a bod X jsou vrcholy t�tivov�ho �ty��heln
ku�

Kdy� maj
 kru�nice k�� k� a k� dva spole�n� body X� a X�� jsou to
body� kter� si odpov
daj
 v kruhov� inverzi s �
d
c
 kru�nic
 k�

L���� Pou�ili jsme zobrazen
� kter� bod�m X kru�nice k opsan� troj�hel�
n
ku ABC p�i�azovalo t�i nov� pomocn� body X�� Ty jsme sestro�
jili takto� Zjistili jsme vzd�lenosti bodu X od vrchol� troj�heln
ku
ABC

a � jAX j� b � jBX j� c � jCX j ��


a pak jsme sestrojili body X� tak� aby m�ly od p�
mek BC� CA�
AB po �ad� stejn� pom�r vzd�lenost
 jako bod X od vrchol� A� B�
C�

jX�� BCj � jX�� CAj � jX�� ABj � a � b � c� ��


Vzd�lenosti bodu X� od p�
mek BC� CA� AB se tak rovnaly k�
n�sobk�m �
sel ��
� Na obr� � je zn�zorn�n jeden z bod� X�� ten
kter� le�
 uvnit� troj�heln
ku ABC� Dal�
 na obr�zku nezn�zorn�n�
body le�
 v oblastech� ve kter�ch le�
 st�edy kru�nic p�ipsan�ch
troj�heln
ku ABC�

���
������

Obr� �

Jak prob
halo experimentov�n
� Nejd�
ve jsme sestrojili v zobrazen
 L���

obrazy X� bod� X � Pak jsme zkoumali� po kter�ch drah�ch se pohybuj
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tyto body� kdy� bod X prob
h� po kru�nici k opsan� troj�heln
ku ABC�
V�sledkem byly hranice �ty� vyzna�en�ch oblast
 na obr� �� Jednou ob�
last
 je troj�heln
k A�B�C � tvo�en� st�edn
mi p�
�kami dan�ho troj�hel�
n
ku ABC� Dal�
 t�i oblastn
 jsou vrcholov� �hly k vnit�n
m �hl�m troj��
heln
ku A�B�C ��

���
������

Obr� 	

Na obr� � m��eme odpov�� na shora uvedenou ot�zku zjistit pomoc

n�sleduj
c
 v�ty�

V�ta ��

Apolloni�v svazek A �A�B�C� a� b� c
 je eliptick� �parabolick�
� pr�v�
kdy� �
sla a� b� c jsou vzd�lenosti n�kter�ho bodu X n�le�ej
c
ho vnit�ku
�hranici
 jedn� ze �ed� vyzna�en�ch oblast
 na obr� � od p�
mek BC� CA
a AB� tj� pr�v� kdy�

a � jX�BCj� b � jX�CAj� c � jX�ABj� ��


To byl prvn
 p�ekvapuj
c
 v�sledek� ke kter�mu jsme do�li ve t�et
 ��sti na�
�eho seri�lu� viz ��	� Tento v�sledek �i ostatn
 dva p�ekvapuj
c
 v�sledky

maj
 v�ak jeden �mal�� nedostatek� Jsou odvozeny jen na z�klad� ex�
perimentov�n
 s Cabri geometri
� Nespornou p�ednost
 takov�ho experi�
mentov�n
 je jeho objevitelsk� p�
nos� V tom je jeho didaktick� p�
nos�
Z matematick�ho hlediska je v�ak ��douc
 doplnit je�t� d�kaz tohoto tvr�
zen
 op
raj
c
 se o n�kterou matematickou metodu� To bude p�edm�tem
tohoto p�
sp�vku�
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Ptolemaiova v�ta a triline�rn� sou�adnice 	 kl�
e k matematic�
k�mu �e
en�

Abychom dok�zali v�echny t�i v�sledky z
skan� v �l�nku ��	� pot�ebu�
jeme takov� apar�t� kter� umo�n
 �p�elo�it� poznatek P a zobrazen
 L���

do jazyka algebry� V p�
pad� poznatku P je to n�sleduj
c
 v�ta

V�ta �� �zobecn�n� Ptolemaiova�� v�ta


Nech� ABCD je libovoln
 �ty��heln�k� Potom pro jeho strany a � jABj�
b � jBCj� c � jCDj� d � jDAj a �hlop���ky e � jACj� f � jBDj plat�

ac bd � ef� ��


P�itom rovnost nastane pr�v
 tehdy� je�li �ty��heln�k ABCD t
tivov

�obr� �
�

S d�kazem zobecn�n� Ptolemaiovy v�ty se mohou �ten��i sezn�mit
nap�� v pr�ci ��	� kter� vy�la v minul�m �
sle na�eho �asopisu� V t�to
pr�ci lze nal�zt odkazy na dal�
 publikace v�novan� Ptolemaiov� v�te�

���
������

Obr� 


Pro vyu�it
 zobrazen
 L��� je vhodn�m po�etn
m apar�tem soustava
triline�rn�ch sou�adnic �STL�

�� Klaudios Ptolemaios byl �eck�m matematikem 
ij�c�m asi od roku ��� do roku ���
po Kristu
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STL� Soustava triline�rn�ch sou�adnic v rovin
 je ur�ena t�emi body A�
B� C nele��c�mi v p��mce a p��mkami BC� CA a AB� Triline�rn�
sou�adnice libovoln�ho bodu P jsou takov� uspo��dan� trojice re�
�ln
ch ��sel �kx� ky� kz�� kde k je libovoln� nenulov� re�ln� ��slo
a x� y� z jsou orientovan� vzd�lenosti bodu P po �ad
 od p��mek
BC� CA� AB� P�itom orientovan� vzd�lenost nap�� bodu P od
p��mky BC je kladn� �z�porn�� ��slo� pr�v
 kdy� tato p��mka body
A� P neodd
luje �odd
luje��

Uk�zka ur�en
 triline�rn
ch sou�adnic bod� P a Q je na obr� ��

���
���

Obr� �

Na obr� ! si mohou �ten��i ov��it sou�adnice vrchol� troj�heln
ku ABC�
st�edu O kru�nice vepsan� troj�heln
ku ABC� st�edu O� kru�nice p�ipsan�
k troj�heln
ku ABC ke stran� AC� pr�se�
k� R� P os vnit�n
ho a vn�j�
ho
�hlu p�i vrcholu C se stranou �p�
mkou
 AB a kone�n� st�edu S� strany
AC� kde va� vc jsou v��ky troj�heln
ku ABC�

�����
����	

Obr� �
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Stoj
 za pov�imnut
� �e na rozd
l od kart�zsk�ch sou�adnic nejsou tri�
line�rn
 sou�adnice ur�eny jednozna�n�� Jednozna�n� je ur�en jen pom�r
�
sel kx � ky � kz � x � y � z� Tak st�ed O vepsan� kru�nice m� nejen sou�
�adnice ��� �� �
� ale tak� nap�
klad sou�adnice ���������
 nebo ��� �� �
�
kde � je polom�r kru�nice vepsan� troj�heln
ku ABC�
Podobn� st�ed S� strany AC m� vedle sou�adnic �va� �� vc
 nap�
klad

sou�adnice �c� �� a
� kde a� c jsou d�lky stran troj�heln
ku ABC� Z rovnosti
�
�a � va � �

�c � vc toti� plyne va � vc � c � a� T�m� kte�
 znaj
 projektivn

geometrii mohou triline�rn
 sou�adnice p�ipom
nat projektivn
 sou�adnice�
V trilie�rn
ch sou�adnic
ch maj
 p��mky rovnice tvaru px qy rz � ��

kde alespo" jeden z koe#cient� p� q� r je r�zn� od nuly� Podobn� jako
v kart�zsk�ch sou�adnic
ch i zde plat
� Bod le�
 na p�
mce� pr�v� kdy� jeho
sou�adnice vyhovuj
 rovnici p�
mky� To si m��ete ov��it pro n�kter� p�
mky
na obr� $� nap�
klad pro st�edn
 p�
�ku S�S� Ta m� rovnici ax by�cz � ��
kde a� b� c jsou d�lky stran troj�heln
ku ABC� Le�
 na n
 i nevlastn
 bod
U� � �b��a� �
� kter� je spole�n� v�em rovnob��n�m p�
mk�m s p�
mkou
AB� Podobn� lze ov��it spr�vnost rovnice osy vnit�n
ho �hlu p�i vrcholu C
nebo rovnici t��nice z vrcholu A� kter� jsou uvedeny na obr� $�

����
�����	
�

Obr� �

Rovnice kru�nic jsou komplikovan�j�
� Uvedeme t�
 uk�zky� Rovnice
kru�nice k opsan� a kru�nice v vepsan� rovnostrann�mu troj�heln
ku�
A jako t�et
 rovnici tzv� Spiekerovy kru�nice s� to je kru�nice vepsan�
troj�heln
ku ze st�edn
ch p�
�ek� Rovnice t�chto kru�nic jsou uvedeny na
obr� %� Doporu�ujeme �ten��i� aby si jejich spr�vnost ov��il dosazen
m
sou�adnic bod�� kter� na t�chto kru�nic
ch le�
�
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k � xy  xz  yz � �

v � x�  y�  z� � �xy � �xz � �yz � �
s � x�  y�  z� � �

�
xy � �

�
xz � �

�
yz � �

���
������

Obr� �

D�kazy v�t z 
l�nku ���

Nejd�
ve dok��eme v�tu �� z �vodn
 ��sti tohoto p�
sp�vku�

D�kaz� V�ta �� �
k�� �e eliptick�m svazk�m Apolloniov�ch kru�nic
A�A�B�C� a� b� c
 odpov
daj
 body n�le�ej
c
 vnit�k�m �ed� vyzna�en�ch
oblast
 na obr�zku �� Hranice t�chto oblast
 odpov
daj
 parabolick�m svaz�
k�m� N�� d�kaz omez
me na troj�heln
kovou oblast A�B�C � �obr� �
� Vr�
choly troj�heln
ku A�B�C � maj
 triline�rn
 sou�adnice

A� � ��� jABj� jCAj
� B� � �jABj� �� jBCj
� C � � �jCAj� jBCj� �
�

Strany tohoto troj�heln
ku maj
 rovnice�

A�B� � jBCj � x jCAj � y � jABj � z � ��
A�C � � jBCj � x� jCAj � y  jABj � z � ��
B�C � � �jBCj � x jCAj � y  jABj � z � ��
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Pro sou�adnice vnit�n
ch bod� troj�heln
ku A�B�C � plat
��

x � �� y � �� z � �� �!


jBCj � x jCAj � y � jABj � z�
jBCj � x jABj � z � jCAj � y�
jCAj � y  jABj � z � jBCj � x�

�$


kde nerovnosti �$
 popisuj
 poloroviny A�B�C �� C �A�B� a B�C �A��
Vezm�me nyn
 eliptick� svazek A�A�B�C� a� b� c
 a odpov
daj
c
 Apollo�

ni�v bod P � kter� le�
 ve vnit�n
 oblasti kru�nice k opsan� troj�heln
ku
ABC� �obr� �
� Potom je

a � b � c � jPAj � jPBj � jPCj�

�����
����	
��
�

Obr� �

To znamen�� �e existuje takov� kladn� �
slo t� �e plat


jPAj � at� jPBj � bt� jPCj � ct� �%


�� Podobn� jako v kart�zsk�ch sou�adnic�ch jsou vnit�ky opa�n�ch polorovin ur�en�ch
nap�� p��mkou A�B� � jBCj �x� jCAj � y� jABj � z � � pops�ny nerovnicemi jBCj �x�
jCAj � y � jABj � z � � a jBCj � x � jCAj � y � jABj � z � �� Pro polorovinu obsahuj�c�
bod C� �obr� �� plat� prvn� nerovnice� pro opa�nou polorovinu druh� nerovnice�
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Uva�ujme �ty��heln
k ACBP � Proto�e nen
 t�tivov�� dostaneme podle
Ptolemaiovy v�ty ostrou nerovnost

jBCj � jPAj jCAj � jPBj � jABj � jPCj�

Dosad
me�li do n
 za jPAj� jPBj� jPCj podle �%
 a vyd�l
me ji sou�asn�
koe#cientem t� dostaneme

jBCj � a jCAj � b � jABj � c� ��a


Podobn� ze �ty��heln
k� APCB a ACPD dostaneme pomoc
 Ptolemaiovy
v�ty nerovnosti

jBCj � a jABj � c � jCAj � b� jCAj � b jABj � c � jBCj � a� ��b


�����
�����
�����
�����

Obr� ��

Nerovnosti ��a
 a ��b
 ukazuj
� �e triline�rn
 sou�adnice bodu X�a� b� c

vyhovuj
 nerovnostem �$
� Bod X�a� b� c
 tedy n�le�
 troj�heln
ku A�B�C ��
Cel� postup lze obr�tit� T
m je v�ta � dok�z�na pro vmit�ek troj�heln
ku
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A�B�C �� D�kaz pro ostatn
 �ed� vyzna�en� oblasti na obr� � je obdobn��
jen mus
me zohlednit znam�nka sou�adnic Tak� pro parabolick� svazek
A�A�B�C� a� b� c
 je d�kaz obdobn�� m
sto s nerovnicemi �$
 se pracuje
s odpov
daj
c
mi rovnostmi�

P�ejd�me k druh�mu p�ekvapiv�mu v�sledku z �l�nku ��	� Podstatou
roli v n�m hraj
 �ed� vyzna�en� oblasti na obr�zku ��� Jejich hranice tvo�

elipsa E vepsan� troj�heln
ku ABC a t�i hyperboly Ha� Hb� Hc p�ipsan�
troj�heln
ku ABC� tj� hyperboly dot�kaj
c
 se v�dy jedn� strany a pro�
dlou�en
 zbyl�ch dvou stran troj�heln
ku ABC� Nejd�
ve pop
�eme kon�
strukci t�chto ku�elose�ek a pak uvedeme jejich v�znam �viz d�le uveden�
v�ta �!
�

Konstrukce elipsy E� V troj�heln
ku ABC sestroj
me troj�heln
k
A�B�C � ze st�edn
ch p�
�ek a st�ed S kru�nice vepsan� tomuto troj�hel�
n
ku �obr� ��
� Bod S je ji� st�edem hledan� elipsy E� D�le sestroj
me osy
vnit�n
ch �hl� AA�� BB� a CC� troj�heln
ku ABC� Najdeme po �ad�
obrazy A�� B� a C� bod� A�� B� a C� v soum�rnostech podle st�ed� A��
B� a C �� To jsou body dotyku hledan� elipsy E se stranami troj�heln
ku
ABC� Kone�n� sestroj
me body A�� B� a C� a to jako obrazy bod� A��
B� a C� ve st�edov� soum�rnosti se st�edem S� Sami m��ete zjistit� �e
jAA�j � jA�Oj� jBB�j � jB�Oj a jCC�j � jC�Oj� kde O je st�ed kru�nice
vepsan� troj�heln
ku ABC� Elipsu E m��eme nyn
 sestrojit z n�kter�ch
p�ti ze �esti bod� A�� A�� B�� B�� C�� C� pomoc
 Cabri geometrie �sta�

v tomto programu otev�
t roletu se z�hlav
m konstrukce kru�nice
�

����
����
�	
�

Obr� ��
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Obr� ��

Konstrukce hyperboly Ha p�ipsan� ke stran� BC troj�heln
ku ABC
�obr� ��
� Konstrukce je jednoduchou obm�nou konstrukce elipsy E� Se�
stroj
me op�t troj�heln
k A�B�C � ze st�edn
ch p�
�ek troj�heln
ku ABC�
St�edem hyperboly Ha je st�ed S kru�nice p�ipsan� troj�heln
ku A�B�C �

ke stran� B�C �� V troj�heln
ku ABC sestroj
me osu vnit�n
ho �hlu p�i
vrcholu A a osy vn�j�
ch �hl� p�i vrcholech B� C� Jejich pr�se�
ky s pro�
t�j�
mi stranami jsou body A�� B� a C�� Najdeme jejich obrazy A�� B�

a C� po �ad� ve st�edov�ch soum�rnostech se st�edy A�� B� a C �� T
m
dostaneme body dotyku hyperboly Ha s p�
mkami BC� CA a AB� Zb�v�
sestrojit body A�� B� a C� podobn� jako v p�
pad� elipsy E�
V�znam sestrojen�ch ku�elose�ek ud�v� v�ta �!�

V�ta ��

Apolloni�v svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c
 je eliptick
 �parabolick
��
pr�v
 kdy� ��sla a� b� c jsou druh� odmocniny vzd�lenost� n
kter�ho bodu X
n�le�ej�c�ho vnit�ku �hranici� jedn� ze 	ed
 vyzna�en
ch oblast� na ob�
r�zku �� od p��mek BC� CA a AB� tj� pr�v
 kdy�

a �
p
jX �� BCj� b �

p
jX �� CAj� c �

p
jX �� CAj� ���


Pozn�mka� Rovnosti ���
 m��eme vyj�d�it pomoc
 triline�rn
ch sou�adnic
bodu X � Bod X m� triline�rn
 sou�adnice �a�� b�� c�
 nebo ��a�� b�� c�


�!� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



nebo �a�� �b�� c�
 nebo �a�� b�� �c�
 v z�vislosti na tom� v kter� oblasti
vymezen� p�
mkami BC� CA a AB le�
�

D�kaz� Uva�ujme� podobn� jako p�i d�kazu v�ty �� eliptick� svazek
A�A�B�C� a� b� c
� Nech& P je Apolloni�v bod tohoto svazku� kter� le�

ve vnit�n
 oblasti kru�nice k opsan� troj�heln
ku ABC� �Jde o podobnou
situaci jako na obr�zku ��
 Potom pro �
sla a� b� c plat
 nerovnosti ��a

a ��b
� Odtud vyn�soben
m t�chto nerovnost
 dostaneme

�jBCj � a jCAj � b� jABj � c
�jBCj � a jABj � c�

� jCAj � b
�jCAj � b jABj � c� jBCj � a
 � ��
Po vyn�soben
 kladn�m v�razem �jBCj �a jCAj � b jABj � c
 dostaneme
nerovnost

�jBCj � a jCAj � b jABj � c
 � �jBCj � a jCAj � b� jABj � c
 �

� �jBCj � a jABj � c� jCAj � b
 � �jCAj � b jABj � c� jBCj � a
 � � �
Odtud po rozn�soben
 dostaneme

��jABj� � jBCj� � a� � c� jABj� � jCAj� � b� � c� jBCj� � jCAj� � a� � b�
�

� jBCj� � a� � jCAj� � b� � jABj� � c� � ��
To v�ak znamen�� �e sou�adnice bodu �a�� b�� c�
 vyhovuj
 nerovnici

��jABj� � jBCj� � x � z  jABj� � jCAj� � y � z  jBCj� � jCAj� � x � y
�

� jBCj� � x� � jCAj� � y� � jABj� � z� � �� ���


A to je nerovnice vnit�n
 oblasti elipsy� kterou jsme ozna�ili jako E� Rov�
nici elipsy E dostaneme tak� �e v ���
 zam�n
me znam�nko nerovnosti ���
znam�nkem rovnosti� Spole�n� body t�to elipsy s p�
mkou AB dostaneme
tak� �e v rovnici dosad
me z � �� Dostaneme po �prav� rovnici

� �jBCj� � x� jCAj� � y
� � �� ���


Odtud je vid�t� �e elipsa m� s p�
mkou AB spole�n� dvojn�sobn� bod se
sou�adnicemi

�jCAj�� jBCj�� �
� ���
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kter� dostaneme �e�en
m rovnice ���
� Tento bod je proto bodem dotyku
elipsy E s p�
mkou AB�
Pom�rn� jednoduch�m v�po�tem se lze p�esv�d�it� �e je to skute�n�

bod C� z obr�zku ��� D�kaz� �e st�edem elipsy E je st�ed S kru�nice
vepsan� troj�heln
ku A�B�C � lze nal�zt v pr�ci ��	�
Nakonec p�ejdeme ke t�et
mu p�ekvapiv�mu v�sledku z pr�ce ��	� kter�

up�es"uje v�ta �$�

V�ta ��

Apolloni�v svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c
 je eliptick
 �parabolick
��
pr�v
 kdy� ��sla a� b� c jsou druh� mocniny vzd�lenost� n
kter�ho bodu X

n�le�ej�c�ho vnit�ku �hranici� jedn� z b�l
ch oblast� na obr�zku �� od p��mek
BC� CA a AB� tj� pr�v
 kdy�

a � jX�BCj�� b � jX�CAj�� c � jX�ABj�� ���


����
��������

Obr� �	

Pozn�mka� Rovnosti ���
 m��eme vyj�d�it pomoc
 triline�rn
ch sou�adnic
bodu X � Bod X m� triline�rn
 sou�adnice

�p
a�
p
b�
p
c
�

nebo
�
�pa�

p
b�
p
c
�
nebo

�p
a��

p
b�
p
c
�
nebo

�p
a�
p
b��pc

�

v z�vislosti na tom� ve kter� oblasti vymezen� p�
mkami BC� CA a AB
le�
�
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Pop
�eme si nejd�
ve konstrukci hyperbol� kter� ohrani�uj
 b
l� oblasti
na obr� ��� Sta�
 popsat jednu z nich�

Konstrukce hyperboly Ha �obr� ��
� Sestroj
me na p�
mk�ch AC a AB
po �ad� body B�� C� se sou�adnicemi

B�

�p
BC� �

p
BA

�
a C�

�p
CA� �

p
BC

�
�

Porovnejte sou�adnice t�chto bod� se sou�adnicemi bodu C� z obr�zku ���
tj� s rovnost
 ���
�

����
�����	
�

Obr� �


V bodech B� a C� se hyperbola Ha dot�k� p�
mek BB� a CC�� Pak
sestroj
me B� a B� tak� aby �tve�ice bod� ACB�B� a AB�C� tvo�ily har�
monickou �tve�ici� Body B� a C� hyperbola Ha tak� proch�z
� Nav
c se
v bod� B� dot�k� hyperboly Hc a v bod� C� hyperboly Hb �viz obr� ��
�
St�edem hyperboly Ha je st�ed Sa kru�nice p�ipsan� troj�heln
ku ABC

pod�l strany BC� M��eme tak sestrojit nap�
klad dal�
 dva body B� a C�

hyperboly Ha� Ze sestrojen�ch �esti bod� hyperbolu snadno sestroj
me�

D�kaz v�ty �$ je obdobn� s d�kazem v�ty �! a nebudeme ho prov�d�t�
lze se s n
m sezn�mit v pr�ci ��	�

Na z�v�r

Na�e dosavadn
 �Cabri v�lety� do apolloniovsk� problematiky se po�
malu bl
�
 ke konci� V tomto p�
sp�vku jsme p�idali ke Cabri geometrii no�
v�ho vydatn�ho pomocn
ka� a to triline�rn
 sou�adnice� Zv
dav�ho �ten��e
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m��e za t�to situace napadnout� zda lze polo�it podobn� apolloniovsk�
�lohy i v trojrozm�rn�m prostoru� Samoz�ejm� ano� Je jednoduch� polo�it
si analogick� ot�zky i v prostoru� A analogie rovinn�ch Cabri v�sledk�
m��e pak nazna�it� jak� v�sledky lze o�ek�vat v prostoru� Cabri geome�
trie m��e b�t tedy u�ite�n� i na za��tku zkoum�n
 analogick�ch situac

v prostoru� To bude p�edm�tem posledn
 ��sti na�
 s�rie p�
sp�vk��

L i t e r a t u r a

��� Koman� M� � Fritsch� R�� Posvi�me si s Cabri do m�n� zn�m�ch a nezn�m�ch
z�kout� geometrie� ��st II �O troj heln�ku a t�ech Apolloniov�ch kru
nic�ch�� MFI�
ro�� �
� ���	!�
� �� ��

��� Koman� M� � Fritsch� R�� Posvi�me si s Cabri do m�n� zn�m�ch a nezn�m�ch
z�kout� geometrie� ��st III �Anal�za  lohy o t�ech Apolloniov�ch kru
nic�ch se t�emi
p�ekvapen�mi�� MFI� ro�� ��� ����!��� �� ��

�	� Leischner� P�� Ptolemaiova nerovnost� MFI� ro�� ��� ����!��� �� ��
�
� Fritsch� R� � Koman� M�� Von Apollonios aus dynamisch Mathematik entdec�

ken � Leuchten wir mit Cabri in wenig bekannte und unbekannte stille Winkel
der Geometrie� In" Schriften der Sudetendeutschen Akademie der Wissenschaften
und K�nste� Band ��� M�nchen� ���
� SAWK� Forschungsbeitr�ge der Naturwis�
senschaften Klasse� s� 
����� ISBN 	��	���
��	���
Viz t�
 http"!!www�mathematik�uni�muenche n�de!#fritsch!Apollonios�pdf

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d
me �e�en
 �loh ��� a ���� jejich� zad�n
 byla zve�ejn�na ve t�et
m
�
sle tohoto ����
 ro�n
ku na�eho �asopisu�

�loha ���
Najd�te v�echny pravo�hl� troj�heln
ky s obvodem �%�� jejich� d�lky

stran jsou vyj�d�eny p�irozen�mi �
sly�
Filip �vr�ek

�e	en��
Ozna�me a� b d�lky odv�sen a c d�lku p�epony hledan�ho troj�heln
ku�

Bez �jmy na obecnosti p�edpokl�dejme a � b � c� Podle zad�n
 jsou a� b a c
p�irozen� �
sla a z troj�heln
kov� nerovnosti plat
 a b � c� Jeliko� podle
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zad�n
 plat
 a b c � �%�� odtud plyne a b � ��� tedy a � b � c � ���
Dle Pythagorovy v�ty d�le plat


a�  b� � c� � ��%�� a� b
� � �%��  a�  b� � �!�a� �!�b �ab�

Po �prav� dostaneme

��%�� a
��%�� b
 � �%� � ��� ��


'
sla �%� � a a �%� � b jsou p�irozen� a plat
 �%� � a � �%� � b � ���
Existuj
 pr�v� t�i rozklady �
sla �%� ��� na sou�in p�irozen�ch �
sel v�t�
ch
ne� ��� a to

�%� � �� � �!� � ��� � ��� � ��% � ��� � ����
V�echny dvojice �a� b
 p�irozen�ch �
sel� kter� �e�
 rovnici ��
 jsou tedy
��%� %�
� ���� $�
� ���� !�
� T�mto dvojic
m odpov
daj
 po �ad� �
sla c %��
$%� $��
Existuj
 t�i pravo�hl� troj�heln
ky vyhovuj
c
 podm
nk�m �lohy� Jsou

to troj�heln
ky se stranami d�lek �%� %�� %�� d�le ��� $�� $% a ��� !�� $��

Jin� �e	en��
Ozna�me a a b d�lky odv�sen a c d�lku p�epony hledan�ho troj�heln
ku�

Z teorie pythagorejsk�ch �
sel plyne� �e existuj
 p�irozen� �
sla d� u� v
�u � v� u a v nesoud�ln�� u v je lich� �
slo
 tak� �e bez �jmy na obecnosti
plat


a � �duv� b � d�u� � v�
� c � d�u�  v�
�

Jeliko� obvod troj�heln
ku se rovn� �%�� plyne odtud

�%� � �duv  d�u� � v�
  d�u�  v�
 � �du�u v
�

tedy
�� � du�u v
� ��


Podle p�edpoklad� je u v lich� �
slo v�t�
 ne� �� M��e proto nab�t pouze
n�kterou z hodnot �� �� �� �� a ��� D�le z p�edpoklad� pro �
sla u a v plat

u � u v � �u� Rozli�
me d�le n�kolik p�
pad��

� Pokud u v � �� potom rovnice ��
 m� tvar �� � du� Vzhledem k pod�
m
nce u � � � �u plat
 nutn� u � �� Odtud plyne� �e v � � a d � ���
Tedy a � !�� b � �� a c � $��
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� Pokud u v � �� potom rovnice ��
 m� tvar �% � du� Vzhledem k pod�
m
nce u � � � �u plat
 nutn� u � �� Odtud plyne� �e v � � a d � !�
Tedy a � $�� b � �� a c � $%�

� Pokud u v � �� potom rovnice ��
 m� tvar �� � du� Vzhledem k pod�
m
nce u � � � �u plat
 nutn� u � �� Odtud plyne� �e v � � a d � ��
Tedy a � %�� b � �% a c � %��

� Pokud u  v � ��� potom rovnice ��
 m� tvar ! � du� Odtud plyne�
�e neexistuje p�irozen� �
slo u� kter� by vyhovovalo nav
c podm
nce
u � �� � �u�

� Pokud u  v � ��� potom rovnice ��
 m� tvar � � du� Odtud plyne�
�e neexistuje p�irozen� �
slo u� kter� by vyhovovalo nav
c podm
nce
u � �� � �u�
Stejn� jako v p�edch�zej
c
m �e�en
 jsme dosp�li ke stejn�mu z�v�ru�

Spr�vn� �e�en
 zaslali� Miloslav H�bsch z Prahy �� Franti	ek J�chim
z Volyn�� Vladim�r Pavel z Blovic� Ji�� Steckbauer z Kv�tn�� Luk�	 Bed�
na��k z SG v Olomouci� Lucie Fabrikov�� Zbyn
k Kone�n
 a Jan Uhl�k�
v�ichni z G Brno� t�� Kpt� Jaro�e� Jaroslav Han�l a Josef �abensk
� oba
z GMK v B
lovci� Tom�	 Hejda a Radek �leb��k� oba z G Praha �� Zbo�
rovsk�� Tom�	 Jedli�ka z G T�eb
�� Marek Pechal z G Zl
n� Lesn
 �tvr&
a Marek Scholle z G Pardubice� Da�ick��
Ne�pln� �e�en
 zaslali�Anton Hn�t z Moravan�Ane�ka Falt
nkov� z GJ(

v P�erov� a Vendula Uchytilov� z GJKT Hradec Kr�lov��

�loha ���
Nech& S zna�
 st�ed kru�nice vepsan� dan�mu ostro�hl�mu troj�heln
ku

ABC� Ozna�me d�le A�� B�� C � obrazy bodu S v osov�ch soum�rnostech po
�ad� podle p�
mek BC� CA� AB� Doka�te� �e troj�heln
ky ABC a A�B�C �

jsou podobn�� pr�v� kdy� ABC je rovnostrann� troj�heln
k�
Jaroslav �vr�ek

�e	en��
Ozna�me K� L� M po �ad� body dotyku kru�nice vepsan� se stranami

BC� CA a AB troj�heln
ku ABC� Nech& �� � a � jsou po �ad� veli�
kosti jeho vnit�n
ch �hl� p�i vrcholech A� B a C �viz obr�
� Jeliko� K�
L a M jsou st�edy po �ad� �se�ek SA�� SB� a SC �� jsou troj�heln
ky
KLM a A�B�C � stejnolehl� se st�edem stejnolehlosti S a koe#cientem ��
Proto maj
 i stejn� vnit�n
 �hly u odpov
daj
c
ch vrchol�� Jeliko� �hly SLA
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���
������

a SMA jsou prav�� je velikost �hlu LSM rovna �%�� � �� Podle v�ty
o obvodov�m �hlu je tedy velikost �hlu MKL rovna ��� � �

��� Cyklickou
z�m�nou dostaneme� �e velikost �hlu KLM je ��� � �

�� a velikost �hlu
LMK je ���� �

��� Je�li troj�heln
k ABC rovnostrann�� plat
 � � � � � �
!��� tedy i KLM je rovnostrann� troj�heln
k a troj�heln
ky ABC� KLM

a A�B�C � jsou podobn�� Jestli�e naopak jsou troj�heln
ky ABC a A�B�C �

podobn�� plat


� � ��� � �
�
�� � � ��� � �

�
�� � � ��� � �

�
��

odtud � � � � � � !�� a troj�heln
k ABC je rovnostrann��

Spr�vn� �e�en
 zaslali� Anton Hn�t z Moravan�Miloslav H�bsch z Prahy
�� Vladim�r Pavel z Blovic� Lucie Fabrikov�� Zbyn
k Kone�n
� Jakub Opr�
	al� Alexandr P�cha a Jan Uhl�k� v�ichni z G Brno� t�� Kpt� Jaro�e� Ane�ka
Falt
nkov� z GJ( v P�erov�� Miroslav Klimo	� Adam Kubetta� Michael
Ku�era a Josef �abensk
� v�ichni z GMK v B
lovci� Tereza Klimo	ov�
z G Lan�kroun� Marek Pechal z G Zl
n� Lesn
 �tvr& a Vendula Uchytilov�
z GJKT Hradec Kr�lov��

Ne�pln� �e�en
 zaslali� Luk�	 Bedna��k z SG v Olomouci� Eva �ernohor�
sk� z �� �esk�ho G v Karlov�ch Varech� Jaroslav Han�l z GMK v B
lovci�
Martin K�iv�nek z G Brno� t�� Kpt� Jaro�e� Tom�	 Hejda a Radek �leb�
��k� oba z G Praha �� Zborovsk�� Marek Scholle z G Pardubice� Da�ick�
a Pavel �alom z G Ro�nov p� R�
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