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V �l�nku ��� jsme se sezn�mili s Ptolemaiovou v�tou� podle n�� je v t�	
tivov
m �ty��heln�ku sou�et sou�in
 d
lek jeho protilehl�ch stran roven
sou�inu d
lek jeho �hlop���ek� Ve stejn
m p��sp�vku byla dok�z�na i ob	
r�cen� v�ta k v�t� Ptolemaiov�� Ob� implikace je mo�no spojit v jedin

tvrzen�� kter
 je uvedeno v z�v�ru p��sp�vku ��� �v�ta � � Ptolemaiovo
kriterium t�tivov
ho �ty��heln�ku�� Jeho zn�n� zde p�ipom�n�me�

Konvexn� �ty��heln�k je t�tivov�� pr�v� kdy� sou�et sou�in	 d
lek jeho
protilehl�ch stran je roven sou�inu d
lek jeho �hlop���ek�

Toto krit
rium je zvl��tn�m p��padem n�sleduj�c�� pozd�ji objeven
 v�ty�

V�ta � �Ptolemaiova nerovnost�
Pro libovoln
 �ty�i body A�B�C a D v rovin� plat�

jABj � jCDj� jBCj � jADj � jACj � jBDj� ���

Rovnost p�itom nastane� pr�v� kdy� tyto �ty�i body le�� v abecedn�m
uspo��d�n� na kru�nici nebo na p��mce�

Pozn�mka� Na kru�nici m
�e b�t uspo��d�n� bod
 A�B�C�D bu�
v kladn
m� nebo v z�porn
m smyslu ot��en�� Na p��mku m
�eme nahl��et
jako na kru�nici o nekone�n� velk
m polom�ru� Rovnost v p��pad� koli	
ne�rn�ch bod
 tedy nastane pro �tve�ice �A�B�C�D�� �D�C�B�A� a pro
dal��ch �est �tve�ic� kter
 z t�chto dvou vzniknou cyklickou z�m�nou�
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Vztah ��� plat� i tehdy� je	li vzd�lenost n�kter�ch dvou bod
 nulov��
Potom v�ak body A� B� C� D le�� v�dy na kru�nici nebo p��mce a rovnost
nast�v�� pr�v� kdy� aspo� dv� p�smena� kter� ozna�uj� toto�n
 body� jsou
sousedn� v n�kter
 z v��e popsan�ch osmi �tve�ic�

V�tu � lze dok�zat pomoc� kruhov
 inverze �viz nap�� ����� Zde uvedeme
dva jin
 d
kazy� kter
 jsou p��stupn�j�� st�edo�kolsk�m student
m� V obou
se omez�me jen na �tve�ice navz�jem r
zn�ch bod
 A�B�C�D� Situace�
kdy n�kter
 dva z dan�ch bod
 jsou toto�n
� p�enech�me k ov��en� �ten��i�

�� d	kaz 
u�it�m komplexn�ch ��sel�� Nech� polohy bod
 A�B�C�D v Gaus	
sov� rovin� jsou po �ad� d�ny komplexn�mi ��sly z�� z�� z�� z�� Z�ejm� plat�

�z� � z���z� � z�� � �z� � z���z� � z�� � �z� � z���z� � z�� �

a tedy i

j�z� � z���z� � z�� � �z� � z���z� � z��j � j�z� � z���z� � z��j �

Levou stranu posledn� rovnosti d�le odhadneme pomoc� troj�heln�kov

nerovnosti juj� jvj � ju� vj� viz obr�zky �a� �b a �c� Z�skan� vztah pak
uprav�me pomoc� identity ju � vj � juj � jvj na tvar

jz� � z�j � jz� � z�j� jz� � z�j � jz� � z�j � jz� � z�j � jz� � z�j �

������
���	
�

Obr� �a Obr� �b Obr� �c

Absolutn� hodnota rozd�lu dvou komplexn�ch ��sel je rovna vzd�lenosti
jejich obraz
 v Gaussov� rovin�� Plat� tedy

jABj � jCDj� jBCj � jADj � jACj � jBDj�
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Rovnost zde nastane� pr�v� kdy� ob� komplexn� ��sla u � �z��z���z��z��
a v � �z� � z���z� � z�� maj� t�� argument �obr� �b�� tj� pr�v� kdy� pod�l

u

v
�
z� � z�

z� � z�
�
z� � z�

z� � z�

je kladn
 re�ln
 ��slo�� Ozna��me	li � a �� argumenty obou zlomk
 na
prav
 stran� posledn� rovnosti� nastane ve vztahu ��� rovnost pr�v� tehdy�
kdy� �� �� � ���

���
������

Obr� �

Tuto podm�nku m
�eme p�epsat do tvaru j�BADj� j�BCDj � �� co�
pro � �� � p�edstavuje kriterium t�tivov
ho �ty��heln�ku� Je	li � � �� � ��
jsou body koline�rn� a uspo��dan
 v souladu s pozn�mkou za v�tou ��

�� d	kaz 
syntetick��� P�edpokl�dejme nejprve� �e body A�B�C�D jsou
vrcholy konvexn�ho �ty��heln�ku �obr� ��� Pomoc� vhodn�ch oto�en� se
st�edem v bod� A p�em�st�me troj�heln�ky ABC a ADC do poloh AB�C �

a AD��C �� tak� aby �A� B� C ���� �A� B�� D��� a �A� D� C �� byly trojicemi
koline�rn�ch bod
 �obr� ��� Stejnolehlost se st�edem A a koe cientem d

e

zobraz� troj�heln�k AB�C � na troj�heln�k AKD a stejnolehlost se st�edem
A a koe cientem a

e
zobraz� troj�heln�k AD��C �� na troj�heln�k ALB� Body

K a L jsou toto�n
� nebo� oba le�� na polop��mce AB� a plat� jAKj � ad
e
�

�Z�ejm� je u �	 
 i v �	 
�
�Uva�te� �e argument pod�lu z��z�

z��z�
je d�n velikost� orientovan�ho 
hlu BAD a ar�

gument pod�lu z��z�

z��z�
p�edstavuje na obr� � velikost orientovan�ho 
hlu DCX� kde X

je vnit�n� bod polop��mky opa�n� k polop��mce CB�
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� jALj� Nav�c je jDLj � bd
e
a jBLj � ac

e
� Dosazen�m vypo�ten�ch d
lek

do troj�heln�kov�ch nerovnost�
�
�
�jBLj � jLDj

�
�
� � jBDj � jBLj� jLDj

snadno zjist�me� �e plat�

jac� bdj � ef � ac� bd� �"�

Plat� tedy ��� jako ��st vztah
 �"�� Vzhledem k tomu� �e bod L le�� na
polop��mceAB�� kter� prot�n� �se�ku BD� nastane v ��� rovnost jen tehdy�
kdy� j�ALBj�j�ALDj � �� Pak bude ov�em �ty��heln�k ABCD t�tivov��
nebo� prvn� z �hl
 v posledn�m vztahu je shodn� s �hlem ADC a druh�
je shodn� s �hlem ABC�

�����
�����
�����

Obr� � Obr� �

M�	li jeden vnit�n� �hel �tvaru ABCD v obloukov
 m��e velikost v�t��
nebo rovnu � ��tvar je pak troj�heln�k nebo nekonvexn� �ty��heln�k�� lze
d
kaz prov
st stejn�m zp
sobem� St�ed obou ot��en� a stejnolehlost� je
v�ak nutno zvolit ve vrcholu protilehl
m k vrcholu takov
ho �hlu�

Pro tzv� zk���en� �ty��heln�k ABCD �obr� �� m
�eme postupovat ana	
logicky� kdy� si jej p�edstav�me jako konvexn� �ty��heln�k ACBD� Pone	
ch�me	li p�edchoz� ozna�en� d
lek� m� vztah �"� pro tuto situaci tvar

jef � bdj � ac � ef � bd �
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Odtud snadno dok��eme ���� nebo�

ef � bd � jef � bdj � ac � ef � ac� bd �

D
kaz pro situace� kdy body A�B�C�D le�� na p��mce p�enech�me �ten��i�
�N�vod je nazna�en v �loze ���

���
������

Obr� �

Pozn�mka� Aplikac� kosinov
 v�ty na troj�heln�k BDL obdr��me tzv�
Bretschneiderovu kosinovou v�tu pro �ty��heln�k ABCD�

�ef�� � �ac�� � �bd�� � "abcd cos�� � �� � ���

Doporu�ujeme �ten��i� aby porovnal tento d
kaz s podobn�m� ale m
n�
n�zorn�m postupem v ��� nebo �!� ��loha "��#II�� N�zornost je�t� v�ce
vynikne� kdy� transformaci �ty��heln�ku ABCD na �ty��heln�k ABLD

$zviditeln�me% pomoc� dynamick
ho modelu sestrojen
ho v Cabri geome	
trii�

Tvrzen� v�ty � lze d�le zobecnit vzhledem k dimenzi uva�ovan
ho pro	
storu �viz nap�� ��� nebo ����� a to n�sleduj�c�m zp
sobem�

V�ta �
Nech� A�� A�� � � � � An�� jsou body n	rozm�rn
ho eukleidovsk
ho pro	

storu a dij � jAiAj j� kde i� j � f�� "� � � � � n� "�� Pak plat�
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�

� � � ���

p�i�em� rovnost nastane� pr�v� kdy� dan
 body le�� na t
�e sf
�e �kulov

plo�e v uva�ovan
m n	rozm�rn
m eukleidovsk
m prostoru� nebo v t
�e
nadrovin��

Je	li n � "� plyne z v�ty " pro body A�B�C�D p�i ozna�en� jejich
vzd�lenost� podle obr� � podm�nka

' � �

�
�
�
�
��
�

� a� e� d�

a� � b� f�

e� b� � c�

d� f� c� �

�
�
�
�
��
�
�

�
�ac� bd�� � �ef��

� �
�ef�� � �ac� bd��

�
� ��

kter� je ekvivalentn� se vztahem �"��

Podobn� pro p�t bod
 A�B�C�D�E v n	rozm�rn
m eukleidovsk
m pro	
storu dost�v�me podm�nku

' �

��
�
�
�
��
�
�

� jABj� jACj� jADj� jAEj�

jABj� � jBCj� jBDj� jBEj�

jACj� jBCj� � jCDj� jCEj�

jADj� jBDj� jCDj� � jDEj�

jAEj� jBEj� jCEj� jDEj� �

��
�
�
�
��
�
�

� � � ���

p�i�em� rovnost zde nastane� pr�v� kdy� jsou dan
 body komplan�rn� �le��
v t
�e rovin�� nebo le�� na t
�e kulov
 plo�e�

Na z�v�r zd
razn�me� �e Ptolemaiova nerovnost je jistou analogi� troj�	
heln�kov
 nerovnosti� Pom�h� n�m objevovat nov
 matematick
 poznatky
a tak
 �e�it extrem�ln� i jin
 planimetrick
 probl
my� Jej� dal�� aplikace
uvedeme v n�kter
m navazuj�c�m p��sp�vku�

�lohy
�� Ov��te nerovnost ��� pro body A�B�C�D� kter
 le�� na t
�e p��mce �viz

pozn�mku za v�tou ���
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N�vod� Existuje celkem "� permutac� t�chto bod
� vzhledem k symetrii
sta�� prov��it jen dvan�ct z nich� Pro �tve�ici A�B�D�C lze postupovat
nap��klad takto� Ozna��me

L� P � jABj � jCDj� jBCj � jADj � jACj � jBDj �

jABj � x � jBDj � y a jDCj � z �

Pak L� P � xz � �y � z��x� y�� �x� y � z�y � "xz � �� a proto ve
vztahu ��� plat� pro tuto situaci ostr� nerovnost�

"� Uva�ujme jednotkovou krychli ABCDEFGH � Ov��te vztah ��� pro
n�sleduj�c� p�tice bod


�A�B�C�D�E�� �A�B�C� F�H�� �A�B�C�E�G�� �A�B�C�G�H� �

�� Na kru�nici opsan
 rovnostrann
mu troj�heln�kuABC libovoln� zvolme
bod M � Doka�te� �e jedna ze t�� vzd�lenost� bodu M od vrchol
 troj�	
heln�ku je rovna sou�tu zb�vaj�c�ch dvou�

�� Na kru�nici opsan
 rovnostrann
mu troj�heln�ku ABC libovoln� zvo	
l�me bod M � Doka�te� �e hodnota v�razu jAM j� � jBM j� � jCM j�

nez�vis� na poloze zvolen
ho bodu�
�� Na krat��m oblouku BC kru�nice opsan
 �tverci ABCD je d�n bod M �

Doka�te� �e plat�
jAM j� jCM j

jBM j� jDM j
�
jDM j

jAM j
�

�� Uva�ujme krat�� oblouk BC kru�nice opsan
 pravideln
mu p�ti�heln�ku
ABCDE a na n�m libovoln� zvolen� bod M � Doka�te� �e pak plat�

jAM j� jDM j � jBM j� jCM j� jEM j �

!� Na krat��m oblouku BC kru�nice opsan
 pravideln
mu �esti�heln�ku
ABCDEF je d�n bod M � Doka�te� �e plat�

jEM j� jFM j � jAM j� jBM j� jCM j� jDM j �
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��
��� Fritz� R� � Koman� M�� Von Apollonius aus dynamisch Mathematik entdecken�
Leuchten wir mit Cabri in wenig bekannte und unbekannte stille Winkel der Geo�
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��� �� �� s� ��������
��� Pech� P�� Ptolemaiova nerovnost� Rozhledy matematicko�fyzik�ln�� ro�� ��
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K realizaci R�mcov�ho vzd�l�vac�ho
programu pro z�kladn� vzd�l�v�n�
v matematice

JAN HOUSKA

V�zkumn� 
stav pedagogick�� Praha

Motto�
�Pro� je kolem R	mcov
ho vzd�l	vac�ho programu 
RVP� takov�

rozruch��
�Proto�e sm��uje k ��zen
 zm�n� role u�itele� od dominanty hamle�

tovsk
ho monologu na kamenn
m divadle k pr�vodci d�t� na cest� ke
vzd�l	n�� �	ci budou nejen objektem pedagogick
ho p�soben�� ale st	le
v�c se budou prom��ovat v jeho aktivn� ��astn�ky� Budou hledat� b	dat�
objevovat� osvojovat si� komunikovat� spolupracovat s ostatn�mi� Tohle
si v�ichni u�itel
 je�t� neuv�domuj��� 
U�itelsk
 noviny� �� �� �� ledna
����� str� ���

R�mcov� vzd�l�vac� program pro z�kladn� vzd�l�v�n� �RVP ZV� jako
v�chodisko pro tvorbu jednotliv�ch �koln�ch vzd�l�vac�ch program
 vy	
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tv��� prostor pro v�t�� pedagogickou autonomii �kol a u�itel
� Z toho vy	
pl�v� tak
 v�t�� d
raz na speci ku metodick�ch p��stup
 a metod pr�ce�
Pokus�m se jako motivaci pro �ten��e p�edlo�it n�kolik konkr
tn�ch n�	
m�t
 a my�lenek v tomto sm�ru� nejde o nic nov
ho nebo origin�ln�ho�
domn�v�m se v�ak� �e mnoh
 dobr
 podn�ty a n�pady se p�es jejich v�eo	
becnou zn�most ���eji v pedagogick
 praxi nepou��vaj� a �e realizace RVP
ZV je k tomu dobrou p��le�itost�� V�t�ina t�chto my�lenek bude podrobn�ji
rozpracov�na na port�lu V(P v Praze �http�##www�rvp�cz��

V u�ebn�ch osnov�ch vzd�l�vac� oblasti Matematika a jej� aplikace RVP
ZV doch�z� k jist
mu oslaben� jednoho z c�l
 matematick
ho vzd�l�v�n� na
Z)� kter�m je ovl�dnut� matematick
ho apar�tu pot�ebn
ho pro studium
na st�edn� �kole �z povinn
ho u�iva byly vypu�t�ny operace s lomen�mi v�	
razy� goniometrick
 funkce ostr
ho �hlu� u�ivo o mocnin�ch s libovoln�m
p�irozen�m exponentem� kvadratick� funkce�� Zd
raz�uji� �e se v RVP
ZV jedn� o povinn� z�klad pro v�echny ��ky Z)� pro ty� kte�� sm��uj� na
st�edn� �kolu� je ��douc� do )VP za�adit n�jakou formu diferencovan
 v�	
uky �nap��voliteln� p�edm�t v &� ro�n�ku�� kter� uchaze�e o st�edo�kolsk

studium d
kladn�ji p�iprav�� i kdy� na druh
 stran� p�i p�ij�mac�m ��zen�
na st�edn� �koly se bude vych�zet pouze z RVP ZV� T�mto uvoln�n�m
u�ebn�ch osnov vznik� jist� prostor pro netradi�n� n�m�ty a �as pro v�t��
metodick
 propracov�n� u�iva�

Ve v�uce matematiky na �� stupni je takov�m netradi�n�m t
matem
geometrie polohy a tvaru� Pat�� sem �lohy na vyhled�v�n� cesty bludi�	
t�m� kreslen� obr�zku jedn�m tahem neboli traverzabilita �zn�m� Euler
v
probl
m kr�loveck�ch most
� ��� nebo ur�ov�n� vnit�ku a vn�j�ku slo�it�j��
jednoduch
 uzav�en
 �Jordanovy� k�ivky �k�ivky topologicky ekvivalentn�
s kru�nic���

P��klad �
a� Ur�ete� zda body A� B jsou uvnit� nebo vn� dan
 uzav�en
 k�ivky

�obr� �a��
b� Pokuste se vy�et�it� co plat� o po�tu pr
se��k
 �se�ky� kter� spojuje

dva body le��c� oba vn� �uvnit�� dan
 uzav�en
 k�ivky nebo pro dva
body� z nich� jeden le�� vn� a druh� uvnit� t
to k�ivky� �V prv
m
p��pad� je po�et pr
se��k
 sud
 ��slo� ve druh
m lich
��

Jin�m p��kladem vhodn�m pro �� stupe� Z) je r�sov�n� vzor	 �obr� �b�
�c�� nap�� tzv� kartyM� Booleov
 �man�elky zn�m
ho matematika G� Boo�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �&�



���
������

Obr� �a

���
������

���
������

Obr� �b Obr� �c

lea�� kter
 vedou mimo jin
 k propedeutice pojmu soustavy sou�adnic� vzor
vznikl r�sov�n�m �se�ek�

Zejm
na na "� stupni Z) je t�eba vyzdvihnout �e�en� �loh v�ce zp	soby�
p�itom m
�e j�t z hlediska u�itele o trivi�ln� modi kaci� ne tak u� z pohledu
��ka �"��

P��klad �
Turista u�el dopoledne �

� sv
 celodenn� trasy odpoledne pak
�
� t
to trasy

a do c�le mu je�t� zb�valo & km� Kolik u�el turista za cel� den*
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�e�en� pomoc� rovnice� Ozna��me	li x d
lku celodenn� trasy v km� plat�
rovnici

"x
�

�
x

�
� & � x�

x � ���!��

Jin� zp	sob �e�en� � �vaha pomoc� zlomk	� Zjist�me� �e trasy odpov�daj�
d
lce & km� odkud op�t vypo��t�me d
lku celodenn� trasy� �+e�en� rovnice
napov�d� postup p�i �sudku��

Provedeme je�t� zkou�ku v�po�tem� kolik turista u�el dopoledne a od	
poledne�

Obvykl
 �lohy o pohybu m
�eme �e�it t�emi zp
soby� rovnic�� �sudkem
�vyd�len�m $n�skoku% rozd�lem rychlost�� a t�et� zp
sob je gra ck�� Po	
dobn� lze �e�it v�ce zp
soby �lohy o spole�n
 pr�ci� Vedle tradi�n� rovnice
pro dva pracovn�ky

�
a
�

�
b
�

�
x

nebo
P

a
�
P

b
�
P

x
�

�To u� je mo�no pokl�dat za dva zp
soby� kde zaj�mav
 je� �e ko�en x ne	
z�vis� na pr�ci P �� m
�eme postupovat �vahou o zlomc�ch vykonan
 pr�ce
za �asovou jednotku� Domn�v�m se� �e pedagogicky je hodnotn�j�� vypo	
��tat demonstra�n� m
n� �loh v�ce zp
soby ne� v�ce �loh �mechanicky�
zp
sobem jedn�m�

Dal��m typem jsou d	kazov
 �lohy� Mysl�m t�m p�edev��m jednoduch

d
kazy na �rovni Z) hlavn� v geometrii� P��kladem mohou b�t r
zn
 de	
 nice rovnob��n�ku� jejich� logick� ekvivalence se dokazuje pomoc� v�t
o shodn�ch troj�heln�c�ch� Je�t� p�irozen�ji se jev� d
kazy vzorc
 pro ob	
sah rovnob��n�ku� troj�heln�ku a zvl��t� �mnoha zp
soby realizovateln��
d
kaz pro obsah lichob��n�ku� zn�me	li vzorec pro obsah obd
ln�ku� Tato
zd
vodn�n� by m�l ka�d� �jen trochu� �sp��n� ��k $za��t%� aby $se mu zm�	
n�n
 vzore�ky dostaly pod k
�i%� Sem pat�� i n�ro�n�j�� d
kazov
 �lohy na
obsahy �v�etn� d
kazu Pythagorovy v�ty� nebo paradoxy nad zd�nlivou
zm�nou obsahu p�i rozlo�en� a op�tn
m slo�en� obrazce� viz ���� ���� Dostali
jsme se do bl�zkosti in nitezim�ln�ch �vah o obsahu kruhu �objemu koule��
kter
 maj� jist� tak
 pedagogickou cenu� i kdy� se sv�m charakterem v��e
zm�n�n�m d
kaz
m vymykaj��

Vzd�l�vac� oblast Matematika a jej� aplikace na Z) obsahuje vedle tra	
di�n�ch tematick�ch okruh
 ��slo a po�etn� operace �na �� stupni Z)� nebo
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��slo a prom�nn� �na "� stupni Z)� a Geometrie v rovin� a v prostoru te	
matick� celek Z�vislosti� vztahy a pr�ce s daty� Nepochybn� ji� na Z) lze
vhodn� vyu��t �ve spojen� �koly se �ivotem� sledov�n� v�sledk
 n�hod	
n
ho pokusu nebo prov�d�t simulace n�hodn�ch pokus
 �h�zen�m hrac�
kostkou� tah�n�m �eton
 ze s��ku nebo pomoc� po��ta�e� v�etn� sb�ru dat
a v�po�tu relativn� �etnosti ur�it
ho n�hodn
ho jevu �p��padn� dosp�t
intuitivn� k pojmu pravd�podobnosti�� Zcela netradi�n�m tematick�m cel	
kem jsou Nestandardn� aplika�n� �lohy a probl
my� jejich� �e�en� m
�e b�t
do zna�n
 m�ry nez�visl
 na �kolsk
 matematice� ale je p�i n�m nutn

uplatnit logick
 a kombina�n� my�len�� Uvedu n�kolik p��klad
�

P��klad � �Dopravn� probl
m�� viz ���� ���
Ve dvou v�robn�ch st�edisc�ch V� a V� jsou na sklad� stejn
 v�robky

v po�tu ��� kus
 ve V� a "�� kus
 ve V�� kter
 se maj� dopravit do t��
st�edisek S�� S� a S� tak� aby se p�epravovalo v�dy �� kus
 najednou�
P�itom do S� se m� dopravit ��� kus
� do S� ��� kus
 a do S� �� kus
�
Dopravn� n�klady na jeden v�robek �in�� �"� K� z V� do S�� �� K� z V�
do S�� �� K� z V� do S�� �� K� z V� do S�� ��� K� z V� do S�� ��� K�
z V� do S�� Navrhn�te pl�n p�epravy s nejmen��mi n�klady�

+e�en� �lohy vy�aduje situa�n� n��rt� v��et a vyhodnocen� v�ech mo�	
nost� p�epravy �je jich p�t�� Optim�ln� zp
sob p�epravy stoj� �& ��� K�
a je ur�en tabulkou�

S� ���
� S� ��

� S� ��
�

V� ��

� � �

 �

V� ��

� ��
 � �


Jin�m obdobn�m n�m�tem je tzv� kniha�sk� probl
m� viz �!�� Dal�� p��	
klad se t�k� probl
mu ohodnocen�ch graf	� Jedn� se o optimalizaci n�	
klad
 rozvodn
 s�t��

P��klad �
Na obr� "a jsou zn�zorn�ny obce A� B� C� D� E s uveden�mi n�klady

na mo�n
 spoje elektrick
ho veden� mezi dv�ma obcemi� �Hodnoty jsou
uvedeny v jist�ch jednotk�ch m�ny�� V�ech p�t obc� m� b�t spojeno jedn�m
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���������	
Obr� �a Obr� �b

elektrick�m veden�m �rozvodnou s�t�� tak� aby n�klady na v�stavbu s�t�
byly co nejmen��� Navrhn�te pl�n tohoto veden��

+e�en� se snadno najde experiment�ln� �je j�m lomen� ��ra ABDCE

s celkov�mi n�klady ���� Je v�ak mo�no postupovat systematicky� nap��se
pt�t na po�et v�ech �tve�ic spoj
 �!�� a po�et v�ech �tve�ic spoj
� kter

tvo�� rozvodnou s�� �����

Podobnou �lohou je probl
m obchodn�ho cestuj�c�ho nebo po�tovn�ho
doru�ovatele �s n�vratem nebo bez n�vratu do v�choz�ho m�sta�� viz ����
op�t odkazuji na port�l V(P v Praze�

Dal��m n�m�tem jsou diofantovsk
 �lohy motivovan
 re�lnou �nebo
pseudore�lnou� situac�� tj� �lohy �e�en
 v oboru p�irozen�ch �p��padn� ce	
l�ch� ��sel� Takov
 �lohy poskytuj� ��k
m nov� a cenn� pohled na zn�m

u�ivo �d�litelnost� pojem prom�nn
� v�raz s jin�m de ni�n�m oborem
a oborem hodnot� rovnice�� p�itom je v t�chto p��padech v�dy m
�eme
�e�it kone�n�m po�tem zkou�ek� Jednodu��� �lohy tohoto typu lze dob�e
aplikovat ji� ve "� obdob� �� stupn� Z)�

P��klad �
,�ci jedn
 �koly si mohli zakoupit dva druhy vstupenek na divadeln�

p�edstaven�� levn�j�� po �� K� a dra��� po !� K�� Celkem bylo za vstupenky
utraceno � ��� K�� P�itom levn�j��ch vstupenek bylo zakoupeno v�ce ne�
�� a dra���ch v�ce ne� �� Kolik kter�ch vstupenek ��ci koupili*

+e�en� �lohy vede k rovnici ��x�!�y � ����� kde x a y zna�� �v cel�ch
nez�porn�ch ��slech� po�ty po �ad� levn�j��ch a dra���ch vstupenek� Tuto
rovnici uprav�me na jednodu��� tvar

"x� �y � �"�

Snadno najdeme �e�en� rovnice pro x � " a d�le m
�eme sestavit n�sledu	
j�c� tabulku v�ech �e�en��
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x � � � �� �� �� �
 ��

y �� �� �� �� � � � �

Vzhledem k podm�nk�m �lohy existuj� t�i �e�en�� a to� �� levn�j��ch
a �� dra���ch vstupenek� nebo �� levn�j��ch a � dra���ch vstupenek� nebo
�! levn�j��ch a � dra���ch vstupenek�

Dal�� diofantovsk� �loha vede na neline�rn� probl
m� Tak
 tuto �lohu
lze vy�e�it pro�et�en�m kone�n
ho po�tu mo�n�ch p��pad
� Uv�d�me v�ak
�e�en� elegantn�j��� av�ak st�le v mo�nostech v�uky matematiky na Z)�

P��klad 	
Provoz na jist
 trati byl zaji�t�n tak� �e z ka�d
 v�choz� stanice do

ka�d
 c�lov
 stanice existovala jedna varianta j�zdenek� Po �prav� trati
n�kolik stanic p�ibylo� tak�e po�et v�ech variant j�zdenek se zv��il o ���
Kolik stanic m�la tra� p
vodn� a kolik jich po �prav� p�ibylo*

�e�en�� Ozna�me s po�et star�ch stanic a n po�et nov�ch stanic� Po�et
nov�ch variant j�zdenek je sou�tem po�tu j�zdenek ze v�ech nov�ch stanic
do v�ech star�ch stanic� kter� je d�n v�razem s �n a po�tu v�ech j�zdenek
ze v�ech stanic do v�ech nov�ch� Jejich po�et je d�n v�razem �s�n���n�
�Je vhodn
 prov
st �vahu na sestaven� v�razu pro po�et variant j�zdenek
tak
 jin�m zp
sobem��

Nyn� sestav�me rovnici sn � �s � n � ��n � ��� kterou �e��me v oboru
p�irozen�ch ��sel� Po �prav� pak m�me�

n�"s� n� �� � �� � � � �� � " � "�

Pro p�irozen� ��sla n a �"s�n��� m�me tak pouze dv� mo�nosti rozkladu
��sla �� na sou�in dvou p�irozen�ch ��sel� a to n � � a "s � n � � � ���
nebo n � " a "s�n�� � "�� nebo� ��slo n je men�� ne� "s�n��� Odtud
dostaneme dv� �e�en� n � �� s � "� nebo n � "� s � ���

Na trati bylo "� star�ch stanic a p�ibyla � nov�� nebo na n� bylo ��
star�ch stanic a p�ibyly " nov
�

Dal��m n�m�tem jsou logick
 �lohy s vyu�it�m stromu v�ech logick�ch
mo�nost� nebo Vennov�ch diagram
� Zaj�mav� p��klad jin�ch zp
sob
 �e	
�en� �s men��mi �pravami vyu�iteln� na Z)� lze nal
zt v ned�vno publiko	
van
m �l�nku �&��
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Za vhodn� didaktick� moment lze pokl�dat ��kovsk� objevov�n� mate�
matick�ch z�konitost�� Je jist� d
le�it
 ob�as ��k
m uk�zat� �e za jejich
obzorem existuj� �nap�� v geometrii� jist
 matematick
 vztahy� kter
 mo	
hou sami pozn�vat� experiment�ln� nal
zat a ov��ovat �ne ji� pro obecnou
situaci dok�zat� a kter
 bezprost�edn� nesouvisej� se �kolskou matemati	
kou� Dobr�m p��kladem je �loha z p��kladu �b� tohoto �l�nku nebo v��e
zm�n�n� probl
m obr�zk
 kreslen�ch jedn�m tahem �podm�nkou pro tuto
mo�nost je existence nejv��e dvou uzl
 lich
ho stupn�� nebo Eulerova v�ta
o po�tu vrchol
� st�n a hran konvexn�ho mnohost�nu ���� Jin�m p��kladem
je Pick	v vzorec pro obsah S mnoho�heln�ku s vrcholy v uzlech �tvercov

s�t�� Plat� S � v� �

�h��� kde v je po�et vnit�n�ch a h po�et hrani�n�ch bod

uva�ovan
ho mnoho�heln�ku� �G� Pick� po n�m� se tento vzorec naz�v��
byl pra�sk�m matematick�m kolegou Alberta Einsteina� zem�el v Terez�n�
jako ob�� holocaustu��

D
le�it�m upozorn�n�m je skute�nost� �e pokud pracujeme na kulov

plo�e� pak na n� klasick� eukleidovsk� geometrie neplat�� nap�� ����� Pova	
�ujeme	li hlavn� kru�nice na zem�kouli za p��mky� pak neexistuj� rovno	
b��ky a troj�heln�ky �sf
rick
� maj� sou�et vnit�n�ch �hl
 v�t�� ne� �����
Je�t� n�zorn�ji se ukazuje tato problematika v tom� �e zobrazen� zemsk
ho
povrchu do rovinn
 mapy je zkreslen
� Nejkrat�� spojnice dvou vzd�len�ch
m�st na map� �v Mercatorov� projekci tvo�� poledn�ky a rovnob��ky sys	
t
m navz�jem kolm�ch rovnob��n�ch �se�ek� neodpov�d� nejkrat�� trase
ve skute�nosti� �Nap�� Winnipeg a Praha le�� na t
�e rovnob��ce� na map�
se jev� jako nekrat�� trasa �se�ka ���st rovnob��ky�� kde�to ve skute�	
nosti je to oblouk hlavn� kru�nice zem�koule� To lze demonstrovat na
globu� obr� ��� Dostali jsme se op�t ke geometrii� V zahrani�n�ch u�ebn�ch

����
����

Obr� �
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textech lze nal
zt mnoho p�kn�ch p��klad
 na intuitivn� aplikaci shod	
n�ch zobrazen� v rovin� a jejich skl�d�n� �shodn
 zobrazen� jako pohyb��
kter
 p�stuje geometrickou p�edstavivost� takov
 p��klady budou uvedeny
na zm�n�n
m port�lu V(P v Praze� Dlu�no zm�nit je�t� jeden kuri-zn�
geometrick� n�m�t� obl�ben� v zahrani�n�ch materi�lech� t�m je M.bi
v
list � plocha� kter� nem� l�c a rub� viz obr� �� To lze uk�zat souvislou
uzav�enou �arou na t
to plo�e� Co dostaneme� kdy� rozst�ihneme M.bi
v
list pod
l t
to ��ry*

����
��������

Obr� �

Motto v �vodu tohoto �l�nku je mo�n� nadsazeno� dob�e v�ak vysti	
huje podtext cel
 reformy� kter� spo��v� v d
razu na zv��en� metodic�
ko�didaktick
 �rovn� a metod pr�ce u�itele s ��ky� Tato �vaha je zam�	
�ena na metodick
 a didaktick
 prvky� co se t��e metod pr�ce pokl�d�m za
nejd
le�it�j�� vyu��t vyu�ovac� hodinu vzhledem k pr�ci ��k	� D
raz je na
pr�ci ��k
 � front�ln�� individu�ln� nebo skupinov
� je zn�mo� �e nejm
n�
efektivn� ��st vyu�ovac� hodiny b�v� del�� v�klad u�itele� V matematice
ho je m�lo t�eba� krom� toho se ukazuje� �e pou�en� ��ci l
pe p�ij�maj�
od sv
ho spolu��ka ne� od dosp�l
ho� Tak�e tzv�v�klad m
�e zprost�edko	
vat schopn�j�� ��k za odborn
ho dozoru u�itele� Nab�z�m staronov� n�pad
k po��te�n� matematick
 mobilizaci ��k
 ve vyu�ovac� hodin� �dnes snad	
n�ji realizovateln� technicky ne� d��ve� � matematick
 rozcvi�ky � k upev	
n�n�� rutinn�mu zautomatizov�n� nebo p�ipomenut� ur�it�ch element�rn�ch
po�etn� technick�ch obrat
� matematick�m rozcvi�k�m je v�nov�na na
port�lu V(P zvl��tn� pozornost�

Nakonec je�t� uk�zka� jak lze obohatit� motivovat a pedagogicky dra	
matizovat �e�en� zn�m
 �lohy velmi jednoduch�m zp
sobem�
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P��klad 
 �Probl
m �erpac� stanice�
Na jedn
 stran� p��m
 d�lnice �p��mka p� le�� dv� obce �body A� B��

jApj � " km� jBpj � � km� jA�B�j � � km� body A�� B� jsou po �ad� paty
kolmic veden�ch z bod
 A� B k p��mce p �obr� �a��

Ur�ete m�sto na d�lnici �bod S�� kde m� b�t postavena �erpac� stanice
pohonn�ch hmot tak� aby vzd�lenost byla co nekrat���

a� (lohu �e�te experiment�ln� d�len�m �se�ky A� B� po ��� km�
b� Zvolte vhodn
 m���tko a �e�te �lohu geometrickou konstrukc� a v�	

po�tem�

�����
����	

Obr� �a Obr� �b

�e�en��
a� Experiment�ln� �v km�

jA�Sj 
 
�� ��
 ��� ��
 ��� ��
 ��� ��


jB�Sj ��
 ��� ��
 ��� ��
 ��� ��
 
�� 


V�po�tem pomoc� Pythagorovy v�ty dostaneme �zaokrouhleno na
���� km�

jASj jBSj ��

 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��
� ����

Minim�ln� vzd�lenost jASj� jBSj tak dostaneme pro jA�Sj � ��� km�
b� +e�en� geometrickou konstrukc� spo��v� v sestrojen� �obr� �b� pr
	

se��ku S �se�ky A�B s p��mkou p� kde bod A je bod soum�rn� sdru�en�
s bodem A podle p��mky p� Bod S je �e�en�m �lohy� Pedagogicky p
vabn�
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je pr
hledn� d
kaz konstrukce� kter� vyu��v� troj�heln�kovou nerovnost�
Zvol�me	li na p jin� bod X ne� S� plat� jAX j � jBX j � jA�X j � jBX j �
� jA�Bj � jASj� jBSj� Pomoc� �m�rnosti stran v podobn�ch troj�heln�	
c�ch pak vypo��t�me� �e p�esn� hodnota je jA�Sj � ��� km�

Pokl�d�m tento n�stin za v�zvu� kter� m
�e slou�it jako motivace �te	
n��
 ve sm�ru dal��ch �ur�it� aktu�ln�j��ch a modern�j��ch� metodick�ch
n�pad
 a podn�t
� kter
 p�isp�j� ke zv��en� pedagogick
 �rovn� vyu�ov�n�
matematiky na z�kladn� �kole nebo na ni���m gymn�ziu�

L i t e r a t u r a

��� Perelman� J�� Zaj�mav� geometrie� Mlad� fronta� Praha �����
��� Houska� J�� Prav� 
hel a osa 
se�ky� MFI� ro�� �� �


�
�� �� ��
��� Houska� J�� !lohy na 
tvary se stejn�m obsahem� MFI� ro�� �
� �

��
�� �� ��
��� Houska� J�� Dv� z�hady o �tverci a n�kolik dal"�ch 
loh� MFI � ro�� ��� �

��
��
�� ��

��� Proch	zka� J�� Dopravn� probl�m v 
loh�ch na ZD#� Matematika a fyzika ve "kole�
ro�� �� �� ��

��� Houska� J�� Cvi�en� z matematiky pro I� a II�ro�n�k gymn�zi�� SPN� Praha �����
��� Proch	zka� J�� Kniha�sk� probl�m na ZD#� Matematika a fyzika ve "kole� ro�� ��
�� ��

��� Novovesk�� �� � Kri�alkovi�� K� � Le�ko� I�� Z�bavn� matematika� SPN� Praha �����
��� Uhl��ov	� M�� Logick� 
lohy zn�m��nezn�m�� MFI� ro�� ��� �

��
�� �� ��
��
� Kelly� B� � Atkinson� P� � Alexander� B� � Warnica� E�� Mathematics �� Addison�

Wesley ����� Canada�

Procento prvo��sel

STANISLAV TR�VN��EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

Na po��tku st�l dotaz� Jak� je pravd�podobnost toho� �e kdy� zvol�m
n�hodn� p�irozen
 ��slo� bude to prvo��slo�

Dotaz a p�edstava� �e na n�j existuje pozitivn� odpov��� z�ejm� vy	
ch�z� z t
to analogie� Zvol�m�li n�hodn� p�irozen
 ��slo n� pak je toto ��slo
sud
 s pravd�podobnost� ���� Ve skute�nosti ov�em nevol�me toto ��slo n
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n�hodn�� ale z n�jak
 kone�n
 mno�iny MN � f�� "� � � � � Ng� a� u� si to
uv�domujeme nebo ne� kde N je horn� mez� po kterou jsme ochotni nebo
schopni toto ��slo n volit� Je	li N sud
� je pravd�podobnost sudosti ��sla n
p�esn� ���� je	liN lich
 a dosti velk
� li�� se pravd�podobnost sudosti ��sla n
od ��� jen nepatrn� a v r�mci zaokrouhlen� ji lze pova�ovat t
� za ���� Toto
plat� pro ka�d
 �dosti velk
� N a vede to k n�zoru� �e se tato vlastnost d�
roz���it na celou mno�inu N a �e tvrzen� �uveden
 v tomto odstavci shora
kurzivou� plat�� S t�m lze ��ste�n� souhlasit� pokud si v�ak uv�dom�me� �e
vol�me n�hodn� ��sla z n�jak
ho MN a nikoli z cel
 mno�iny N�

Jestli�e se zamysl�me nad t�m� jak by bylo mo�no zvolit n�hodn� p�i	
rozen
 ��slo� zjist�me� �e to vlastn� nejde� neexistuje metoda� jak to pro	
v
st� N�pad� �e nap��eme v�echna p�irozen� ��sla na pap�rky� vlo��me je
do osud� a pak jeden pap�rek n�hodn� vyt�hneme� je samoz�ejm� zcela
nere�ln� vzhledem k tomu� �e p�irozen�ch ��sel je nekone�n� mnoho� Po	
d�vejme se na to z hlediska statistiky� P�edpokl�dejme� �e by bylo mo�n

prov
st n�hodnou volbu p�irozen
ho ��sla� Potom by existovala pravd�po	
dobnost velikosti p � h�/ �i �stejn� pro ka�d
 p�irozen
 ��slo n�� toho� �e
p�i n�hodn
 volb� p�irozen
ho ��sla bude zvoleno pr�v� ��slo n�� Sou�et
v�ech pravd�podobnost� pro n� � �� "� � � � by pak musel b�t � �nebo� je
jist
� �e n�kter
 p�irozen
 ��slo bude vyta�eno�� tak�e by platilo

p� p� p� � � � � ��

Av�ak pro p � � je sou�et �ady na lev
 stran� �� �� �� a pro p � � je tento
sou�et � �� �� tak�e v ��dn
m p��pad� nedostaneme sou�et �� N�hodnou
volbu p�irozen
ho ��sla tedy prov
st nelze�

Zb�v� zodpov�d�t ot�zku� zda by u prvo��sel bylo mo�no postupovat
podobn� jako p�i zkoum�n� sudosti p�irozen
ho ��sla n/ �e toti� pravd�	
podobnost stanovenou pro mno�iny MN ur�it�m zp
sobem vzt�hneme na
celou mno�inu N�

Ozna�me P �MN � pravd�podobnost jevu� �e p�i n�hodn
 volb� ��sla n �
� MN je n prvo��slo� Pak lze zjistit� �e s rostouc�m N se pravd�podob	
nost P �MN � zmen�uje/ uve�me ji v procentech �se zaokrouhlen�m na "
desetinn� m�sta��

N �
 �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
�	

P �MN � $ �
 �� ����
 ����� ���� ���� ���� ���� ��
� ����
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Abychom si uv�domili tuto klesaj�c� tendenci nejen na mno�in�ch MN �
uve�me nam�tkou je�t� tabulku pravd�podobnosti Pk� �e prvo��slem je
zvolen
 n z k	t
ho milionu ��sel� tj� od �k � �� � ��� do k � ���� pro k �
� �� � � � � ���

k � � � � � � � � � �


P �k� $ ���� ��
� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

Uk��eme� �e P �MN �� � proN � ��� Ozna�me ��N� po�et prvo��sel
z mno�iny MN / pak P �MN� �

��N	
N

� tak�e podle prvn� tabulky shora je
����� � �� ������ � "�� ������� � ���� �������� � �""&� atd� �dal��
�daje v tabulce jsou zaokrouhleny�� Ji� v �&� stolet� uk�zali francouz�t�
matematici Hadamard a Vall
e�Poussin �viz ����� �e plat�

lim
N���

��n� lnn
n

�� ��

tedy v na�em ozna�en� lim
N���

P �MN� lnN � � �kde ln zna�� p�irozen�

logaritmus�� z �eho�

lim
N���

P �MN� � lim
N���

�
lnN

� ��

Z toho� co bylo v��e uvedeno� tedy plyne� (vodn� ot�zka nen� korektn��
proto�e nelze n�hodn� zvolit p�irozen
 ��slo� P�i n�hodn
 volb� p�irozen
ho
��sla z mno�iny MN z�vis� hledan� pravd�podobnost na N a s rostouc�m
N kles� k nule�

L i t e r a t u r a

��� Sierpinski� W�� Co wiemy� a czego nie wiemy o liczbach pierwszych� PZWS� Wars�
zawa �����
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal�� dvojice �loh na�� pravideln
 rubriky� Jejich �e�en�
m
�ete zaslat nejpozd�ji do ��� �� "��� na adresu� Redakce �asopisu MFI�
t�� Svobody "�� !!� �� Olomouc�

Jejich �e�en� lze zaslat tak
 elektronickou cestou �pouze v�ak v TEXov	
sk�ch verz�ch� p��p� v MS Wordu� na emailovou adresu� m��upol�cz� Za	
j�mav� a origin�ln� �e�en� �loh r�di uve�ejn�me�

�loha ��


Nech� K� L� M jsou st�edy a D� E� F libovoln
 vnit�n� body po �ad�
stran BC� CA� AB troj�heln�ku ABC� Ozna�me K �� L��M � st�edy �se�ek
AD� BE a CF � P��mky AD� BE a CF se prot�naj� v jednom bod�� pr�v�
kdy� se v jednom bod� prot�naj� p��mky KK �� LL� a MM �� Doka�te�

Jaroslav �vr�ek

�loha ���

Kolika zp
soby m
�eme roz�ezat obd
ln�k ��	" na obd
ln�ky "	�
a �tverce �	�*

�Dv� roz�ez�n� obd
ln�ku pova�ujeme za r
zn�� pokud se li�� po�tem
z�skan�ch �tvar
 nebo polohou alespo� jednoho �ezu��

Pavel Cal�bek

O jedn� star� 
loze

Sly�eli jste n�kdy o $koz� �loze%* Je to star� matematick� �loha� Plocha
tr�vn�ku m� tvar kruhu o polom�ru r� V bod� O na obvodu kruhu je
upevn�no lano d
lky s� na n�m� je uv�z�na koza� M�me ur�it d
lku lana s
tak� aby koza sp�sala polovinu obsahu plochy tr�vn�ku� Na prvn� pohled se
zd�� �e jde o jednoduchou �lohu� ale skute�nost je jin�� Jedno �e�en� t
to
�lohy� jeho� autorem je RNDr� Josef Pastor��k� najdete na internetov

adrese www�ssppedagog�cz� (loha je ur�ena pro vyu�uj�c� st�edn�ch �kol�
vy���ch odborn�ch �kol a dal�� z�jemce o matematiku�
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