MATEMATIKA

Ptolemaiova nerovnost

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budgjovice

V ¢lanku [5] jsme se sezndmili s Ptolemaiovou vétou, podle niz je v t&-
tivovém ctyruhelniku soucet soucinti délek jeho protilehlych stran roven
soucinu délek jeho Ghlopticek. Ve stejném piispévku byla dokdzéana i ob-
racend véta k vété Ptolemaiové. Obé implikace je mozno spojit v jediné
tvrzeni, které je uvedeno v zavéru pfispévku [5] (véta 3 — Ptolemaiovo
kriterium tétivového ¢tyfihelniku). Jeho znéni zde pfipominame:

Konvexni ctyruhelnik je tétivovy, prave kdyZ soucet soucini délek jeho
protilehlych stran je roven soucinu délek jeho uhlopricek.

Toto kritérium je zvlastnim piipadem nasledujici, pozdéji objevené véty:

Véta 1 (Ptolemaiova nerovnost)
Pro libovolné ¢tyfi body A, B,C a D v roviné plati

|AB|-|CD| + |BC|-|AD| > |AC| - |BD|. (1)

Rovnost pritom nastane, pravé kdyz tyto c¢tyfi body lezi v abecednim
usporadani na kruznici nebo na pfimce.

Pozndmka. Na kruznici miZe byt uspofddéni bodd A, B,C,D bud
v kladném, nebo v zadporném smyslu otaceni. Na pfimku miiZzeme nahlizet
jako na kruznici o nekonecné velkém poloméru. Rovnost v piipadé koli-
nedrnich bodd tedy nastane pro ¢tvefice (A, B,C, D), (D,C, B, A) a pro
dalsich Sest ctveric, které z téchto dvou vzniknou cyklickou zdmeénou.
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Vztah (1) plati i tehdy, je-li vzdalenost nékterych dvou bodt nulova.
Potom v8ak body A, B, C, D lezi vzdy na kruznici nebo primce a rovnost
nastava, pravé kdyz aspon dvé pismena, kterd oznacuji totozné body, jsou
sousedni v nékteré z vyse popsanych osmi ¢tvefic.

Vétu 1 lze dokdzat pomoci kruhové inverze (viz napt. [8]). Zde uvedeme
dva jiné dikazy, které jsou pristupnéjsi stredoskolskym studenttim. V obou
se omezime jen na ¢tverice navzdjem ruznych bodid A, B,C, D. Situace,
kdy nékteré dva z danych bodt jsou totozné, prenechdme k ovéreni ¢tenari.

1. dukaz (uZitim komplexnich ¢isel). Necht polohy bodd A, B, C, D v Gaus-
sové roviné jsou po fadé dany komplexnimi ¢isly z1, 22, 23, 24. ZTejmeé plati

(22 — 21)(24 — 23) + (23 — 22) (22 — 21) = (23 — 21) (24 — 22) ,
a tedy i
(22 — 21)(24 — 23) + (23 — 22) (24 — 21)| = |(23 — 21) (24 — 22)|.

Levou stranu posledni rovnosti dale odhadneme pomoci trojihelnikové
nerovnosti |u| + |v| > |u + v|, viz obrazky la, 1b a lc. Ziskany vztah pak
upravime pomoci identity |u - v| = |u| - |v| na tvar

|2‘2 —Zl| . |Z4 —23| + |2‘3 —22| . |Z4 —Zl| Z |23 —Zl| . |Z4 —2‘2|.
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Obr. la Obr. 1b Obr. 1c

Absolutni hodnota rozdilu dvou komplexnich ¢isel je rovna vzdéalenosti
jejich obrazi v Gaussové roviné. Plati tedy

|AB|-|CD| + |BC|-|AD| > |AC| - |BD|.
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Rovnost zde nastane, pravé kdyz obé komplexni ¢isla u = (22 —21) (24 — 23)
av = (z3 — 22)(24 — z1) maji tyz argument (obr. 1b), tj. pravé kdyz podil

u Z2 —Z1 24 —Z3

v Z4 — 21 R3 — 22

je kladné realné ¢islo.! Oznaéime-li o a 7' argumenty obou zlomkii na
pravé strané posledni rovnosti, nastane ve vztahu (1) rovnost pravé tehdy,
kdyz a ++' = 0.2

Obr. 2

Tuto podminku muZzeme ptepsat do tvaru |ZBAD|+|£BCD| = =, coZ
pro a # 0 pfedstavuje kriterium tétivového étyfahelniku. Je-li a = ' = 0,
jsou body kolinearni a uspotradané v souladu s poznamkou za vétou 1.

2. dukaz (synteticky). Pfedpokladejme nejprve, Ze body A, B,C,D jsou
vrcholy konvexniho ¢étyfahelniku (obr. 3). Pomoci vhodnych otodeni se
stifedem v bodé A pfemistime trojihelniky ABC a ADC do poloh AB'C'
a AD"C" tak, aby (A, B, C"), (A, B, D") a (A, D, C") byly trojicemi
kolinedrnich bodi (obr. 4). Stejnolehlost se stfedem A a koeficientem <
zobrazi trojihelnik AB’C' na trojuhelnik AK D a stejnolehlost se stiedem
A a koeficientem ¢ zobrazi trojihelnik AD"C" na trojihelnik ALB. Body

K a L jsou totozné, nebot oba lezi na polopfimce AB' a plati |[AK| = %d =

1Ziejmé je u £ 01 v # 0.

2Uvaite, %e argument podilu
gument podilu Z:Z
je vnitini bod polopfimky opa¢né k poloprimce C'B.

22—21
Z4—21

je dan velikosti orientovaného thlu BAD a ar-

predstavuje na obr. 2 velikost orientovaného thlu DCX, kde X
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= |AL|. Navic je |DL| = b?d a |BL| = %¢. Dosazenim vypoctenych délek
do trojahelnikovych nerovnosti

|BL| - |LD|| < |BD| < |BL| + |LD|
snadno zjistime, ze plati
lac — bd| < ef < ac+ bd. (2)

Plati tedy (1) jako ¢ast vztaht (2). Vzhledem k tomu, Ze bod L lezi na
polopfimce AB’, které protind iseCku BD, nastane v (1) rovnost jen tehdy,
kdyz |ZALB|+|£ZALD| = 7. Pak bude ovSem ¢tyriuhelnik ABC'D tétivovy,
nebot prvni z Ghld v poslednim vztahu je shodny s hlem ADC a druhy
je shodny s thlem ABC.

Obr. 3 Obr. 4

Ma-1i jeden vnitini thel Gtvaru ABC'D v obloukové mite velikost vétsi
nebo rovnu 7 (Gtvar je pak trojihelnik nebo nekonvexni ¢tyfahelnik), lze
dtikaz provést stejnym zptsobem. Stfed obou otaceni a stejnolehlosti je
v8ak nutno zvolit ve vrcholu protilehlém k vrcholu takového thlu.

Pro tazv. zkiiZeny cétyrihelnik ABCD (obr. 5) miZeme postupovat ana-
logicky, kdyz si jej predstavime jako konvexni ¢tyithelnik ACBD. Pone-
chame-li pfedchozi oznaceni délek, ma vztah (2) pro tuto situaci tvar

lef —bd| <ac<ef+bd.
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Odtud snadno dokazeme (1), nebot
ef —bd<lef —bd|<ac = ef <ac+bd.

Diikaz pro situace, kdy body A, B, C, D lezi na pfimce pfenechdme ¢tenafi.
(Névod je naznacen v tloze 1.)

Obr. 5

Pozndmka. Aplikaci kosinové véty na trojuhelnik BDL obdrzime tzv.
Bretschneiderovu kosinovou vétu pro ¢tyftahelnik ABCD:

(ef)? = (ac)® + (bd)* — 2abed cos(B + 0) . (3)

Doporucujeme ¢tenafi, aby porovnal tento dikaz s podobnym, ale méné
nazornym postupem v [6] nebo [7] (dloha 236/1I). Nézornost jesté vice
vynikne, kdyz transformaci ¢tyithelniku ABCD na ¢tyrahelnik ABLD
yzviditelnime“ pomoci dynamického modelu sestrojeného v Cabri geome-
trii.

Tvrzeni véty 1 lze dale zobecnit vzhledem k dimenzi uvazovaného pro-
storu (viz napt. [1] nebo [4]), a to nasledujicim zptsobem:

Véta 2
Necht A;, As,..., Apy2 jsou body n-rozmérného eukleidovského pro-

storu a d;; = |4; 4], kde 4,5 € {1,2,...,n + 2). Pak plati
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0By e 4
d3, 0 - diup
A=(-nmt o o, (4)
d%z+21 d72H-22 T 0
pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz dané body lezi na téze sféfe (kulové

ploSe v uvazovaném n-rozmérném eukleidovském prostoru) nebo v téze
nadroviné.

Je-li n = 2, plyne z véty 2 pro body A, B,C,D pfii oznaceni jejich
vzdalenosti podle obr. 1 podminka

0 a? e d&?

2 2 2
A== % 0 BT = (et ba)? — (ef)?) ((ef)? ~ (ac ~ b)) > 0,
& f2 20

kterd je ekvivalentni se vztahem (2).

Podobné pro pét bodi A, B, C, D, E v n-rozmérném eukleidovském pro-
storu dostédvame podminku

0 |AB]? |AC]> |AD|> |AEJ?
AB? 0 |BC|* |BD]? |BEP
A=||AC]? |BC? 0 |CD]? |CE|*|>0, (5)
|AD|> |BD? |CD? 0 |DEJ?
|AE]> |BE]> |CE|> |DEP? 0

pFi¢em? rovnost zde nastane, pravé kdyZ jsou dané body komplanarni (lezi
v téZe roviné) nebo leZi na téze kulové plose.

Na zavér zdlraznéme, ze Ptolemaiova nerovnost je jistou analogii troja-
helnikové nerovnosti. Pomaha ndm objevovat nové matematické poznatky
a také Tesit extremdlni i jiné planimetrické problémy. Jeji dalsi aplikace
uvedeme v nékterém navazujicim prispévku.

Ulohy
1. Ovéfte nerovnost (1) pro body A, B, C, D, které lezi na téZze piimce (viz
poznamku za vétou 1).
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Navod. Existuje celkem 24 permutaci téchto bodti, vzhledem k symetrii
staci provérit jen dvanact z nich. Pro ¢tverici A, B, D, C' 1ze postupovat
naptiklad takto: Oznacime

L—-P=|AB|-|CD|+|BC|-|AD| - |AC|-|BD],

|AB| =z, |BD|=y a |DC|=z2.

Pak L-P=2z+ (y+2)(x+y) — (x+y+2)y =2xz >0, a proto ve
vztahu (1) plati pro tuto situaci ostrd nerovnost.

. UvaZzujme jednotkovou krychli ABCDEFGH. Ovéite vztah (5) pro
néasledujici pétice bodt

(A‘7B7 C7 D7 E)7 (A‘7B7 C7 F7 H)7 (A‘7B7 C7 E7 G)7 (A‘7B7 C7 G7 H) :

. Na kruZnici opsané rovnostrannému trojihelniku A BC' libovolné zvolme
bod M. Dokazte, ze jedna ze tii vzdalenosti bodu M od vrcholt troja-
helniku je rovna souctu zbyvajicich dvou.
. Na kruznici opsané rovnostrannému trojuhelniku ABC' libovolné zvo-
lime bod M. Dokazte, Ze hodnota vyrazu |[AM|? + |BM|* + |CM|?
nezavisi na poloze zvoleného bodu.
. Na kratsim oblouku BC' kruznice opsané ¢tverci ABC'D je dan bod M.
Dokazte, ze plati

|AM|+ |CM|  |DM]|

|BM|+ |DM|  |AM]|"

. Uvazujme kratsi oblouk BC' kruznice opsané pravidelnému pétithelniku
ABCDE a na ném libovolné zvoleny bod M. Dokazte, ze pak plati

|AM|+ |DM| = |BM|+ |CM|+ |EM]|.
. Na kratsim oblouku BC kruznice opsané pravidelnému Sestithelniku
ABCDEF je dan bod M. Dokazte, Ze plati

|EM| + |FM| = |AM| + |BM|+ |CM| + |DM]|.
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K realizaci Ramcového vzdélavaciho
programu pro zakladni vzdélavani
v matematice

JAN HOUSKA

Vyzkumny tstav pedagogicky, Praha

Motto:

,Proé¢ je kolem Rdmcového vzdéldvaciho programu (RVP) takovy
rozruch?“

»ProtoZe sméfuje k Tizené zmeéné role ucitele, od dominanty hamle-
tovského monologu na kamenném divadle k privodci déti na cesté ke
vzdéldni. Zdci budou nejen objektem pedagogického pisobeni, ale stdle
vic se budou promériovat v jeho aktivni ucastniky. Budou hledat, badat,
objevovat, osvojovat si, komunikovat, spolupracovat s ostatnimi. Tohle
s1 vSichni uditelé jesté neuvédomugi. (Ucitelské noviny, ¢. 1, 6. ledna
2004, str. 11)

Réamcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzdélavani (RVP ZV) jako

vychodisko pro tvorbu jednotlivych skolnich vzdélavacich programi vy-
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tvari prostor pro vétsi pedagogickou autonomii skol a uciteld. Z toho vy-
plyva také vétsi duraz na specifiku metodickych pfistupt a metod prace.
Pokusim se jako motivaci pro ¢tenare predlozit nékolik konkrétnich na-
métid a myslenek v tomto sméru, nejde o nic nového nebo originalniho,
domnivam se vSak, Zze mnohé dobré podnéty a napady se pres jejich vseo-
ZV je k tomu dobrou pfilezitosti. Vétsina téchto myslenek bude podrobnéji
rozpracovéna na portadlu VUP v Praze (http://www.rvp.cz).

V ucebnich osnovéch vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace RVP
ZV dochézi k jistému oslabeni jednoho z cilti matematického vzdélavani na
ZS, kterym je ovladnuti matematického apardtu potiebného pro studium
na st¥edni 8kole (z povinného ué¢iva byly vypustény operace s lomenymi vy-
razy, goniometrické funkce ostrého thlu, u¢ivo o mocninach s libovolnym
pfirozenym exponentem, kvadratickd funkce). Zdtraziuji, ze se v RVP
ZV jedné o povinny zaklad pro vSechny zaky ZS, pro ty, ktefi sméfuji na
stfedni gkolu, je zddouci do SVP zafadit néjakou formu diferencované vy-
uky (napf.volitelny predmét v 9. ro¢niku), kterd uchazece o stredoskolské
studium dikladnéji pripravi, i kdyz na druhé strané pii prijimacim fizeni
na stfedni Skoly se bude vychazet pouze z RVP ZV. Timto uvolnénim
ucebnich osnov vznika jisty prostor pro netradi¢ni ndméty a Cas pro vétsi
metodické propracovani uciva.

Ve vyuce matematiky na 1. stupni je takovym netradi¢nim tématem
geometrie polohy a tvaru. Patii sem tlohy na vyhledavani cesty bludis-
tém, kresleni obrézku jednim tahem neboli traverzabilita (zndmy Eulertv
jednoduché uzaviené (Jordanovy) kiivky (kfivky topologicky ekvivalentni
s kruznici).

Priklad 1

a) Urcete, zda body A, B jsou uvnitf nebo vné dané uzaviené kiivky
(obr. la).

b) Pokuste se vySetfit, co plati o poétu prasecika tsecky, kterd spojuje
dva body lezici oba vné (uvniti) dané uzaviené kiivky nebo pro dva
body, z nichz jeden lezi vné a druhy uvnitf této kiivky. (V prvém
pripadé je pocet priseéikii sudé ¢islo, ve druhém liché.)

Jinym pifkladem vhodnym pro 1. stupei ZS je rijsovdni vzori (obr. 1b,
1c), napft. tzv. karty M. Booleové (manzelky zndmého matematika G. Boo-
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Obr. la

Obr. 1b Obr. 1c

lea), které vedou mimo jiné k propedeutice pojmu soustavy soufadnic, vzor
vznikl rysovanim tsecek.

Zejména na 2. stupni ZS je tieba vyzdvihnout eseni 1iloh vice zpiisoby,
pritom muze jit z hlediska ucitele o trividlni modifikaci, ne tak uz z pohledu
zéka [2].

Priklad 2
Turista usel dopoledne 2 své celodenni trasy odpoledne pak % této trasy

a do cile mu jesté zbyvalo 9 km. Kolik usel turista za cely den?
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Reseni pomoci rovnice: Oznacime-li x délku celodenni trasy v km, plati

rovnici
2 T4y
oz -
5 3 ’

x = 33,75.

Jiny zpusob Teseni — uvaha pomoci zlomku: Zjistime, Ze trasy odpovidaji
délce 9 km, odkud opét vypocitame délku celodenni trasy. (ReSenf rovnice
napovidd postup pfi tsudku.)

Provedeme jesté zkousku vypoctem, kolik turista usel dopoledne a od-
poledne.

Obvyklé dlohy o pohybu mizeme Fesit tfemi zptsoby: rovnici, tsudkem
(vydélenim ,néskoku“ rozdilem rychlosti) a tfeti zptsob je graficky. Po-
dobné lze tesit vice zpisoby ulohy o spolecné praci. Vedle tradi¢ni rovnice
pro dva pracovniky

1
= nebo

+I== +
T

s I
=1
5 |

ISHN
S| =

(To uz je mozno poklddat za dva zpusoby, kde zajimavé je, Ze kofen x ne-
zavisi na praci P.) miZeme postupovat tvahou o zlomcich vykonané prace
za Casovou jednotku. Domnivam se, ze pedagogicky je hodnotnéjsi vypo-
¢itat demonstraéné méné tloh vice zpiusoby nez vice tloh (mechanicky)
zptisobem jednim.

Dalsim typem jsou dukazové ulohy. Myslim tim predevs§im jednoduché
diikazy na tirovni ZS hlavné v geometrii. Piikladem mohou byt rfizné de-
finice rovnobézniku, jejichz logickd ekvivalence se dokazuje pomoci vét
o shodnych trojahelnicich. Jesté prirozenéji se jevi dikazy vzorct pro ob-
sah rovnobézniku, trojihelniku a zvlasté (mnoha zpusoby realizovatelny)
diikkaz pro obsah lichobézniku, zndme-li vzorec pro obsah obdélniku. Tato
zdivodnéni by mél kazdy (jen trochu) Gspésny zak ,zazit“, aby ,se mu zmi-
néné vzorecky dostaly pod kizi“. Sem patiii ndro¢néjsi dikazové tlohy na
obsahy (vCetné dikazu Pythagorovy véty) nebo paradoxy nad zdanlivou
zménou obsahu pri rozlozeni a opétném sloZeni obrazce, viz [3], [4]. Dostali
jsme se do blizkosti infinitezimdalnich Gvah o obsahu kruhu (objemu koule),
které maji jisté také pedagogickou cenu, i kdyz se svym charakterem vyse
zminénym dikazim vymykaji.

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace na ZS obsahuje vedle tra-
di¢nich tematickych okruht Cislo a pocetni operace (na 1. stupni ZS) nebo
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Cislo a proménnd (na 2. stupni ZS) a Geometrie v roviné a v prostoru te-
maticky celek Zdvislosti, vztahy a price s daty. Nepochybné jiz na ZS lze
vhodné vyuzit (ve spojeni Skoly se Zivotem) sledovéani vysledkd néhod-
ného pokusu nebo provadét simulace ndhodnych pokust (hézenim hraci
kostkou, tahdnim Zetonti ze sac¢ku nebo pomoci pocitace) véetné sbéru dat
a vypoctu relativni ¢etnosti ur¢itého ndhodného jevu (pfipadné dospét
intuitivné k pojmu pravdépodobnosti). Zcela netradi¢nim tematickym cel-
kem jsou Nestandardni aplikacni ulohy a problémy, jejichz feSeni mize byt
do znac¢né miry nezavislé na $kolské matematice, ale je pfi ném nutné
uplatnit logické a kombina¢ni mysleni. Uvedu nékolik ptikladi.

Piiklad 3 (Dopravni problém), viz [5], [6]

Ve dvou vyrobnich stfediscich V7 a V5 jsou na skladé stejné vyrobky
v po¢tu 100 kust ve V7 a 200 kusa ve Vs, které se maji dopravit do tii
stfedisek S1, So a S3 tak, aby se prepravovalo vzdy 50 kusii najednou.
Pritom do S; se ma dopravit 150 kust, do Sy 100 kusi a do S3 50 kust.
Dopravni naklady na jeden vyrobek ¢ini: 120 K¢ z V3 do Sy, 80 K¢ z V)
do S», 60 K¢ z Vi do S3, 40 K¢ z V, do S1, 160 K¢ z V5 do S,, 100 K¢
z V5 do S3. Navrhnéte plan prepravy s nejmensimi naklady.

Reseni tlohy vyzaduje situa¢ni nacrt, vyéet a vyhodnoceni viech moz-
nosti pfepravy (je jich pét). Optimélni zpisob pfepravy stoji 19 000 K&
a je urcen tabulkou:

51 (150) S (100) S3 (50)

Vi (100) - 100 -

Va (200) 150 - 50

Jinym obdobnym namétem je tzv. knihatsky problém, viz [7]. Dalsi pfi-
klad se tykd problému ohodnocenych grafi. Jednéd se o optimalizaci na-
kladd rozvodné sité.

Priklad 4

Na obr. 2a jsou zndzornény obce A, B, C, D, E s uvedenymi naklady
na mozné spoje elektrického vedeni mezi dvéma obcemi. (Hodnoty jsou
uvedeny v jistych jednotkich mény.) VSech pét obci mé byt spojeno jednim
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Obr. 2a Obr. 2b

elektrickym vedenim (rozvodnou siti) tak, aby ndklady na vystavbu sité
byly co nejmensi. Navrhnéte plan tohoto vedeni.

Reseni se snadno najde experimentdlné (je jim lomené ¢ara ABDCE
s celkovymi ndklady 16). Je v8ak moZno postupovat systematicky, napf.se
ptat na pocet v8ech ¢tveric spoju (70) a pocet vSech ¢tvefic spojl, které
tvori rozvodnou sit (45).

Podobnou tlohou je problém obchodniho cestujiciho nebo postovniho
dorucovatele (s navratem nebo bez navratu do vychoziho mista), viz [6],
opét odkazuji na portal VUP v Praze.

Dalsim namétem jsou diofantovské tulohy motivované redlnou (nebo
pseudoreélnou) situaci, tj. Glohy feSené v oboru pfirozenych (pfipadné ce-
lych) ¢isel. Takové tlohy poskytuji zaktm novy a cenny pohled na zndmé
ucivo (délitelnost, pojem proménné, vyraz s jinym definiénim oborem
a oborem hodnot, rovnice), pfitom je v téchto p¥ipadech vidy muizeme
fesit konecnym poctem zkousek. Jednodussi ulohy tohoto typu lze dobie
aplikovat jiz ve 2. obdobi 1. stupné ZS.

Priklad 5

Zaci jedné skoly si mohli zakoupit dva druhy vstupenek na divadelni
predstaveni, levnéjsi po 50 K¢ a drazsi po 75 K¢. Celkem bylo za vstupenky
utraceno 1 300 K¢. Pritom levnéjsich vstupenek bylo zakoupeno vice nez
10 a drazsich vice nez 5. Kolik kterych vstupenek zaci koupili?

Reseni tlohy vede k rovnici 50z + 75y = 1300, kde z a y znadi (v celych
nezdpornych ¢islech) pocty po fadé levnéjsich a drazsich vstupenek. Tuto
rovnici upravime na jednodussi tvar

2z 4+ 3y = 52.

Snadno najdeme feSeni rovnice pro x = 2 a dale muzeme sestavit nasledu-
jici tabulku v8ech feSeni:

Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006 397



Vzhledem k podminkam dlohy existuji tii feSeni, a to: 11 levnéjsich
a 10 drazsich vstupenek, nebo 14 levnéjsich a 8 drazsich vstupenek, nebo
17 levnéjsich a 6 drazsich vstupenek.

Dalsi diofantovska tloha vede na nelinedrni problém. Také tuto tlohu
lze vyftesit prosetienim konecného poctu moznych pripadi. Uvaddime vSak
feSeni elegantnéjsi, aviak stale v moznostech vyuky matematiky na ZS.

Priiklad 6

Provoz na jisté trati byl zajistén tak, ze z kazdé vychozi stanice do
kazdé cilové stanice existovala jedna varianta jizdenek. Po tpravé trati
nékolik stanic pribylo, takze pocet vSech variant jizdenek se zvysil o 46.
Kolik stanic méla trat pavodné a kolik jich po tpravé piibylo?

Reseni: Ozna¢me s polet starych stanic a n pocet novych stanic. Pocet
novych variant jizdenek je souctem poctu jizdenek ze vSech novych stanic
do vSech starych stanic, ktery je dan vyrazem s-n a poctu vsech jizdenek
ze vSech stanic do v8ech novych. Jejich pocet je ddn vyrazem (s +n —1)n.
(Je vhodné provést tivahu na sestaveni vyrazu pro pocet variant jizdenek
také jinym zplisobem.)

Nyni sestavime rovnici sn + (s + n — 1)n = 46, kterou fesime v oboru
prirozenych ¢isel. Po ipravé pak mame:

n(2s+n—1)=46=1-46=2.23

Pro pfirozena ¢isla n a (2s4+n— 1) mame tak pouze dvé moZnosti rozkladu
¢isla 46 na soucin dvou pfirozenych cisel, aton =1 a 2s+n — 1 = 46,
nebon =2 a2s+n—1= 23, nebof ¢&islo n je mensi nez 2s +n — 1. Odtud
dostaneme dvé feSenin =1, s =23 nebon =2, s = 11.

Na trati bylo 23 starych stanic a pfibyla 1 nova, nebo na ni bylo 11
starych stanic a pribyly 2 nové.

Dalsim ndmétem jsou logické ulohy s vyuzitim stromu vSech logickych
moznosti nebo Vennovych diagrami. Zajimavy ptiklad jinych zptsobt fe-
Seni (s mensimi Gpravami vyuzitelny na ZS) lze nalézt v neddvno publiko-
vaném ¢lanku [9].

398 Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006



Za vhodny didakticky moment 1ze poklddat zZdkovska objevovdni mate-
matickych zakonitosti. Je jisté dtlezité obcas zakim ukazat, Ze za jejich
obzorem existuji (napf. v geometrii) jisté matematické vztahy, které mo-
hou sami poznévat, experimentalné nalézat a ovérovat (ne jiz pro obecnou
situaci dokazat) a které bezprostfedné nesouviseji se Skolskou matemati-
kou. Dobrym pfikladem je tloha z piikladu 1b) tohoto ¢lanku nebo vyse
zminény problém obrazka kreslenych jednim tahem (podminkou pro tuto
moznost je existence nejvyse dvou uzli lichého stupné) nebo Eulerova véta
o pottu vrchold, stén a hran konvexniho mnohosténu [6]. Jinym piikladem
je Pickuv vzorec pro obsah S mnohothelniku s vrcholy v uzlech ¢tvercové
sité: Plati S = v+%h—1, kde v je pocet vnitinich a h pocet hrani¢nich bodt
uvazovaného mnohothelniku. (G. Pick, po némz se tento vzorec nazyva,
byl prazskym matematickym kolegou Alberta Einsteina, zemtel v Tereziné
jako obét holocaustu.)

Dilezitym upozornénim je skutecnost, ze pokud pracujeme na kulové
ploge, pak na ni klasickd eukleidovska geometrie neplati, napt. [10]. Pova-
zujeme-li hlavni kruznice na zemeékouli za primky, pak neexistuji rovno-
bézky a trojuhelniky (sférické) maji soucet vnitinich ahla vétsi nez 180°.
Jesté nazornéji se ukazuje tato problematika v tom, ze zobrazeni zemského
povrchu do rovinné mapy je zkreslené. Nejkratsi spojnice dvou vzdalenych
mist na mapé (v Mercatorové projekei tvoii poledniky a rovnobézky sys-
tém navzajem kolmych rovnobéznych tsecek) neodpovida nejkratsi trase
ve skutecnosti. (Napf. Winnipeg a Praha lezi na téZe rovnobézce, na mapé
se jevi jako nekrat$i trasa usecka (Cdst rovmobézky), kdezto ve skutec-
nosti je to oblouk hlavni kruznice zemékoule. To 1ze demonstrovat na
globu, obr. 3.) Dostali jsme se opét ke geometrii. V zahrani¢nich uéebnich

o)
° o

Obr. 3
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textech lze nalézt mnoho péknych prikladd na intuitivni aplikaci shod-
nych zobrazeni v roviné a jejich sklddani (shodné zobrazeni jako pohyb),
které péstuje geometrickou predstavivost, takové priklady budou uvedeny
na zminéném portalu VUP v Praze. Dluzno zminit jesté jeden kuridzni
geometricky nameét, oblibeny v zahrani¢nich materidlech, tim je Mo&bitv
list — plocha, kterd nemd lic a rub, viz obr. 4. To lze ukéazat souvislou
uzavienou carou na této plose. Co dostaneme, kdyz rozstifihneme M&bitv
list podél této cary?

Obr. 4

Motto v tvodu tohoto ¢lanku je moznéd nadsazeno, dobfe vSak vysti-
huje podtext celé reformy, ktery spocivd v dirazu na zvyseni metodic-
ko-didaktické drovné a metod prace ucitele s zaky. Tato Gvaha je zamé-
fena na metodické a didaktické prvky, co se tyce metod prace pokladam za
nejdtlezitéjsi vyuzit vyucovaci hodinu vzhledem k prdaci Zakid. Diraz je na
praci zakd — frontalni, individudlni nebo skupinové, je znamo, ze nejméné
efektivni ¢ast vyucovaci hodiny byva delsi vyklad ucitele. V matematice
ho je mélo tieba, kromé toho se ukazuje, ze pouceni zaci lépe prijimaji
od svého spoluzaka nez od dospélého. Takze tzv.vyklad muize zprostredko-
vat schopnéjsi zak za odborného dozoru ucitele. Nabizim staronovy napad
k pocéatecni matematické mobilizaci zakd ve vyucovaci hodiné (dnes snad-
néji realizovatelny technicky nez d¥ive) — matematické rozcvicky — k upev-
néni, rutinnimu zautomatizovani nebo pfipomenuti ur¢itych elementarnich
pocetné technickych obrat, matematickym rozcvickdm je vénovana na
portalu VUP zvlastni pozornost.

Nakonec jesté ukazka, jak lze obohatit, motivovat a pedagogicky dra-
matizovat feseni znamé tlohy velmi jednoduchym zptsobem.
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Priklad 7 (Problém Cerpaci stanice)

Na jedné strané pfimé dalnice (piimka p) lezi dvé obce (body A, B),
|Ap| = 2 km, |Bp| = 3 km, |A; B;| = 4 km, body A1, B jsou po fadé paty
kolmic vedenych z bod A, B k pi¥imce p (obr. 5a).

Urcete misto na dalnici (bod S), kde mé byt postavena Cerpaci stanice
pohonnych hmot tak, aby vzdalenost byla co nekratsi.

a) Ulohu feste experimentalné délenim tsecky A; B; po 0,5 km.

b) Zvolte vhodné métitko a feSte tlohu geometrickou konstrukei a vy-
poctem.

B B
y y
p [ a
A4, S B, 1, /X B’
P
Obr. 5a Obr. 5b

Reseni:

Se
a) Experimentalné (v km)

[A1S]| o Jos |10 |1,5 |20 |25 [30 |35 |40

(=)

|B1S|| 40 |35 |30 |25 |20 |15 |10 |05

Vypoétem pomoci Pythagorovy véty dostaneme (zaokrouhleno na
0,01 km)

|AS|+ |BS|| 7,00 |6,67 | 648 |6,40 | 6,42 | 655 | 6,76 | 7,07 | 7,47

Miniméln{ vzdalenost |AS| + |BS| tak dostaneme pro |4;S| = 1,5 km.

b) ReSeni geometrickou konstrukei spo¢ivé v sestrojeni (obr. 5b) pri-
sec¢iku S usecky A'B s piimkou p, kde bod A je bod soumérné sdruzeny
s bodem A podle primky p. Bod S je feSenim alohy. Pedagogicky ptivabny
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je pruhledny diikaz konstrukce, ktery vyuziva trojihelnikovou nerovnost.
Zvolime-li na p jiny bod X nez S, plati |[AX|+ |[BX| = |A'X|+ |BX]| >
> |A'B| = |AS| 4+ |BS|. Pomoci Gmérnosti stran v podobnych trojihelni-
cich pak vypocitame, 7e presnd hodnota je |41.S| = 1,6 km.

Pokladddm tento nastin za vyzvu, kterd muize slouzit jako motivace ¢te-
nart ve sméru dalgich (uréité aktualnéjsich a modernéjsich) metodickych
napadi a podnéti, které prispéji ke zvyseni pedagogické irovné vyucovani
matematiky na zakladni skole nebo na niz$im gymnaziu.
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Procento prvocisel

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Na pocatku stal dotaz: Jakd je pravdépodobnost toho, Ze kdyZ zvolim
nahodné prirozené cislo, bude to prvocislo?

Dotaz a predstava, Ze na néj existuje pozitivni odpovéd, ziejmé vy-
chazi z této analogie: Zvolim-li nahodné prirozené cislo n, pak je toto cislo
sudé s pravdépodobnosti 0,5. Ve skute¢nosti ovSem nevolime toto ¢islo n
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ndhodné, ale z néjaké koneéné mnoziny My = {1,2,...,N}, at uZ si to
uvédomujeme nebo ne, kde N je horni mez, po kterou jsme ochotni nebo
schopni toto ¢islo n volit. Je-li N sudé, je pravdépodobnost sudosti ¢isla n
presné 0,5, je-li NV liché a dosti velké, lisi se pravdépodobnost sudosti ¢isla n
od 0,5 jen nepatrné a v rdmci zaokrouhleni ji lze povazovat téz za 0,5. Toto
plati pro kazdé (dosti velké) N a vede to k nézoru, Ze se tato vlastnost da
rozsitit na celou mnozinu N a Ze tvrzeni (uvedené v tomto odstavci shora
kurzivou) plati. S tim lze ¢astené souhlasit, pokud si vSak uvédomime, Ze
volime nahodné ¢isla z néjakého My a nikoli z celé mnoziny N.

Jestlize se zamyslime nad tim, jak by bylo mozno zvolit ndhodné pii-
rozené Cislo, zjistime, ze to vlastné nejde, neexistuje metoda, jak to pro-
vést. Napad, ze napiSeme vSechna prirozend ¢isla na papirky, vlozime je
do osudi a pak jeden papirek ndhodné vytdhneme, je samoziejmé zcela
neredlny vzhledem k tomu, Ze piirozenych ¢isel je nekone¢né mnoho. Po-
divejme se na to z hlediska statistiky. Predpokladejme, Ze by bylo mozné
provést nahodnou volbu prirozeného ¢isla. Potom by existovala pravdépo-
dobnost velikosti p € (0;1) (stejnd pro kazdé prirozené ¢islo ng) toho, Ze
pfi ndhodné volbé pfirozeného ¢isla bude zvoleno pravé ¢islo ng. Soucet
v8ech pravdépodobnosti pro ng = 1,2,... by pak musel byt 1 (nebot je
jisté, ze nékteré prirozené ¢islo bude vytaZeno), takze by platilo

p+p+p+ ... =1

Avgak pro p > 0 je soucet Ffady na levé strané +o0o # 1, a pro p = 0 je tento
souCet 0 # 1, takZze v zadném pripadé nedostaneme soucet 1. Ndhodnou
volbu pfirozeného ¢isla tedy provést nelze.

Zbyva zodpovédét otazku, zda by u prvocisel bylo mozno postupovat
podobné jako pii zkoumani sudosti pfirozeného ¢isla n; ze totiz pravdeé-
podobnost stanovenou pro mnoziny My urc¢itym zptisobem vztdhneme na
celou mnozinu N.

Ozna¢me P(My) pravdépodobnost jevu, Ze pii ndhodné volbé ¢isla n €
€ My je n prvocislo. Pak lze zjistit, ze s rostoucim N se pravdépodob-
nost P(My) zmen3uje; uvedme ji v procentech (se zaokrouhlenim na 2
desetinnd mista).

N 10 | 102 | 103 | 10% | 10% | 108 | 107 | 108 | 10° | 101©
P(Myx) % | 40 25 16,80 |12,29 [ 9,59 | 7,85 | 6,65 | 5,76 | 5,08 | 4,55
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Abychom si uvédomili tuto klesajici tendenci nejen na mnozinach My,
uvedme namétkou jesté tabulku pravdépodobnosti Py, Ze prvocislem je
zvolené n z k-tého milionu ¢isel, tj. od (k — 1) - 10% do k- 10%, pro k =
=1,...,10.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pk)% |7,85 | 7,04 6,79 [6,63 [6,54 [6,43 | 6,38 | 6,31 |6,27 |6,21

Ukézeme, ze P(My) — 0 pro N — +o00. Ozna¢me m(N) pocet prvoéisel
z mnoziny My; pak P(My) = ”%V), takze podle prvni tabulky shora je
7(10) = 4, 7(100) = 25, 7(1000) = 168, 7(10000) = 1229, atd. (dali
udaje v tabulce jsou zaokrouhleny). Jiz v 19. stoleti ukédzali francouzsti
matematici Hadamard a Vallée-Poussin (viz [1]), Ze plati

lim ==1,
N —+o00 n

tedy v naSem oznaleni lim P(My)InN = 1 (kde ln znadi pfirozeny
N—+o00

logaritmus), z ¢ehoz

. . 1
NLHEOOP(MN) o NLHEOO In N =0

Z toho, co bylo v¥3e uvedeno, tedy plyne: Uvodni otdzka neni korektni,
protoze nelze nahodné zvolit prirozené ¢islo. PFi nahodné volbé prirozeného
¢isla z mnoziny My zavisi hledand pravdépodobnost na N a s rostoucim
N klesa k nule.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
muzete zaslat nejpozdéji do 10. 5. 2006 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
t¥. Svobody 26, 771 46 Olomouc.

Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou cestou (pouze viak v TEXov-
skych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu: mfi@Qupol.cz. Za-
jimava a originalni feseni Gloh radi uvetrejnime.

Uloha 127

Necht K, L, M jsou stiedy a D, E, F libovolné vnitini body po radé
stran BC, C A, AB trojuhelniku ABC'. Oznac¢me K', L', M’ stfedy Gseéek
AD, BE a CF. Ptimky AD, BE a C'F se protinaji v jednom bodé, pravé
kdyz se v jednom bodé protinaji pfimky K K', LL" a M M'. DokaZte.

Jaroslav Svréek

Uloha 128

Kolika zptsoby mutzeme roziezat obdélnik 10x2 na obdélniky 2x1
a Ctverce 1x17
(Dvé rozfezani obdélniku povaZzujeme za ruznd, pokud se lisi poctem
ziskanych Gtvar nebo polohou alespon jednoho Fezu.)
Pavel Caldbek

O jedné staré uloze

Slyseli jste nékdy o ,kozi iloze“? Je to stard matematickd tloha. Plocha
travniku ma tvar kruhu o poloméru r. V bodé O na obvodu kruhu je
upevnéno lano délky s, na némz je uvazana koza. Mame urcit délku lana s
tak, aby koza spésala polovinu obsahu plochy travniku. Na prvni pohled se
zda, ze jde o jednoduchou ulohu, ale skutecnost je jina. Jedno feseni této
ulohy, jehoz autorem je RNDr. Josef Pastorcik, najdete na internetové
adrese www.ssppedagog.cz. Uloha je uréena pro vyuéujici st¥ednich gkol,
vys$sich odbornych skol a dalsi zdjemce o matematiku.
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