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P�i procvi�ov�n� d�litelnosti �a n�kdy i v matematick� olympi�d�� se
setk�v�me s p��klady tohoto typu� Je d�n polynom V �n� s celo��seln	mi
koe
cienty� Doka�te
 �e pro v�echna n � N je v	raz V �n� d�liteln	 dan	m
��slem m � N �

P��klad �

Doka�te
 �e v	raz V �n� � n�n� � ����n� � �� je pro v�echna n � N

d�liteln	 p�ti�

�e�en��
Univerz�ln� algoritmus ��k�� dosa�te za n postupn� ��sla �k
 �k � �


�k � �
 �k � �
 �k � � a pokud se v�m ve v�ech p��padech poda�� upravit
v	raz na tvar �L
 je d�kaz proveden�
N�kdy nahrazujeme dosazov�n� �vahami o zbytc�ch v jednotliv	ch p���

padech
 kter� lze zobrazit v t�to tabulce �m�sto �n� � � bereme pro poho�
dln�j�� po��t�n� �n� � �
 kter� je o �� v�t��
 tak�e p�i d�len� p�ti d�v� t	�
zbytek � je v t��e t��d� podle modulu � jako �n� � ���

zbytek n n� �n� n� � � �n� � � V �n�
� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �
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My�lenku
 �e p�i d�kazu d�litelnosti ��slem m m��eme k V �n� p�id��
vat libovoln� v	razy
 kter� jsou n�sobkem m
 lze vyu��t je�t� i k jin�mu
postupu d�kazu� V�me toti�
 �e pro v�echna n p�irozen� je sou�in m po
sob� jdouc�ch p�irozen	ch ��sel v�dy d�liteln	 ��slem m� V na�em p��pad�
je standardn� v	raz n�n� ���n����n����n� �� pro v�echna n d�liteln	
p�ti a my se m��eme pokusit p�ev�st v	raz V �n� na n�sobek uveden�ho
standardn�ho v	razu� Nap��klad takto�

� jn�n� � ����n� � ��� � jn�n� � �n� ����n� � ��n� ����

� � j �n�n� ���n� ���n� ���n� ��

a toto plat�
 tak�e plat� i v	choz� � jV �n��

Nen� to tak nesnadn�
 jak by se mohlo na prvn� pohled zd�t
 proto�e v�me

k �emu chceme dosp�t a mo�nost� je jen n�kolik� Jestli�e by ov�em v	raz
V �n� nebyl d�liteln	 p�ti
 pak by samoz�ejm� takov	 rozklad nebylo mo�no
prov�st�

P��klad �

Doka�te
 �e v	raz V �n� � n�n� � ���n� � �� je pro v�echna n � N

d�liteln	 t�iceti�

�e�en��
�� � � � � � �
 dok��eme tedy d�litelnost dv�ma
 t�emi a p�ti� Za�n�me

p�tkou�

� jn�n� � ���n� � ��� �jn�n� ���n� ���n� � �n� ���

� � j �n� ��n�n� ���n� ���n� ��

a toto plat�
 tak�e � jV �n��

�samoz�ejm� bychom mohli nahradit �initele n� � �initelem n � � � � �
� n� ���
Z posledn�ho v	razu nelze usuzovat na d�litelnost dv�ma a t�emi
 pro�

to�e byl upravov�n s ohledem na d�litelnost p�ti� Plat� v�ak p��mo rovnost

n�n� � ���n� � �� � n�n� ���n� ���n� � �n� ��

z n�� je vid�t d�litelnost dv�ma �obsahuje sou�in dvou po sob� jdouc�ch
��sel� i d�litelnost t�emi �obsahuje sou�et t�� po sob� jdouc�ch ��sel�� Tak�e
�� jV �n��
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P��klad �

Doka�te
 �e v	raz V �n� � n��n� � ����n� � �� je d�liteln	 patn�cti�

�e�en��

� jn��n� � ����n� � ��� �n��n� � ����n� � ���

� � j ��n� ��n�n� ����n� � �� a toto plat�
 tak�e � jV �n��

� jn��n� � ����n� � ��� �jn��n� � ����n� � ����

� � j ��n� ���n� ��n�n� ���n� �� a toto plat�
 tak�e � jV �n�

a tedy �� jV �n��

P��klad �

Doka�te
 �e v	raz V �n� � �n� ���n���n���n�����n�� n��� je pro
v�echna n � N d�liteln	 sedmi�

�e�en��

� j �n� � ��n���n� � �n� ����n� � n� ���

� � jn�n� � �n� �����n� � ��n� ����n� � ��n� ����

� � jn�n� ���n� �� � � � �n� ���n� �� � � � �n� ���n� ���

� � j �n�n� ���n� ���n� ���n� ���n� ���n� ��

Posledn� vztah plat�
 tak�e plat� i v	choz� � jV �n��

Test funk�n�ho my�len� ��k�
a student�

PETR EISENMANN

P��rodov�deck� fakulta UJEP� �st� nad Labem

�vod
Tento �l�nek popisuje v	sledky experimentu
 jeho� c�lem bylo zachy�

tit jeden aspekt funk�n�ho my�len�
 a to schopnost vytv��et a popisovat
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grafy funk�n�ch z�vislost�� Dotazn�k uveden	 na n�sleduj�c� str�nce vypl�
nilo v roce ���� celkem ��� ��k� z�kladn�ch �kol ���
 �� a �� t��da�
 ���
student� r�zn	ch typ� st�edn�ch �kol s maturitou ��� a �� ro�n�k� a ��� vy�
soko�kolsk	ch student� u�itelstv� matematiky �v�echny ro�n�ky�� Z�kladn�
a st�edn� �koly se nach�zej� v severo�esk�m regionu
 vysok	mi �kolami jsou
m�n�ny pedagogick� fakulty v  esk� a Slovensk� republice� Respondenti
vypl!ovali dotazn�ky samostatn�
 anonymn�
 ud�vali pouze v�k
 pohlav�
a �kolu� Poskytnut	 �as byl maxim�ln� �� minut� Po vypln�n� dotazn�ku
n�sledovala t�m�� v�dy �iv� diskuse s ��ky �i studenty o v	sledc�ch testu
a spr�vn	ch odpov�d�ch�

Dotazn�k
�� Grafy vpravo vyjad�uj� z�vislost rychlosti ly�a�e v�t� na �ase t� Jen
jeden z nich odpov�d� situaci zachycen� na obr�zku vlevo� Za�krtn�te
jej�

�����
����	

�� N�doba se v �ase t � � za�ne napl!ovat st�l	m p��tokem vody� Grafy
vpravo vyjad�uj� z�vislost v	�ky hladiny h�t� na �ase t� Jen jeden z nich
odpov�d� t�to situaci� Za�krtn�te jej�

�����
����	
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�� Grafy vpravo vyjad�uj� z�vislost obsahu vy�rafovan� ��sti troj�heln�ku
S�x� na vzd�lenosti x� Jen jeden z nich odpov�d� t�to situaci� Za�krtn�te
jej�

�����
����	

�� Kule�n�kov� koule je odp�len� z bodu P ve sm�ru ��rkovan� ��ry� Grafy
vpravo vyjad�uj� z�vislost vzd�lenosti d�x� koule od horn� hrany stolu
na vzd�lenosti x� Jen jeden z nich odpov�d� t�to situaci� Za�krtn�te jej�

�����
����	

Spr�vn� odpov�di jsou �A
 �C
 �B a �D�

V�sledky
Z�kladn� 	kola

A B C D Neodpov�d�lo

�� �� 
� � � �

�� �� �� �� �� �

�� � �� �� 
� �

�� � � 
� �� �
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Prvn� tabulka ukazuje souhrnn� v	sledky ��k� z�kladn�ch �kol�  �sla
vyjad�uj� �etnost odpov�d� v procentech� Je z�ejm�
 �e ��ci z�kladn�ch
�kol volili nej�ast�ji ty grafy
 ve kter	ch k�ivka vyjad�uj�c� z�vislost odpo�
v�d� p��slu�n�mu obr�zku zn�zor!uj�c�mu danou situaci �markantn� je to
p�edev��m u polo�ek ��slo �
 � a ��� To je pochopiteln�� Na z�kladn� �kole
se ��ci s interpretac� z�vislost� z praxe
 vyj�d�en	ch grafem
 setk�vaj� sp��e
vz�cn�� V�t�ina ��k� je�t� graf ��st neum� a tak vol� odpov�� podle po�
dobnosti grafu funkce s obr�zkem p��slu�n� situace� Tento jev se objevil
i u podobn� koncipovan	ch �loh v tzv� PISA � studii �rozs�hl	 v	zkum
matematick	ch znalost� a dovednost� ��k� v mnoha zem�ch sv�ta�
 viz "�#�
Lep�� v	sledky zaznamenali respondenti tohoto v�ku pouze u polo�ky

��slo �
 kde spr�vnou odpov�� A volila t�m�� t�etina ��k�� Situace zn��
zorn�n� v t�to polo�ce je toti� pro respondenty obecn� nejsn�ze p�edstavi�
teln�
 nejv�ce odpov�d� jejich zku�enostem �viz v	sledky dal��ch v�kov	ch
kategori���
V	voj �etnosti �sp��n	ch odpov�d� ��k� z�kladn�ch �kol v z�vislosti na

v�ku ���
 ��
 �� t��da� je relevantn� pouze u polo�ky ��slo �
 kde je tato
z�vislost rostouc� ��
 ��
 �� procent spr�vn	ch odpov�d��
 u ostatn�ch t��
polo�ek se �etnost spr�vn	ch odpov�d� monot$nn� nezvy�uje a kol�s� okolo
�� procent�

St�edn� 	kola

A B C D

�� �� � � �

�� �� �� �� �

�� � �� �� 
�

�� �� � �� 
�

U polo�ek �� �
 � a � ji� spr�vn� odpov�di volilo v�dy nejv�ce respon�
dent� t�to kategorie� Markantn� je to p�edev��m u prvn� situace� Alarmuj�c�
jsou podle m�ho soudu v	sledky st�edo�kol�k� u polo�ky �� �
 kde st�le
je�t� zna�n� ��st respondent� � pln� polovina � vol� nesmyslnou odpov��
D �obsah zv�t�uj�c� se ��sti troj�heln�ku zde podle tohoto grafu ub	v���
Odpov�� C v t�to polo�ce �druh� nej�ast�j�� � �� %� nen� z tohoto hlediska
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tedy fat�ln� chybn�� &e se jedn� o z�vislost kvadratickou
 a nikoli line�rn�

bylo nej�ast�j�� chybou i u n�sleduj�c� kategorie vysoko�kol�k��

Vysok� 	kola

A B C D

�� �� �� � �

�� �� �� �� �

�� � �� �� ��

�� � �� �� ��

K v	razn�j��mu posunu u �etnosti spr�vn	ch odpov�d� doch�z� u re�
spondent� t�to kategorie pouze u polo�ky �� �
 maximum ohlas� ��� %�
v�ak zde m� po ��stech line�rn� graf z odpov�di C�
K dokreslen� uveden	ch post�eh� uve�me je�t� n�sleduj�c� diagramy

ilustruj�c� v	voj procentu�ln� �etnosti spr�vn	ch odpov�d� u jednotliv	ch
polo�ek�
Za pozornost jist� stoj� lep�� v	sledky st�edo�kol�k� oproti student�m

u�itelstv� matematiky u polo�ky �� �� V	razn	 n�r�st spr�vn	ch odpov�d�
mezi t�mito dv�ma kategoriemi respondent� nen� ani u druh� situace �
napl!ov�n� n�doby�
Z hlediska v	voje je nejzaj�mav�j�� polo�ka �� �� K v	razn�mu n�r�stu

spr�vn	ch odpov�d� zde do�lo a� u vysoko�kol�k�� Na z�kladn� i st�edn�
�kole respondenti ozna�ovali nej�ast�ji odpov�� D ��� % na z�kladn� a �� %
na st�edn� �kole�
 kde je graf funkce podobn	 obr�zku p��slu�n� situace�
Na z�v�r je�t� zm�n�m jeden zaj�mav	 v	sledek� Porovn�n� �etnosti

spr�vn	ch odpov�d� u chlapc� a d�vek vyzn�v� bez v	jimky u ka�d� po�
lo�ky a v ka�d� v�kov� kategorii ve prosp�ch chlapc�� Rozd�ly to ale nejsou
nikde velik�� Na z�kladn� �kole se jedn� pr�m�rn� o � %
 na st�edn� �kole
o �� % a na vysok� �kole o �� %�
U�itel�
 kte�� by cht�li uveden	 dotazn�k vyzkou�et se sv	mi ��ky
 jej

najdou ke sta�en� na webov� adrese http�''katmatupv�ujepurkyne�com'
materialy'KMA eisenmann TFMZS�pdf�
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������
������
������������

L i t e r a t u r a

��� Leuders� T�� Prediger� S�� Funktioniert	s
 � Denken in Funktionen� Praxis der
Mathematik in der Schule� �

�� �� �� K�ln�Leipzig� � � ��

Te�ria grafov a cestovanie

REN�TA KOTOROV� � INGRID SEMANI�INOV�

Gymn�zium P� Horova� Michalovce � Pr�rodovedeck� fakulta UPJ�� Ko�ice�

SLOVENSKO

�vod
Ur�ite ste u� niekedy vo svojom �ivote videli mapu metra
 pr�padne

mapu MHD
 na ktorej jednotliv� trasy nie s� krivol(ak� �iary ale rovn�
�se�ky a ani vzdialenosti medzi jednotliv	mi zast�vkami celkom nezodpo�
vedaj� skuto�nosti� Ak by ste tak�to mapu prilo�ili na geogra
ck� mapu
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zistili by ste vel(k� rozdiely� Napriek tomu sa v t	chto map�ch vieme r	chlo
a vel(mi l(ahko orientova)� Rozm	�l(ali ste o tom
 pre�o je to tak* Ak� infor�
m�cie pre cestuj�ceho tak�to mapa zd+razn� a ak� zanedb�* Prv� tak�to
mapa bola navrhnut� pre lond	nske metro �pozri "�#�� Vytvoril ju v roku
���� Henry C� Beck� Dva roky sa takmer nepretr�ite sna�il presved�i) svo�
jich nadriaden	ch
 aby aspo! na sk��ku vydali dnes u� v�eobecne zn�my
pl�n siete jednotliv	ch tr�s� Ob�vali sa toti�
 �e mapa je nepresn� a v,��
�ina cestuj�cich jej nebude rozumie)� M	lili sa� Ka�d	 cestuj�ci sa v tejto
-nepresnej. mape r	chlo zorientuje bez n�vodu a vysvetliviek a navy�e si
v,��ina l(ud� r	chlo uvedom� prednosti tak�hoto spracovania pred klasic�
kou mapou� Cestuj�ci v metre a tak isto v MHD toti� zvy�ajne nehl(ad�
vyhliadkov� cestu
 ale sa chce dozvedie)
 ako sa dosta) na ur�en� miesto�
Preto potrebuje r	chlo zisti)
 kde m� prest�pi) a na ak� trasu
 pr�padne
na ak� ��slo autobusu
 trolejbusu
 resp� elektri�ky� A pr�ve tieto inform�cie
tak�to mapy zd+raz!uj��

Mapy
 o ktor	ch sme p�sali
 s� matematick	mi modelmi re�lneho sveta�
Tak	to matematick	 model naz	vame graf� Graf �v,��ina popul�cie si
tento pojem stoto�n� s grafom funkcie
 preto�e to je jedin	 graf
 s ktor	m
sa po�as �tandardn	ch kurzov matematiky stretli� je v podstate jednodu�
ch� a prirodzen� �trukt�ra
 ktor� si m+�eme n�zorne reprezentova) ako
mno�inu bodov v rovine �vrcholy grafu� a mno�inu �iar
 sp�jaj�cich tieto
body �hrany grafu�� Okrem m�p
 ktor� zn�zor!uj� trasy metra
 elektri�iek

�i vlakov
 sa grafy pou��vaj� na rozvrhovanie �portov	ch turnajov
 v tech�
nickej
 �i v spotrebnej elektrotechnike
 pri zn�zor!ovan� elektronick	ch
obvodov a pod� Grafy u� dlho predstavuj� matematick	 model
 ktor	 sa
vyu��va pri optimaliz�cii rozvozu tovaru k z�kazn�kovi
 modelovan� tokov
v in�inierskych sie)ach
 navrhovan� umiestnenia syst�mov r	chlej reakcie
a pod� Pomocou grafov sa modeluj� aj r+zne soci�lne siete �v istom zmysle
je jednou z tak	chto siet� i Internet�
 sk�ma sa a predikuje spr�vanie jed�
notliv	ch prvkov syst�mu� Grafy teda nach�dzaj� uplatnenie v�ade tam

kde vystupuj� nejak� objekty sveta
 ktor	 n�s obklopuje a spolu s nimi
s� pre n�s d+le�it� i ich vz�jomn� rel�cie� Umo�!uj� n�m abstrahova) od
toho
 �i ide o stanice metra
 miesta rozvozov alebo komunitu l(ud�
 �i vz��
jomn� v,zby objektov vyjadruj� medzil(udsk� vz)ahy
 dopravn� spojenie
alebo elektromagnetick� p+sobenie�

V �kolskej matematike sa vyskytuj� v preva�nej miere �lohy
 pri ktor	ch
vytvorenie matematick�ho modelu spo��va v zostaven� rovnice
 s�stavy
rovn�c
 alebo dosaden� do u� zn�meho vzorca� Vyu�itie grafu pri mode�
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lovan� uk��e �iakom nov� matematick� n�stroje k rie�eniu konkr�tnych
�loh
 m+�u si tie� uvedomi) ich vz)ah k u� zn�mym pojmom a met$�
dam� V �l�nku budeme prezentova) �lohy
 ktor� s�visia s modelovan�m
dopravn	ch tr�s� Tieto �lohy s� propedeutick	mi �lohami "�# k pojmu graf
a k �al��m pojmom te$rie grafov �hrana� stupe� vrcholu� cesta� kompletn�
graf�� Pri rie�en� v,��iny �loh m+�u �iaci aplikova) poznatky
 ktor� nado�
budli pri �t�diu tematick�ho celku Kombinatorika� Prezentovan� �lohy s�
vhodn� pre �iakov �� � �� ro�n�ka Z/�
Navrhujeme
 aby �iaci pri rie�en� �loh pracovali v dvoj � troj�lenn	ch

skupin�ch
 najlep�ie heterog�nnych� Na za�iatku rie�enia �lohy
 by sa mal
ka�d	 �iak pok�si) rie�i) �lohu samostatne
 nasleduje spolo�n� rie�enie
�lohy v r�mci skupiny� Nakoniec sa prezentuj� a porovnaj� rie�enia sku�
p�n
 zhodnotia sa
 pr�padne sa zov�eobecnia niektor� pozorovania� T�to
spolo�n� anal	za rie�enia nemus� nasledova) po ka�dej �lohe�

�loha � �graf���

a� Prezrite si mapu
 na ktorej je zakreslen� sie) �elezn�c Slovenskej repub�
liky �n�jdete ju na www str�nke http�''umv�science�upjs�sk'semanisi�
nova'grafy'�� Ak� inform�cie z nej viete vy��ta)*

b�  o �podl(a v�s� reprezentuj� �iary a �o priese�n�ky �iar*

�loha � �cesta v grafe�
Na mape �elezni�nej siete SR n�jdite aspo! � dvoj�c miest
 medzi kto�

r	mi je mo�n� cestova) priamo �bez prestupovania��

�loha � �graf�
Na www str�nke http�''umv�science�upjs�sk'semanisinova'grafy' n��

jdete mapu pra�skej hromadnej dopravy a mapu bratislavskej hromadnej
dopravy� Porovnajte tieto mapy� Z ktorej mapy viete lep�ie vy��ta) infor�
m�cie o doprave� Pok�ste sa vysvetli) pre�o�
V prv	ch troch �loh�ch sa �iaci stret�vaj� so separovan	mi modelmi

pojmu graf� Ciel(om je
 aby �iaci zistili
 �e pri matematickom modelovan�
situ�cie grafom �konkr�tne ide o mapu dopravy� sa niektor� inform�cie
zanedbaj� �napr� geogra
ck� poloha
 vzdialenos)� a niektor� zd+raznia
�prestupn� stanice
 l(ahko vieme zisti) po�et stan�c a ich n�zvy na nejakom
�seku
 linky id�ce jedn	m smerom�� So �iakmi potom m+�eme diskutova)
o tom
 z ak�ho d+vodu je to u�ito�n��

�� Za ��slom �lohy je v�dy uveden� pojem� ku ktor�mu je �loha propedeutick��
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�loha � �graf
 vrchol grafu
 hrana grafu�
Vytvorte podobn� mapu pre autobusov� dopravu v Ko�ickom kraji� Na

mape bud� vyzna�en� v�etky okresn� mest� v Ko�ickom kraji a priame
autobusov� linky medzi t	mito mestami� Inform�cie o priamych autobu�
sov	ch link�ch m+�ete z�ska) z www str�nky http�''www�cp�sk�

�loha 
 �cesta v grafe�
Na z�klade mapy vytvorenej v �lohe � n�jdite aspo! � r+zne sp+soby


ktor	mi sa m+�eme dosta) z Ro�!avy do Trebi�ova a z Gelnice do Sobra�
niec �do �iadneho mesta nep+jdeme viac ako raz��

�loha � �stupe! vrcholu grafu�
Na z�klade mapy vytvorenej v �lohe � dopl!te do nasleduj�cej tabul(ky

po�ty liniek
 ktor� odch�dzaj� z jednotliv	ch miest�

Mesto Po�et liniek

0lohy � � � s� zameran� na vytv�ranie grafu �Ko�ick	 kraj m� � okres�
n	ch miest
 t�j� �iaci vytv�raj� graf so � vrcholmi� a na ��tanie inform�ci�
z vytvoren�ho grafu� Graf dopravn	ch tr�s m+�e ma) na prv	 pohl(ad ka�d�
skupina �iakov in	� �Niektor� skupiny si toti� m+�u uvedomi)
 �e geogra�

ck� poloha mesta nie je a� tak� d+le�it� a pri kreslen� ju zanedbaj����
M+�eme potom diskutova) o tom
 �i tieto rozdiely s� z hl(adiska z�skavania
potrebn	ch inform�ci� podstatn��

�loha 
 �stupe! vrcholu grafu�

 o reprezentuje s��et ��sel v pravom st1pci tabul(ky z �lohy �* Jana
tvrd�
 �e ak by tabul(ku
 podobne ako v �lohe �
 urobila po zru�en� niek�
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tor	ch liniek medzi mestami
 tak s��et ��sel v pravom st1pci bude v�dy
p�rne ��slo� M� pravdu*

&iaci by si mali uvedomi)
 �e ka�d� linka je v pravom st1pci tabul(ky
zar�tan� dvakr�t
 preto�e v niektorom meste za��na a v niektorom meste
kon��� Jana m� teda pravdu� M+�eme sk�si) tvrdenie �alej zov�eobec!ova)

napr� ak �� �lohu vyrie�ime pre Pre�ovsk	 kraj bude plati)
 �e s��et ��sel

v pravom st1pci bude v�dy p�rne ��slo*

�loha � �stromov	 graf�
Stali ste sa nov	m riaditel(om leteckej spolo�nosti Transfer
 ktor� pre�

v�dzkuje lety medzi hlavn	mi mestami �t�tov Eur$pskej �nie� V prvej f�ze
svojej existencie spolo�nos) po�aduje nasledovn��
�� Lety sa nezav�dzaj� do �t�tov prijat	ch do E0 v roku �����
�� Po�et priamych letov m� by) �o najmen���
�� Viem sa letecky dosta) �s prestupom alebo bez prestupu� do ka�d�ho
hlavn�ho mesta �lensk�ho �t�tu E0 �prijat�ho do E0 pred rokom
������

Nakreslite vami navrhovan� letov� mapu� Kol(ko priamych letov je na
mape*

�loha � �po�et hr�n v strome�
Kol(ko priamych letov bude na mape
 ak spolo�nos) zavedie lety do

v�etk	ch �lensk	ch �t�tov Eur$pskej �nie a po�et priamych letov m� by)
op,) �o najmen��* Viete to ur�i) aj bez zakreslenia letovej mapy*
V �lohe � �iaci vytv�raj� stromov	 graf s �� vrcholmi� Rie�enia �iakov

sa m+�u l��i)� Druh� podmienka �po�et priamych letov m� by) �o najmen���
v�ak zaru�uje
 �e ka�d� skupina
 ktor� spr�vne vyrie�i �lohu dostane graf
so �� hranami � �� priamych letov� Mala by nasledova) diskusia o tom
 �o
maj� spolo�n� letov� mapy jednotliv	ch skup�n �iakov� 0loha � by mala
�iakov nav�dza) k zov�eobecneniu � stromov	 graf s n vrcholmi m� n� �
hr�n�

�loha �� �kompletn	 graf�
Vedenie leteckej spolo�nosti sa rozhodlo
 �e ak bude spolo�nos) najbli��

��ch � rokov vykazova) primeran	 zisk
 zavedie priame lety medzi hlav�
n	mi mestami �t�tov Eur$pskej �nie �prijat	ch do E0 pred rokom ������
Dokreslite do obr�zku v�etky ch	baj�ce lety� Kol(ko priamych letov je na
vytvorenej letovej mape*
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Kol(ko priamych letov by bolo na mape
 ak by sa zaviedli priame lety
medzi v�etk	mi hlavn	mi mestami �t�tov E0*
&iaci vytv�raj� kompletn	 graf s �� a s �� vrcholmi� Po vyrie�en� �lohy

by mali vedie) zov�eobecni) svoje rie�enie pre kompletn	 graf s n vrcholmi

ktor	 m� n�n� ���� hr�n�

�loha ��
Na �zem� Slovenskej republiky vznik� nov� leteck� spolo�nos) LetAir


ktorej majitel( vyp�sal s�)a� pre n�vrh letov�ho pl�nu� Ste �lenom jednej zo
skup�n
 ktor� sa rozhodla zapoji) do tvorby projektu� Navrhnite pre t�to
spolo�nos) letov	 poriadok
 ak s� na! kladen� tieto po�iadavky�
a� Lety s� v r�mci kraj�n� Slovensko
  esko
 Ma�arsko a Pol(sko�
b� Linky bud� prem�va) do miest
 v ktor	ch u� letisk� existuj�� V pr��

pade
 �e sa v�m zd�
 �e by bolo vhodn� vybudova) v niektorom meste
letisko
 zahr!te ho do svojho pl�nu s od+vodnen�m�

c� Do ka�d�ho z vybran	ch miest sa d� dosta) letecky �nemus� to by)
priamo��

d� Ka�d� priama linka zn�zornen� v letovej mape predstavuje jeden let
denne tam aj sp,)�

e� Denne sa v spolo�nosti nem+�e nalieta) viac ako �� ��� km kv+li
tomu
 �e by to bolo nev	hodn��

Nakreslite letov� mapu
 zv��te
 ktor� linky je vhodn� zavies) a pre�o�
Overte
 �e ste neprekro�ili limit�
Vyrie�enie v�etk	ch �loh vy�aduje tri a� �tyri vyu�ovacie hodiny� Je

vhodn�
 aby pri rie�en� �loh �iaci mali k dispoz�cii po��ta�� Ak po��ta� nie
je mo�n� zabezpe�i)
 u�itel( m+�e potrebn� inform�cie �iakom poskytn�)

alebo m+�e �iakom navrhn�)
 aby si ich pripravili v r�mci dom�cej pr�pravy
na hodinu matematiky
 resp� geogra
e�

Z�ver
Za posledn	ch sto rokov pre�lo matematick� modelovanie mnoh	mi

zmenami� Tieto zmeny vypl	vaj� jednak z nov	ch typov situ�ci�
 ktor�
potrebujeme modelova)
 ale aj z nov	ch met$d modelovania� Jedn	m zo
siln	ch n�strojov matematick�ho modelovania je diskr�tny matematick	
model � graf� 0lohy prezentovan� v �l�nku umo�!uj� �iakom spr�stupni)
nov� aplik�cie matematiky
 ktor� obohacuj� ich �ivotn� sk�senosti� 0lohy
nevy�aduj� �peci
ck� vstupn� vedomosti a m+�eme ich rie�i) so �iakmi via�
cer	ch vekov	ch kateg$ri�� Pri rie�en� �loh �iaci nemusia pou��va) ust�len�
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odborn� v	razy a symboliku a na to
 aby zap�sali rie�enie �lohy vysta�ia
so slovn	m z�pisom
 ktor	 je doplnen	 vhodn	m obr�zkom� Tento fakt
pon�ka u�itel(ovi mo�nos) zapoji) do rie�enia �loh vo v	raznej�ej miere
�iakov
 ktor� maj� s -klasickou. matematikou probl�my�
V uveden	ch �loh�ch sa zatial( nezav�dza abstraktn	 pojem graf� &ia�

ci pracuj� len so separovan	m modelom grafu � mapou dopravn	ch tr�s�
Mysl�me si
 �e pred zaveden�m abstraktn�ho pojmu je vhodn� prezentova)
�al�ie separovan� modely pojmu graf z in	ch oblast� �ivota �napr� rozvr�
hovacie probl�my
 niektor� optimaliza�n� �lohy a pod���

L i t e r a t � r a

��� Devlin� K�� Jazyk matematiky Jak zviditelnit neviditeln�� Doko��n�Argo� �

��

��� Hejn�� M� a kol�� Te�ria vyu�ovania matematiky �� SPN� Bratislava ���
�

��� �veda� D�� Tvorba syst�mov �loh v matematike� Metodick� centrum� Pre�ov �����

��� http���umv�science�upjs�sk�semanisinova�grafy�

Skal�rn� sou�in vektor�

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

Ve st�edo�kolsk	ch u�ebnic�ch analytick� geometrie je pojem skal�rn�ho
sou�inu vyu��v�n p�ev��n� k ur�ov�n� �hlu dvou vektor� dan	ch sv	mi
sou�adnicemi a ke zji�)ov�n� odchylky p��mek nebo rovin dan	ch sv	mi
rovnicemi� Pou�it� skal�rn�ho sou�inu -bez sou�adnic. se v�t�inou omezuje
na jeden nebo dva d�kazy n�kter	ch vlastnost� troj�heln�ku�
V tomto �l�nku vy�e��me n�kolik snadn	ch p��klad�
 jejich� c�lem je

uk�zat student�m
 �e s vektory se d� pracovat i -bez sou�adnic. a �e
vzorec

uv � juj � jvj cos��

pro skal�rn� sou�in nenulov	ch vektor� u
 v m� pou�it� i v souvislostech
jin	ch ne� jsou v	�e uveden��
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P��klad �

V troj�heln�ku ABC na obr� � je P libovoln	 vnit�n� bod strany AB�
Doka�te
 �e pro vektory x � P�C
 b � A�C
 a � B�C a ��sla n � jAP j

m � jBP j plat�

�m� n�x � mb� na�

�����
����	

Obr� � Obr� �

Podle obr� � pro vektory a
 b
 x
 m � B � P 
 n � P �A m�me

x� b � n a� x � m�

odkud dostaneme

m�x� b� � mn� n�a� x� � nm

a po ode�ten�
m�x� b�� n�a� x� � mn� nm�

Proto�e v�ak je

m � kn� kde k � � a m � jmj � jknj � kjnj � kn�

plat�
nm � n�kn� � �kn�n � mn� tak�e mn� nm � ��

Dost�v�me tak
m�x� b�� n�a� x� � ��

neboli
�m� n�x � mb� na�
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P��klad �

U�it�m tohoto v	sledku ur��me v troj�heln�ku ABC d�lky jeho t��nic�

V troj�heln�ku ABC na obr� � zvol�me bod P tak
 aby byl st�edem
strany AB
 tak�e tc � jxj
 m � n � �

�
c� Podle v	�e uveden�ho vzorce plat�

cx �
�
�
cb�

�
�
ca�

x �
�
�
�a� b��

Pro d�lku t��nice tc m�me postupn��

t�c � jxj� � x x �
�
�
�a� � �ab� b�� �

�
�
�a� � �ab cos� � b���

Kdy� pak z kosinov� v�ty vyj�d��me

�ab cos� � a� � b� � c�

a dosad�me do v	razu pro t�c 
 dostaneme po odmocn�n�

tc �
�
�

p
��a� � b��� c�

D�lky t��nic ta
 tb z�sk�me cyklickou z�m�nou�

P��klad �

Podobn	m zp�sobem ur��me v troj�heln�ku ABC d�lky os jeho vnit��
n�ch �hl��

V troj�heln�ku ABC na obr� � bude bod P pr�se��kem strany AB
a osy oc vnit�n�ho �hlu p�i vrcholu C� Jak zn�mo
 plat� v tomto p��pad�

m

n
�

a

b
�

odkud u�it�m vztahu m� n � c vypo�teme

n �
bc

a� b
� m �

ac

a� b
�
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Dosazen�m za m a n do rovnosti odvozen� v	�e dostaneme po zkr�cen�
��slem c

x � oc �
a

a� b
b�

b

a� b
a�

tak�e pro d�lku oc osy �hlu m�me

o�c � jxj� � x x �
�

�a� b��
�a�b� � �ab � ab� b�a�� �

�
�

�a� b��
��a�b� � �a�b� cos ���

Z kosinov� v�ty ur��me

�ab cos� � a� � b� � c�

a po dosazen� a odmocn�n� dojdeme k v	sledku

oc �
�

a� b

p
ab�a� b�� � c��

D�lky oa
 ob z�sk�me cyklickou z�m�nou�

P��klad �

Doka�te tvrzen�� Jestli�e pro d�lky stran a
 b
 c troj�heln�ku ABC plat�
rovnost a� � b� � �c�
 jsou jeho t��nice ta
 tb navz�jem kolm��

V troj�heln�ku ABC na obr� � pro vektory ta
 tb plat�

ta � �b�
�
�
a� tb � �a�

�
�
b�

tak�e

tatb � ab�
a�

�
�

b�

�
�

ab

�
�
�ab
�

�
a� � b�

�
�
�ab
�

�
�c�

�
�

Pro skal�rn� sou�in cc vektoru c � a� b m�me

cc � c� � c� � a� � �ab� b�

odkud
�ab � a� � b� � c� � �c� � c� � �c��
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Dosazen�m do v	razu pro tatb dostaneme

tatb � �
�c�

�
� �

c�

�
� ��

co� znamen�
 �e t��nice ta
 tb jsou navz�jem kolm��

P��klad 


Na obr� � jsou d�ny �tverce ABCD a AEFG se spole�n	m vrcholem A
a stranami x
 y� Doka�te
 �e plat� �jASj � jEDj
 kde S je st�ed �se�ky
BG�

�����
����	
��
�

Obr� � Obr� �

Nejprve podle obr� � zvol�me vektory

b � B �A� d � D �A� e � E �A� g � G�A� u � E �D� v � S �A�

jejich� velikosti jsou

jbj � jdj � b � d � x� jej � jgj � e � g � y� u � jEDj � u� v � jASj � v�

Ze skal�rn�ho sou�inu uu vektoru u � e� d postupn� ur��me�

u� � e� � �ed� d�

u� � e� � �ed cos�� d�

�ed cos� � e� � d� � u�
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Ze skal�rn�ho sou�inu vv vektoru v � b�g
�
dost�v�me

�v� � b� � �bg� g��

�v� � b� � �bg cos����� � �� � g� � d� � �de cos�� e��

Dosad�me za �de cos� a m�me

�v� � d� � �e� � d� � u�� � e� � u�

neboli
�jASj � jEDj�

P��klad �

Doka�te
 �e v pravideln�m �ty�t�nu jsou ka�d� dv� prot�j�� hrany na�
vz�jem kolm��

V pravideln�m �ty�st�nu ABCD na obr� � zvol�me vektory a � B �A

b � C � B
 c � C �A
 d � D � C
 e � D � B
 f � D �A
 a proto�e jde
o �ty�st�n pravideln	
 jejich velikosti se rovnaj�

jaj � jbj � jcj � jdj � jej � jfj�

M�me dok�zat
 �e je
ad � bf � ce � ��

Pro n�sleduj�c� vektory plat��

a
 b
 d
 f a
 c
 d
 e b
 c
 e
 f
f� a � b� d c� a � e� d e� b � f� c

f� b � a� d c� e � a� d c� e � b� f

�f� b�� � �a� d�� �c� e�� � �a� d�� �c� e�� � �b� f��

�bf � ad ce � ad ce � bf

Odtud plyne bf � �bf
 tak�e bf � �
 a tedy tak� ad � �
 ce � �
 co�
jsme cht�li dok�zat�
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Zaj�mav� matematick� 	lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a ���
 jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v prvn�m
��sle tohoto ����� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ���
V oboru re�ln	ch ��sel �e�te soustavu rovnic

x�
�
x
�
�
y�
�

y �
�
y
�
�
z�
�

z �
�
z
�

�
x�
�

Jaroslav �vr�ek

�e�en��
Ze zad�n� plyne xyz �� �� Vzhledem k tomu
 �e prav� strany v�ech t��

dan	ch rovnic jsou kladn� ��sla
 je x � �
 y � �
 z � �� Pro ka�d� kladn�
re�ln� ��slo a plat� a� �

a
� �� Ze t�et� rovnice zadan� soustavy plyne

�
x�
� z �

�
z
� ��

proto x� � � a tedy x � ��� �i� Podobn� ze zb	vaj�c�ch rovnic dan� sou�
stavy dostaneme y � ��� �i
 z � ��� �i� Pro x� y � ��� �i z prvn� rovnice
zadan� soustavy plat�

�
x
�
�
x
�
�
x
� x�

�
x
�
�
y�
�

tedy y� � x� Podobn� ze zb	vaj�c�ch rovnic plyne z� � y a x� � z� Odtud
d�le plat�

x� � �x��� � z� � �z��� � y� � x�

Nerovnost x� � x m� v intervalu ��� �i pr�v� jedno �e�en� x � � a tud��
y � z � ��
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Trojice �x� y� z� � ��� �� �� je jedin	m �e�en�m dan� soustavy rovnic�

Jin	 
e�en��
Stejn� jako v p�edchoz�m �e�en� uk��eme
 �e x� y� z � ��� �i� Se�teme

prav� a lev� strany v�ech rovnic dan� soustavy a po �prav� dostaneme

x�
�
x
�
�
x�
� y �

�
y
�
�
y�
� z �

�
z
�
�
z�
� �� ���

Proto�e

x�
�
x
�
�
x�
�

x� � x� �
x�

�
�x� ���x� � x� ��

x�
�

je rovnice ��� ekvivalentn� s rovnic�

�x � ���x� � x� ��
x�

�
�y � ���y� � y � ��

y�
�
�z � ���z� � z � ��

z�
� ��

kter� m� v mno�in� ��� �i jedin� �e�en� �x� y� z� � ��� �� ��� Zkou�kou se
p�esv�d��me
 �e tato trojice je jedin	m �e�en�m dan� soustavy�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan
 Luk�� Bedna
�k z SG
v Olomouci
 Jaroslav Han�l a Miroslav Klimo�
 oba z GMK v B�lovci
 Lu

cie Fabrikov�
 Zbyn�k Kone�n�
 Martin K
iv�nek
 Jakub Opr�al
 Alexandr
P�cha a Jan Uhl�k
 v�ichni z G Brno
 t�� Kpt� Jaro�e
 Ane�ka Falt�nkov�
z GJ/ v P�erov�
 Marek Pechal z G Zl�n
 Lesn� �tvr)
 Marek Scholle z G
Pardubice
 Da�ick�
 Luk�� V�tovec z G Karlovy Vary
 Kladensk�
 a Radek
�leb��k z G Praha �
 Zborovsk��

Ne�pln� �e�en� zaslali� V�t Orava z GMK v B�lovci a Tom�� Jedli�ka
z G T�eb���

�loha ���
Nech) A�
 B�
 C � jsou pr�se��ky vnit�k� polop��mek AO
 BO
 CO s kru��

nic� k�O2 r� opsanou ostro�hl�mu troj�heln�ku ABC� Doka�te
 �e sou�et
obsah� troj�heln�k� ABC�
 BCA� a CAB� je roven obsahu troj�heln�ku
ABC�

Pavel Leischner
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�e�en��
Ozna�me V pr�se��k v	�ek troj�heln�ku ABC
 proto�e troj�heln�k je

ostro�hl	
 je bod V jeho vnit�n�m bodem�

��
��

0se�ka CC � je pr�m�rem kru�nice k
 z vlastnost� Thaletovy kru�nice
vid�me
 �e �se�ka C �B je kolm� na CB
 tedy rovnob��n� s AV� Podobn�
C�A k BV
 odtud plyne �e AC�BV je rovnob��n�k
 �se�ka AB je jeho
�hlop���ka a tedy obsahy troj�heln�k� ABV a ABC� jsou shodn�� Stejn�
uk��eme
 �e jsou shodn� i obsahy troj�heln�k� BCV a BCA�
 resp� CAV
a CAB�� Proto je sou�et obsah� troj�heln�k� ABC�
 BCA� a CAB� roven
obsahu troj�heln�ku ABC�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan
 Monika Posp��ilov�
z Prahy
 M�ria Vasi�ov� z Michalovc�
 Luk�� Bedna
�k z SG v Olomouci

Eva �ernohorsk� z �� �esk�ho G v Karlov	ch Varech
Martin Golan z GJK
v Praze �
 Jaroslav Han�l 
 Miroslav Klimo� a Michael Ku�era
 v�ichni
z GMK v B�lovci
 Tom�� Hejda a Radek �leb��k oba z G Praha �
 Zbo�
rovsk�
 Lucie Fabrikov�
 Zbyn�k Kone�n�
Martin K
iv�nek
 Jakub Opr�al

Alexandr P�cha a Jan Uhl�k
 v�ichni z G Brno
 t�� Kpt� Jaro�e
 Ane�ka Fal

t�nkov� z GJ/ v P�erov�
 Tom�� Jedli�ka z G T�eb��
 Marek Pechal z G
Zl�n
 Lesn� �tvr)
 Marek Scholle z G Pardubice
 Da�ick� a Pavel �alom z G
Ro�nov p� R�

Ne�pln� �e�en� zaslal� Adam Kubetta z GMK v B�lovci�
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