MATEMATIKA

O jedné metodé dikazu délitelnosti

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pfi procvicovéani délitelnosti (a nékdy i v matematické olympiadé) se
setkavame s priklady tohoto typu: Je dan polynom V'(n) s celoéiselnymi
koeficienty. DokaZte, Ze pro vSechna n € N je vyraz V(n) délitelny danym
¢islem m € N.

Priklad 1

Dokazte, ze vyraz V(n) = n(n® + 1)(4n? — 9) je pro viechna n € N
délitelny péti.

Reseni:

Univerzalni algoritmus fika: dosadte za n postupné ¢isla 5k, 5k + 1,
ok + 2, 5k + 3, 5k + 4 a pokud se vam ve vSech piipadech podaii upravit
vyraz na tvar 5L, je diikaz proveden.

Nékdy nahrazujeme dosazovani ivahami o zbytcich v jednotlivych pii-
padech, které lze zobrazit v této tabulce (misto 4n? — 9 bereme pro poho-
dIngjsi pocitani 4n? + 1, které je o 10 vétsi, takZe pii déleni péti dava tyz
zbytek — je v téze t¥idé podle modulu 5 jako 4n? — 9):

zbytek n n? 4n?  n?+1 4n*+1 V(n)
0 0 0 1 1 0
1 1 4 2 0 0
2 4 1 0 2 0
3 4 1 0 2 0
4 1 4 2 0 0
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Myslenku, ze pii diikazu délitelnosti ¢islem m mizeme k V' (n) prida-
vat libovolné vyrazy, které jsou nasobkem m, lze vyuzit jesté i k jinému
postupu dikazu. Vime totiz, ze pro vSechna n pfirozend je soucin m po
sobé jdoucich pfirozenych ¢isel vzdy délitelny Cislem m. V nasem piipadé
je standardni vyraz n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4) pro vSechna n délitelny
péti a my se mizeme pokusit pfevést vyraz V(n) na nisobek uvedeného
standardniho vyrazu. Naptiklad takto:

5|n(n* +1)(4n? — 9) & 5|n(n? + 5n + 6)(4n* + 20n + 16) &
S 5ldn(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
a toto plati, takze plati i vychozi 5|V (n).

Neni to tak nesnadné, jak by se mohlo na prvni pohled zdat, protoze vime,
k ¢emu chceme dospét a moznosti je jen nékolik. Jestlize by ovSem vyraz
V' (n) nebyl délitelny péti, pak by samoziejmé takovy rozklad nebylo mozno
provést.

Priklad 2
Dokazte, 7e vyraz V(n) = n(n? — 1)(n? + 1) je pro vsechna n € N
délitelny tiiceti.
Reseni:
30 =2-3-5, dokdzeme tedy délitelnost dvéma, tiemi a péti. Za¢néme
pétkou:
5|n(n? —1)(n* +1) & 5n(n—1)(n+1)(n* +5n +6) &
&5 (n—1nn+1)(n+2)(n+3)
a toto plati, takze 5|V (n).
(samoziejmé bychom mohli nahradit ¢initele n — 1 Cinitelem n — 145 =
=n+4).
7 posledniho vyrazu nelze usuzovat na délitelnost dvéma a tiemi, pro-
toze byl upravovan s ohledem na délitelnost péti. Plati vSak pfimo rovnost

n(n® —1)(n*+1) =n(n —1)(n + 1)(n* + 5n + 6)

z niz je vidét délitelnost dvéma (obsahuje souin dvou po sobé jdoucich
Cisel) i délitelnost tfemi (obsahuje soucet t¥i po sobé jdoucich ¢isel). TakZe
30| V(n).
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Priklad 3

Dokazte, ze vyraz V(n) = n(2n? + 3)(4n* — 1) je délitelny patnacti.
Resen

3n

<314

5|n

<58

2n% +3)(4n? — 1) & 3n(2n? +3)(4n* — 4) &

n — 1)n(n +1)(2n? + 3) a toto plati, takze 3|V (n).

2n? + 3)(4n* — 1) & 5[n(2n? — 2)(4n* — 16) &
n—2)(n —1)n(n + 1)(n + 2) a toto plati, takze 5|V (n)

~ o~~~

a tedy 15|V (n).

Priklad 4

Dokazte, ze vyraz V(n) = (n® + 10n)(2n% + 3n + 1)(3n? — n 4 5) je pro
vSechna n € N délitelny sedmi.

Reseni:
71 (n® +10n)(2n* +3n+1)(3n* —n+5) &
& 7|n(n® + Tn+10)(2n* + 10n + 8)(3n® + 27n + 54) &
ST nn+2)(n+5)-2-(n+1)(n+4)-3-(n+3)(n+6) &
S 76n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)(n+6)

Posledni vztah plati, takZe plati i vychozi 7|V (n).

Test funkéniho mysleni zakt
a studenttl

PETR EISENMANN
Piirodovédecké fakulta UJEP, Usti nad Labem

Uvod
Tento clanek popisuje vysledky experimentu, jehoz cilem bylo zachy-
tit jeden aspekt funkéniho mysleni, a to schopnost vytvaret a popisovat
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grafy funkénich zavislosti. Dotaznik uvedeny na nasledujici strance vypl-
nilo v roce 2004 celkem 302 zaki zakladnich skol (7., 8. a 9. tfida), 296
studentl riznych typu stfednich 8kol s maturitou (3. a 4. ro¢nik) a 204 vy-
sokogkolskych student ucitelstvi matematiky (vSechny ro¢niky). Zakladni
a stfedni skoly se nachéazeji v severoceském regionu, vysokymi skolami jsou
minény pedagogické fakulty v Ceské a Slovenské republice. Respondenti
vyplhovali dotazniky samostatné, anonymné, udévali pouze vék, pohlavi
a Skolu. Poskytnuty ¢as byl maximalné 20 minut. Po vyplnéni dotazniku
nasledovala témér vzdy ziva diskuse s zaky ¢i studenty o vysledcich testu
a spravnych odpovédich.

Dotaznik

1) Grafy vpravo vyjadiuji zavislost rychlosti lyZafe v(t) na case t. Jen
jeden z nich odpovidé situaci zachycené na obrazku vlevo. Zaskrtnéte
jej.

v(1)
A

~ NN
c A

2) Nadoba se v ¢ase t = 0 zacne naplhovat stalym piitokem vody. Grafy
vpravo vyjadiuji zavislost vysky hladiny h(t) na ¢ase t. Jen jeden z nich
odpovida této situaci. Zaskrtnéte jej.

h(t)
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3) Grafy vpravo vyjadiuji zavislost obsahu vySrafované ¢asti trojuhelniku
S(z) na vzdalenosti z. Jen jeden z nich odpovida této situaci. Zaskrtnéte
jej.

S(x)

S(x) *
/%\ c D

4) Kulec¢nikové koule je odpélend z bodu P ve sméru ¢arkované ¢ary. Grafy
vpravo vyjadiuji zavislost vzdélenosti d(z) koule od horni hrany stolu
na vzdalenosti z. Jen jeden z nich odpovida této situaci. Zaskrtnéte jej.

d(x)
A B
\\ d
PW/ \\\ ) /M
X
W U
\\ I. c D
W/
X

Spravné odpovédi jsou 1A, 2C, 3B a 4D.

Vysledky
Zakladni skola

A B C D Neodpovédélo
0 0
L 40 .
: i 11 3 .
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Prvni tabulka ukazuje souhrnné vysledky zaki zakladnich gkol. Cisla
vyjadiuji Cetnost odpovédi v procentech. Je ziejmé, ze zaci zdkladnich
skol volili nejcastéji ty grafy, ve kterych kiivka vyjadiujici zavislost odpo-
vida pfislusnému obrézku znazoriiujicimu danou situaci (markantni je to
predevsim u polozek ¢islo 1, 3 a 4). To je pochopitelné. Na zakladni skole
se zaci s interpretaci zavislosti z praxe, vyjadienych grafem, setkdvaji spise
vzécné. Vétsina zakl jedté graf ¢ist neumi a tak voli odpovéd podle po-
dobnosti grafu funkce s obrazkem piislusné situace. Tento jev se objevil
i u podobné koncipovanych tloh v tzv. PISA — studii (rozsahly vyzkum
matematickych znalosti a dovednosti zdkd v mnoha zemich svéta), viz [1].

Lepsi vysledky zaznamenali respondenti tohoto véku pouze u polozky
¢islo 1, kde spravnou odpovéd A volila témér tietina zaki. Situace zna-
zornénd v této polozce je totiz pro respondenty obecné nejsnaze predstavi-
telna, nejvice odpovida jejich zkuSenostem (viz vysledky dalsich vékovych
kategorif).

Vyvoj cetnosti ispésnych odpovédi zakt zakladnich kol v zavislosti na
véku (7., 8., 9. tfida) je relevantni pouze u polozky ¢islo 1, kde je tato
zavislost rostouci (8, 33, 43 procent spravnych odpovédi), u ostatnich ti
polozek se ¢etnost spravnych odpovédi monoténné nezvysuje a kolisa okolo
15 procent.

Stredni skola

U polozek ¢. 1, 2 a 4 jiz spravné odpovédi volilo vzdy nejvice respon-
denti této kategorie. Markantni je to predevsim u prvni situace. Alarmujici
jsou podle mého soudu vysledky stiedoskoldkti u polozky ¢. 3, kde stéle
jesté znafna ¢ast respondenti — plna polovina — voli nesmyslnou odpovéd
D (obsah zvétsujici se ¢ésti trojuhelniku zde podle tohoto grafu ubyva).
Odpovéd C v této polozce (druhd nejéast&jsi — 30 %) neni z tohoto hlediska
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tedy fatalné chybnd. Ze se jedna o zavislost kvadratickou, a nikoli linerni,

bylo nejcastéjsi chybou i u nésledujici kategorie vysokoskolaki.

Vysoka skola

A 5 - _
N

o

Q\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

K vyraznéjsimu posunu u Cetnosti spravnych odpovédi dochazi u re-
spondentl této kategorie pouze u polozky ¢. 3, maximum ohlasi (41 %)
vSak zde méa po ¢astech linearni graf z odpovédi C.

K dokresleni uvedenych postfehi uvedme jesté ndasledujici diagramy
ilustrujici vyvoj procentudlni ¢etnosti spravnych odpovédi u jednotlivych
polozek.

Za pozornost jisté stoji lepsi vysledky stfedoskolakd oproti studentim
ucitelstvi matematiky u polozky ¢. 1. Vyrazny narist spravnych odpovédi
mezi témito dvéma kategoriemi respondent neni ani u druhé situace —
napliovani nadoby.

Z hlediska vyvoje je nejzajimavéjsi polozka ¢. 3. K vyraznému nértistu
spravnych odpovédi zde doslo az u vysokoskoldkt. Na zakladni i stredni
skole respondenti oznacovali nejéastéji odpovéd D (73 % na zakladni a 50 %
na stfedni 8kole), kde je graf funkce podobny obrazku piislusné situace.

Na zavér jesté zminim jeden zajimavy vysledek. Porovnani cetnosti
spravnych odpovédi u chlapct a divek vyzniva bez vyjimky u kazdé po-
lozky a v kazdé vékové kategorii ve prospéch chlapct. Rozdily to ale nejsou
nikde veliké. Na zakladni §kole se jednd primérné o 6 %, na stfedni $kole
0 10 % a na vysoké gkole o 14 %.

Ucitelé, ktefi by chtéli uvedeny dotaznik vyzkouset se svymi zaky, jej
najdou ke stazeni na webové adrese http://katmatupv.ujepurkyne.com/
materialy /KMA _eisenmann TFMZS.pdf.
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Polozka €. 1 Polofka &. 2

100 &§ s

Poloika . 4

Literatura

[1] Leuders, T., Prediger, S.: Funktioniert’s? — Denken in Funktionen, Praxis der
Mathematik in der Schule, 2005, ¢. 2, K6ln/Leipzig, 1 — 7.

Teoria grafov a cestovanie

RENATA KOTOROVA - INGRID SEMANISINOVA

Gymnézium P. Horova, Michalovce — Prirodovedecké fakulta UPJS, Kogice,
SLOVENSKO

Uvod

Urcite ste uz niekedy vo svojom zivote videli mapu metra, pripadne
mapu MHD, na ktorej jednotlivé trasy nie s krivolaké ciary ale rovné
usecky a ani vzdialenosti medzi jednotlivymi zastavkami celkom nezodpo-
vedaju skutocnosti. Ak by ste tak(ito mapu priloZili na geografickii mapu,
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zistili by ste velké rozdiely. Napriek tomu sa v tychto mapéach vieme rychlo
a velmi lahko orientovat. Rozmyslali ste o tom, preco je to tak? Aké infor-
macie pre cestujiceho takato mapa zdorazni a aké zanedba? Prva takato
mapa bola navrhnutéd pre londynske metro (pozri [3]). Vytvoril ju v roku
1931 Henry C. Beck. Dva roky sa takmer nepretrzite snazil presvedcit svo-
jich nadriadenych, aby aspon na sktsku vydali dnes uz vSeobecne znamy
plan siete jednotlivych tras. Obavali sa totiz, Ze mapa je nepresnd a vic-
Sina cestujacich jej nebude rozumiet. Mylili sa. Kazdy cestujici sa v tejto
Hhepresnej“ mape rychlo zorientuje bez navodu a vysvetliviek a navyse si
kou mapou. Cestujtci v metre a tak isto v . MHD totiz zvycajne nehlada
vyhliadkov cestu, ale sa chce dozvediet, ako sa dostat na urcené miesto.
Preto potrebuje rychlo zistit, kde méa prestipit a na aka trasu, pripadne
na aké ¢islo autobusu, trolejbusu, resp. elektricky. A prave tieto informaécie
takéto mapy zdoraznuja.

Mapy, o ktorych sme pisali, st matematickymi modelmi redlneho sveta.
Takyto matematicky model nazyvame graf. Graf (vicsina populécie si
tento pojem stotozni s grafom funkcie, pretoze to je jediny graf, s ktorym
sa pocas $tandardnych kurzov matematiky stretli) je v podstate jednodu-
ché a prirodzend $truktara, ktord si mozeme ndzorne reprezentovat ako
mnoZinu bodov v rovine (vrcholy grafu) a mnoZinu ¢iar, spajajacich tieto
body (hrany grafu). Okrem méap, ktoré znizorhuja trasy metra, elektriciek,
¢i vlakov, sa grafy pouzivaji na rozvrhovanie §portovych turnajov, v tech-
nickej, ¢i v spotrebnej elektrotechnike, pri zndzornovani elektronickych
obvodov a pod. Grafy uz dlho predstavuji matematicky model, ktory sa
vyuziva pri optimalizdcii rozvozu tovaru k zdkaznikovi, modelovani tokov
v inZinierskych siefach, navrhovani umiestnenia systémov rychlej reakcie
a pod. Pomocou grafov sa modeluju aj rozne socidlne siete (v istom zmysle
je jednou z takychto sieti i Internet), skiima sa a predikuje spravanie jed-
notlivych prvkov systému. Grafy teda nachddzaja uplatnenie vSade tam,
kde vystupuji nejaké objekty sveta, ktory nas obklopuje a spolu s nimi
st pre nds dolezité i ich vzajomné relacie. UmoZhuji nam abstrahovat od
toho, ¢i ide o stanice metra, miesta rozvozov alebo komunitu l'udi, ¢i vza-
jomné vizby objektov vyjadruji medziludské vztahy, dopravné spojenie
alebo elektromagnetické posobenie.

V skolskej matematike sa vyskytuju v prevaznej miere tlohy, pri ktorych
vytvorenie matematického modelu spociva v zostaveni rovnice, ststavy
rovnic, alebo dosadeni do uz znameho vzorca. Vyuzitie grafu pri mode-
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lovani ukdze ziakom nové matematické nastroje k rieseniu konkrétnych
tloh, mozu si tiez uvedomit ich vztah k uz zndmym pojmom a metd-
dam. V ¢lanku budeme prezentovat tlohy, ktoré stvisia s modelovanim
dopravnych tréas. Tieto Glohy st propedeutickymi tlohami [1] k pojmu graf
a k dalsim pojmom tedrie grafov (hrana, stuperi vrcholu, cesta, kompletny
graf). Pri rieSen{ vii¢Siny Gloh mézu Ziaci aplikovat poznatky, ktoré nado-
budli pri stidiu tematického celku Kombinatorika. Prezentované tilohy st
vhodné pre Ziakov 6. — 9. ro¢nika ZS.

Navrhujeme, aby Ziaci pri rieSeni tloh pracovali v dvoj — trojc¢lennych
skupinéch, najlepsie heterogénnych. Na zaciatku rieSenia tlohy, by sa mal
kazdy ziak pokusit riesit Glohu samostatne, nasleduje spolo¢né rieSenie
tlohy v ramci skupiny. Nakoniec sa prezentuji a porovnaja rieSenia sku-
pin, zhodnotia sa, pripadne sa zovSeobecnia niektoré pozorovania. Tato
spolo¢nd analyza rieSenia nemusi nasledovat po kazdej Glohe.

Uloha 1 (graf)®

a) Prezrite si mapu, na ktorej je zakreslend siet Zeleznic Slovenskej repub-
liky (ndjdete ju na www stranke http://umv.science.upjs.sk/semanisi-
nova/grafy/). Aké informécie z nej viete vycitat?

b) Co (podla vas) reprezentuji ¢iary a ¢o prieseéniky ciar?

Uloha 2 (cesta v grafe)
Na mape zelezni¢nej siete SR najdite aspon 5 dvojic miest, medzi kto-
rymi je mozné cestovat priamo (bez prestupovania).

Uloha 3 (graf)

Na www stranke http://umv.science.upjs.sk/semanisinova/grafy/ na-
jdete mapu prazskej hromadnej dopravy a mapu bratislavskej hromadnej
dopravy. Porovnajte tieto mapy. Z ktorej mapy viete lepsie vycitat infor-
mécie o doprave. Pokuste sa vysvetlit preco.

V prvych troch tlohach sa ziaci stretavaju so separovanymi modelmi
pojmu graf. Cielom je, aby Zziaci zistili, Ze pri matematickom modelovani
situdcie grafom (konkrétne ide o mapu dopravy) sa niektoré informécie
zanedbaju (napr. geografickd poloha, vzdialenost) a niektoré zdoraznia
(prestupné stanice, lahko vieme zistit pocet stanic a ich ndzvy na nejakom
useku, linky idtce jednym smerom). So ziakmi potom mézeme diskutovat
o tom, z akého dovodu je to uzitocné.

*) Za ¢islom tlohy je vidy uvedeny pojem, ku ktorému je tloha propedeutické.
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Uloha 4 (graf, vrchol grafu, hrana grafu)

Vytvorte podobnt mapu pre autobusova dopravu v KoSickom kraji. Na
mape budd vyznacené vsetky okresné mestd v KoSickom kraji a priame
autobusové linky medzi tymito mestami. Informéacie o priamych autobu-
sovych linkdch mézete ziskat z www stranky http://www.cp.sk.

Uloha 5 (cesta v grafe)

Na zéklade mapy vytvorenej v tlohe 4 najdite aspon 2 rozne sposoby,
ktorymi sa mozeme dostat z Roziavy do Trebisova a z Gelnice do Sobra-
niec (do ziadneho mesta nepdjdeme viac ako raz).

Uloha 6 (stupeh vrcholu grafu)
Na zaklade mapy vytvorenej v tlohe 4 dopliite do nasledujicej tabulky
pocty liniek, ktoré odchadzaja z jednotlivych miest.

Mesto Pocet liniek

Ulohy 4 — 6 st zamerané na vytvaranie grafu (Kogicky kraj mé 7 okres-
nych miest, t.j. Ziaci vytvaraja graf so 7 vrcholmi) a na ¢itanie informécii
z vytvoreného grafu. Graf dopravnych tras moze mat na prvy pohfad kazda
skupina ziakov iny. (Niektoré skupiny si totiz mézu uvedomit, Ze geogra-
fickd poloha mesta nie je aZ takd dolezitd a pri kresleni ju zanedbaja.).
Mozeme potom diskutovat o tom, ¢i tieto rozdiely st z hladiska ziskavania
potrebnych informécii podstatné.

Uloha 7 (stupeh vrcholu grafu)

Co reprezentuje sacet ¢isel v pravom stipci tabulky z tlohy 67 Jana
tvrdi, ze ak by tabulku, podobne ako v tlohe 6, urobila po zruseni niek-
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torych liniek medzi mestami, tak siucet ¢isel v pravom stipci bude vidy
parne ¢islo. M4 pravdu?

Ziaci by si mali uvedomit, ze kazda linka je v pravom stlpci tabulky
zaratand dvakrat, pretoze v niektorom meste zac¢ina a v niektorom meste
kon¢i. Jana mé teda pravdu. Mozeme skusit tvrdenie dalej zovseobechovat,
napr. ak 4. tlohu vyrieSime pre PreSovsky kraj bude platit, Ze stcet ¢isel

v pravom stlpci bude vidy parne éslo?

Uloha 8 (stromovy graf)

Stali ste sa novym riaditelom leteckej spolo¢nosti Transfer, ktord pre-
vadzkuje lety medzi hlavnymi mestami statov Eurdpskej inie. V prvej faze
svojej existencie spolo¢nost pozaduje nasledovné:

1. Lety sa nezavadzaji do $tatov prijatych do EU v roku 2004.

2. Pocet priamych letov ma byt ¢o najmensi.

3. Viem sa letecky dostaft (s prestupom alebo bez prestupu) do kazdého
hlavného mesta ¢lenského §tatu EU (prijatého do EU pred rokom
2004).

Nakreslite vami navrhovant letovii mapu. Kolko priamych letov je na

mape?

Uloha 9 (pocet hran v strome)

Kolko priamych letov bude na mape, ak spolo¢nost zavedie lety do
vSetkych ¢lenskych statov Eurdpskej tnie a pocet priamych letov mé byt
opit ¢o najmen$i? Viete to urcit aj bez zakreslenia letovej mapy?

V dlohe 8 Ziaci vytvaraja stromovy graf s 15 vrcholmi. RieSenia ziakov
sa moézu lisit. Druha podmienka (pocet priamych letov méa byt ¢o najmensi)
vSak zarucuje, ze kazda skupina, ktora spravne vyriesi tlohu dostane graf
s0 14 hranami — 14 priamych letov. Mala by nasledovat diskusia o tom, ¢o
majt spolo¢né letové mapy jednotlivych skupin Ziakov. Uloha 9 by mala
ziakov navadzat k zovSeobecneniu — stromovy graf s n vrcholmi ma n — 1
hran.

Uloha 10 (kompletny graf)

Vedenie leteckej spolo¢nosti sa rozhodlo, Ze ak bude spolo¢nost najbliz-
sich 5 rokov vykazovaf primerany zisk, zavedie priame lety medzi hlav-
nymi mestami $tatov Eurdépskej tinie (prijatych do EU pred rokom 2004).
Dokreslite do obrazku vsetky chybajtce lety. Kolko priamych letov je na
vytvorenej letovej mape?
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Kolko priamych letov by bolo na mape, ak by sa zaviedli priame lety
medzi vietkymi hlavnymi mestami §tatov EU?

Ziaci vytvéarajia kompletny graf s 15 a s 25 vrcholmi. Po vyrieSeni tlohy
by mali vediet zovSeobecnit svoje rieSenie pre kompletny graf s n vrcholmi,
ktory ma n(n — 1)/2 hrén.

Uloha 11

Na tzemi Slovenskej republiky vznikd nové leteckd spolo¢nost LetAir,
ktorej majitel vypisal stfaz pre navrh letového planu. Ste ¢lenom jednej zo
skupin, ktord sa rozhodla zapojit do tvorby projektu. Navrhnite pre tato
spolo¢nost letovy poriadok, ak st nan kladené tieto poziadavky:

a) Lety st v ramci krajin: Slovensko, Cesko, Madarsko a Polsko.

b) Linky budd premévat do miest, v ktorych uz letiskd existuji. V pri-
pade, Ze sa vam zd4, Ze by bolo vhodné vybudovat v niektorom meste
letisko, zahrnte ho do svojho planu s odévodnenim.

c) Do kazdého z vybranych miest sa da dostat letecky (nemusi to byt
priamo).

d) Kazda priama linka zndzornend v letovej mape predstavuje jeden let
denne tam aj spét.

e) Denne sa v spolo¢nosti nemoZe nalietat viac ako 15 000 km kvoli
tomu, Ze by to bolo nevyhodné.

Nakreslite letovi mapu, zvazte, ktoré linky je vhodné zaviest a preco.

Overte, Ze ste neprekrodili limit.

VyrieSenie vSetkych tloh vyzaduje tri az $tyri vyucovacie hodiny. Je
vhodné, aby pri rieSeni tloh Ziaci mali k dispozicii poc¢itac¢. Ak pocitac nie
je mozné zabezpecit, ucitel moze potrebné informdcie Ziakom poskytnit,
alebo moze ziakom navrhnat, aby si ich pripravili v ramci domacej pripravy
na hodinu matematiky, resp. geografie.

Zaver

Za poslednych sto rokov preslo matematické modelovanie mnohymi
zmenami. Tieto zmeny vyplyvaji jednak z novych typov situécii, ktoré
potrebujeme modelovat, ale aj z novych metéd modelovania. Jednym zo
silnych nastrojov matematického modelovania je diskrétny matematicky
model — graf. Ulohy prezentované v ¢lanku umoziuji ziakom spristupnit
nové aplikécie matematiky, ktoré obohacuji ich zivotné sktsenosti. Ulohy
nevyzaduju 8pecifické vstupné vedomosti a mozeme ich riesit so ziakmi via-
cerych vekovych kategérii. Pri rieSeni uloh ziaci nemusia pouzivat ustalené
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odborné vyrazy a symboliku a na to, aby zapisali riesenie tlohy vystacia
so slovnym zapisom, ktory je doplneny vhodnym obrizkom. Tento fakt
pontka uditelovi moznost zapojit do rieSenia tloh vo vyraznejSej miere
ziakov, ktori maja s ,klasickou” matematikou problémy.

V uvedenych tlohach sa zatial nezavadza abstraktny pojem graf. Zia-
ci pracuja len so separovanym modelom grafu — mapou dopravnych tras.
Myslime si, Ze pred zavedenim abstraktného pojmu je vhodné prezentovat
dalsie separované modely pojmu graf z inych oblasti Zivota (napr. rozvr-
hovacie problémy, niektoré optimaliza¢né alohy a pod.).
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Skalarni sou¢in vektort

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Ve stiedoskolskych ucebnicich analytické geometrie je pojem skalarniho
souinu vyuzivan prevazné k urcovani Ghlu dvou vektord danych svymi
soufadnicemi a ke zjistovani odchylky pfimek nebo rovin danych svymi
rovnicemi. Pouziti skaldrniho souc¢inu ,bez souradnic* se vétsinou omezuje
na jeden nebo dva dikazy nékterych vlastnosti trojahelniku.

V tomto ¢lanku vytesime nékolik snadnych piikladd, jejichz cilem je
ukézat studentlim, Ze s vektory se da pracovat i ,bez souradnic“ a ze
vZOorec

uv = |u| - |v| cos p,

pro skalarni soucin nenulovych vektort u, v ma pouziti i v souvislostech
jinych nez jsou vyse uvedené.
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Priklad 1

V trojthelniku ABC na obr. 1 je P libovolny vnitini bod strany AB.
Dokazte, ze pro vektory x= P—C, b= A—-C,a= B—-C a¢islan = |AP|,

m = |BP)| plati
(m +n)x=mb+ na.

Obr. 1 Obr. 2
Podle obr. 1 pro vektory a, b, x, m= B — P, n= P — A mame
x—b=n a—x=m,
odkud dostaneme
m(x— b) = mn, n(a—x) =nm

a po odecteni
m(x—b) —n(a— x) = mn— nm.

Protoze vsak je
m=kn, kde k >0 a m=|m|=|kn| =k|n = kn,

plati
nm = n(kn) = (kn)n = mn, takze mn—nm = 0.

Dostavame tak
m(x—b) —n(a—x) =0,

neboli
(m +n)x=mb+ na.
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Priklad 2
Uzitim tohoto vysledku uré¢ime v trojahelniku ABC délky jeho téznic.

V trojihelniku ABC na obr. 1 zvolime bod P tak, aby byl stfedem
strany AB, takze t. = |x|, m =n = %c. Podle vyse uvedeného vzorce plati

_ 1 b+ =
X =3¢ 5%

1
x= E(a—l— b).

Pro délku téznice tc mame postupné:
2 2 L s 2 Ly 2
2 =|x* =xx= Z(a +2ab+b°) = Z(a + 2abcosy + b7).
Kdyz pak z kosinové véty vyjadiime
2abcosy = a® + b — ¢?

a dosadime do vyrazu pro t2, dostaneme po odmocnéni
1
te = 3 2(a® +b%) — 2
Délky téznic t,, tp ziskame cyklickou zdménou.

Priklad 3

Podobnym zptsobem uréime v trojihelniku ABC' délky os jeho vniti-
nich Ghla.

V trojahelniku ABC na obr. 1 bude bod P prusecikem strany AB
a o0sy o, vnitfniho thlu pii vrcholu C. Jak zndmo, plati v tomto pripadé

odkud uzitim vztahu m +n = ¢ vypocteme

be ac

a+b’ mn a+b
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Dosazenim za m a n do rovnosti odvozené vyse dostaneme po zkraceni
¢islem ¢

X=0,= e b+La
Y a+b  a+b’
takze pro délku o, osy ihlu mame
1
03 = |X|2 = XX= m(@2b2 + 2(1[) ab+ b2a2) =

= 2a*b* + 2a”b? cos ).

.
(a + b)?
Z kosinové véty urcime
2abcosy = a® + b* — ¢?

a po dosazeni a odmocnéni dojdeme k vysledku

vVab(a + b)% — 2.

Délky o,, 0p ziskdme cyklickou zaménou.

1
a+b

Oc —

Priklad 4

DokaZte tvrzeni: Jestlize pro délky stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC plati
rovnost a® + b?> = 5¢?, jsou jeho téznice t,, t, navzdjem kolmé.

V trojuhelniku ABC na obr. 2 pro vektory t,, t, plati
1 1
ta:—b+§a, ty = —a+ ib’

takze

tt—ab_f_b_2+a_”_@_a2+b2_5ab 5¢2
T 2 21T 1 — =71~

Pro skalarni souéin cc vektoru ¢ = a — b mame
cc=7=c*=d>—2ab+ V?

odkud
2a0b = a® + b — ® =5¢% — 2 = 4%
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Dosazenim do vyrazu pro t,t, dostaneme

202 2

C
tatb_5T—55 —0,

coz znamena, ze téznice t,, t, jsou navzajem kolmé.

Priklad 5

Na obr. 3 jsou dény ¢tverce ABCD a AEFG se spole¢nym vrcholem A
a stranami x, y. Dokazte, ze plati 2|AS| = |ED|, kde S je stfed usecky
BG.

D C
[V
E d X
e ¢
A b
180"-’;:’,/ B
F g v /"
”
) /" §
G
Obr. 3 Obr. 4

Nejprve podle obr. 3 zvolime vektory
b=B-A, d=D-A e=FE—-A g=G—-A u=E—-D, v=S5—-A,
jejichz velikosti jsou
|bj=|d=b=d==z, |ef=|9l=e=g=y, u=|ED|=u, v=|AS| =v.
Ze skaldrniho soucinu vu vektoru u = e — d postupné urcime:

o’ =€ —2ed+ d
u? = e? — 2edcos p + d*
2edcosp = e? +d? —u?

338 Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006



Ze skalarniho soucinu vv vektoru v = b_;—g dostavame
47 = b* + 2bg + &,
4v? = b? + 2bg cos(180° — @) + g* = d* — 2de cos p + €.
Dosadime za 2de cos ¢ a mame
4 =d? — (2 + d® —u?) + € = u?
neboli

9|4S| = |ED].

Priklad 6

Dokazte, ze v pravidelném c¢tyiténu jsou kazdé dvé protéjsi hrany na-
vzajem kolmé.

V pravidelném ¢tyisténu ABCD na obr. 4 zvolime vektory a= B — A,
b=C-B,c=C—-A,d=D-C,e=D—B,f=D — A, aprotoze jde
o Ctyfstén pravidelny, jejich velikosti se rovnaji

|al = [b] = |c| = [d| = |e| = [f.

Méame dokazat, ze je
ad = bf = ce = 0.

Pro nasledujici vektory plati:

a, b d f acd e b, cef
f—-a=b+d c—a=e—d e—b=f-c
f—-b=a+d c—e=a—d c+e=b+f

(f=b)* = (a+ d)? (c—e)? = (a—d)? (c+e?=(b+hH*

—bf = ad ce=ad ce = bf

Odtud plyne bf = —bf, takze bf = 0, a tedy také ad = 0, ce = 0, coz
jsme chtéli dokazat.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 121 a 122, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
Cisle tohoto (15.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 121
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

1 2

T+ — = >
Ty
1 2

Y+ ; =2
1 2

z+ - = ﬁ

Jaroslav Svrcek
Reseni:
Ze zadani plyne xzyz # 0. Vzhledem k tomu, Ze pravé strany vsech ti

danych rovnic jsou kladna cisla, je > 0, y > 0, z > 0. Pro kazdé kladné
realné cislo a plati a + % > 2. Ze treti rovnice zadané soustavy plyne

2 1
_2:Z+_Z27
xr z

proto 22 < 1 a tedy = € (0,1). Podobné ze zbyvajicich rovnic dané sou-
stavy dostaneme y € (0,1), z € (0,1). Pro z,y € (0,1) z prvn{ rovnice
zadané soustavy plati

2
Y

2
T

8=
S
8=

tedy y2 > z. Podobné ze zbyvajicich rovnic plyne 22 >y a 2 > 2. Odtud
dale plati
o= (@) >t = (") 2y’ >

Nerovnost 8 > x m4 v intervalu (0, 1) pravé jedno fefeni z = 1 a tudiz
y=z=1
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Trojice (z,y,2) = (1,1,1) je jedinym FeSenim dané soustavy rovnic.

Jiné reseni:
Stejné jako v predchozim feSeni ukdzeme, Ze x,y,z € (0,1). SeCteme
pravé a levé strany vSech rovnic dané soustavy a po Gpravé dostaneme

1 2 1 2 1 2
t+-—S+y+t-—S+z+-—==0. (1)
T T Y

Protoze

1 2 2242-2 (z-1)@*+z+2)
;U+———2: = s
T oz T

je rovnice (1) ekvivalentni s rovnici

(z—1)(2* +z+2) N (y—-D(y*+y+2) N (z=1)(22+2+2)

2 Y2 D) =0,

A z

kterd ma v mnoziné (0,1) jediné fefeni (z,y,z) = (1,1,1). Zkouskou se
presvédcime, ze tato trojice je jedinym FeSenim dané soustavy.

Spravné teSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Lukds Bednaiik z SG
v Olomouci, Jaroslav Hancl a Miroslav Klimos, oba z GMK v Bilovci, Lu-
cie Fabrikovd, Zbynék Konecény, Martin Kiivanek, Jakub Oprsal, Alezandr
Picha a Jan Uhlik, vSichni z G Brno, t¥. Kpt. Jarose, Anezka Faltynkovd
z GJS v Pierové, Marek Pechal z G Zlin, Lesni ¢tvrt, Marek Scholle z G
Pardubice, Dasicka, Lukds Vitovec z G Karlovy Vary, Kladenskd, a Radek
Zleb¢ik z G Praha 5, Zborovska.

Netplné teseni zaslali: Vit Orava z GMK v Bilovci a Tomas Jedlicka
7 G Trebic.

Uloha 122

Necht A’, B', C' jsou priise¢iky vnitika polopiimek AO, BO, CO s kruz-
nici £(O;r) opsanou ostrothlému trojihelniku ABC. Dokazte, Ze soucet
obsahti trojuhelniki ABC’, BCA’ a CAB’ je roven obsahu trojahelniku
ABC.

Pavel Leischner
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Reseni:
Ozna¢me V prisecik vysek trojuhelniku ABC, protoze trojuhelnik je
ostrothly, je bod V jeho vnitinim bodem.

Usecka CC' je pramérem kruznice k, z vlastnosti Thaletovy kruznice
vidime, Ze tsecka C'B je kolmé na CB, tedy rovnobézna s AV. Podobné
C’A || BV, odtud plyne ze AC’BV je rovnobéznik, Gsecka AB je jeho
uhlopficka a tedy obsahy trojihelniki ABV a ABC’ jsou shodné. Stejné
ukaZzeme, ze jsou shodné i obsahy trojuhelniki BCV a BCA’, resp. CAV
a CAB’. Proto je soucet obsaht trojuhelniki ABC’, BCA’ a CAB’ roven
obsahu trojihelniku ABC.

Spravné teSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Monika Pospisilovd
z Prahy, Maria Vasilova z Michalovet, Lukd$ Bednaiik z SG v Olomouci,
Eva Cernohorskd z 1. ¢eského G v Karlovych Varech, Martin Golan z GJK
v Praze 1, Jaroslav Hancl, Miroslav Klimos a Michael Kucera, vSichni
z GMK v Bilovci, Tomds Hejda a Radek Zlebéik oba z G Praha 5, Zbo-
rovskd, Lucie Fabrikovd, Zbynék Konecny, Martin Krivanek, Jakub Oprsal,
Alexandr Picha a Jan Uhlik, vSichni z G Brno, ti'. Kpt. Jarose, AneZka Fal-
tynkovd z GJS v Prerové, Tomds Jedlicka z G Trebi¢, Marek Pechal z G
Zlin, Lesni ¢tvrt, Marek Scholle z G Pardubice, Dagicks a Pavel Salom z G
Roznov p. R.

Nelplné feSeni zaslal: Adam Kubetta z GMK v Bilovci.
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