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Kdy� nastoup� studenti �� ro�n�ku ke studiu matematiky na vysok�
�kole� jsou p�ekvapeni� jak �asto 	 na rozd�l od st�edn� �koly 	 se tu po

jedn�v� o probl�mech existence� Tak nap�� v matematick� anal�ze se brzy
setk�vaj� s probl�mem existence suprema a in
ma ��seln�ch mno�in� dozv�

daj� se o existenci limity rostouc� a shora omezen� posloupnosti� seznamuj�
se s v�tou o existenci nejv�t�� a nejmen�� hodnoty funkce spojit� na uza

v�en�m intervalu� s v�tou o existenci nulov�ho bodu spojit� funkce� kter�
v krajn�ch bodech intervalu nab�v� hodnot r�zn�ch znam�nek� zji��uj�� �e
ze spojitosti funkce neplyne existence jej� derivace� o existenci jde ve v�t�
Rolleov�� Lagrangeov�� zkoum� se existence lok�ln�ch extr�m�� atd� A to
jsme vyjmenovali jen n�kolik p��pad� z �� semestru� V�echny takov� v�ty
maj� pro matematiku zcela st��ejn� v�znam�

Ale vra�me se do �koly� z�kladn� a st�edn�� Zde se o existenci n�jak moc
explicitn� nemluv�� sp��e se po��t� a v �ad� p��pad� se jen ml�ky p�ed

pokl�d�� �e objekty� o kter�ch pojedn�v�me� existuj� �objekty rozum�me
nejen geometrick� �tvary� ale i �e�en� zadan� �lohy� ��seln� mno�iny ad���
Samotn� slovo �existuje� m��e hlavn� na mlad�� ��ky p�sobit trochu ta

jemn� �kde to existuje� jak to existuje�� a� m�lo srozumiteln�� Proto se ve
�kole zpravidla pou��vaj� jin� vyj�d�en�� trochu zast�en�� ale ��k�m bli���
	 nap�� jestli n�co m� �e�en� �kolik �e�en� a za jak�ch podm�nek�� kdy
probl�m nem� �e�en�� �ada ��k� v tom v�ak jasno nem� a v p��padech�
kdy �e�en� neexistuje si p�edstavuj� nebo i ��kaj� �nedovedeme �e�it� nebo
i �nemus�me �e�it��

Vzhledem k z�sadn�mu v�znamu ot�zek existence a neexistence pro
matematiku pova�uji za pot�ebn�� aby se ��ci s probl�my existence a nee


Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



xistence tu a tam uv�dom�le setk�vali� �P�itom nejde jen o existenci �e�en�
probl�m�� ale t�� o existenci objekt�� kter� de
nujeme� a kdy je t�eba uk�

zat� �e de
nice je korektn� a �e tedy takto de
novan� objekt existuje�� P��

le�itosti� kter� poskytuje u�ivo� lze vhodn� doplnit i ve form� zaj�mav�ch
probl�m�� jak� jsou �asto p��stupn� tak� pro mlad�� ��ky� Jako inspiraci
proberme nyn� n�kolik �loh na d�kaz existence �i neexistence matematic

k�ch objekt� �jde vesm�s o p��klady zn�m� z literatury��

Jak dok�zat existenci matematick�ho objektu�

V principu jsou t�i mo�nosti� �� objekt zkonstruovat� �� d�t korektn�
popis� jak lze objekt zkonstruoval� �� op��t se o matematickou teorii 	
o platn� matematick� v�ty�

ad �� Nap��klad se pt�me� zda existuje �e�en� n�jak�ho zadan�ho hla

volamu� Jestli�e �e�en� nalezneme� dok�zali jsme t�m existenci �e�en��

P��klad �
Ptejme se� zda existuje zp�sob� jak graf na obr� � nakreslit jedn�m tahem

�tj� zda existuje v tomto grafu cesta� kter� obsahuje v�echny hrany grafu
a ka�dou z nich pr�v� jednou�� Zkuste si to�

����
Obr� �

Existence �e�en� t�to �lohy se tu zji��uje v principu stejn�� jako kdy� se
pt�me nap�� na existenci �e�en� rovnice �tj� re�ln�ho ��sla� kter� vyhovuje
rovnici� ��

p
�� x �

p
x� �� tj� prost� tuto rovnici �e��me a t�m existenci

zjist�me�
Do t�to z�suvky pat�� i situace� kdy de
nujeme nap�� rostouc� posloup


nost� a uk��eme p��klad rostouc� posloupnosti� t�eba fng� t�mto p��kladem
jsme dok�zali� �e rostouc� posloupnosti existuj��

ad �� Tento zp�sob se �asto pou��v� v p��pad�� �e �loha nen� zad�na
zcela konkr�tn�� Uka�me si to na p��klad��
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P��klad �
V kruhu K je � � bod� jist� mno�iny M � Doka�te� �e existuje se�na�

kter� neproch�z� ��dn�m z bod� mno�iny M a p�itom v ka�d� jej� polo

rovin� je !     bod� mno�iny M �

�e�en�� Sestroj�me v�echny p��mky ur�en� t�mito � � body �tj� na ka�d�
p��mce le�� alespo" dva body mno�iny M�� Na kru�nici k� kter� je hranic�
kruhu K� zvol�me takov� bod T � kter� nele�� na ��dn� ze sestrojen�ch
p��mek� V bod� T sestroj�me te�nu p� P��mkou p nyn� ot���me a ta po

stupn� proch�z� body mno�iny M � ale v�dy jen po jednom� nebo� tak byl
bod T zvolen� Kdy� p��mka p projde p�es !     bod� a je�t� ne� se na
ni dostane bod !    ��� je v ��dan� poloze�

Sem pat�� nap�� popisy algoritm� �e�en� �loh� t�eba popis konstrukce
te�ny v bod� kru�nice� Z toho� �e jednotliv� kroky konstrukce jsou reali

zovateln�� plyne existence te�ny v bod� kru�nice�

ad �� Zde p�ipome"me nap�� v�tu o spole�n�ch bodech dvou kru�nic�
Je
li st�edn� dvou kru�nic men�� ne� sou�et jejich polom�r� a v�t�� ne�
absolutn� hodnota jejich rozd�lu� maj� tyto kru�nice dva spole�n� body�
Jestli�e tedy m�me rozhodnout o existenci dvojice spole�n�ch bod� kru�	
nice k��S�� #�� k��S�� ��� kde jS�S�j � �� nemus�me kru�nice sestrojovat�
ale zjist�me� �e � � j# � �j � � � # � � � ��� tak�e existuj� dva spole�n�
body� Podobn� je to s existenc� troj�heln�ku� jeho� strany by m�ly m�t
d�lku a� b� c� Troj�heln�kov� nerovnost je jedna ze z�kladn�ch vlastnost�
troj�heln�k�� tedy spl"uj�
li zadan� d�lky �se�ek troj�heln�kovou nerov

nost� existuje troj
heln�k o stran�ch a� b� c �tj� zde �lze jej sestrojit���

Dokazujeme
li existenci n�jak�ho objektu� nemus�me tedy objekt kon

struovat� dokonce ani nemus�me v�d�t� jak jej zkonstruovat� Tak v ho�ej��m
p��klad� o grafu� chceme
li dok�zat existenci �e�en�� nemus�me je hledat�
pokud zn�me Eulerovu v�tu o grafech� z n�� plyne existence �e�en� pro
souvisl� grafy se dv�ma nebo ��dn�m uzlem lich�ho stupn��

P��klad �
Doka�te� �e na intervalu h � �� i existuje �e�en� rovnice ��x� sinx �  �

�e�en�� Lev� strana rovnice je element�rn� funkce� je tedy spojit�� Pro
x �  nab�v� kladn� hodnoty � a pro x � �

� z�porn� hodnoty ��
� � tak�e

podle Bolzano 	 Cauchyovy v�ty existuje na intervalu � � �� � nulov� bod
lev� strany rovnice �lev� strana proch�z� z kladn�ch hodnot do z�porn�ch
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p�es nulu�� tedy v dan�m intervalu existuje �e�en� dan� rovnice� Naj�t toto
�e�en� 	 nebo alespo" jeho p�ibli�nou hodnotu 	 je u� jin� �loha�

Je samoz�ejm�� �e p�i d�kazu existence n�jak�ho matematick�ho ob

jektu mus�me ka�d� krok d�kazu m�t logicky i matematicky podlo�en��
Jinak bychom mohli doj�t i k nespr�vn�m �i absurdn�m v�sledk�m�

P��klad �
N�kter� kru�nice m� dva st�edy�

D�kaz existence kru�nice se dv�ma st�edy provedeme tak� �e takovou kru�

nici zkonstruujeme� Sestrojme ostr� �hel� na jeho ramenech zvolme dva
body A� B a v nich kolmice k ramen�m tak� aby se pro�aly uvnit� �hlu
�obr� ��� Pr�se��k ozna�me C a dostali jsme tak $ABC� kter�mu op��eme
kru�nici� Jej� pr�se��ky s rameny �hlu ozna�me P � Q� Sestrojme �se�ku
PC� Podle Thaletovy v�ty je to pr�m�r kru�nice ��hel PAC je prav���
tak�e jeho st�ed S� je st�edem kru�nice� Sestrojme �se�ku QC� Podle Tha

letovy v�ty je to tak� pr�m�r kru�nice ��hel QBC je prav��� tak�e jeho
st�ed S� je tak� st�edem kru�nice� p�i�em� S� �� S��

���
������

Obr� �

Existuj� i speci�ln� metody d�kaz� existence� Jednou z nich� kter� je
snadno p��stupn� i pro st�edo�kol�ky a jej�� pou�it� se vyskytlo u� i v MO�
je Dirichlet�v princip�

Pojedn�me o n�m jen stru�n�� Jde o siln� n�stroj dokazov�n� existence
n�jak�ch objekt�� i kdy� je p�ekvapiv� jednoduch�� Je	li n�� objekt� roz	
d�leno do n t��d
 pak existuje t��da
 v n�� jsou aspo� dva objekty� Uka�me
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si p��klady s t�matikou velmi rozd�lnou� jejich� �e�en� v�ak bude prostou
aplikac� Dirichletova principu�

P��klad 	
Na z�honu � m � � m vyrostlo �� stromk�� Doka�te� �e existuje kruh

o polom�ru #! cm� v n�m� jsou aspo" dva stromky�

�e�en�� Rozd�l�me z�hon na �tverce o stran� � m �s �hlop���kou ���� m��
Podle Dirichletova principu existuje �tverec� v n�m� jsou aspo" dva strom

ky� Tento �tverec pokryjeme kruhem o pr�m�ru ��! m a v n�m jsou tedy
� stromky�

P��klad 

Jsou d�na ��sla �� ��� ��� ��� � � � � ����� Doka�te� �e existuje dvojice t�chto

��sel takov�� �e jejich rozd�l je d�liteln� ��slem ���

�e�en�� Ka�d� z t�ch �  ��sel pat�� do n�kter� zbytkov� t��dy podle mo

dulu ��� t�chto t��d �tj� r�zn�ch mo�n�ch zbytk�� je ��� tak�e podle
Dirichletova principu alespo" dv� z t�chto ��sel pat�� do t��e zbytkov�
t��dy� tj� p�i d�len� �� d�vaj� t�� zbytek� Lze je vyj�d�it� a � ��p� � q�
b � ��p� � q � a� b � ���p� � p�� � a� b je d�litelno ���

Dirichlet�v princip lze vyslovit i takto� Je	li kn � � objekt� rozd�leno
do n t��d
 pak existuje t��da
 v n�� je aspo� k � � objekt��

P��klad �
Deset spolu��k� bylo p�i cvi�en� rozd�leno do t�� dru�stev� P���t� byli

op�t n�jak rozd�leni do t�� dru�stev� Doka�te� �e n�kte�� dva spolu��ci byli
v obou p��padech spolu ve stejn�m dru�stvu�

�e�en�� Prvn� d�len�� � spolu��k� do � dru�stev � existuje dru�stvo�
v n�m� byli spolu aspo" � spolu��ci� Druh� d�len�� Tito � spolu��ci byli
rozd�leni �spolu s ostatn�mi� do � dru�stev � existuje dru�stvo� kde spolu
byli alespo" dva z t�ch �ty�ech� Tito dva byli tedy v obou p��padech spolu
ve stejn�m dru�stvu�

Jak dok�zat neexistenci objektu�
D�kaz neexistence b�v� �asto obt��n�j�� ne� d�kaz existence� Existen�n�

v�rok o objektu dok��eme� kdy� najdeme jeden p��klad objektu vyhovu

j�c�ho podm�nk�m� Negac� existen�n�ho v�roku je obecn� v�rok� tedy cosi
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mus�me dokazovat pro ka�d� objekt z n�jak� mno�iny objekt�� Tento zp�

sob �zkoumat jeden prvek po druh�m� je prakticky pou�iteln�� jen kdy�
mno�ina objekt� nen� p��li� rozs�hl�� Pro rozs�hlej�� nebo dokonce neko

ne�n� mno�iny by takov� postup byl nevhodn� nebo nemo�n��

Neexistenci proto zpravidla vyvozujeme z vlastnosti objekt� a za po

moc� vhodn�ch matematick�ch v�t� n�kdy m�me k dispozici p��mo krit�ria
existence a neexistence� P��kladem takov�ho krit�ria je v�ta o diskrimi

nantu kvadratick� rovnice� kter� ��k�� kdy existuj� � �e�en�� kdy jedno
a kdy re�ln� �e�en� neexistuje� Podobn� i v��e zm�n�n� v�ta o spole�n�ch
bodech dvou kru�nici m� i svou v�tev� v n�� se ��k�� kdy dv� kru�nice
nemaj� spole�n� bod� tj� kdy spole�n� body neexistuj� a rovn�� troj�hel

n�kov� nerovnost �p�i konstrukci troj�heln�ku ze t�� stran� �e�� i p��pad�
kdy troj�heln�k neexistuje� Uka�me si v�ak je�t� p��pad� kdy se neop�r�me
p��mo o n�jakou matematickou v�tu �i formuli� ale jen o logickou �vahu�

P��klad �
Rozhodn�te� zda �achovnici s dv�ma vy��znut�mi rohov�mi poli lze po


kr�t dominov�mi kostkami� viz obr� ��

���
���

Obr� �

�e�en�� Mohli bychom to zkou�et 	 uk�zalo by se� �e bezv�sledn� 	 nebo
p�em��let� Vid�me� �e jedna dominov� kostka pokryje pr�v� dv� pole �a

chovnice� tedy v�dy jedno pole �ern� a jedno b�l�� Nutnou podm�nkou
pokryt� tedy je po�adavek� aby �ern�ch a b�l�ch pol� byl stejn� po�et�
U cel� �achovnice tomu tak je� ale zde chyb� dv� �ern� pole� kter�ch je
tedy jen � narozd�l od �� pol� b�l�ch� Pokryt� tedy neexistuje�
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'asto se pou��v� d�kazu sporem� p�edpokl�d�me� �e objekt vyhovu

j�c� podm�nk�m existuje a �et�zem implikac� dojdeme k logick�mu sporu�
z �eho� plyne� �e objekt neexistuje�

P��klad 

Neexistuje racion�ln� ��slo� jeho� �� mocnina by byla ��

I kdy� jde o zn�m� p��klad� postup d�kazu si zopakujme� P�edpokl�

d�me� �e takov� racion�ln� ��slo r existuje� tj� �e �r � Q�� �r� � ��� Ka�d�
racion�ln� ��slo� tedy i ��slo r� lze vyj�d�it jako zlomek p

q
v z�kladn�m

tvaru� tedy �p� q � N� � �p� q jsou ��sla nesoud�ln��� Plat�
�
p

q

��
� � �

p� � �q� � p� je d�litelno dv�ma � p je d�litelno dv�ma� tj� p � �m�
kde m � N � ��m�� � �q� � �m� � �q� � �m� � q� � q� je d�litelno
dv�ma � q je d�litelno dv�ma� spor� je�to zlomek je v z�kladn�m tvaru�
nemohou b�t p i q sou�asn� sud��

P��klad ��
Je d�no �% �se�ek uspo��dan�ch do obrazce na obr� �a� �b� Pt�me

se� zda existuje spojit� ��ra� kter� prot�n� �vnit�ek� ka�d� �se�ky pr�v�
jednou� Kdy� se o takovou ��ru pokou��me �obr� �a�� skon��me nezdarem�
M� se tedy dok�zat� �e takov� ��ra neexistuje�

�����
����	Obr� 	a Obr� 	b

Na obr� �b vid�me� �e m�me ! obrazc�� p�i�em� obrazce �� � a � jsou
ohrani�eny �ty�mi �se�kami a obrazce �� � a ! p�ti �se�kami� P�edpo

kl�dejme� �e ��ra vyhovuj�c� podm�nk�m �lohy existuje� Pak p�i ka�d�m
pr�chodu t�to ��ry p�es n�jak� obrazec se po�et dosud nepro�at�ch �se�ek
na hranici obrazce zmen�� o �� Tak�e u obrazc� s p�ti �se�kami na hra

nici nem��eme pomoc� pr�chod� p�es obrazec po�et nepro�at�ch �se�ek
vynulovat� Znamen� to� �e v takov�m obrazci bu( mus� na�e ��ra za��nat�
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nebo v n�m mus� kon�it� Ale ��ra m� jen jeden za��tek a jeden konec�
zat�mco obrazce s p�ti �se�kami na hranici jsou t�i� t�m dost�v�me spor
a takov� ��ra tedy neexistuje�

To� �e se �lohu na existenci neda�� vy�e�it� je�t� neznamen�� �e �loha
nem� �e�en� ��e hledan� objekt neexistuje�� T�ebas na to jen jdeme �patn��
nebo je pot�ebn� vyzkou�et p��li� mnoho mo�nost� a je�t� jsme se s tou
spr�vnou nesetkali �viz r�zn� hlavolamy�� nebo je �loha nad na�e s�ly�
Ale i v tom p��pad�� �e �e�en� neexistuje� se n�m nemus� poda�it d�kaz
neexistence �e�en�� nebo� je nap�� zalo�en na n�jak� v�t� z vy���ch pater
matematiky� Snad nejzn�m�j�� je tu probl�m trisekce �hlu� tj� rozd�len�
libovoln�ho �hlu na � shodn� ��sti pomoc� prav�tka a kru��tka� �Matema

tika zde dok�zala� �e pomoc� prav�tka a kru��tka nelze rozt�etit libovoln�
�hel� ale st�le a st�le se o to n�kte�� lid� po cel�m sv�t� pokou�ej���

Pro ilustraci situace� kdy �lohu �se neda�� �e�it� uvedeme nyn� dva
p��klady s podobnou fabulac�� ale se zcela odli�n�m v�sledkem�

P��klad �� �Rozvad�n� soused��
Na jednom dvo�e st�ly � domky s ��sly �� � a � a ze dvora vedly � br�ny�

tak� �� � a �� Ka�d� ze soused� pou��val v�hradn� tu br�nu� kter� m�la
tot�� ��slo jako jejich domek� Pak se v�ak obyvatel� domk� navz�jem roz

vadili a hledali zp�sob� jak by jezdili ze dvorku �op�t ka�d� svou branou��
ani� by se potk�vali� tj� ani� by k�i�ovali cestu jin�ch �obr� !��

����
����
�	
�

Obr� 
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Existenci t�� cest� kter� se nikde nek����� od domk� k bran�m t�ho�
��sla dok��eme� kdy� tyto cesty do obr�zku zakresl�me� Pokud se v�m
�lohu neda�� �e�it� znamen� to� �e jste je�t� nevynalo�ili dostatek �sil�
a vynal�zavosti� A nyn� dal��� zd�nliv� podobn� p��klad�

P��klad ��
Jde o zn�m� probl�m t�� domk� a t�� stud�nek� M�me � domky a �

stud�nky� v ka�d� z nich je jin� voda� a tak z ka�d�ho domku chod� oby

vatel� pro vodu do v�ech t�� stud�nek� Pak se v�ak soused� nepohodli
a rozhodli se� �e z ka�d�ho domku si ud�laj� p��inku ke ka�d� stud�nce�
ale tak� aby se ��dn� p��iny nek���ily a soused� se nemuseli po cest� po

tk�vat �obr� %��

��������
Obr� �

I tato �loha podporuje vynal�zavost� ale i v �nejlep��m �e�en�� bude
chyb�t cesta z jednoho domku k jedn� stud�nce� �e�en� neexistuje� D�kaz
neexistence �pln�ho �e�en� v�ak nen� element�rn� a plyne z teorie graf��
z jist� v�ty o plan�rn�ch grafech�

V existen�n�ch �loh�ch b�v� tak� po�adavek zjistit nejen� zda �e�en�
existuje� ale kolik je �e�en� a za jak�ch podm�nek existuj�� K tomu jsou
velmi p��padn� konstruk�n� �lohy� kde zji��ov�n� podm�nky �e�itelnosti
a po�tu �e�en� je �kolem diskuse jako sou��sti �e�en� konstruk�n� �lohy�
Vhodn�m t�matem k podobn� diskusi je tak� t�eba �e�en� line�rn�ch rov

nic s parametrem� Nejprve je uprav�me na tvar Ax � B a pak uva�ujeme
p��pady A ��  �existuje jedin� �e�en��� �A �  � � �B �  � 	 �e�en�m je
ka�d� ��slo� �A �  � � �B ��  � 	 �e�en� neexistuje� Je�t� p�ipome"me dis

kriminant kvadratick� rovnice� jeho� hodnota je krit�riem existence dvou
nebo jednoho �e�en� a neexistence re�ln�ho �e�en�� Z tohoto pohledu je
spr�vn� takov� postup p�i �e�en� kvadratick�ch rovnic v re�ln�m oboru�
�e nejprve vypo�teme diskriminant� rozhodneme o existenci �i neexistenci
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�e�en� a pak zap��eme

x��� �
�b�p

D

�a
�

�p�i�em� je n�kdy vhodn� p�edem si vypo��tat
p
D�� nebo

x��� � � b

�a
�

nebo zap��eme� �e �e�en� neexistuje �mno�ina v�ech �e�en� je pr�zdn���
Ale i u jin�ch typ� rovnic se v u�ivu o jejich �e�en� nevyh�bejme p��


pad�m� kdy �e�en� neexistuje� nap�� zad�vejme i takov� rovnice� jako jsou

sin �x � �
p
!
�
� �x

�

� ��x �  � jx� �j� jx� �j � � �  �

Na z�v�r na�eho mal�ho v�letu do existenc� a neexistenc� je�t� jeden
p��klad� kter� by n�s m�l nab�dat k opatrnosti p�i geometrick�ch v�po

�tech�

P��klad �� �Tajemn� kv�dr�
Vypo�t�te objem a povrch kv�dru o hran�ch d�lky a� b� c� plat�
li ab � ��

c �
p
�� t�lesov� �hlop���ka u � ��

�e�en�� Povrch S � �ab� �ac� �bc � �ab� �c�a� b�� zde ab a c zn�me�
pomoc� zadan�ch hodnot vyj�d��me je�t� a� b�
u� � a� � b� � c� � � a pon�vad� c� � �� je a� � b� � �� K t�to rovnosti
p�i�t�me rovnost �ab � � a m�me a���ab�b� � �� �a�b�� � �� a�b �

p
��

Plat� tedy
S � � � � � � �

p
� �
p
� � &�

V � abc � ab � c � � �
p
� �

p
��

V�po�et je ukon�en�
Najd�me nyn� velikost hrany a� Proto�e ab � �� je b � �

a
� v��e jsme

zjistili vztah a � b �
p
�� tedy a � �

a
�
p
�� z toho a� � � � a

p
a� tak�e

pro a m�me kvadratickou rovnici a� � a
p
a� � �  � Ov�em diskriminant

D � � � � � �� �  � tak�e zadan� tajemn� kv�dr m� povrch &� objemp
�� ale neexistuje�
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Odvaha i rozvaha pre dokazovanie

v �kolskej matematike

DU�AN JEDIN�K

Trnavsk� univerzita� Trnava� SLOVENSKO

�vod

Aj v �kolskej matematike je to u� tak� zoznamujeme sa s nimi a vy�adu

jeme ich 	 d)kazy� Matematick� jazyk m� svoj syst�m� logick� �trukt�ru�
v ktorej sa vych�dza z prijat�ch de
n�ci� pojmov� uznan�ch axi*m a odvo

den�ch tvrden�� S�stavou v�rokov� v�rokov�ch foriem a logick�ch oper�ci�
s nimi prij�mame dohodnut� sp)sob usudzovania a logick�ho vypl�vania�
ktor� prerast� do uzn�van�ch met*d d)kazov�

+kolsk� matematika je zmesou r)znych indukt�vnych alebo dedukt�v

nych pr�stupov� �asto bez zrejmej �trukt�ry� zd)vodnenej formy a dobre
zade
novan�ho my�lienkov�ho z�kladu� Pr�ca s d)kazmi na tejto �rovni
vy�aduje dlhodob� a cielen� premyslen� postup v rovine psychickej i logic

kej� pripravuj�ci na pr�kladoch to� �o rob� matematick� te*rie pou�itel,n�
nielen v pr�rodovedn�ch a technick�ch� ale aj spolo�enskovedn�ch discipl�n
a kult�rno
pr�vneho �ivotn�ho prostredia�

Pon�kam uk��ky siedmych �loh aj s ich rie�eniami ako pr�klad postupu
pre bud�cich u�itel,ov matematiky v z�kladn�ch i stredn�ch �kol�ch s pri

pomienkou od starovek�ho 
lozofa Parmenida z Eley �asi !� 	 �# pred
n� l��� Nekr
� bez ciel�a o�ami
 nepo�
vaj u�ami
 v ktor�ch sa rozlieha iba
hluk a neme� napr�zdno 
stami
 ale rozumom sk
maj d�kaz
 ktor� som
vyslovil�

Nem��e by��

�loha �
Dok��te� �e s��et druh�ch mocn�n �tyroch po sebe id�cich prirodzen�ch

��siel nem)�e by� druhou mocninou niektor�ho prirodzen�ho ��sla�

Rie�enie� Nem)�e by�� To je ot�zka- S��et druh�ch mocn�n �tyroch po
sebe id�cich prirodzen�ch ��siel m)�eme nap�sa� ako�
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n� � �n���� ��n���� � �n���� � �n� ���n��� � ��n� ��n������

kde n � N�
Pozrime sa ��o robia� druh� mocniny prirodzen�ch ��siel�

�� � �� �� � �� �� � �� �� � �%� !� � �!� %� � �%� � � �

Ak je n p�rne� tj� existuje k � N tak� �e n � �k� potom n� � �k�� teda
ka�d� druh� mocnina p�rneho ��sla je delitel,n� �tyrmi�

Druh� mocniny nep�rnych ��siel s� v�dy nep�rne� preto�e

��k � ��� � �k� � �k � � � ��k� � k� � ��

Spom�nan� s��et druh�ch mocn�n �tyroch za sebou id�cich prirodzen�ch
��siel

��n� � �n� �� � �

je p�rny� teda ak by existovalo niektor� prirodzen� pr�slu�n� p � N tak�
aby

��n� � �n� �� � � � p�

muselo by p tie� by� p�rne� ale to znamen�� �e p� mus� by� delitel,n� aj
�tyrmi� Ale n�� s��et ��n� � �n� �� � � nie je delitel,n� �tyrmi� 'i�e tak�
p � N neexistuje� aby pre n � N platilo

��n� � �n� �� � � � p�

Dok�zali sme� �e s��et druh�ch mocn�n �tyroch po sebe id�cich prirodze

n�ch ��sel nem)�e by� druhou mocninou niektor�ho prirodzen�ho ��sla�

Vyu�ijeme vhodn� �pln� roztriedenie

�loha �
Dok��te� �e medzi piatimi l,ubovol,ne vybran�mi prirodzen�mi ��slami

�ozna�me si ich m�n� p� q� r� sa v�dy n�jdu tri ��sla� ktor�ch s��et je deli

tel,n� ��slom tri�

Rie�enie� Vyu�ijeme �plne roztriedenie v�etk�ch mo�nost� podl,a po�tu
��sel delitel,n�ch tromi
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����
�iadne ��slo nie je Pr�ve jedno je Pr�ve dve s� Aspo� tri s�
delitel�n� � delitel�n� � delitel�n� � delitel�n� �

Potom aspo� tri Nech m 
 �t Nech m 
 �t Zoberieme tri
z nich s� tvaru n 
 �d z nich a ich

��k � � alebo �k � � s��et je zrejme

��
�Dirichletov princ�p�� delitel�n� tromi�
Ak zoberieme a s��ta�
me tie rovnak�ho tva�
ru� tak v�dy bude ich
s��et delitel�n� � lebo
�k � � � �t � � � �s � � 

��k � t � s� � � 

��k � t � s� ���
a to je delitel�n� ��

A� Nech ostatn� v�etky �tyri s� tvaru �k��� tak zoberieme tri z nich a ich
s��et je zrejme delitel,n� tromi�

B� Nech ostatn� v�etky �tyri s� tvaru �k��� tak zoberieme tri z nich a ich
s��et je zrejme delitel,n� tromi�

C� Nech aspo" jedno z ��sel je tvaru �s� � a aspo" jedno je tvaru �z � ��
Zoberieme ��t� � ��s� �� � ��z ��� � ��t� s� z � �� a to je delitel,n�
tromi�

K� Nech v�etky ostatn� maj� pri delen� tromi zvy�ok �� napr� p � �k � ��
q � �s� �� r � �z � �� Potom ich sta�� zobra� a s��ta� a je zrejm�� �e
ich s��et je delitel,n� tromi�

L� Nech p � �k � �� q � �s� �� r � �z � �� Ich s��tanie sp."a po�iadavku
delitel,nosti tromi�

M� Nech p � �k � �� q � �s � �� r � �z � � Zoberieme a s��tame napr�
m � �t� p � �k��� a q � �s��� Teda �t��k����s�� � ��t�k�s���
a to je delitel,n� tromi�

N� Nech p � �k � �� q � �s � �� r � �z � � Zoberieme napr� n � �d�
p � �k��� q � �s�� a ich s��et �d��k����s�� � ��d�k� s����
�o znamen� delitel,nos� tromi podl,a po�iadavky �lohy�

Je vidie�� �e sme v�etky mo�nosti pre l,ubovol,n� vol,bu piatich prirod

zen�ch ��sel roztriedili do deviatich disjunktn�ch tried podl,a po�tu ��sel
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delitel,n�ch tromi a vzhl,adom k mo�n�m zvy�kom pri delitel,nosti tromi�
V ka�dej triede sme uk�zali platnos� po�adovan�ho tvrdenia�

Dedukt�vnym postupom

�loha �
Na kol,ko oblast� rozdel� cel� rovinu n navz�jom r)znobe�n�ch priamok�

z ktor�ch �iadne tri neprech�dzaj� jedn�m bodom�

Rie�enie� Uva�ujme pomerne v�eobecne� Nech n�� priamok �s� ozna�en�
plnou �iarou� rozdel� cel� rovinu na Pn�� oblast� �na obr� je n � � � ��
teda n � !� piata priamka je vyzna�en� �iarkovanie� Pn�� � ����

����
�����	
�

Potom n
t� priamka bude pre�at� t�mi p)vodn�mi priamkami v n � �
r)znych bodoch� teda rozdelen� na n �ast� a ka�d� t�to �as� prispeje k roz

deleniu �zasiahnut�ch� oblast� na dve nov� oblasti� tak�e po�et oblast�
vzrastie o n�

Teda plat�� Pn � Pn�� � n� teda aj

P� � � � � � �

P� � P� � �

P� � P� � �

���

Pn�� � Pn�� � �n� ��

Pn � Pn�� � n
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Ak to s��tame a zjednodu��me� dostaneme

Pn � ���� � � � � � � � � � n�� �z � �
�
�
�n� � n� ��

�

�
n�n � ��

Za dan�ch podmienok n priamok rozdel� rovinu na
�
�
�n� � n� �� oblast��

Dok��eme� �e sa ned� � � �

�loha �
Dok��te� �e ��slo �n�n � N� sa ned� nap�sa� ako s��et niekol,k�ch za

sebou id�cich prirodzen�ch ��siel�

Rie�enie� Predpokladajme� �e sa to d� nap�sa� ako s��et niekol,ko za sebou
id�cich prirodzen�ch ��siel a uk��eme� �e potom vznikne spor �s��asn�
platnos� v�roku i jeho neg�cie��

Nech teda �n � x� �x� �� � � � � � �x� k � ��� �z �
k za sebou id�cich prirodzen�ch ��sel �k � ��

Tam vieme s��ta� �leny aritmetickej postupnosti� Plat�

�n � �x� x� k � ��
k

�
�

Na l,avej strane tejto rovnice je v�dy s��in sam�ch dvojok�
Pos�(me aj prav� stranu�

Ak k � �p �tj� k je p�rne ��slo�� tak prav� strana je ��x� �p� ��� �z � p
nep�rne ��slo

Ale l,av� strana je s��in sam�ch p�rnych dvojok a na pravej strane je
aj nep�rny �initel,� To sa nem)�e nikdy rovna��

Podobne� ak k � �p � � �tj� k je nep�rne ��slo�� tak prav� strana m�
tvar

��x� �p� � �p� �
�

� �x� p� ��p� ��� �z �
nep�rne ��slo
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Ale to by znamenalo� �e s��in p�rnych dvojok sa rovn� s��inu� v ktorom
je nep�rny �initel,� To je spor�

Pozoruhodnou �vahou sme sa presved�ili� �e ��slo �n sa pre �iadne pri

rodzen� n ned� nap�sa� ako s��et niekol,k�ch za sebou id�cich prirodzen�ch
��siel�

Pou�itie krit�ria p � �

�loha 	
Dok��te� �e v kocke ABCDEFGH plat�� priamka EC je kolm� na

rovinu AFHfp � EC � AFH���g�
Rie�enie� Vyu�ijeme krit�rium kolmosti p na � �priamka je kolm� na ro	
vinu
 ak je kolm� na dve r�znobe�ky tejto roviny�� Uk��eme� �e EC je
kolm� na dve r)znobe�ky z roviny AFH �

���
������

I� HF � EG �uhloprie�ky �tvorca��
HF � EA �EA � EFGH � kocka ��
teda HF � EACG �splnen� krit�rium p � ���

II� AF � EB �uhloprie�ky �tvorca��
AF � BC �BC � ABFE� kocka��
teda AF � BCHE �splnen� krit�rium p � ���

Z I� vypl�va� �e EC � HF �
Z II� vypl�va� �e EC � AF

�splnen� krit�rium p � �� � EC � AFH �
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�spech zaru�en� d�sledn�m komplexn�m postupom

�loha 
 �� � MO� ��%&�

Dok��te� �e existuje pr�ve jeden trojuholn�k� ktor�ho d.�ky str�n s� tri
po sebe id�ce prirodzen� ��sla a jeho jeden vn�torn� uhol je dvojn�sobkom
druh�ho�

Rie�enie� Ozna�me d.�ky str�n trojuholn�ka ABC a � n� b � n � ��
c � n� �� kde n � N�

������
Potom pre vel,kosti vn�torn�ch uhlov plat� � � � � �� Rozl��ime tri

pr�pady� bu( � � ��� alebo � � ��� alebo � � ���

�� Nech � � ��� Zo s�nusovej vety vypl�va� �e plat�

sin�
sin�

�
b

a
�
n� �
n

�

ale tie� plat�
sin�
sin�

�
sin ��
sin�

�
� sin� cos�

sin�
� � cos�

z kos�nusovej vety vypl�va

cos� �
n� !

��n� ��
� cos� �

n� � �n� �
�n�n� ��

� cos � �
n� �
�n

�

potom
n� �
n

�
n� !
n� �

� n � �

a teda a � �� b � �� c � �� ale tak� trojuholn�k neexistuje�

�� Nech � � ��� Zo s�nusovej a kos�nusovej vety vypl�va

c

a
�

sin �
sin�

�
sin ��
sin�

� � cos�
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po dosaden��
n� �
n

�
n� !
n� �

� n � �

a potom a � �� b � !� c � %� Trojuholn�k s d.�kami str�n �� !� % pritom

sp."a podmienky �lohy�

�� Nech � � ��� Vyu�it�m s�nusovej a kos�nusovej vety dostaneme po

stupne

c

b
�

sin �
sin�

�
sin ��
sin�

� � cos��

n� �
n� �

�
n� � �n� �
n�n� ��

� n� � n� � �  �

ale korene tejto rovnice nie s� prirodzen� ��sla� Trojuholn�k s tak�mito

d.�kami str�n nevyhovuje zadaniu �lohy�

Dok�zali sme� �e z analyzovan�ch mo�nost� po�adovanej �lohe vyhovuje

pr�ve jeden trojuholn�k 	 s d.�kami str�n �� !� %�

Viacer�mi sp�sobmi

�loha �
Dok��te tvrdenie� Pre ka�d� n prirodzene plat� & j ���n � ���

Rie�enie�
A� Plat� ��n � � � ��n�� � ���� � ��n � ����n � ��� Preto�e �n je v�dy

nep�rne ��slo� tak �n � � aj �n � � s� ��sla p�rne� Potom s� to dve za
sebou id�ce p�rne ��sla� z ktor�ch ur�ite jedno je delitel,n� aj �tyrmi�
To znamen�� �e v s��ine ��n � ����n � �� je ��slo delitel,n� dvomi a in�
��slo delitel,n� �tyrmi� to znamen�� �e s��in je delitel,n� )smimi�

B� Sk�man� v�raz m)�eme upravi��

��n � � � �n � � � �& � ��n � � �

� &n �

�
n

�

�
&n�� � � � � �

�
n

n� �

�
& � �� � �

� &

�
&n�� � &n�� � � � � �

�
n

n� �

��
�

to znamen� �e & j ���n � ���
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C� D)kaz matematickou indukciou�
a� pre n � � & j & plat�
b� nech pre n � k � � plat� & j ���k� ��� uk��eme� �e potom vz�ah plat�

aj pre n � k � �� t�j� & j ����k��� � ���
Upravujeme�

���k��� � � � ��k�� � � � � � ��k � � � � � ��k � �� � & �

� � � & �m� & � &��m� ���

to ale znamen�� �e ��slo ���k��� � � je delitel,n� )smimi� Plat� druh�
krok d)kazu matematickou indukciou�

T�m je dan� tvrdenie dok�zan��

Tvrdenie 	n � N je & j ���n� �� sme teda dok�zali viacer�mi postupmi�

Z�ver
Aj ke( vieme� �e neexistuje �iadna l,ahk� a jedin� met*da dokazova


nia v �kolskej matematike� mus�me sa sna�i� uk�za�� �e d)le�it� je hlb�ie
porozumenie primeran�m lok�lnym d)kazom� ktor� s� podporovan� aj po

zorovan�m nakreslen�ch obr�zkov� geometrick�m zn�zor"ovan�m� modelo

van�m� roben�m anal*gi�� experimentovan�m i odhadovan�m� vytv�ran�m
domnienok a ich preverovan�m� U� od za�iatku vyu�ovania matematiky
je didakticky ��inn� pon�ka� �aj ke( vedeck� ne�pln�� syst�m nadv/zuj

�cich� logicky zd)vodnen�ch� matematick�ch axi*m� de
n�ci� a viet� po

staven� na primeran�ch d)kazoch� ktor� vo svojej podstate �tuduj�ci plne
ch�pu a vedia ich aj obhajova�� R�d roz�irujem medzi dne�n�mi u�itel,mi
na�ich �k)l odkaz zn�meho �esk�ho matematika E� �echa ��&��
��% ��Ne	
mus�te dokazova� v�etko
 ale nesmiete nedokazova� ni�� Nesmie sa strati�
fakt
 �e matematika je syst�m�

L i t e r a t � r a

��� Cirjak� M�� Zbierka divergentn�ch a in�ch ne�tandardn�ch �loh� Essox� Pre�ov �����
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��� Freudenthal� H�� Mathematik als p�dagogische Aufgabe �� �� Sttutgart Klett Verlag

���� �rusk� preklad Moskva Prosve��enie ��!�� ��!���
�	� Kac� M� � Ulam� S�M�� Matematika a logika� SNTL� Praha �����
�
� Jel�nek� M�� Logick� prvky ve �kolsk� matematice� SPN� Praha ��!��
��� Kopka� J�� Hrozny probl�m� ve �kolsk� matematice� UJEP� "st� nad Labem �����
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��� Ku	ina� F�� Um�n� vid�t v matematice� SPN� Praha ��!��

�!� Mihal�kov
� B� a kol�� "lohy matematickej olympi�dy z�kladnej �koly� Iuventa� Bra�
tislava �����

��� Polya� G�� Mathematical Discovery I�� II� New York # London J� Wiley $ Sons�
����� ���
 �rusk� preklad Moskva Nauka� ������

���� Stoljar� A� A�� Za�em i kak my dokazyvajem v matematike� Narodnaja osveta�
Minsk ��!��

���� Thiele� R�� Matematick� d�kazy� SNTL� Praha ��!
�

N�soben� dvou ��sel �pod sebou�

a �vedle sebe�

JOSEF PASTOR��K

SP% stavebn�� Vala�sk� Mezi����

V sou�asn� dob� se na z�kladn� �kole u�� ��ci n�sobit dv� ��sla �pod
sebou�� Tento zp�sob n�soben� se pou��v� ji� del�� dobu� Nebylo tomu
tak ale v�dy� D��ve se pou��valo tak� n�soben� �vedle sebe�� Tento zp�sob
n�soben� jsem se u�il tak� j� v letech ���!	���� na n�rodn� �kole a pou��val
jsem jej i na tehdej�� tzv� st�edn� �kole �dnes ��stupe" Z+� i v dal��m
studiu� N�sobit �pod sebou� jsem se nau�il a� jako pedagog gymn�zia� ale
s�m jsem jej nikdy nepou��val� P�i p�tr�n� v historii o zp�sobu n�soben�
jsem vyu�il fondu u�ebnic matematiky Muzea Komensk�ho v P�erov�� Ze
studia u�ebnic vyplynulo� �e a� do roku ��! se pou��val p�ev��n� zp�sob
n�soben� �vedle sebe�� v mal� m��e i �pod sebou� �viz 0�1 	 0#1�� zat�mco
po roce ��! se pou��val v�hradn� zp�sob n�soben� �pod sebou� �viz 0&1 	
0��1 �� Autorovi p��sp�vku se v�ak nepoda�ilo zjistit� jak� byl d�vod zm�ny�
Mo�n� v tom byla snaha n�sobit prvn�ho �initele �n�sobence� za ka�dou
cenu nejprve jednotkami druh�ho �initele �n�sobitele�� Mo�n� to souviselo
s t�m� �e po roce ��! byl i didaktick� syst�m v�ce direktivn�� zat�mco do
roku ��! byl liber�ln�j�� a jednotliv� u�itel� obecn�ch a n�rodn�ch �kol
pou��vali metodu� kter� jim l�pe vyhovovala�

Na n�sleduj�c�ch p��kladech vid�me srovn�n� obou zp�sob� n�soben��
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Vedle sebe
�sepisov�n� vpravo� ��� � !�
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Vedle sebe
�sepisov�n� vlevo� ��� � !�

&#&
���!
��&�&

�p�i sepisov�n� vlevo nelze vyu��t
v�hody p�i n�soben� ��slem
za��naj�c�m ��slic� ��

Ka�d� si jist� v�imne dvou rozd�l�� Prvn� rozd�l je viditeln�� u n�soben�
vedle sebe se u�et�� jeden a� dva ��dky �kdy� n�sobitel za��n� ��slic� ���
Druh� rozd�l je v tom� �e n�soben� vedle sebe syst�mov� odpov�d� n�soben�
i d�len� ��sel a algebraick�ch v�raz� �viz n�sleduj�c� p��klady�� Operace
n�soben� a d�len� se za��naj� prov�d�t v�dy prvn�m ��slem n�sobitele nebo
d�litele zprava a sepisuje se zleva doprava� co� odpov�d� i sm�ru psan�
zleva doprava�

P��klad �
��&�& � !� � ���
� �
�%&

 

P��klad �

�a� b� c� � �a� b� � a� � �ab� ac� b� � bc

a� � ab� ac

ab� b� � bc

a� � �ab� ac� b� � bc

P��klad �
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�a� � �a�b� �ab� � b�� � �a� � �ab� b�� � a� b

�a� � �a�b� ab�

� a�b� �ab� � b�

� a�b� �ab� � b�

 

Domn�v�m se� a z uveden�ch p��klad� vypl�v�� �e n�soben� �vedle sebe�
�sepisov�n� vpravo� je syst�mov�� didakticky i prakticky vhodn�j�� ne� n�

soben� pod sebou� V�m� �e v dob� u�it� kalkul�tor� a po��ta�� ve v�uce m�
obecn� tato ot�zka men�� v�znam� i kdy� na z�kladn� �kole je�t� zna�n�
v�znam m��

C�lem tohoto kr�tk�ho p��sp�vku bylo poskytnut� z�kladn� informace
o mo�n�ch zp�sobech n�soben� dvou ��sel ve v�uce matematiky�

L i t e r a t u r a

��� Schuster� A�� Po�ty ve �kol�ch obecn�ch� �����
��� Byd�ovsk�� B�� Aritmetika pro IV� # VII� t��du �kol st�edn�ch� �����
��� Matol�n� A�� Po�etnice pro 	� t��du obecn�ch �kol p�tit��dn�ch a� osmit��dn�ch� �����
�	� Hor
k � Lib�
ek � Pachl� S chut� do pr�ce # Po�etnice pro 	� postupn� ro�n�k

obecn�ch �kol� ���!�
�
� Kohlmann� ��� Numerick� po��t�n�� ���!�
��� Po�etn� sdru�en� Mlad� po�t�� # Po�etnice pro 	� a 
� postupn� ro�n�k malot��dn�ch

�kol obecn�ch� ��	�� ��	!�
��� Disman� M� � P
tek� F� � Trajer� J� � Tvrdek� V�� Po�t��sk� z�klady # �� d�l� Po�etn�

spoje a v�kony� SPN� Praha ��	!�
�!� Trajer� J� � P
tek� F� � Kn��e� G � � Kurf�rst� J� � Tvrdek� V� � Vl
ek� J� � V
�a�

J�� Po�etnice pro 	�postupn� ro�n�k n�rodn�ch �kol� SPN� Praha ��	�� ��
��
��� Kurf�rst� J�� Po�etnice pro 	� postupn� ro�n�k� SPN� Praha ��
��

���� Melichar� J� � B�l�k� M� � �ervinka� M� � Jank�� M� � Kabele� J�� Metodick� text
	 pro u�itele 	� ro�n�ku Z%� �����

���� Urbanov
� J� � Bla�ke� R� � Kabele� J� � Jank�� M� � Melichar� J� � �melhaus� J��
Metodick� p��ru�ka pro u�itele k u�ebnic�m matematiky pro 
�ro�n�k Z%� ��!��
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Zaj�mav� matematick� 	lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a �� � jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v dev�t�m
��sle lo"sk�ho ����� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ��

Nech� S je st�ed strany AB ostro�hl�ho troj�heln�ku ABC a V pr�se��k

jeho v��ek� Ozna�me U obraz bodu V ve st�edov� soum�rnosti se st�edem
S� Doka�te� �e �hly ACV a BCU jsou shodn��

Erich Windischbacher �Graz�

�e�en��
Ozna�me Va� Vb� Vc paty v��ek po �ad� z vrchol� A� B� C� viz obr�zek�

Bod B je obrazem bodu A ve st�edov� soum�rnosti se st�edem S� proto
je �se�ka BU obrazem �se�ky AV v t�to soum�rnosti a tyto �se�ky jsou
rovnob��n�� Tedy UB je kolm� k p��mce CB� Analogicky uk��eme� �e plat�
UA k V B a UA � CA� Odtud plyne� �e body A� U � B a C le�� na Thaletov�
kru�nici s pr�m�rem CU� Proto�e troj�heln�k ABC je ostro�hl�� le�� body
C a U v opa�n�ch polorovin�ch vy�at�ch p��mkou AB�

���
������

Troj�heln�ky VbV C a VcV B jsou podobn�� jeliko� maj� shodn� vnit�n�
�hly p�i vrcholech Vb a Vc� resp� p�i vrcholu V � tedy i �hly ACV a V BVc
jsou shodn�� 2hly V BVc a BAU jsou st��dav�� tud�� shodn�� Z vlastnost�
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obvodov�ch �hl� plyne� �e i �hly BAU a BCU jsou shodn�� Proto jsou
shodn� i �hly ACV a BCU� co� jsme cht�li uk�zat�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora

van� Jozef M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel z Blovic� Luk�� Bedna��k z
SG v Olomouci� Jaroslav Han�l � Tom�� Jeziorsk�� Miroslav Klimo�� Adam
Kubetta� Michal Ku�era a Josef �abensk�� v�ichni z GMK v B�lovci� Lucie
Fabrikov�� Zbyn�k Kone�n� Jakub Opr�al a Jan Uhl�k� v�ichni z G Brno�
t�� Kpt� Jaro�e� Marek Pechal z G Zl�n� Lesn� �tvr�� Marek Scholle z G
Pardubice� Da�ick� a Pavel �alom z G Ro�nov p� R�

�loha ���
Plat�
li pro p�irozen� ��sla a� b� c� d vztah a�� b�� c� � d�� pak nejv��e

jedno z ��sel a� b� c je lich�� Tvrzen� doka�te a najd�te v�echny takov�
trojice �a� b� c� p�irozen�ch ��sel� kde d � ���

Stanislav Tr�vn��ek

�e�en��
Ka�d� sud� p�irozen� ��slo n lze zapsat ve tvaru n � �k� kde k je

p�irozen� ��slo� proto n� � �k� d�v� p�i d�len� �ty�mi zbytek  � Ka�d� lich�
p�irozen� ��slo n lze zapsat ve tvaru n � �k � �� kde k je cel� nez�porn�
��slo� proto n� � ��k� � k� � � d�v� p�i d�len� �ty�mi zbytek ��

Pokud d je ��slo sud�� d�v� d� p�i d�len� �ty�mi zbytek  � tedy a��b��c�

d�v� zbytek nula� proto mus� b�t v�echna ��sla a� b� c sud�� Pokud je d
��slo lich�� d�v� sou�et a�� b�� c� p�i d�len� �ty�mi zbytek � a tedy pr�v�
jedno z ��sel a� b� c mus� b�t lich��

Nech� d � ��� Bez �jmy na obecnosti p�edpokl�dejme� �e c je lich� ��slo
a a 
 b jsou sud� ��sla� Potom a � �k� b � �l a c � �m � �� kde k 
 l

jsou p�irozen� ��sla a m cel� nez�porn� ��slo� Dosazen�m a �pravou dan�ho
vztahu dostaneme

k� � l� � ��� �m��� �m��

Odtud vid�me� �e m � f � �� � � � � �g� Pokud m � �� potom k� � l� � � �
Proto�e ��slo � je d�liteln� �ty�mi� mus� b�t podle v�sledku uveden�ho
v��e ob� ��sla k a l sud�� Jedin� dvojice p�irozen�ch ��sel� kter� vyhovuje
dan�mu vztahu je k � �� l � �� Podobn� �vahy provedeme pro zb�vaj�c�
hodnoty parametru c a v�sledky zap��eme do tabulky�
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Z tabulky vid�me� �e pro d � �� m� �loha pr�v� �est �e�en� takov�ch� �e
a 
 b jsou sud� ��sla a c lich� ��slo� Libovoln� permutace takov�ho �e�en�
je op�t �e�en�� celkem m� �loha �� �e�en��

Spr�vn� �e�en� zaslali� Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora

van� Vladim�r Pavel z Blovic� Be�ta Vavrin��kov� z Ko�ic� Luk�� Bedna��k
z SG v Olomouci� Eva �ernohorsk� z �� �esk�ho G v Karlov�ch Varech�
Lucie Fabrikov� a Jan Uhl�k� v�ichni z G Brno� t�� Kpt� Jaro�e� Tom��
Jedli�ka z G T�eb��� Tom�� Jeziorsk� a V�t Orava v�ichni z GMK v B�

lovci� Tereza Klimo�ov� z G Lan�kroun� Marek Scholle z z G Pardubice�
Da�ick� a Radek �leb��k z G Praha !� Zborovsk��

Ne�pln� �e�en� zaslali� Jozef M�sz�ros z Jelky� Ji�� Steckbauer z Kv�tn��
Jaroslav Han�l z GMK v B�lovci� Zbyn�k Kone�n� z G Brno� t�� Kpt� Jaro�e
a Marek Pechal z G Zl�n� Lesn� �tvr��
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