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KdyZz nastoupi studenti 1. ro¢niku ke studiu matematiky na vysoké
skole, jsou prekvapeni, jak casto — na rozdil od stfedni skoly — se tu po-
jednava o problémech existence. Tak napi. v matematické analyze se brzy
setkdvajis problémem ezistence suprema a infima ¢iselnych mnozin, dozvi-
daji se o existenci limity rostouci a shora omezené posloupnosti, seznamuyji
se s vétou o ezistenci nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce spojité na uza-
vieném intervalu, s vétou o existenci nulového bodu spojité funkce, ktera
v krajnich bodech intervalu nabyva hodnot riznych znamének, zjistuji, ze
ze spojitosti funkce neplyne existence jeji derivace, o existenci jde ve vété
Rolleové, Lagrangeové, zkouma se existence lokdlnich extrémi, atd. A to
jsme vyjmenovali jen nékolik pfipadd z 1. semestru. VSechny takové véty
maji pro matematiku zcela stézejni vyznam.

Ale vratme se do Skoly, zdkladni a stfedni. Zde se o existenci néjak moc
explicitné nemluvi, spiSe se pocitd a v rfadé pripadl se jen mlcky pred-
pokldda, ze objekty, o kterych pojednavame, existuji (objekty rozumime
nejen geometrické Gtvary, ale i feSeni zadané Glohy, ¢iselné mnoziny ad.).
Samotné slovo ,existuje” mutze hlavné na mladsi zdky pusobit trochu ta-
jemné (kde to existuje? jak to existuje?) az malo srozumitelné. Proto se ve
skole zpravidla pouzivaji jinad vyjadieni, trochu zastiend, ale zaktm blizsi
— napf. jestli néco md feSeni (kolik FeSeni a za jakych podminek), kdy
problém nemd feseni. Rada zdkd v tom vSak jasno nemd a v piipadech,
kdy reSeni neexistuje si predstavuji nebo i fikaji ,nedovedeme fesit“ nebo
i ,nemusime fesit*.

Vzhledem k zasadnimu vyznamu otdzek existence a neexistence pro
matematiku povazuji za potiebné, aby se zaci s problémy existence a nee-
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xistence tu a tam uvédomeéle setkavali. (Pfitom nejde jen o existenci feseni
problémt, ale téz o existenci objekti, které definujeme, a kdy je tfeba uké-
zat, Ze definice je korektni a Ze tedy takto definovany objekt existuje.) P¥i-
lezitosti, které poskytuje ucivo, lze vhodné doplnit i ve formé zajimavych
problémt, jaké jsou cCasto pristupné také pro mladsi zéky. Jako inspiraci
proberme nyni nékolik iloh na diikaz existence ¢i neexistence matematic-
kych objektt (jde vesmés o priklady zndmé z literatury).

Jak dokazat existenci matematického objektu?

V principu jsou t¥i moZnosti: 1) objekt zkonstruovat, 2) dat korektni
popis, jak lze objekt zkonstruoval, 3) opfit se o matematickou teorii —
o platné matematické véty.

ad 1) Napiiklad se ptame, zda existuje feSeni n&jakého zadaného hla-
volamu. Jestlize feSeni nalezneme, dokazali jsme tim existenci feSeni.

Priklad 1

Ptejme se, zda existuje zpusob, jak graf na obr. 1 nakreslit jednim tahem
(tj- zda existuje v tomto grafu cesta, kterd obsahuje vSechny hrany grafu
a kazdou z nich pravé jednou). Zkuste si to.

Obr. 1

Existence reSeni této tlohy se tu zjistuje v principu stejné, jako kdyz se
ptame napf. na existenci feSeni rovnice (tj. redlného ¢isla, které vyhovuje
rovnici) 14++v/2 — z = v/ + 3, tj. prosté tuto rovnici feSime a tim existenci
zjistime.

Do této zasuvky patii i situace, kdy definujeme napt. rostouci posloup-
nost, a ukdzeme priklad rostouci posloupnosti, tfeba {n}; timto prikladem
jsme dokézali, Ze rostouci posloupnosti existuji.

ad 2) Tento zpusob se ¢asto pouZiva v piipadé, Ze Gloha neni zaddna
zcela konkrétné. Ukazme si to na prikladé.
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Priklad 2

V kruhu K je 10° bodi jisté mnoziny M. Dokazte, Ze existuje secna,
ktera neprochézi zadnym z bodd mnoziny M a pritom v kazdé jeji polo-
roviné je 500000 bodd mnoziny M.

Regeni: Sestrojime vSechny pifmky urcené témito 10% body (tj. na kazdé
piimce lezi alesponi dva body mnoziny M). Na kruZnici k, kterd je hranici
kruhu K, zvolime takovy bod T, ktery nelezi na zadné ze sestrojenych
pfimek. V bodé T sestrojime tecnu p. Pfimkou p nyni ota¢ime a ta po-
stupné prochéazi body mnoziny M, ale vzdy jen po jednom, nebot tak byl
bod T zvolen. Kdyz pfimka p projde pies 500000 bodd a jesté nez se na
ni dostane bod 500001., je v zddané poloze.

Sem patii napf. popisy algoritmd feSeni Gloh, tfeba popis konstrukce
teCny v bodé kruznice. Z toho, ze jednotlivé kroky konstrukce jsou reali-
zovatelné, plyne existence tecny v bodé kruznice.

ad 3) Zde pfipomenme napi. vétu o spole¢nych bodech dvou kruZznic:
Je-li stfedna dvou kruznic mensi nez soucet jejich polomeért a vétsi nez
absolutni hodnota jejich rozdilu, maji tyto kruznice dva spole¢né body.
Jestlize tedy mame rozhodnout o ewistenci dvojice spolecniych bodu kruz-
nice ki(S1;7), k2(S2;4), kde |S152] = 9, nemusime kruznice sestrojovat,
ale zjistime, ze 3 = |7 — 4| < 9 < 7+ 4 = 11, takze existuji dva spoletné
body. Podobné je to s existenci trojahelniku, jehoz strany by mély mit
délku a, b, c. Trojuhelnikova nerovnost je jedna ze zakladnich vlastnosti
trojuhelnik, tedy splhuji-li zadané délky tsecek trojahelnikovou nerov-
nost, existuje trojihelnik o stranach a, b, ¢ (tj. zde ,lze jej sestrojit“).

Dokazujeme-li existenci néjakého objektu, nemusime tedy objekt kon-
struovat, dokonce ani nemusime védét, jak jej zkonstruovat. Tak v horejsim
prikladé o grafu, chceme-li dokdzat existenci feSeni, nemusime je hledat,
pokud zname Eulerovu vétu o grafech, z niz plyne existence feSeni pro
souvislé grafy se dvéma nebo zadnym uzlem lichého stupné.

Priiklad 3
Dokazte, Ze na intervalu (0; §) existuje feSeni rovnice 1 —x —sinz = 0.

Reseni: Leva strana rovnice je elementdrni funkce, je tedy spojitd. Pro
x = 0 nabyvéa kladné hodnoty 1 a pro x = § zéporné hodnoty —7, takze
podle Bolzano — Cauchyovy véty existuje na intervalu (0, ) nulovy bod

levé strany rovnice (levé strana prochdzi z kladnych hodnot do zadpornych
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pres nulu), tedy v daném intervalu existuje feSeni dané rovnice. Najit toto
feSeni — nebo alespon jeho pribliznou hodnotu — je uz jina tloha.

Je samoziejmé, ze pii dikazu existence néjakého matematického ob-
jektu musime kazdy krok dikazu mit logicky i matematicky podlozeny.
Jinak bychom mohli dojit i k nespravnym ¢i absurdnim vysledkdm.

Priklad 4
Néktera kruznice ma dva stiedy.

Diikaz existence kruznice se dvéma stiedy provedeme tak, ze takovou kruz-
nici zkonstruujeme. Sestrojme ostry thel, na jeho ramenech zvolme dva
body A, B a v nich kolmice k ramenim tak, aby se protaly uvniti Ghlu
(obr. 2). Priise¢ik ozna¢me C' a dostali jsme tak AABC, kterému opiSeme
kruznici. Jeji priseciky s rameny thlu ozna¢me P, ). Sestrojme tsecku
PC'. Podle Thaletovy véty je to pramér kruznice (thel PAC je pravy),
takze jeho stfed S; je stfedem kruznice. Sestrojme tsecku QQC. Podle Tha-
letovy véty je to také primér kruznice (thel QBC je pravy), takZe jeho
stfed S je také stfedem kruznice, pricemz S; # Ss.

Obr. 2

Existuji i specidlni metody dikazi existence. Jednou z nich, kterd je
snadno pristupnd i pro stfedoskolaky a jejiz pouziti se vyskytlo uz i v MO,
je Dirichletiv princip.

Pojedname o ném jen strucné. Jde o silny nastroj dokazovani existence
néjakych objektl, i kdyz je prekvapivé jednoduchy: Je-li n+ 1 objekti roz-
déleno do n trid, pak existuje trida, v niZ jsou aspon dva objekty. Ukazme
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si priklady s tématikou velmi rozdilnou, jejichz reseni vSak bude prostou
aplikaci Dirichletova principu.

Priiklad 5
Na zahonu 2 m x 10 m vyrostlo 21 stromki. Dokazte, Ze existuje kruh
o poloméru 75 cm, v némz jsou aspon dva stromky.

Regeni: Rozdélime zdhon na ¢tverce o strané 1 m (s tthloptickou 1,41 m).
Podle Dirichletova principu existuje ¢tverec, v némz jsou aspon dva strom-
ky. Tento ¢tverec pokryjeme kruhem o primeéru 1,50 m a v ném jsou tedy
2 stromky.

Priklad 6
Jsou déna ¢isla 2,22, 23,24, ... ,2'90 Dokaizte, Ze existuje dvojice téchto
cisel takova, ze jejich rozdil je délitelny cislem 99.

Reseni: Kazdé z téch 100 ¢isel patii do nékteré zbytkové tiidy podle mo-
dulu 99, téchto tfid (tj. rdznych moznych zbytkd) je 99, takZe podle
Dirichletova principu alespon dvé z téchto cisel patii do téze zbytkové
tridy, tj. pri déleni 99 davaji tyz zbytek. Lze je vyjadiit: a = 99p; + g,
b=99ps +q=a—b=99(p1 — p2) = a — b je délitelno 99.

Dirichletiv princip lze vyslovit i takto: Je-li kn + 1 objekti rozdéleno
do n trid, pak existuje trida, v niZ je aspon k + 1 objekti.

Priklad 7

Deset spoluzakl bylo pfi cviceni rozdéleno do tii druzstev. Pristé byli
opét néjak rozdéleni do tii druzstev. Dokazte, Ze nékteti dva spoluzaci byli
v obou pripadech spolu ve stejném druzstvu.

Reseni: Prvni déleni: 10 spoluzdki do 3 druZstev = existuje druzstvo,
v némz byli spolu aspon 4 spoluzici. Druhé déleni: Tito 4 spoluzéci byli
rozdéleni (spolu s ostatnimi) do 3 druzstev = existuje druZstvo, kde spolu
byli alespon dva z téch ¢tytrech. Tito dva byli tedy v obou ptripadech spolu
ve stejném druzstvu.

Jak dokazat neexistenci objektu?

Dikaz neexistence byvéa casto obtiznéjsi nez dikaz existence. Existenc¢ni
vyrok o objektu dokadzeme, kdyz najdeme jeden ptiklad objektu vyhovu-
jicitho podminkam. Negaci existenéniho vyroku je obecny vyrok, tedy cosi
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musime dokazovat pro kazdy objekt z néjaké mnoziny objektd. Tento zp-
sob (zkoumat jeden prvek po druhém) je prakticky pouzitelny, jen kdyz
mnozina objekti neni prilis rozsahla. Pro rozsahlejsi nebo dokonce neko-
necné mnoziny by takovy postup byl nevhodny nebo nemozny.
Neexistenci proto zpravidla vyvozujeme z vlastnosti objekti a za po-
moci vhodnych matematickych vét, nékdy mame k dispozici pfimo kritéria
existence a neexistence. Prikladem takového kritéria je véta o diskrimi-
nantu kvadratické rovnice, kterd rika, kdy existuji 2 fesSeni, kdy jedno
a kdy redlné feseni neewxistuje. Podobné i vySe zminénd véta o spolecnych
bodech dvou kruznici ma i svou vétev, v niz se rikd, kdy dvé kruznice
nemaji spolecny bod, tj. kdy spolecné body neezistuji a rovnéz trojuhel-
nikovd nerovnost (pfi konstrukci trojihelniku ze t¥i stran) ¥esi i p¥ipad,
kdy trojuhelnik neexistuje. Ukazme si vSak jesté pripad, kdy se neopirdme
pfimo o néjakou matematickou vétu ¢i formuli, ale jen o logickou Gvahu.

Priklad 8

Rozhodnéte, zda Sachovnici s dvéma vyfiznutymi rohovymi poli lze po-
kryt dominovymi kostkami, viz obr. 4.

Reseni: Mohli bychom to zkouset — ukdzalo by se, ze bezvysledné — nebo
pfemyslet. Vidime, Ze jedna dominova kostka pokryje pravé dvé pole Sa-
chovnice, tedy vzdy jedno pole cerné a jedno bilé. Nutnou podminkou
pokryti tedy je pozadavek, aby ¢ernych a bilych poli byl stejny pocet.
U celé sachovnice tomu tak je, ale zde chybi dvé ¢ernd pole, kterych je
tedy jen 30 narozdil od 32 poli bilych. Pokryti tedy neexistuje.
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Casto se pouziva diikazu sporem: piedpokldddme, Ze objekt vyhovu-
jici podminkam existuje a retézem implikaci dojdeme k logickému sporu,
z ¢ehoz plyne, Ze objekt neexistuje.

Priklad 9
Neexistuje raciondlni ¢islo, jehoz 2. mocnina by byla 2.

I kdyz jde o znamy priklad, postup dikazu si zopakujme. Predpoklé-
dame, Ze takové racionalni &islo r existuje, tj. ze (r € Q) A (r? = 2). Kazdé
raciondlni ¢islo, tedy i ¢islo r, lze vyjadiit jako zlomek % v zakladnim

)
tvaru, tedy (p,q € N) A (p,q jsou ¢isla nesoudélnd). Plati (’E’) =2 =
p? = 2¢°> = p? je délitelno dvéma = p je délitelno dvéma, tj. p = 2m,
kde m € N = (2m)? = 2¢% = 4m? = 2¢* = 2m? = ¢* = ¢® je délitelno
dvéma = ¢ je délitelno dvéma = spor; jezto zlomek je v zdkladnim tvaru,
nemohou byt p i ¢ soucasné sudé.

Priklad 10

Je déno 16 tsecek usporddanych do obrazce na obr. 4a, 4b. Ptadme
se, zda existuje spojita cara, kterd protind ,vnitiek“ kazdé tisecky praveé
jednou. KdyZ se o takovou ¢aru pokousime (obr. 4a), skon¢ime nezdarem.
Ma se tedy dokézat, ze takova Cara neexistuje.

7T~ [
(& ¢
S LT

Obr. 4a Obr. 4b

Na obr. 4b vidime, ze mame 5 obrazct, pficemz obrazce ¢. 1 a 3 jsou
ohraniceny ¢tyimi tseckami a obrazce 2, 4 a 5 péti Gseckami. Predpo-
klddejme, ze ¢ara vyhovujici podminkdm tlohy existuje. Pak ptfi kazdém
pruchodu této ¢ary pres néjaky obrazec se pocet dosud neprotatych tsecek
na hranici obrazce zmensi o 2. TakZe u obrazct s péti iseCkami na hra-
nici nemiZzeme pomoci prichodi pfes obrazec pocet neprotatych tsecek
vynulovat. Znamena to, Ze v takovém obrazci bud musi nase ¢ara zacinat,
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nebo v ném musi kon¢it. Ale ¢ara méa jen jeden zacatek a jeden konec,
zatimco obrazce s péti Gseckami na hranici jsou tii; tim dostdvame spor
a takovéa cara tedy neexistuje.

To, Ze se tlohu na existenci nedafi vytesit, jeSté neznamend, ze tloha
nema feSeni (Ze hledany objekt neexistuje). Tfebas na to jen jdeme $patné,
nebo je potrebné vyzkouset prili§ mnoho moznosti a jesté jsme se s tou
spravnou nesetkali (viz rtzné hlavolamy), nebo je tloha nad nage sily.
Ale i v tom pripadé, Ze feSeni neexistuje, se ndm nemusi podafit dikaz
neexistence feSeni, nebot je napf. zaloZen na néjaké vété z vysSich pater
matematiky. Snad nejzndméjsi je tu problém trisekce thlu, tj. rozdéleni
libovolného tGhlu na 3 shodné ¢4sti pomoci pravitka a kruZitka. (Matema-
tika zde dokazala, zZe pomoci pravitka a kruzitka nelze roztietit libovolny
thel, ale stile a stale se o to nékteti 1idé po celém svété pokouseji.)

Pro ilustraci situace, kdy ulohu ,se nedafi fesit“ uvedeme nyni dva
priklady s podobnou fabulaci, ale se zcela odlisnym vysledkem.

Piiklad 11 (Rozvadéni sousedé)

Na jednom dvore staly 3 domky s ¢isly 1, 2 a 3 a ze dvora vedly 3 brany,
také 1, 2 a 3. Kazdy ze sousedti pouzival vyhradné tu branu, kterd méla
totéz cislo jako jejich domek. Pak se vSak obyvatelé domki navzijem roz-
vadili a hledali zpisob, jak by jezdili ze dvorku (opét kazdy svou branou),
aniz by se potkdavali, tj. aniZ by kiiZovali cestu jinych (obr. 5).

Obr. 5
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Existenci tii cest, které se nikde nekfizi, od domkid k brandm téhoz
Cisla dokdzeme, kdyz tyto cesty do obrazku zakreslime. Pokud se vam
ulohu nedari fesit, znamend to, Ze jste jesté nevynalozili dostatek usili
a vynalézavosti. A nyni dalsi, zddnlivé podobny ptiklad.

Priklad 12

Jde o zndmy problém tii domkd a tii studdnek. Méme 3 domky a 3
studanky, v kazdé z nich je jina voda, a tak z kazdého domku chodi oby-
vatelé pro vodu do vSech tii studanek. Pak se vSak sousedé nepohodli
a rozhodli se, ze z kazdého domku si udélaji pésinku ke kazdé studance,
ale tak, aby se zadné péSiny nekfiizily a sousedé se nemuseli po cesté po-
tkavat (obr. 6).

>

Obr. 6

I tato tloha podporuje vynalézavost, ale i v ,nejlepsim feSeni“ bude
chybét cesta z jednoho domku k jedné studéance; reseni neexistuje. Diikaz
neexistence uplného feseni vSak neni elementarni a plyne z teorie graft,
z jisté véty o planarnich grafech.

V existenc¢nich tlohach byva také pozadavek zjistit nejen, zda feseni
existuje, ale kolik je feSeni a za jakych podminek existuji. K tomu jsou
velmi pripadné konstrukéni tlohy, kde zjistovani podminky FeSitelnosti
a poctu reSeni je tkolem diskuse jako soucésti reSeni konstrukcéni tlohy.
Vhodnym tématem k podobné diskusi je také tieba feSeni linedrnich rov-
nic s parametrem. Nejprve je upravime na tvar Az = B a pak uvazujeme
pripady A # 0 (existuje jediné feSeni), (A = 0) A (B = 0) — feSenim je
kazdé ¢islo, (A = 0) A (B # 0) — feSeni neexistuje. Je§t€ pripomenme dis-
kriminant kvadratické rovnice, jehoz hodnota je kritériem existence dvou
nebo jednoho feSeni a neexistence redlného reseni. Z tohoto pohledu je
spravny takovy postup pri feseni kvadratickych rovnic v redlném oboru,
ze nejprve vypocteme diskriminant, rozhodneme o existenci ¢i neexistenci
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feSeni a pak zapiSeme
—-bxvD
1,2 = 72(1 )

(pficemz je nékdy vhodné predem si vypocitat v/ D), nebo

b
T12 = —5—
2a’
nebo zapiSeme, Ze feSeni neexistuje (mnozina vsech feSeni je prazdnd).
Ale i u jinych typh rovnic se v ucivu o jejich feSeni nevyhybejme pii-
padtm, kdy TeSeni neexistuje, napi. zadavejme i takové rovnice, jako jsou

3 .
sin2az:—§, 27" 4 4% = 0, |z =1+ |z +1]-1=0.

-----

priklad, ktery by nas mél nabadat k opatrnosti pii geometrickych vypo-
¢tech.

Piiklad 13 (Tajemny kvadr)
Vypoctéte objem a povrch kvadru o hranach délky a, b, ¢, plati-li ab = 1,
¢ = /3, télesové thlopiicka u = 2.

Regeni: Povrch S = 2ab + 2ac + 2bc = 2ab + 2c(a + b); zde ab a ¢ zname,
pomoci zadanych hodnot vyjadiime jesté a + b:
u? =a? + b+ ¢® = 4 a pondvadz ¢ = 3, je a® + b = 1. K této rovnosti
pii¢téme rovnost 2ab = 2 a mame a®+2ab+b> = 3, (a+b)?> = 3, a+b = /3.
Plati tedy

S=2.1+2-V/3-V/3=8.

V=abc=ab-c=1-v3=13.

Vypocet je ukoncen.

Najdéme nyni velikost hrany a. Protoze ab = 1, je b = %; vyse jsme
zjistili vztah a +b = /3, tedy a + = = /3, z toho a® + 1 = ay/a, takze
pro a mame kvadratickou rovnici a? — ay/a + 1 = 0. OvSem diskriminant
D =3—-4 = -1 <0, takze zadany tajemny kvadr mé povrch 8, objem
V3, ale neexistuje.
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Odvaha 1 rozvaha pre dokazovanie
v skolskej matematike

DUSAN JEDINAK

Trnavskd univerzita, Trnava, SLOVENSKO

Uvod

Aj v skolskej matematike je to uz tak, zoznamujeme sa s nimi a vyzadu-
jeme ich — dokazy. Matematicky jazyk mé svoj systém, logicka struktiru,
v ktorej sa vychadza z prijatych definicii pojmov, uznanych axiém a odvo-
denych tvrdeni. Stastavou vyrokov, vyrokovych foriem a logickych operacii
s nimi prijimame dohodnuty sposob usudzovania a logického vyplyvania,
ktoré prerasti do uznavanych metdéd dokazov.

Skolska matematika je zmesou roznych induktivnych alebo deduktiv-
nych pristupov, ¢asto bez zrejmej $truktiry, zdévodnenej formy a dobre
zadefinovaného myslienkového zékladu. Praca s dokazmi na tejto Grovni
vyzaduje dlhodoby a cieleny premysleny postup v rovine psychickej i logic-
kej, pripravujaci na prikladoch to, ¢o robi matematické teérie pouzitelné
nielen v prirodovednych a technickych, ale aj spoloc¢enskovednych disciplin
a kultarno-pravneho zivotného prostredia.

Pontikam ukézky siedmych tloh aj s ich rieSeniami ako priklad postupu
pre budtcich ucitelov matematiky v zakladnych i strednych skoléch s pri-
pomienkou od starovekého filozofa Parmenida z Eley (asi 540 — 470 pred
n. 1.): Nekriat bez ciela o¢ami, nepocivaj usami, v ktorych sa rozlieha iba
hluk a nemel naprdizdno tstami, ale rozumom skimaj dokaz, ktory som
vyslowil.

NembzZe byt?

Uloha 1
Dokazte, ze stcet druhych mocnin Styroch po sebe idtcich prirodzenych
Cisiel nem6ze byt druhou mocninou niektorého prirodzeného ¢isla.

Riesenie: Nemoze byt? To je otazka! Stucet druhych mocnin $tyroch po
sebe iducich prirodzenych ¢isiel mézeme napisat ako:
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n+(n+1)2+n+2)2+(n+3)? =4n’ +12n+ 14 = 4(n® +3n + 3) + 2,

kden € N.
Pozrime sa ,,¢o robia“ druhé mocniny prirodzenych cisiel:

Ak je n parne, tj. existuje k € N tak, Ze n = 2k, potom n?> = 4k?, teda
kazda druhd mocnina parneho cisla je delitelna styrmi.
Druhé mocniny neparnych cisiel si1 vzdy neparne, pretoze

(2k +1)? =4k® + 4k + 1 =4(k* + k) + L.

Spominany stcet druhych mocnin §tyroch za sebou iducich prirodzenych
Cisiel
4(n* +3n+3)+2
je parny, teda ak by existovalo niektoré prirodzené prislusné p € N tak,
aby
4(n* +3n +3) +2 = p?

muselo by p tiez byt parne, ale to znamen4, ze p?> musi byt delitelné aj
Styrmi. Ale nag scet 4(n” + 3n + 3) + 2 nie je delitelny $tyrmi. Cize také
p € N neexistuje, aby pre n € N platilo

4(n* +3n +3) +2 = p?

Dokézali sme, Ze stcet druhych mocnin $tyroch po sebe iducich prirodze-
nych ¢isel nemoze byt druhou mocninou niektorého prirodzeného ¢isla.

Vyuzijeme vhodné aplné roztriedenie
Uloha 2

Dokéazte, ze medzi piatimi fubovolne vybranymi prirodzenymi ¢islami
(ozna¢me si ich m,n,p,q,r) sa vzdy ndjdu tri ¢isla, ktorych sacet je deli-
telny cislom tri.

Riesenie: Vyuzijeme Uplne roztriedenie vSetkych moznosti podla poctu
cisel delitelnych tromi
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A)

Ziadne é&islo nie je  Prave jedno je Préave dve st Aspon tri st

delitelné 3 delitePné 3 delitePné 3 delitelné 3
Potom aspon tri Nech m = 3t Nech m = 3t Zoberieme tri
z nich sa tvaru n = 3d z nich a ich

3k + 1 alebo 3k + 2 stucet je zrejme

(Dirichletov princip). & ® © m delitefny tromi.
Ak zoberieme a s¢ita-

me tie rovnakého tva-

ru, tak vzdy bude ich
sucet delitelny 3 lebo
3k+1+3t+1+4+3s+1=
3k+t+s)+3=
3k+t+s+1),

a to je delitelné 3.

Nech ostatné vsetky Styri s tvaru 3k + 1, tak zoberieme tri z nich a ich
stucet je zrejme delitelny tromi.

Nech ostatné vsetky Styri st tvaru 3k + 2, tak zoberieme tri z nich a ich
sucet je zrejme delitelny tromi.

Nech aspon jedno z cisel je tvaru 3s + 1 a aspoil jedno je tvaru 3z + 2.
Zoberieme (3t) + (3s + 1) + (32 4+ 2) = 3(t + s+ z + 1) a to je delitelné
tromi.

Nech vsetky ostatné maju pri deleni tromi zvysok 1, napr. p = 3k + 1,
q = 3s+ 1, r = 3z + 1. Potom ich sta¢i zobraf a sc¢itaf a je zrejmé, ze
ich sucet je delitelny tromi.

Nech p =3k + 2, ¢ = 35 + 2, r = 3z + 2. Ich sé¢itanie splia poziadavku
delitelnosti tromi.

Nech p =3k + 1, ¢q = 3s+ 2, r = 3z + 2 Zoberieme a s¢itame napr.
m = 3t,p=3k+1,aq=3s+2. Teda 3t+3k+1+3s+2=3(t+k+s+1)
a to je delitelné tromi.

Nech p =3k +2,q¢q = 3s+ 1, r = 3z + 1 Zoberieme napr. n = 3d,
p=3k+2,q=3s+1aichstfet 3d+3k+2+3s+1=3(d+k+s+1),
¢o znamena delitelnost tromi podla poziadavky tlohy.

Je vidiet, Ze sme v8etky moznosti pre fubovolna volbu piatich prirod-

zenych ¢isel roztriedili do deviatich disjunktnych tried podla poctu cisel
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delitelnych tromi a vzhladom k moznym zvysSkom pri delitelnosti tromi.
V kazdej triede sme ukézali platnost pozadovaného tvrdenia.

Deduktivnym postupom

Uloha 3
Na kolko oblasti rozdeli celd rovinu n navzajom réznobeznych priamok,
z ktorych zZiadne tri neprechadzaji jednym bodom.

Riesenie: Uvazujme pomerne v8eobecne: Nech n — 1 priamok (st oznacené
plnou ¢iarou) rozdeli celd rovinu na P,_; oblasti (na obr. je n — 1 = 4,
teda n = 5, piata priamka je vyznaend Ciarkovanie; P,—; = 11).

Potom n-t4 priamka bude pretatd tymi povodnymi priamkami v n — 1
roznych bodoch, teda rozdelend na n Casti a kazda tato Cast prispeje k roz-
deleniu ,zasiahnutych®“ oblasti na dve nové oblasti, takze pocet oblasti
vzrastie o n.

Teda plati: P, = P,_1 + n, teda aj

P=2=1+1
Py=P +2
Ps=P,+3

Pn71:Pn72+(n_]-)
P,=P,_1+n
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Ak to sc¢itame a zjednodusime, dostaneme

1 .
P,=1+(1+2+3+ ... +n):§(n2+n+2)

~

v

%n(n +1)
, . . P 1, ,
Za danych podmienok n priamok rozdeli rovinu na 3 (n® 4+ n + 2) oblasti.

Dokazeme, Ze sa neda ...

Uloha 4

Dokézte, Ze ¢islo 2"(n € N) sa nedd napisat ako stacet niekolkych za
sebou idicich prirodzenych cisiel.
Riesenie: Predpokladajme, Ze sa to da napisaf ako stacet niekolko za sebou
idacich prirodzenych ¢isiel a ukdzeme, Ze potom vznikne spor (sicasnéd
platnost vyroku i jeho negacie).

Nechteda 2" =z + (z+1)+ ... +(z+k—1)

v

k za sebou iducich prirodzenych &isel (k > 1)

Tam vieme séitat ¢leny aritmetickej postupnosti. Plati
n k

Na lavej strane tejto rovnice je vzdy sicin samych dvojok.
Postdme aj prava stranu.

Ak k = 2p (tj. k je parne ¢islo), tak prava strana je (2 +2p —1)p
—_——
neparne cislo

Ale Tava strana je sicin samych parnych dvojok a na pravej strane je
aj neparny Cinitel. To sa neméze nikdy rovnat.

Podobne, ak k = 2p + 1 (tj. k je nepérne ¢islo), tak pravd strana méa

tvar
2p+1

(2z + 2p) - =(x+p (2p+1)
——

nepérne &islo
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Ale to by znamenalo, Ze st¢in parnych dvojok sa rovnéa sucinu, v ktorom
je neparny cinitel. To je spor.

Pozoruhodnou Gvahou sme sa presvedcili, ze ¢islo 2" sa pre ziadne pri-
rodzené n neda napisat ako stucet niekolkych za sebou idtcich prirodzenych
Cisiel.

Pouzitie kritéria p L o

Uloha 5

Dokéazte, ze v kocke ABCDEFGH plati: priamka EC je kolma na
rovinu AFH{p=EC L AFH(o)}.

Riesenie: VyuZijeme kritérium kolmosti p na ¢ (priamka je kolmd na ro-

vinu, ak je kolmd na dve réznobezky tejto roviny). Ukdzeme, ze EC je
kolmé na dve réznobezKky z roviny AFH.

H G

I. HF | EG (uhlopriecky 8tvorca),
HF | EA (EA L EFGH, kocka ),
teda HF L EACG (splnené kritérium p L o).
II. AF | EB (uhlopriecky §tvorca),
AF 1 BC (BC L ABFE, kocka),
teda AF' | BCHE (splnené kritérium p L p).

Z 1. vyplyva, ze EC' L HF,
Z I1. vyplyva, ze EC L AF

(splnené kritérium p 1 p) = EC L AFH.
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Uspech zaruéeny déslednym komplexnym postupom
Uloha 6 (10. MO, 1968)

Dokézte, 7e existuje prave jeden trojuholnik, ktorého dlzky stran si tri
po sebe idlce prirodzené Cisla a jeho jeden vnatorny uhol je dvojnasobkom
druhého.

Riesenie: Oznaéme dlzky stran trojuholnika ABC a = n, b = n + 1,
c=n+2,kden €N

o I
A ¢ B

Potom pre velkosti vnutornych uhlov plati o < 8 < 7. Rozlisime tri
pripady: bud a = 243, alebo v = 2a, alebo v = 2.
1) Nech 8 = 2a. Zo sinusovej vety vyplyva, Ze plati

sin a b n+1

sin3 a n

’

ale tiez plati
sinf sin2a 2sinacosa

: = — = - =2cos«
sin sin v sin
z kosinusovej vety vyplyva
cos n+95 cos 3 n?+2n+3 cos n—3
a=——", =" = ,
2(n+2) 2n(n +2) 7 2n
potom
n+l n+5d
n n+ 2

atedaa=1,0=2 c=3, ale taky trojuholnik neexistuje.
2) Nech v = 2a. Zo sinusovej a kosinusovej vety vyplyva
c _siny  sin2a

= — = — =2cosw
a sina sin «
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po dosadeni:

n+2 n+9d
= =>n=4
n n+ 2

apotom a =4, b =5, ¢ = 6. Trojuholnik s dlzkami stran 4, 5, 6 pritom
splha podmienky tlohy.

3) Nech v = 24. Vyuzitim sinusovej a kosinusovej vety dostaneme po-

stupne
c siny  sin2p

b singd  sing
n+2 nP+2n+3

= >n*-n-3=0
n+1 n(n + 2) meon ’

= 2cosf,

ale korene tejto rovnice nie st prirodzené cisla. Trojuholnik s takymito
dlzkami stran nevyhovuje zadaniu tlohy.

Dokézali sme, Ze z analyzovanych moznosti pozadovanej tilohe vyhovuje

prave jeden trojuholnik — s dlzkami stran 4, 5, 6.

Viacerymi sposobmi
Uloha 7
Dokézte tvrdenie: Pre kazdé n prirodzene plati 8 | (32" — 1).

Riesene:

A) Plati 3?2 — 1 = (3")2 — (1) = (3" — 1)(3n + 1). Pretoze 3" je vidy
neparne ¢islo, tak 3™ — 1 aj 3™ + 1 st c¢isla parne. Potom st to dve za
sebou iddce parne ¢isla, z ktorych urcite jedno je delitelné aj Styrmi.
To znamend, %e v sicine (3" — 1)(3"™ + 1) je ¢islo delitelné dvomi a iné
¢islo delitelné $tyrmi, to znamend, ze sucin je delitelny 6smimi.

B) Skiimany vyraz mézeme upravit:

3 —1=9"-1=8+1)"-1=

—gr g (")t [ " )81 —1=
1 n—1

:8(8”—1+8”—2+ +< " )),
n—1

to znamena ze 8 | (32" — 1).
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C) Dokaz matematickou indukciou:
a) pren=1 8|8 plati
b) nech pre n =k > 1 plati 8| (3%% — 1); ukdzeme, 7e potom vzfah plati
ajpre n =k + 1, t.j. 8 (32(+1) — 1),
Upravujeme:

32T 1 =32 _1=9.32"—1=9.3%—1)+8=
=9-8-m+8=809m+1),

to ale znamend, ze ¢islo 32(Ft1) — 1 je delitelné 6smimi. Plati druhy
krok dokazu matematickou indukciou.

Tym je dané tvrdenie dokazané.

Tvrdenie Vn € N je 8 (32" — 1) sme teda dokdzali viacerymi postupmi.

Zaver

Aj ked vieme, Ze neexistuje ziadna lahkd a jedind metoda dokazova-
nia v Skolskej matematike, musime sa snazit ukdzat, ze dolezité je hlbsie
porozumenie primeranym lokalnym dékazom, ktoré st podporované aj po-
zorovanim nakreslenych obrazkov, geometrickym znézorhovanim, modelo-
vanim, robenim analégii, experimentovanim i odhadovanim, vytvaranim
domnienok a ich preverovanim. Uz od zaciatku vyucovania matematiky
je didakticky G¢inné pontkat (aj ked vedecky netplny) systém nadvizuj-
ucich, logicky zddvodnenych, matematickych axiém, definicii a viet, po-
staveny na primeranych dékazoch, ktoré vo svojej podstate Studujici plne
chépu a vedia ich aj obhajovat. Rad rozsirujem medzi dne$nymi ucitelmi
nagich 8kol odkaz zndmeho ¢eského matematika E. Cecha (1893-1960): Ne-
musite dokazovat vsetko, ale nesmiete nedokazovat nié. Nesmie sa stratit
fakt, Ze matematika je systém.
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Nasobeni dvou cisel ,,pod sebou
a ,vedle sebe”

JOSEF PASTORCAK

V soucasné dobé se na zakladni Skole uci zaci nasobit dvé ¢isla ,,pod
sebou“. Tento zpisob nasobeni se pouziva jiz del$i dobu. Nebylo tomu
tak ale vzdy. Drive se pouzivalo také nasobeni ,vedle sebe“. Tento zptisob
nasobeni jsem se ucil také ja v letech 1945-1949 na narodni §kole a pouzival
jsem jej i na tehdejsi tzv. stiedni gkole (dnes 2.stupeit ZS) i v dalsim
studiu. Nésobit ,,pod sebou” jsem se naucil az jako pedagog gymnazia, ale
sam jsem jej nikdy nepouzival. P1i patrani v historii o zptisobu nasobeni
jsem vyuzil fondu ucebnic matematiky Muzea Komenského v Prerové. Ze
studia ucebnic vyplynulo, ze az do roku 1950 se pouzival prevazné zptsob
nasobeni ,vedle sebe*, v malé mife i ,pod sebou* (viz [1] — [7]), zatimco
po roce 1950 se pouzival vyhradné zptsob nasobeni ,pod sebou* (viz [8] -
[11] ). Autorovi pfispévku se viak nepodafilo zjistit, jaky byl divod zmény.
MozZn4 v tom byla snaha nésobit prvniho ¢initele (ndsobence) za kazdou
cenu nejprve jednotkami druhého ¢initele (néasobitele). Mozné to souviselo
s tim, ze po roce 1950 byl i didakticky systém vice direktivni, zatimco do
roku 1950 byl liberalnéjsi a jednotlivi ucitelé obecnych a narodnich skol
pouzivali metodu, kterd jim 1épe vyhovovala.

Na nasledujicich prikladech vidime srovnani obou zptisobil nasobeni:
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Pod sebou 439

- 92
878
2195
22828
Vedle sebe
(sepisovani vpravo) 43952
2195
878
22828
Vedle sebe
(sepisovéani vlevo) 439 - 52 (pfi sepisovéani vlevo nelze vyuZit
878 vyhody pfi nasobeni ¢islem
2195 zactinajicim ¢islici 1)
22828

Kazdy si jisté v§imne dvou rozdilti: Prvni rozdil je viditelny, u nasobeni
vedle sebe se uSetii jeden aZ dva Fadky (kdyZ nédsobitel za¢ind Cislici 1).
Druhy rozdil je v tom, ze nasobeni vedle sebe systémoveé odpovida nasobeni
i déleni ¢isel a algebraickych vyraz (viz nésledujici piriklady). Operace
nasobeni a déleni se zacinaji provadét vzdy prvnim c¢islem néasobitele nebo
délitele zprava a sepisuje se zleva doprava, coz odpovidd i sméru psani

zleva doprava.

Priklad 1
22828 : 52 =439
202
468
0

Priklad 2

(a+ b+ c¢)-(a+b)=a®+2ab+ ac+ b+ be
a®> + ab + ac

ab + b% + be
a® + 2ab + ac + b + be

Priklad 3
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(a® —3a’b+ 3ab® — b%) : (a® —2ab+b*) =a—b
—a® 4 2a’b— ab?

— a%b+ 2ab® — b3
+ a?b— 2ab® + b*
0

Domnivam se, a z uvedenych prikladt vyplyva, ze ndsobeni ,vedle sebe*

(sepisovéani vpravo) je systémové, didakticky i prakticky vhodnéjsi nez na-
sobeni pod sebou. Vim, ze v dobé uziti kalkuldtord a pocitacd ve vyuce méa
obecné tato otazka mensi vyznam, i kdyz na zakladni skole jesté znacny
vyznam ma.

Cilem tohoto kratkého pfispévku bylo poskytnuti zdkladni informace

o moznych zpisobech nasobeni dvou ¢isel ve vyuce matematiky.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime TeSeni tloh 119 a 120, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
Cisle lonského (14.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 119
Necht S je stied strany AB ostrothlého trojihelniku ABC a V' prisecik
jeho vysek. Oznacme U obraz bodu V ve stfedové soumérnosti se stfedem
S. Dokazte, ze thly ACV a BCU jsou shodné.
Erich Windischbacher (Graz)

Reseni:

Oznacme V,, V3, V. paty vysek po fadé z vrcholi A, B, C, viz obrazek.
Bod B je obrazem bodu A ve stifedové soumérnosti se stiedem S, proto
je usecka BU obrazem usecky AV v této soumérnosti a tyto tsecky jsou
rovnobézné. Tedy UB je kolma k p¥imce CB. Analogicky ukdZeme, Ze plati
UA||VBaUA L CA. Odtud plyne, Ze body A, U, B a C lezi na Thaletové
kruznici s pramérem CU. Protoze trojihelnik ABC je ostrouhly, lezi body
C a U v opacénych polorovinach vytatych pfimkou AB.

C

Trojahelniky V,VC a V.V B jsou podobné, jelikoz maji shodné vnitini
uhly pfi vrcholech Vi, a V., resp. pii vrcholu V', tedy i ahly ACV a VBV,
jsou shodné. Uhly VBV, a BAU jsou st¥idavé, tudiz shodné. Z vlastnosti
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obvodovych thla plyne, ze i thly BAU a BCU jsou shodné. Proto jsou
shodné i thly ACV a BCU, coz jsme chtéli ukazat.

Spravné feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Jozef Mészaros z Jelky, Viadimir Pavel z Blovic, Lukds Bednarik z
SG v Olomouci, Jaroslav Hancl, Tomds Jeziorsky, Miroslav Klimos, Adam
Kubetta, Michal Kucera a Josef Zabenskyj, viichni z GMK v Bilovci, Lucie
Fabrikova, Zbynek Konecény Jakub Oprsal a Jan Uhlik, vSichni z G Brno,
t¥. Kpt. JaroSe, Marek Pechal z G Zlin, Lesni ¢tvrt, Marek Scholle z G
Pardubice, Dagicka a Pavel Salom z G Roznov p. R.

Uloha 120
Plati-li pro pfirozend ¢isla a, b, ¢, d vztah a® +b* + ¢ = d?, pak nejvyse
jedno z cisel a, b, ¢ je liché. Tvrzeni dokazte a najdéte vSechny takové
trojice (a, b, ¢) prirozenych ¢isel, kde d = 21.
Stanislav Trdvnicek

Reseni:

Kazdé sudé prirozené Cislo n lze zapsat ve tvaru n = 2k, kde k je
pfirozené &islo, proto n? = 4k? dav4 pii déleni ¢tyfmi zbytek 0. Kazdé liché
prirozené Cislo n lze zapsat ve tvaru n = 2k + 1, kde k je celé nezdporné
¢islo, proto n? = 4(k? + k) + 1 dava pti déleni ¢tyfmi zbytek 1.

Pokud d je ¢islo sudé, dava d? pii déleni étyfmi zbytek 0, tedy a®+b%+c?
dava zbytek nula, proto musi byt vSechna ¢isla a, b, ¢ suda. Pokud je d
¢islo liché, dava soucet a? + b2 + ¢ pii déleni ¢tyfmi zbytek 1 a tedy pravé
jedno z ¢isel a, b, ¢ musi byt liché.

Necht d = 21. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze ¢ je liché ¢islo
a a < b jsou suda cisla. Potom a =2k, b=2lac=2m+ 1, kde k <
jsou prirozend ¢isla a m celé nezdporné ¢islo. Dosazenim a Gpravou daného
vztahu dostaneme

k? 412 = (11 4+ m)(10 — m).

Odtud vidime, ze m € {0,1,...,9}. Pokud m = 9, potom k? + 1 = 20.
Protoze cislo 20 je délitelné ¢tyimi, musi byt podle vysledku uvedeného
vySe obé ¢isla k a [ suda. Jedina dvojice pfirozenych ¢isel, kterd vyhovuje
danému vztahu je k = 2, [ = 4. Podobné avahy provedeme pro zbyvajici
hodnoty parametru ¢ a vysledky zapiseme do tabulky.
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4 90 319]161(18]9
3 98 T 7 (141147
21 104 |2]10|4 )20 5
1] 108 |—|—

0| 110

Z tabulky vidime, Ze pro d = 21 mé tloha praveé Sest feseni takovych, ze
a < b jsou suda cisla a c¢ liché ¢islo. Libovolna permutace takového reseni
je opét feseni, celkem m4 tloha 33 feseni.

Spravné feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Vladimir Pavel z Blovic, Bedta Vavrincikovd z Kosic, Lukas Bednafrik
z SG v Olomouci, Eva Cernohorskd z 1. ¢eského G v Karlovych Varech,
Lucie Fabrikovd a Jan Uhlik, vSichni z G Brno, tf. Kpt. Jarose, Tomds
Jedlicka z G Trebi¢, Tomds Jeziorsky a Vit Orava vSichni z GMK v Bi-
lovci, Tereza Klimosovd z G Lanskroun, Marek Scholle z z G Pardubice,
Dasicka a Radek Zlebcik z G Praha 5, Zborovska.

Netplné feseni zaslali: Jozef Mészdros z Jelky, Jiri Steckbauer z Kvétné,
Jaroslav Hanél z GMK v Bilovcei, Zbynék Konecényjz G Brno, tf. Kpt. Jarose
a Marek Pechal z G Zlin, Lesni ¢tvrt.
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