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Kolem roku ��� n� l� napsal alexandrijsk� u�enec Claudius Ptolemaios
svou Velkou sb�rku zn�mou pod n�zvem Almagest�� Bylo to dokonal� d�lo	
kter� se stalo na pln�ch �
�� let bibl� astronom�� Spis o t�in�cti knih�ch
shrnoval v
e	 co bylo astronomii pot�ebn�	 od nauky o stavb� pozorovac�ch
p��stroj� a v
eho nutn�ho matematick�ho apar�tu	 p�edev
�m trigonomet�
rick�ch tabulek	 a� po katalog st�lic a dokonale propracovanou planet�rn�
soustavu �podrobn�ji nap�� �����

V tomto �l�nku se sezn�m�me s postupy	 je� Ptolemaiovi umo�nily vy�
po��tat zm�n�n� tabulky	 a uvedeme n�kolik dal
�ch aplikac� v�ty	 kter�
dnes nese jeho jm�no��

V�ta � �Ptolemaiova�

V ka�d�m t�tivov�m �ty��heln�ku plat�� Sou�et sou�in� d�lek jeho pro�
tilehl�ch stran je roven sou�inu d�lek jeho �hlop���ek�

P�i ozna�en� podle obr� � lze v�tu vyj�d�it algebraick�m vztahem

jABj � jCDj� jBCj � jADj � jACj � jBDj� ���

nebo

ac� bd � ef� ���

�N�zev vznikl zkomolen�m arabsk�ho �Al Magiste�� co� lze p	elo�it jako �Nejv�t���

�Podle n�kter�ch pramen� byla v�ta 
 zn�ma ji� d	�ve
 Almagest je v�ak nejstar��m

zn�m�m d�lem� kter� ji i s d�kazem obsahuje
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D�kaz v�ty � uvedeme spole�n� s tzv� Artmanovou hypot�zou ����	 str�
��� � ����	 podle n�� byla Ptolemaiova v�ta objevena zobecn�n�m �vah
vedouc�ch k Pythagorov� v�t�� Artmanovy dom�nky nejsou mo�n� p��li

cenn� z hlediska historie matematiky	 umo��uj� v
ak poznat souvislost
Ptolemaiova d�kazu se st�edo
kolsk�m postupem odvozen� Eukleidov�ch
v�t a v�ty Pythagorovy�
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 �

P�i ozna�en� podle obr� � m��eme postup zn�m� z u�ebnic schematicky
zapsat takto�

�BCE � �ACB � b � e � x � b� b� � xe �

�ABE � �ACB � a � e � �e� x� � a� a� � �e� x�e �
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�a� � e� � ex� � �b� � ex�� a� � b� � e� �

Na obr� � troj�heln�ky ABE a BCE pokr�vaj� troj�heln�k ABC� Ve
snaze o lep
� n�zornost m��eme situaci z obr� � p�en�st do pravo�heln�ku
na obr� � a z�pis postupu pak je
t� upravit�

�BCE � �BDA� b � f � x � d� bd � xf � ���

�ABE � �DBC � a � f � �e� x� � c� ac � �e� x�f � �
�

�ac � ef � xf� � �bd � xf�� ac� bd � ef � ���

Proto�e pravo�heln�k m� shodn� �hlop���ky i protilehl� strany �obr� ��	
plat�

�c � a� � �d � b� � �f � e� � �a� � b� � e�� �

�����
����������

Obr
 � Obr
 �

Uva�ujme nyn� libovoln� t�tivov� �ty��heln�k ABCD �obr� 
�� Chceme�
li prov�st analogick� �vahy	 je nutno zvolit bod E na �se�ce AC tak	 aby
troj�heln�ky BCE a BDA byly podobn�� Z obr�zku je patrn�	 �e plat�

j�BCEj � j�BCAj � j�BDAj �shodn� obvodov� �hly� �

Zvol�me tedy E tak	 aby j�CBEj � j�DBAj� Pak budou podobn� i troj�
�heln�ky ABE a DBC	 nebo�

j�ABEj � j�ABCj � � � j�DBCj
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a z�rove�
j�BAEj � j�BACj � j�BDCj �

Nyn� sta�� znovu pou��t kroky ��� � ��� a d�kaz vztahu ��� je proveden
v podob�	 je� odpov�d� origin�lu z Ptolemaiova Almagestu�

Uk��eme je
t�	 �e p�ede
l� v�ta plat� tak� v opa�n�m sm�ru�

V�ta � �obr�cen� Ptolemaiova v�ta�

Ka�d�mu konvexn�mu �ty��heln�ku ABCD	 jeho� d�lky stran a �hlo�
p���ek spl�uj� vztah ���	 lze opsat kru�nici�

D�kaz� V konvexn�m �ty��heln�ku ABCD	 v n�m� plat� ���	 zvolme bod E
tak	 aby j�CBEj � j�DBAj a j�BCEj � j�BDAj �obr� ��� Troj�heln�ky
BCE a BDA jsou podobn�	 a tak plat�

jBEj � jECj � jCBj � jBAj � jADj � jDBj � � �

���
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Obr
 �

Plat� tedy i jBEj � jBAj � jBCj � jBDj	 co� spolu s rovnost� j�ABEj �
� j�DBCj zd�vod�uje podobnost troj�heln�k� ABE a DBC� Z n� pak
plyne rovnost jABj � jCDj � jAEj � jBDj	 kterou se�teme s d�sledkem
jBCj � jADj � jECj � jBDj vztahu � �� Vzhledem k p�edpokladu ��� d�le
dostaneme

jABj � jCDj� jBCj � jADj � �jAEj � jECj� � jBDj � jACj � jBDj �
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z �eho� plyne	 �e E je vnit�n�m bodem �se�ky AC� Polop��mka CE tedy
proch�z� bodem A	 �hly �ACB a �ADB jsou shodn� a z vlastnost� ob�
vodov�ch �hl� kone�n� plyne	 �e �ty��heln�k ABCD je t�tivov�� T�m je
d�kaz proveden�

V�ty � a � lze spojit ve v�tu jedinou�

V�ta � �Ptolemaiovo krit�rium t�tivov�ho �ty��heln�ku�

Konvexn� �ty��heln�k je t�tivov� pr�v� tehdy	 kdy� je sou�et sou�in�
d�lek jeho protilehl�ch stran roven sou�inu d�lek jeho �hlop���ek�

Ptolemaiovy tabulky	 jejich� podrobn�j
� anal�za je snadno dosa�iteln�
na Internetu ����	 G� Elert� Ptolemy!s Table of Chords apod��	 p�i�azovaly
d�lk�m oblouk� pevn� dan� kru�nice d�lky t�tiv t�chto oblouk�� Abychom
vyj�d�ili Ptolemaiovy my
lenky dne
n�mi goniometrick�mi pojmy	 uva�
�ujme kru�nici o pr�m�ru �r � �� Pak je d�lka jej�ho libovoln�ho oblouku
XY jednozna�n� ur�ena velikost� � kter�hokoliv z p��slu
n�ch obvodov�ch
�hl� XV Y a podle sinov� v�ty je jXY j � �r sin� � sin�� Ptolemaiovy
trigonometrick� tabulky jsou tedy ekvivalentn� s tabulkami funkce sinus�

Z�kladn� hodnoty funkce sin� pro � � ���� � �� 
���  ��� � � � lze snad�
no a p�esn� vypo��tat pomoc� Pythagorovy v�ty a pravideln�ch n��heln�k�
vepsan�ch do kru�nice� Ptolemaios ov
em neu��val funkci sinus	 a tak ur�il
d�lky stran a �hlop���ek pravideln�ch n��heln�k� pro n � f�� 
� ��  � ��g�
D�lky t�tiv dal
�ch oblouk� z�sk�val postupn� z ji� vypo�ten�ch u�it�m
t�� d�sledk� v�ty �	 kter� jsou ekvivalentn� se sou�tov�mi vzorci pro sinus
sou�tu a rozd�lu dvou �hl� a se vztahem pro sinus dvojn�sobn�ho �hlu�
Ptolemaiovou metodou nyn� odvod�me zm�n�n� sou�tov� vzorce�

Do kru�nice s jednotkov�m pr�m�rem AC vepi
me �ty��heln�k ABCD
podle obr�  � Ozna��me j�CADj � �	 j�CABj � � a pomoc� sinov� v�ty
ur��me jBDj � sin�� � ��	 jCDj � sin�	 jADj � cos�	 jBCj � sin�	
jABj � cos�� Dosazen�m do ��� dostaneme vzorec pro sinus sou�tu veli�
kost� dvou �hl��

sin��� �� � sin� cos� � cos� sin�� kde �� � � ��" �
�
� �

Analogicky ve �ty��heln�ku ABCD na obr� # plat��

sin��� �� � sin� cos� � cos� sin�� kde �� � � ��" �
�
� �
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Obr
 � Obr
 �

Pozn�mka� Vyj�d�en� sou�tov�ch vzorc� pomoc� oblouk� d�lek jejich
t�tiv nalezne �ten�� tak� v �loze 
�

Na z�v�r uve$me	 �e podobn�m zp�sobem lze odvodit i kosinovou v�tu��

V p��pad� ostro�hl�ho troj�heln�ku ABC postupujeme takto� Je�li A� ob�
raz vrcholu A v soum�rnosti podle osy �se�ky BC	 zjist�me po dopln�n�
lichob��n�kuBCAA� na pravo�heln�kBCDE �obr� �a�	 �e jADj � jA�Ej �
� b cos � a jA�Aj � a� �b cos�� Aplikac� Ptolemaiovy v�ty na �ty��heln�k
BCAA� dostaneme

c� � a� � b� � �ab cos� �

������
���	
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����

Obr
 �a Obr
 �b

�Eukleides v druh� knize Z�klad� ��� uv�d� dv� v�ty� kter� jsou v souhrnu ekviva�
lentn� kosinov� v�t�� V�tu XII pro tup� �hel p	i vrcholu A a v�tu XIII pro ostr� �hel
p	i A
 D�kaz v�t odpov�d� d�kaz�m z dne�n�ch st	edo�kolsk�ch u�ebnic
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Pro tupo�hl� troj�heln�k ABC s tup�m �hlem p�i vrcholu C dok��eme
platnost posledn�ho vztahu analogicky pomoc� obr� �b	 kter� byl p�evzat
z publikace �
�� Ov��en� platnosti vztahu pro situace	 kdy je tup� �hel p�i
vrcholu A	 resp� B	 p�enech�me �ten��i�

V tomto p��sp�vku jsme se omezili jen na uk�zku trigonometrick�ho
vyu�it� Ptolemaiovy v�ty� N�kter� dal
� aplikace jsou nazna�eny v �loh�ch
p�ipojen�ch na konci �l�nku� V navazuj�c�ch �l�nc�ch	 kter� budou publi�
kov�ny v tomto �asopise	 budou uvedeny dal
� analogie a zobecn�n� v�ty �	
v�etn� uk�zek jejich vyu�it��

�lohy

�� Obr�zky � a 
 jsou nakresleny pro �� � j�ABCj� Ov��te d�kaz pro
situace	 kdy tento vztah neplat��

�� Pomoc� Ptolemaiovy v�ty ur�ete d�lku �hlop���ky v pravideln�m p�ti�
�heln�ku	 jeho� strana m� d�lku a�

�� D�lky stran lichob��n�ku jsou �� �� � a m	 kde m je kladn� re�ln� ��slo�
Ur�ete d�lky jeho �hlop���ek a polom�r kru�nice opsan��


� Bod D rozd�luje oblouk AC kru�nice o polom�ru r na oblouky AD
a DC� Doka�te	 �e plat��
a� jACj � jADjp�� jCDj����r�� � jCDjp�� jADj����r��	
b� jADj � jACj

p
�� jCDj����r�� � jCDj

p
�� jACj����r���

�� T�i strany t�tivov�ho �ty��heln�ku maj� d�lky a	 b	 c a �tvrt� je rovna
pr�m�ru kru�nice �ty��heln�ku opsan�� Doka�te	 �e tento pr�m�r je
re�ln�m ko�enem rovnice

x� � �a� � b� � c��x� �abc � � �

L i t e r a t u r a

�
� Artmann� B�� Euclid � The Creation of Mathematics
 Springer � Verlag� 
���

��� Eukleides� Z�klady� J�MF� Praha 
���

��� Horsk� Z� � Plavec M�� Pozn�v�n� vesm�ru
 Orbis� Praha 
���

��� Nelsen� R� B�� Proofs Without Words � Excercises in Visual Thinking� The Mathe�

matical Association of America� Washington 
���

��� http���hypertextbook
com�eword�chords
html
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Co� pro� a jak ve �kolsk�
matematice IV

R�	ENA BLA	KOV


Pedagogick� fakulta MU� Brno

Operace se zlomky � n�soben� zlomk�

N�soben� zlomk�
a

b
a
c

d
	 kde b� d �� �	 je v u�ebnic�ch de%nov�no n�sle�

duj�c�m zp�sobem�
a

b
� c
d
�
a � c
b � d

Ve 
kolsk� matematice se n�soben� zlomk� zav�d� a demonstruje nejprve
na p��kladech n�soben� zlomku p�irozen�m ��slem� To se	 podobn� jako
n�soben� p�irozen�ch ��sel	 ukazuje nejprve na z�klad� s��t�n� n�kolika
stejn�ch s��tanc�	 nap��
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�
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�
�
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�
�
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�
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�
�

Pro volbu motiva�n�ch p��klad� z praxe jsou vhodn� nap�� ur�en� mno�stv�
vypit� tekutiny po vypit� n�kolika krabi�ek �fru�ka� n�poj� o objemu �

�

litru	 ur�en� d�lky dr�hy po ujit� ur�it�ho po�tu krok� t��e d�lky �

�
metru	

v�po�et obsahu obd�ln�ku	 jeho� jedna strana je ��slo p�irozen� a druh�
strana je vyj�d�ena zlomkem �nap�� chodby	 kter� m� d�lku �m a 
��ku
�

�
m� apod� Dostatek motiva�n�ch a aplika�n�ch �loh podpo�� spr�vn� po�

chopen� v�ty	 kter� uv�d� n�soben� zlomku ��slem p�irozen�m� Zlomek n��
sob�me p�irozen�m ��slem tak	 �e t�mto ��slem vyn�sob�me �itatele zlomku
a jmenovatele op�
eme �nebo ponech�me beze zm�ny�� Sna��me se tak p�e�
dej�t chyb�	 se kterou se u n�kter�ch ��k� setk�me	 a� probereme n�soben�
zlomku zlomkem� V tomto p��pad� n�kte�� ��ci p�irozen�m ��slem vyn�sob�
jak �itatele	 tak jmenovatele zlomku	 nap�� � � �

�
� ��

��
�

N�soben� zlomku zlomkem m��e b�t vysv�tlov�no na r�zn�ch ilustra��
n�ch p��kladech	 av
ak nejd�le�t�j
� je	 aby ��k v uv�d�n�m p��kladu sku�
te�n� vid�l operaci n�soben�� Uve$me n�kter� mo�nosti postupu�

a� Z �tvercov�ho pl�tu plechu o d�lce strany �m pot�ebujeme vyst�ih�
nout obd�ln�k	 jeho� jedna strana je t�i p�tiny metru a druh� strana t�i
�tvrtiny metru� Jak� bude obsah obd�ln�ku&
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Z obr�zku n�zorn� ur��me obsah obd�ln�ku� �

��
m�� Na z�klad� n�zoru

m��eme pak odvodit vztah a uv�st v�tu pro n�soben� zlomk��

�
�
� �


�

� � �
� � 
 �

�
��

Sou�inem dvou zlomk� je zlomek	 v jeho� �itateli je sou�in �itatel� obou
zlomk� a ve jmenovateli sou�in jmenovatel� obou zlomk�� �Nebo je v�ta
uvedena ve tvaru� Zlomek n�sob�me zlomkem tak	 �e sou�in �itatel� lo�
m�me sou�inem jmenovatel�� Nebo� Zlomek n�sob�me zlomkem tak	 �e
vyn�sob�me �itatele �itatelem a jmenovatele jmenovatelem��

b� N�soben� zlomku zlomkem motivujeme p��ladem	 v n�m� po��t�me
zlomek ze zlomku	 nap�� �

�
z �

	
a pot� �

�
z �

�
� V tomto p��pad� v
ak ne

v
ichni ��ci vid� operaci n�soben��

��
����

�
�

z
 
�

� � �
�
�
�  
�
�

 
� 

�
�
�
�
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P�i v�uce n�soben� zlomk� v�nujeme pozornost kr�cen� zlomk�	 a to jak
zlomk� jednotliv�ch	 tak tzv� kr�cen� k���em	 tj� kr�cen� r�zn�ch �initel��
Upozorn�me na p��pady	 kter� by vedly k eventu�ln�m chyb�m p�i kr�cen�	
jako je kr�cen� v sou�tu nebo rozd�lu�
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N�soben� racion�ln�ch ��sel je operace uzav�en�	 komutativn�	 asociativn�	
neutr�ln�m prvkem je ��slo �	 ��slo � je prvkem agres�vn�m� Ke ka�d�mu
racion�ln�mu ��slu �s v�jimkou nuly� existuje inverzn� prvek	 co� je ��slo
p�evr�cen�� Sou�in zlomku a zlomku k n�mu p�evr�cen�mu je roven jedn��

P	�klady k procvi
en�

�� Tabulka se samokontrolou

����
����

Do pol��ek �tvercov� tabulky � � � nap�
eme �ty�i libovoln� zlomky	
kter� vyn�sob�me po dvojic�ch nejprve v ��dc�ch� Ve shod� s obr�zkem �
tak dostaneme n�sleduj�c� v�sledky

�
�
� 

�
�

�
��

�
�
�
� �


�

�


�
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Vyn�sob�me�li ale tyt�� zlomky v tabulce po dvojic�ch ve sloupc�ch	 do�
staneme

�
�
� �
�
�

�
�
�

�


� 

�
�

�
�
�

Sou�in sou�in� �dvojic� zlomk� v ��dc�ch je p�itom roven sou�in sou�in�
�dvojic� zlomk� ve sloupc�ch� Plat� tedy

�
��

� �


�

�
�
� �
�
�

�
��

�

�� Vypo��tejte dan� t�i sou�iny zlomk� a uspo��dejte je od nejmen
�ho
k nejv�t
�mu


�
��

� ��
 

�

� 
� 

� #
�
�

���
���

� �

��

�

Operace se zlomky � d�len� zlomk�

Vlastn� v�uku d�len� zlomk� m��eme op�t roz�lenit do n�kolika f�z��

a� D�len� zlomku ��slem p�irozen�m	 nap��
Dv� t�etiny dortu rozd�lte na dv� ��sti� T�i �tvrtiny litru ml�ka rozd�lte

na t�i ��sti� T�i �tvrtiny pizzy rozd�lte na dv� ��sti�

����
����

T�mto praktick�m �loh�m tak odpov�daj� p��klady d�len� �

�
� � � �

�
	

�

�
� � � �

�
	 �

�
� � � �

	
�

�Srovnejte v�sledky d�len� s v�sledky p��klad� n�soben� �

�
� �
�
	 �

�
� �
�
	 �

�
� �
�
�

b� D�len� p�irozen�ho ��sla zlomkem�

�i� Je vhodn� uv�st nejprve p��klady	 kdy ��ci snadno pochop� princip
d�len� p�irozen�ho ��sla zlomkem� Nap��klad chceme�li �� litr� mo
tu rozl�t
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do lahv� o objemu � litr	 pot�ebujeme jich k tomu ��	 nebo� �� � � � ���
Chceme�li v
ak �� litr� mo
tu rozl�t do lahv� o objemu �

�
litru	 pot�ebujeme

k tomu �� lahv�	 tedy dvojn�sobek lahv�	 nebo� �� � �

�
� ���

Analogicky m��eme d�le pokra�ovat� Chceme�li �� litr� mo
tu rozl�t
do lahv� o objemu jedna t�etina litru	 jedna �tvrtina litru	 t�i poloviny
litru	 apod� P�itom v�dy sledujeme	 jak se m�n� pod�l a jak� je souvislost
s n�soben�m p��slu
n�ch ��sel�

�ii� M��eme vyu��t n�sleduj�c� experiment� � litr� ml�ka budeme d�lit
po jedn� �tvrtin� litru� Kolik ��k� tak obdr�� jednu �tvrtinu litru ml�ka&
D�le m��eme postupovat od jednoho litru a budeme sledovat	 kolik ��k�
postupn� ml�kem pod�l�me� 'daje pak zap�
eme do tabulky�

po�et litr� ml�ka � � � 
 �

po�et ��k�	 kter� pod�l�me 
 � �� � ��

Z tabulky je patrn�	 �e � � �

�
� �� a v souvislosti se znalost� n�soben�

zlomk� ji� v�me	 �e � � �
�
� ��	 tedy � � �

�
� � � �

�
�

�iii� T�i kilogramy su
en�ch bylin budeme rozd�lovat do s��k� po jedn�
desetin� kilogramu � �

��
kg���� g�� Vypo�teme � � �

��
� � � ��

�
� ���

Z n�kolika uveden�ch p��klad� m��eme usoudit	 �e p�irozen� ��slo d��
l�me zlomkem tak	 �e p�irozen� ��slo n�sob�me zlomkem p�evr�cen�m�

c� D�len� zlomku zlomkem

P�edpis pro d�len� zlomku jin�m zlomkem je obsa�en v n�sleduj�c� v�t��
Dan� zlomek d�l�me druh�m zlomkem tak	 �e jej vyn�sob�me zlomkem
p�evr�cen�m k druh�mu zlomku	 tj plat�

a

b
�
c

d
�
a

b
� d
c
�

p�i�em� zde po�adujeme	 aby ��sla b� c� d byla r�zn� od nuly�
I zde je mo�no vyu��t n�kolika motiva�n�ch �loh	 kter� dan� p�edpis

podpo��	 nap��

�i� T�i �tvrtiny litru ml�ka rozd�l�me do skleni�ek po jedn� �tvrtin�
litru� Kolik skleni�ek tak napln�me& � �

�
� �

�
� �	 p�itom si v
imn�me	 �e

plat� �

�
� �
�
� �	 tedy �

�
� �

�
� �

�
� �
�
�
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�ii� Obd�ln�k m� strany d�lky �

�
metru a �

��
metru� Jeho obsah je ��

��

metru �tvere�n�ho� Formulujeme n�sleduj�c� �lohu�

Jak� je d�lka obd�ln�ku	 je�li jeho obsah ��

��
metru �tvere�n�ho a 
��ka

obd�ln�ku je �

��
metru&

M�me tak vypo��tat pod�l zlomk� ��

��
� �

��
� �

�
� P�itom vid�me	 �e

��

��
� ��
�
� �

�
�

Je tedy ��

��
� �

��
� ��

��
� ��
�
� �

�
�

���
������

�iii� Pro p�em�
liv� ��ky m��eme uv�st n�sleduj�c� p��klad�

Pokud neum�me vypo��tat hodnotu nap�� hodnotu pod�lu �

�
� �

�
	 obecn�

a

b
�
c

d
� kde b� c� d �� � �

m��eme postupovat takto�

Ozna��me si hodnotu pod�lu jako x	 je tedy �

�
� �

�
� x� P�itom si uv�do�

mme	 �e hodnota pod�lu x vyn�soben� hodnotou d�litele je rovna d�lenci	
tj� x � �

�
� �

�
� Jestli�e chceme d�le vypo��tat hodnotu x	 m��eme ob� strany

posledn� rovnice vyn�sobit zlomkem p�evr�cen�m ke zlomku �

�
	 kter� %�

guruje jako �initel na lev� stran� t�to rovnice u nezn�m� hodnoty x	 tedy
zlomkem �

�
� T�m z�sk�me u nezn�m� hodnty x koe%cient �� D�le uv�d�me

v�
e popsan� postup p�i d�len� dan�ch zlomk�

x � �
#
� #
�
�

�
�
� #
�
� a tedy x �

�
�
� #
�
�

�

��

�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �
�



tj�
�
�
�
�
#
�

�
�
� #
�
�

Obecn� pak m��eme pou��t n�sleduj�c� postup

x �
a

b
�
c

d

x � c
d
�
a

b

x � c
d
� d
c
�
a

b
� d
c
� tj� x �

a

b
� d
c
�
a � d
b � c �

P�itom plat�
a

b
�
c

d
�
a

b
� d
c
�

Po zvl�dnut� u�iva o d�len� zlomk� zav�d�me pojem slo�en�ho zlomku	
tedy zlomku	 jeho� �itatelem i jemnovatelem je op�t zlomek� 'pravy slo�
�en�ho zlomku	 kr�cen� apod� vypl�vaj� z uveden�ch postup� pro d�len�
zlomk�	 nebo� hlavn� zlomkov� ��ra u slo�en�ch zlomk� nahrazuje d�len��
Lze t�� uv�st mnemotechnickou pom�cku�

�h
a

b

c

d

ij � ad

bc

V u�ebnic�ch matematiky pro jednotliv� ro�n�ky Z( i ve sb�rk�ch �loh
lze nal�zt mnoho zaj�mav�ch p��klad� pro po��t�n� tak� se slo�en�mi
zlomky�

L i t e r a t u r a

�
� Balada� F�� Z d�jin element�rn� matematiky
 SPN� Praha 
���

��� Hejn�� M� a kol�� Te ria vyu�ovania matematiky
 SPN� Bratislava 
���


Upozorn�n� �ten�
�m� Do druh� ��sti p	�sp�vku �Co� pro� a jak ve �kolsk� matematice�
!
�
 ro�n�k MFI� ��slo �" se vloudila chybi�ka
 Na str
 ��� m� v posledn� v�t� spr�vn� b�t�
�P	i zn�zor#ov�n� zlomk� na ��seln� ose je nutn� respektovat skute�nost� �e obrazem
��sla na ��seln� ose je bod� nikoliv interval� tedy nap	
 obrazem ��sla �

�
a v�ech zlomk�

s t�mto zlomkem ekvivalentn�ch je bod� nikoliv �se�ka nebo obd�ln�k� jak to ��ci n�kdy
�in��
 �ten�	�m se za tuto chybu omlouv�me


�
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Binomick� rovnice a funkce sinus

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

Dnes	 kdy si ka�d� ���ek m��e hodnoty funkce sinus zjistit na kalku�
la�ce s velmi velkou p�esnost�	 upad� jejich vyj�d�en� pomoc� odmocnin
pomalu ale jist� v zapomenut�� Pro numerick� v�po�ty je nepochybn� d��
le�it�j
� zn�t hodnotu sin �

�
ve tvaru �	�  ���	 ne� ve tvaru

p
�

�
	 ale v teorii

by t�mto zp�sobem student�m mohly uniknout pozoruhodn� souvislosti�
Z �daj� na kalkula�ce nap��klad ��dn� student nezjist�	 �e plat� n�sledu�
j�c� rovnosti	 kter� mu samoz�ejm� k ni�emu nebudou	 ale kter� mohou
n�kter� zv�dav�j
� povahy pot�
it�

sin �� � �

�

p
��p


 sin  �� � �

�

p
� �

p
�

sin ��� � �

�

p
��p

� sin  #���� �

�

p
� �

p
�

sin ������ �

�

p
��p

� sin #�� � �

�

p
� �

p
�

sin ��� � �

�

p
��p

� sin ��� � �

�

p
� �

p



sin 
�� � �

�

p
��p

�

Poznatky	 kter� nyn� odvod�me	 u� tak jednoduch� nebudou� Z hlediska

kolsk�ho nejsou sice nijak d�le�it�	 ale jist� v�znam se jim p�isoudit d�	
proto�e studenti si p�i jejich odvozov�n� mohou procvi�it a zopakovat pro�
bran� u�ivo�

Vyjdeme z binomick� rovnice

x�n � � � ��

jej�� ko�eny jsou ��sla

xk � cos
�k�
�n

� i sin
�k�
�n

� k � �� �� �� � � � � �n� ��

kter� v Gaussov� rovin� le�� ve vrcholech pravideln�ho �n��heln�ku zn�zor�
n�n�ho na obr� �� V
imn�me si	 �e ��sla xk a x�n�k jsou pro
k � �� �� � � � � n� � komplexn� sdru�en�" je�li tedy

xk � cos
k�

n
� i sin

k�

n
�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �
�



je

x�n�k � cos
k�

n
� i sin

k�

n
�

Polynom x�n � � rozlo��me na sou�in ko�enov�ch �initel�	 p�i �em�
slou��me dvoj�leny x� xk a x� x�n�k �

x�n � �x� � ��
n��Y
k
�

��x� xk��x � x�n�k�� �

� �x� � ��
n��Y
k
�

�
x� � �x cos

k�

n
� �

�
�

Proto�e pro x �� � a x �� �� plat�

x�n � �
�x� � ��

� � � x� � x� � � � � � x�n���

dost�v�me z odvozen�ho vztahu

� � x� � x� � � � � � x�n�� �
n��Y
k
�

�
x� � �x cos

k�

n
� �

�
�

co� pro x � � znamen�	 �e je

n �
n��Y
k
�

�
�� � cos

k�

n

�
� �n��

n��Y
k
�

�
�� cos

k�

n

�
�

U�it�m rovnosti

�� cos
k�

n
� � sin�

k�

�n

dostaneme

n � �n�� � �n��
n��Y
k
�

sin�
k�

�n

a vzhledem k tomu	 �e �hel k�

�n
je pro k � �� �� � � � � �n��� ostr�	 m� sin k�

�n

kladnou hodnotu a po z�v�re�n� �prav� doch�z�me k v�sledku�

Pro v
echna p�irozen� n � � plat��
n��Q
k
�

sin k�

�n
�

p
n

�n��
�

�
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Student�m nech�me tento v�sledek ov��it pro n � � a n � ��

sin
�



�

p
�
�
� sin

�

 
� sin

p
�
 

�

p
�



Podobn� vztah odvod�me z binomick� rovnice

x�n�� � � � ��

������
���	
�
�
����

Jej� ko�eny jsou ��sla

xk � cos
�k�

�n� �
� i sin

�k�
�n� �

� k � �� �� �� � � � � �n�

kter� v Gaussov� rovin� le�� ve vrcholech pravideln�ho ��n � ����heln�ku
zn�zorn�n�ho na obr� �� Op�t je vid�t	 �e ��sla xk a x�n���k jsou sdru�en�
pro v
echna k � �� �� � � � � n" je�li tedy

xk � cos
�k�

�n� �
� i sin

�k�
�n� �

�

je

x�n���k � cos
�k�

�n� �
� i sin

�k�
�n� �

�
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Podobn�m zp�sobem jako v p�edch�zej�c�m p��pad� rozlo��me polynom
x�n�� � � na sou�in ko�enov�ch �initel��

x�n�� � � � �x� ��
nY

k
�

��x� xk��x� x�n���k�� �

� �x� ��
nY

k
�

�
x� � �x cos

�k�
�n� �

� �

�

Uv�dom�me�li si	 �e pro x �� � je

�x�n�� � ����x� �� � � � x� x� � � � � � x�n�

vypl�v� z odvozen�ho vztahu

� � x� x� � � � � � x�n �
nY

k
�

�x� � �x cos
�k�

�n� �
� ���

Odkud pro x � � dost�v�me

�n� � �
nY

k
�

�
�� � cos

�k�
�n� �

�
� �n

nY
k
�

� sin�
k�

�n� �
�

� ��n sin�
k�

�n� �
�

Vzhledem k tomu	 �e sin k�

�n��
je pro k � �� �� � � � � n kladn�	 dosp�v�me

k z�v�re�n�mu v�sledku�
Pro v
echna p�irozen� n plat�

nY
k
�

sin
k�

�n� �
�

p
�n� �
�n

�

I nyn� mohou studenti ov��it	 �e pro n � � a n � � je vskutku

sin
�

�
�

p
�
�
� sin

�

�
� sin ��

�
�

p
�


�

Nask�t� se ot�zka	 zda n�jak� podobn� rovnost plat� i pro sou�in hodnot
funkce kosinus� Odvod�me ji zp�sobem	 kter� u� bude �ten��i nepochybn�
pov�dom��

�
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Uva�ujme binomickou rovnici

x�n�� � � � ��

jej�� ko�eny jsou ��sla

xk � cos
�� ��k
�n� �

� i sin
�� ��k
�n� �

�

���
���
���

kde k � �� �� � � � � �n� Tyto ko�eny
jsou v Gaussov� rovin� vrcholy
pravideln�ho ��n� ����heln�ku na
obr� �� Na rozd�l od p�ede
l�ch p���
pad� je nyn� x� �� �� Zn�m�m zp��
sobem rozlo��me polynom x�n���
�� na sou�in ko�enov�ch �initel�

x�n�� � � � �x� ��
n��X
k
�

�x� xk��x � x�n�k�

a po �prav� dostaneme

x�n�� � � � �x� ��
n��X
k
�

�x� � �x cos
��k � ���
�n� �

� ���

Vzhledem k tomu	 �e je

cos
��k � ���
�n� �

� � cos
h
�� ��k � ���

�n� �

i
� � cos

�n� k���
�n� �

�

m��eme ps�t

x�n�� � � � �x� ��
n��Y
k
�

�x� � �x cos
�k�

�n� �
� ���
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Z t�to rovnosti zn�m�m zp�sobem vypl�v�

�� x� x� � x� � � � � � x�n �
n��Y
k
�

�x� � �x cos
�k�

�n� �
� ���

odkud dosazen�m x � dostaneme

� � �n
n��Y
k
�

h
� � cos

�k�
�n� �

i
� ��n

n��Y
k
�

cos�
k�

�n� �
�

Po odmocn�n� m�me z�v�re�n� v�sledek�

Pro v
echna p�irozen� n plat��
�
�n

�
n��Y
k
�

cos
k�

�n� �
�

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal
� dvojice �loh na
� pravideln� rubriky�Jejich �e�

en� za
lete nejpozd�ji do ��� �� ��� na adresu� Redakce �asopisu MFI	
t�� Svobody � 	 ##� 
 Olomouc� Jejich �e
en� lze zaslat tak� elektronickou
cestou�pouze v
ak v TEXovsk�ch verz�ch	 p��p� v MS Wordu� na emailovou
adresu� m�	upol�cz� Zaj�mav� a origin�ln� �e
en� �loh r�di uve�ejn�me�

�loha ���
Najd�te v
echny pravo�hl� troj�heln�ky s obvodem ���	 jejich� d�lky

stran jsou vyj�d�eny p�irozen�mi ��sly�

Filip 
vr�ek

�loha ���
Nech� S zna�� st�ed kru�nice vepsan� dan�mu ostro�hl�mu troj�heln�ku

ABC� Ozna�me d�le A�	 B�	 C � obrazy bodu S v osov�ch soum�rnostech po
�ad� podle p��mek BC	 CA	 AB� Doka�te	 �e troj�heln�ky ABC a A�B�C �

jsou podobn�	 pr�v� kdy� ABC je rovnostrann� troj�heln�k�

Jaroslav 
vr�ek
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