MATEMATIKA

Ptolemailova véta

PAVEL LEISCHNER
Pedagogickd fakulta JU, Ceské Bud&jovice

Kolem roku 150 n. 1. napsal alexandrijsky ucenec Claudius Ptolemaios
svou Velkou sbirku zndmou pod ndzvem Almagest'. Bylo to dokonalé dilo,
které se stalo na plnych 1400 let bibli astronomi. Spis o t¥inacti knihach
shrnoval vSe, co bylo astronomii potiebné, od nauky o stavbé pozorovacich
pristroji a vSeho nutného matematického aparatu, predevsim trigonomet-
rickych tabulek, az po katalog stalic a dokonale propracovanou planetarni
soustavu (podrobnéji napft. [3]).

V tomto ¢lanku se sezndmime s postupy, jez Ptolemaiovi umoznily vy-
pocitat zminéné tabulky, a uvedeme nékolik dalSich aplikaci véty, kterd
dnes nese jeho jméno?:

Véta 1 (Ptolemaiova)

V kazdém tétivovém Ctyruhelniku plati: Soucet soucini délek jeho pro-
tilehlych stran je roven soucinu délek jeho thlopricek.
Pii oznaceni podle obr. 1 lze vétu vyjadrit algebraickym vztahem

|AB|-|CD| +|BC| - |AD| = |AC| - |BD)|, (1)

nebo
ac + bd = ef. (2)

IN4zev vznikl zkomolenim arabského ,,Al Magiste®, coz lze pielozit jako ,,Nejuétsic.
2Podle nékterych pramenii byla véta 1 znama jiz diive. Almagest je vSak nejstarsim
zndmym dilem, které ji i s dikazem obsahuje.
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Obr. 1

Dikaz véty 1 uvedeme spole¢né s tzv. Artmanovou hypotézou ([1], str.
155 — 158), podle niz byla Ptolemaiova véta objevena zobecnénim tvah
vedoucich k Pythagorové vété. Artmanovy doménky nejsou mozné prilis
cenné z hlediska historie matematiky, umoznuji vSak poznat souvislost
Ptolemaiova ditkazu se stifedoskolskym postupem odvozeni Eukleidovych
vét a véty Pythagorovy.

Obr. 2

P1i oznaceni podle obr. 2 miizeme postup zndmy z ucebnic schematicky
zapsat takto:

ABCE ~NANACB=b:e=x:b= b = ze,
NAABE ~NACB=a:e=(e—1z):a=a’=(e—x)e,
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(a?=e*—ex) A (b® =ex) => a® + b = €%,

Na obr. 2 trojihelniky ABE a BCE pokryvaji trojihelnik ABC. Ve
snaze o lepsi ndzornost mizeme situaci z obr. 2 prenést do pravouhelniku
na obr. 3 a zapis postupu pak jesté upravit:

ABCE ~ABDA=b: f=z:d= bd=zf, (3)
AABE ~ADBC =a:f=(e—z):c=>ac=(e—zx)f, (4)
(ac=ef —zf)N(bd=2xf) = ac+bd=ef. (5)

ProtoZe pravothelnik méa shodné ahlopficky i protilehlé strany (obr. 3),
plati

o
e

i
\

\

\.

Obr. 3 Obr. 4
Uvazujme nyni libovolny tétivovy ¢tyfuhelnik ABCD (obr. 4). Chceme-
li provést analogické avahy, je nutno zvolit bod E na tsecce AC tak, aby
trojihelniky BCE a BD A byly podobné. Z obrazku je patrné, ze plati
|£BCE| = |£BCA| =|£BDA| (shodné obvodové thly).

Zvolime tedy E tak, aby |ZCBE| = |£ZDBA)|. Pak budou podobné i troj-
uhelniky ABE a DBC, nebot

|/ABE| = |ZABC| - ¢ = |/DBC)|
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a zaroven

|£/BAE| =|£BAC| = |£BDC].
Nyni sta¢i znovu pouZit kroky (3) - (5) a dikaz vztahu (2) je proveden
v podobé, jez odpovida origindlu z Ptolemaiova Almagestu.

Ukazeme jesté, ze predesld véta plati také v opacném sméru.

Véta 2 (obracend Ptolemaiova véta)

Kazdému konvexnimu ¢tyithelniku ABCD, jehoZ délky stran a thlo-
pricek spliuji vztah (1), lze opsat kruznici.

Diikaz. V konvexnim ¢tyfahelniku ABC D, v némz plati (1), zvolme bod E
tak, aby |[ZCBE| = |£DBA| a |£BCE| = |£BDA]| (obr. 5). Trojthelniky
BCFE a BDA jsou podobné, a tak plati

|BE|: |EC| : |CB| = |BA| : |AD| : |DB. (6)

Plati tedy i |BE| : |BA| = |BC| : |BD|, coz spolu s rovnosti |ZABE| =
= |£DBC| zdtvodiuje podobnost trojuhelniki ABE a DBC. Z ni pak
plyne rovnost |AB| - |CD| = |AE| - |BD]|, kterou sefteme s disledkem
|BC| - |AD| = |EC| - |BD| vztahu (6). Vzhledem k predpokladu (1) déle
dostaneme

|AB|-|CD| + |BC| - |AD| = (|AE| + |[EC]) - |BD| = |AC| - |BD|,
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z ¢ehoz plyne, ze E je vnitinim bodem tsecky AC. Polopiimka C'E tedy
prochézi bodem A, thly ZACB a ZADB jsou shodné a z vlastnosti ob-
vodovych Ghla konecéné plyne, Zze ¢tyruhelnik ABCD je tétivovy. Tim je
dikaz proveden.

Véty 1 a 2 lze spojit ve vétu jedinou:

Véta 3 (Ptolemaiovo kritérium tétivového ¢tyfuhelniku)

Konvexni ¢tyrahelnik je tétivovy pravé tehdy, kdyz je soucet soucinti
délek jeho protilehlych stran roven soucinu délek jeho thlopiicek.

Ptolemaiovy tabulky, jejichz podrobnéjsi analyza je snadno dosazitelné
na Internetu ([5], G. Elert: Ptolemy’s Table of Chords apod.), pfifazovaly
délkam obloukd pevné dané kruznice délky tétiv téchto obloukii. Abychom
vyjadiili Ptolemaiovy myslenky dneSnimi goniometrickymi pojmy, uva-
zujme kruznici o priméru 2r = 1. Pak je délka jejiho libovolného oblouku
XY jednoznac¢né urcena velikosti ¢ kteréhokoliv z prislusnych obvodovych
hlt XVY a podle sinové véty je | XY| = 2rsing = sing. Ptolemaiovy
trigonometrické tabulky jsou tedy ekvivalentni s tabulkami funkce sinus.

Zékladni hodnoty funkce sin ¢ pro ¢ = 30°, 36°, 45°, 60°,... lze snad-
no a presné vypocitat pomoci Pythagorovy véty a pravidelnych n-thelnik
vepsanych do kruznice. Ptolemaios ovSem neuzival funkeci sinus, a tak urcil
délky stran a ahlopficek pravidelnych n-thelnikd pro n € {3, 4, 5, 6, 10}.
Délky tétiv dalsich obloukt ziskdval postupné z jiz vypoctenych uzitim
tii disledkt véty 1, které jsou ekvivalentni se souc¢tovymi vzorci pro sinus
souc¢tu a rozdilu dvou 1hld a se vztahem pro sinus dvojnisobného thlu.
Ptolemaiovou metodou nyni odvodime zminéné souctové vzorce.

Do kruznice s jednotkovym pramérem AC vepiSme ¢tyiiahelnik ABCD
podle obr. 6. Ozna¢ime |ZCAD| = a, |[ZCAB| = 3 a pomoci sinové véty
uréime |BD| = sin(a + 8), |CD| = sina, |AD| = cosa, |BC| = sinf,
|AB| = cos 8. Dosazenim do (1) dostaneme vzorec pro sinus souctu veli-
kosti dvou thla:

sin(a + ) = sina cos 8 + cos asin 3, kde «,B€ (0;7%)
Analogicky ve ¢tyrahelniku ABCD na obr. 7 plati:
sin(a — ) = sina cos 8 — cos asin 3, kde «,B€ (0;7)
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Obr. 6 Obr. 7

Poznamka. Vyjadieni souctovych vzorcti pomoci obloukt délek jejich
tétiv nalezne ctendr také v dloze 4.

Na zavér uvedme, Ze podobnym zpiisobem lze odvodit i kosinovou vétu.?
V pripadé ostrothlého trojahelniku ABC' postupujeme takto: Je-li A’ ob-
raz vrcholu A v soumérnosti podle osy tsecky BC, zjistime po doplnéni
lichobé&zniku BC'AA' na pravouhelnik BCDE (obr. 8a), 7ze |AD| = |A'E| =
=bcosy a |A"A| = a — 2bcos~y. Aplikaci Ptolemaiovy véty na ¢tyfahelnik
BCAA' dostaneme

& =a®+b* —2abcosy.

E A'a-2bcosvA D
] W

b b A a+2bcos (T—7) A

Obr. 8a Obr. 8b
3Eukleides v druhé knize Zakladti [2] uvadi dv& véty, které jsou v souhrnu ekviva-

lentni kosinové vété: Vétu XII pro tupy thel pii vrcholu A a vétu XIII pro ostry thel
pri A. Dikaz vét odpovidd dikazim z dnesnich stfedoskolskych ucebnic.
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Pro tupothly trojiuhelnik ABC' s tupym tthlem pfi vrcholu C' dokazeme

platnost posledniho vztahu analogicky pomoci obr. 8b, ktery byl prevzat
z publikace [4]. OvéFeni platnosti vztahu pro situace, kdy je tupy thel pii
vrcholu A, resp. B, pfenechame ¢tenafii.

V tomto piispévku jsme se omezili jen na ukdzku trigonometrického

vyuziti Ptolemaiovy véty. Nékteré dalsi aplikace jsou naznaceny v tlohach
pripojenych na konci ¢lanku. V navazujicich ¢lancich, které budou publi-
kovany v tomto ¢asopise, budou uvedeny dalsi analogie a zobecnéni véty 1,
véetné ukazek jejich vyuziti.

Ulohy

1. Obrazky 3 a 4 jsou nakresleny pro 2¢ < |ZABC|. Ovérte dikaz pro
situace, kdy tento vztah neplati.

2. Pomoci Ptolemaiovy véty urcete délku thlopficky v pravidelném péti-
uhelniku, jehoz strana ma délku a.

3. Délky stran lichobézniku jsou 1,1,1 a m, kde m je kladné realné cislo.
Urcete délky jeho thlopricek a polomeér kruznice opsané.

4. Bod D rozdéluje oblouk AC' kruznice o poloméru r na oblouky AD
a DC. Dokaizte, ze plati:
a) |AC| = |AD|\/1— [CDP/@) + |CD|\/1 = [ADP/(2r)%,
b) |AD| = |AC|\/1 —|CD|?/(2r)?> — |CD|\/1 — |AC|?/(2r)2.

5. Trii strany tétivového ctyifihelniku maji délky a, b, ¢ a ¢tvrta je rovna

primeéru kruznice ctyrthelniku opsané. Dokazte, ze tento primér je
redlnym korenem rovnice

¥ — (a® + b + )z — 2abc=0.
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Co, pro¢ a jak ve skolské
matematice IV

RUZENA BLAZKOVA
Pedagogicka fakulta MU, Brno

Operace se zlomky — nasobeni zlomku
Nésobeni zlomki % a g, kde b,d # 0, je v uebnicich definovano nasle-

dujicim zptsobem:
a ¢ _a-c
b d b-d
Ve skolské matematice se ndsobeni zlomkl zavadi a demonstruje nejprve
na prikladech nasobeni zlomku prirozenym ¢islem. To se, podobné jako
nasobeni prirozenych cisel, ukazuje nejprve na zakladé s¢itani nékolika
stejnych séitanct, napf.
4 1 1 1 1 1 4
3_3+3+3+3_3'

Pro volbu motivacnich prikladt z praxe jsou vhodné napt. urc¢eni mnozstvi
1

vypité tekutiny po vypiti nékolika krabicek (frucka) ndpoji o objemu z
litru, urceni délky drahy po ujiti urcitého poctu krokt téze délky % metru,
vypocet obsahu obdélniku, jehoz jedna strana je Cislo prirozené a druha
strana je vyjadfena zlomkem (napf. chodby, kterd ma délku 5m a 8itku
%m) apod. Dostatek motivac¢nich a aplika¢nich tloh podpoti spravné po-
chopeni véty, kterd uvadi nasobeni zlomku ¢islem pfirozenym: Zlomek na-
sobime prirozenym cislem tak, ze timto ¢islem vyndsobime ¢itatele zlomku
a jmenovatele opiSeme (nebo ponechdme beze zmény). Snazime se tak pie-
dejit chybé, se kterou se u nékterych zakid setkame, az probereme nasobeni
zlomku zlomkem. V tomto pfipadé nékteri zaci pfirozenym ¢islem vynasobi
jak Citatele, tak jmenovatele zlomku, napf. 3+ 2 = £2.

Nésobeni zlomku zlomkem mize byt vysvétlovano na rtznych ilustrac-
nich ptikladech, avSak nejdileztéjsi je, aby zak v uvadéném prikladu sku-
tecné vidél operaci ndsobeni. Uvedme nékteré moznosti postupu:

a) Z ¢tvercového platu plechu o délce strany 1m potiebujeme vyst¥ih-
nout obdélnik, jehoz jedna strana je tfi pétiny metru a druhd strana tii

¢tvrtiny metru. Jaky bude obsah obdélniku?
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20 m-

Obr. 1

Z obrazku nazorné urcé¢ime obsah obdélniku: % m?. Na zakladé nazoru

miizeme pak odvodit vztah a uvést vétu pro ndsobeni zlomkii:

3 3 33 9

54 5-4 20
Soucinem dvou zlomkt je zlomek, v jehoz ¢itateli je soucin citateld obou
zlomkd a ve jmenovateli soufin jmenovatelii obou zlomki. (Nebo je véta
uvedena ve tvaru: Zlomek nasobime zlomkem tak, ze soucin citateld lo-

mime soulinem jmenovateld. Nebo: Zlomek nasobime zlomkem tak, ze
vynasobime ¢itatele ¢itatelem a jmenovatele jmenovatelem.)

b) Néasobeni zlomku zlomkem motivujeme piiladem, v ném? pocitdme
< 16 (1 _ 3 T
zlomek ze zlomku, napi. 5 z g a poté 5 z £. V tomto pifpadé vSak ne

v8ichni Zaci vidi operaci nasobeni.

w%igm

8 3
/\}\./‘\
i
3
10
Obr. 2
1,6 16_6_3
2 8 2 8 16 8’
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3 13 3
I e 5 5= 10

Pfi vyuce nasobeni zlomkd vénujeme pozornost kraceni zlomkd, a to jak
zlomk jednotlivych, tak tzv. kraceni kfizem, tj. kraceni rtiznych ciniteld.
Upozornime na piipady, které by vedly k eventudlnim chybam pti kraceni,
jako je kraceni v souctu nebo rozdilu:

N | =

5 6 5 6
6 15 615
5 4 5 4
1710 FERTA
5-6 5+6
6 6
5-4 5—4
T 1

Néasobeni racionélnich ¢isel je operace uzaviend, komutativni, asociativni,
neutralnim prvkem je ¢islo 1, ¢islo 0 je prvkem agresivnim. Ke kazdému
raciondlnimu éislu (s vyjimkou nuly) existuje inverzni prvek, coZ je ¢islo
prevracené. Soucin zlomku a zlomku k nému prevracenému je roven jedné.

Priklady k procviéeni

1. Tabulka se samokontrolou

L] L] L]

2| 4 21 4l 8 2] 4|8

315 - 3] 5115 3] 5115 2

113 11 3] 1 1 3] 1 (

3| 4 - 3| 4| 4 3| 4| 4 S
2| 3 21 312
9] 5 91 51|15
* * NV TN
Obr. 3

Do policek c¢tvercové tabulky 2 x 2 napiSeme ¢tyfi libovolné zlombky,
které vynasobime po dvojicich nejprve v rfadcich. Ve shodé s obrazkem 3
tak dostaneme nasledujici vysledky

2 4 8 1 3
3 5 15’ 3 4

1
1
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Vynésobime-li ale tytéz zlomky v tabulce po dvojicich ve sloupcich, do-
staneme

2 1 2 3 4 3

33 9 45 5°
Souéin soucint (dvojic) zlomku v Fadcich je pfitom roven souéin soudint
(dvojic) zlomk ve sloupcich. Plati tedy

8§ 1
15 4
2. Vypocitejte dané tii souciny zlomkt a usporadejte je od nejmensiho
k nejvétsimu

48 18 36 7 125 14

90 64 56 9 280 25°

Operace se zlomky - déleni zlomku
Vlastni vyuku déleni zlomkt mizeme opét rozclenit do nékolika fazi.
a) Déleni zlomku ¢islem pfirozenym, napr.
Dvé tretiny dortu rozdélte na dvé ¢asti. T¥i ¢tvrtiny litru mléka rozdélte
na tii ¢asti. Tt ctvrtiny pizzy rozdélte na dvé casti.

3.
% 22 % 23 T2
Obr. 4
Témto praktickym tloham tak odpovidaji piiklady déleni % 12 = %,
3.9_1 3.6_3
1.3—171.2—5-
(Srovnejte vysledky déleni s vysledky pifkladii nésobenf 2 -1, 3.1 3.1)

b) Déleni pfirozeného ¢isla zlomkem.

(i) Je vhodné uvést nejprve piiklady, kdy Zaci snadno pochopi princip
déleni prirozeného ¢isla zlomkem. Napiiklad chceme-li 15 litr mostu rozlit

Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006 139



do lahvi o objemu 1 litr, potfebujeme jich k tomu 15, nebot 15 : 1 = 15.
Chceme-li v8ak 15 litr mostu rozlit do lahvi o objemu % litru, potfebujeme
k tomu 30 lahvi, tedy dvojnasobek lahvi, nebot 15 : % = 30.

Analogicky muzeme dale pokracovat: Chceme-li 15 litri mostu rozlit
do lahvi o objemu jedna tretina litru, jedna Ctvrtina litru, t¥i poloviny
litru, apod. Pfitom vzdy sledujeme, jak se méni podil a jaka je souvislost
s nasobenim pfislusnych cisel.

(ii) Miazeme vyuzit nasledujici experiment: 5 litrd mléka budeme délit
po jedné ctvrtiné litru. Kolik zakd tak obdrzi jednu ¢tvrtinu litru mléka?
Déle mtizeme postupovat od jednoho litru a budeme sledovat, kolik zaka
postupné mlékem podélime. Udaje pak zapiseme do tabulky:

pocet litrtt mléka 1 2 3 4 )

pocet zaku, které podélime 4 8 12 [ 16 | 20

Z tabulky je patrné, ze 5 : % = 20 a v souvislosti se znalosti nasobeni
zlomk jiz vime, ze 5+ 2 =20, tedy 5: 2+ =5 1.

(iii) T¥i kilogramy suSenych bylin budeme rozdélovat do sackd po jedné
desetiné kilogramu (5 kg=100g). Vypoéteme 3 : & = 3- 12 = 30.

7 nékolika uvedenych priklad@ mizeme usoudit, ze prirozené ¢islo dé-
lime zlomkem tak, Ze prirozené ¢islo ndsobime zlomkem prevracenym.

c) Déleni zlomku zlomkem

Predpis pro déleni zlomku jinym zlomkem je obsazen v nasledujici véteé:
Dany zlomek délime druhym zlomkem tak, Zze jej vynasobime zlomkem
prevracenym k druhému zlomku, tj plati

a ¢ _a d
b'd b ¢’
pricemz zde pozadujeme, aby ¢isla b, ¢, d byla rtizna od nuly.
I zde je mozno vyuzit nékolika motivacnich loh, které dany predpis
podpori, napft.

(i) T¥ Ctvrtiny litru mléka rozdélime do skleni¢ek po jedné &tvrting

litru. Kolik skleni¢ek tak naplnime? (3 : 1 = 3, piitom si v§imnéme, ze

4 4
(3.4 3.1 3.4
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(ii) Obdélnik mé strany delky 2 metru a % metru. Jeho obsah je ; 2

metru ¢tvere¢ného. Formulujeme nasledujlcl ulohu:
Jaka je délka obdélniku, je-li jeho obsah % metru ¢tverecného a sirka
obdélniku je 15 metru7

Méme tak vypotitat podil zlomkd 2t : L = 2 Pfitom vidime, ze
21 10 _ 3
07 =1

2.7 _ 21,10 _3
Jetedy 55 =57 = 1

.
.
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

]
L

21

Obr. 5

(iii) Pro premyslivé zdky mtzeme uvést nasledujici priklad.

Pokud neumime vypoéitat hodnotu napi. hodnotu podilu 2 : 2, obecné

kde  b,e,d#0,

o> e
ISHNeY

miZzeme postupovat takto:

Oznaéime si hodnotu podilu jako z, je tedy 2 : 2 = z. Pfitom si uvédo-
mme, ze hodnota podilu x vyndsobend hodnotou délitele je rovna délenci,
tj. -2 = 2. Jestlize chceme déle vypoéitat hodnotu z, mizeme obé strany
posledni rovnice vynésobit zlomkem prevracenym ke zlomku %, ktery fi-
guruje jako Cinitel na levé strané této rovnice u nezndmé hodnoty z, tedy
zlomkem % Tim ziskdme u nezndmé hodnty = koeficient 1. Dale uvadime
vySe popsany postup pri déleni danych zlomk

(SN

7T 14
5

2
ted =Z.2==
oAty e 15’

&

~| Ot
(SR
Wl N
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tj.

2.5 27
3°'7 35
Obecné pak mizeme pouzit nasledujici postup
TThd
c_a
AT
c d_a d ) a d_ a-d
S R A
Pritom plati
a ¢ _a d
b'd b ¢

Po zvladnuti uciva o déleni zlomkt zavadime pojem slozeného zlomku,
tedy zlomku, jehoz ¢itatelem i jemnovatelem je opét zlomek. Upravy slo-
zeného zlomku, kraceni apod. vyplyvaji z uvedenych postupt pro déleni
zlomki, nebot hlavni zlomkova ¢ara u slozenych zlomka nahrazuje déleni.
Lze téz uvést mnemotechnickou pomicku:

{

V uéebnicich matematiky pro jednotlivé ro¢niky ZS i ve sbirkich tiloh
lze nalézt mnoho zajimavych prikladd pro pocitani také se slozenymi
zlomky.

. ad
>J_E

alo|sle
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(1] Balada, F.: Z d&jin elementérni matematiky. SPN, Praha 1959.
[2] Hejny, M. a kol.: Teoéria vyucovania matematiky. SPN, Bratislava 1990.

Upozornéni ¢tendiim. Do druhé ¢asti prispévku ,,Co, proc€ a jak ve Skolské matematice*
(14. ro¢nik MFI, &islo 7) se vloudila chybi¢ka. Na str. 398 mé v posledni v&t& spravné byt:
,PTi znadzoriiovani zlomki na Ciselné ose je nutné respektovat skutecnost, Ze obrazem
¢isla na Ciselné ose je bod, nikoliv interval, tedy nap¥. obrazem cisla % a v8ech zlomki
s timto zlomkem ekvivalentnich je bod, nikoliv Gsecka nebo obdélnik, jak to zaci nékdy
¢ini“. Ctenaftim se za tuto chybu omlouvame.
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Binomické rovnice a funkce sinus

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Dnes, kdy si kazdy zacek mtze hodnoty funkce sinus zjistit na kalku-
lacce s velmi velkou piesnosti, upada jejich vyjadieni pomoci odmocnin
pomalu ale jisté v zapomenuti. Pro numerické vypocty je nepochybné di-
lezit€jsi znat hodnotu sin % ve tvaru 0,866 025, nez ve tvaru @, ale v teorii
by timto zplsobem studentiim mohly uniknout pozoruhodné souvislosti.
Z udajt na kalkulacce napriklad zaddny student nezjisti, Ze plati nasledu-
jici rovnosti, které mu samoziejmé k ni¢emu nebudou, ale které mohou
nékteré zvidavéjsi povahy potésit:

sin0° = 1v2-v4  sin60° =3v2+ V1
sin15° = $v/2-Vv3  sin67,5°= 1v/2+ V2
sin22,5°= $v/2-v2  sin75° =1y2+3
sin30° = 3v2-v1  sin90° = 3vV2+ V4
sin45° = $v2 -0

Poznatky, které nyni odvodime, uz tak jednoduché nebudou. Z hlediska
skolského nejsou sice nijak dtlezité, ale jisty vyznam se jim prisoudit da,
protoze studenti si pri jejich odvozovani mohou procvicit a zopakovat pro-
brané ucivo.

Vyjdeme z binomické rovnice

2" —1=0,
jejiz koreny jsou ¢isla
2km
2n’
kterd v Gaussové roviné lezi ve vrcholech pravidelného 2n-thelniku znazor-

néného na obr. 1. Vsimnéme si, ze Ccisla xp a Z2,_ jsou pro
k=1,2,...,n — 1 komplexné sdruzend; je-li tedy

2%
u:am55+mm k=0,1,2,...,2n—1
n

)

km .. km
T = COS — +1SIn —,
n n

Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006 143



je
kTt . km

Top_ = COS — —isin —,
n n
Polynom z2" — 1 rozlozime na soudin kofenovych &initel, pii ¢emz
slou¢ime dvojéleny © — zp a * — Ton_k:

n—1
22 = (02 = 1) [ [z = 2)(@ = 2201)]
k=1
n—1
. . k
=(2*-1) <w2—2azcos—7[—|—1>.
k=1 n
Protoze pro x # 1 a x # —1 plati
z*" — 1 2 4 2n—2

dostavame z odvozeného vztahu
n—1 kT[
1+ 42+ ... 4222 = H (x2—2xcos—+1> ,
n
k=1
coz pro x = 1 znamena, 7Ze je
n—1
n= H <2—2c0s—> on—t H <1—c0s—>
k=1

Uzitim rovnosti

km km
1 —cos — = 2sin® —
n 2n
dostaneme
km
Lonl H sm2
a vzhledem k tomu, ze thel ’g—g jeprok=1,2,...,(n—1) ostry, ma sin ’;—”

kladnou hodnotu a po zavérec¢né upravé dochazime k vysledku:

IcTr_\/ﬁ

— 9n-—1°"

Pro vSechna prirozend n > 1 plati: H sin
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Studenttim nechame tento vysledek ovéfit pron =2 an = 3:

T V2 T \/ﬁ_ﬁ

sin — = —, sin — - sin —

4 2 6 6 4

Podobny vztah odvodime z binomické rovnice

2" —1=0.

Yy Yy
X X
| |
Xp-1 l X I
| X1 n I X
-l 1 * - *
0 | 2R Xo= o | 2R | %=l
N | n N | 2n+1
n+l i X1 n+l I X,
X2k =% X1 k=X
Obr. 1 Obr. 2

Jeji kofeny jsou Cisla

L 2kt
isin
2n +1 2n+1’

Ty = COS k=0,1,2,...,2n,

kterd v Gaussové roviné lezi ve vrcholech pravidelného (2n + 1)-thelniku
znadzornéného na obr. 2. Opét je vidét, ze Cisla xy a xop41—k jsou sdruzend
pro v8echna k = 1,2,...,n; je-li tedy

2kt s 2k
T = COS 1S1n
k o2n + 1 2n+ 1’
je
2kt . 2km

Topt1—k = COS 1 —isin a1
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Podobnym zptisobem jako v predchézejicim piipadé rozlozime polynom
227+ — 1 na souéin kofenovych ¢initelt:

=

1= (z -1 | [[(z - 2) (@ — 22ns1-1)] =

2k

2

-2 1
(x xcos2n+1+ >

=
Il
—

=

=(x-1)

=
Il
—

Uvédomime-li si, ze pro z # 1 je
(@ Dz -1 =14+z+2°+ ... +2°",

vyplyva z odvozeného vztahu

n

2k
1+$+x2+...+x2”:H(x2—2xcos +
P 2n+1

Odkud pro x = 1 dostavame

- 2km W TT o .o kT
2n+1:k1:[1<2—2c052n+1>:2 ,}:[1251n 2n+1:

5 km

= 2°"si :
2n+1

sSin

Vzhledem k tomu, zZe sin 27’2% je pro k = 1,2,...,n kladny, dospivame
k zavérecnému vysledku:
Pro vSechna pfirozend n plati

ﬁsin ko 2n+1
it 2+l 2m

I nyni mohou studenti ovérit, ze pron =1 a n = 2 je vskutku

™ _ V3 no2n_ V5

sin — = — sin — - sin —_—

3 2’ 5 5 4

Naskyta se otazka, zda néjakd podobna rovnost plati i pro soucin hodnot
funkce kosinus. Odvodime ji zpisobem, ktery uz bude ¢tenafi nepochybné
povédomy.
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Uvazujme binomickou rovnici
2 41 =0,
jejiz koreny jsou cisla

n+2nk .. w4+ 21k

Tk = COS 1 isin 1’

<

Xk Xy
kde £ = 0,1,...,2n. Tyto kofeny I
jsou v Gaussové roviné vrcholy X | - .
pravidelného (2n + 1)-thelniku na : ntl -
obr. 3. Na rozdil od predeslych pii- r=-1 : x
o . ; I o g o 1
padd je nyni g # 1. Zndmym zpt- |
sobem rozlozime polynom z2"+! + X1 { X2
+1 na soucin kofenovych c¢initel |
Xon k=g
- Obr. 3
2?41 = (x4 1) Z(:c —xp)(x — Tap—p)
k=0
a po upravé dostaneme
n—1
2k + 1)
ol 4] = 1 -2 (CLaVL
x + (x + )Z(w T Co8 +1)
k=0
Vzhledem k tomu, ze je
(2k+1)m [ (2k + 1)7’[] (n —k)2n
COS ——— = —COS|M— ——— | = — co§ ——,
2n+1 2n+1 2n+1
milzeme psat
n—1
2km
ol 4] = 1 242 1).
T + (z + )H(az+ Teos g + )
k=0
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7 této rovnosti znadmym zptisobem vyplyva

n—1
l-z+2—2°+ ... +2°" = H(m2+2azcos
k=0

T
1
2n+1+ ),

odkud dosazenim x = dostaneme

not 2kt not kr
1=2n [1 }: 92n 2 .

Po odmocnéni mame zavérecny vysledek:

n—1
km
Pro vsSechna prirozena n plati: — = cos .
b P on kU 2n + 1

Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice Gloh na$i pravidelné rubriky.Jejich fe-
Seni zaslete nejpozdéji do 10. 1. 2006 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
t¥. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat také elektronickou
cestou(pouze v8ak v TgXovskych verzich, ptip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feseni Gloh radi uverejnime.

Uloha 123
Najdéte vSechny pravothlé trojthelniky s obvodem 180, jejichz délky
stran jsou vyjadreny prirozenymi cisly.
Filip Svrcek

Uloha 124

Necht S znadi stied kruznice vepsané danému ostrouhlému trojihelniku
ABC'. Oznaéme déle A’, B', C' obrazy bodu S v osovych soumérnostech po
fadé podle pfimek BC, CA, AB. Dokazte, ze trojuhelniky ABC a A'B'C’
jsou podobné, pravé kdyz ABC je rovnostranny trojihelnik.

Jaroslav Svréek
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