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Co zname a co budeme zkoumat

Ptipomenime si nejdfive tlohu o t¥ech Apolloniovych kruZnicich, kterou
jsme fesili ve 2. ¢asti naSeho piispévku [2] a jejiz podrobnou analyzou se
budeme zabyvat v tomto prispévku.

Sestrogime v roviné trojihelnik ABC' a zvolime tii navzdjem riznd klad-
nd redalnd a, b, c. Pak sestrojime tii Apolloniovy kruznice

ki =k(A,B,a,b), ks=k(B,C,b,c), ks=k(C, A, ca). (1)

(Prvni z nich je mnoZinou vsech bodu, které maji od vrcholi A, B dany
pomér vzddlenosti a : b, tj., pro které plati |AX|: |BX| = a : b. Podobné
druhd kruznice je mnozZinou viech bodu, pro které plati |BX| : |CX| =
= b: c. A konecné treti kruznice je mnoZinou vSech bodi, pro které plati
|CX|:|AX|=c:a.?)

Zjistili jsme, ze kruznice k1, ko, k3 patii vzdy jednomu svazku kruznic.
Maji spole¢nou chordalu a jejich stredy lezi v jedné primce. Mohou nastat

*) Konstrukce t&chto Apolloniovych kruZnic je popsdna v 1. ¢asti naSeho pfispévku,
viz [1]
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tfi pripady: Kruznice ki, k2, k3 maji dva spoleéné body a patii eliptic-
kému svazku kruznic (obr. 1), jejich spole¢nou chordalou je spojnice jejich

pruseciki.
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Obr. 1

Obr. 2
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Druhou moznost ukazuje obrazek 2, kde se kruznice ky, ks, k3 dotykaji
v jednom bodé. Kruznice patii parabolickému svazku kruznic. Posledni
moznost ukazuje obrazek 3. KruZnice ki, ko, k3 nemaji zadny spolecny
bod a patii hyperbolickému svazku kruznic.

Obr. 3

Ve vsech tiech pripadech byl zvolen stejny trojihelnik. Pocet prisecika
kruZnic ki, ke, k3 (tzv. Apolloniovjch bodu) zévisi na ¢islech a, b, ¢. Na
obrazcich 1, 2 a 3 jsou ¢isla a, ¢ stejna a méni se ¢islo b. V prvnim piipadé
je

a = 0,50; b = 2,005 c = 1,10,
ve druhém pripadeé je
a = 0,50; b =2,30; c=1,10

a ve tretim pripadeé je

a = 0,50; b = 2,60; c=1,10.
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Vznika pFirozend otdzka (jejiz feSeni bude hlavni naplni tohoto pii-
spévku): Pro které hodnoty a, b, c jsou vysledkem dva, jeden nebo Zidny
Apolloniiv bod? Jingmi slovy: Pro které hodnoty a, b, ¢ patti kruznice ky,
ko, ks eliptickému, parabolickému nebo hyperbolickému svazku kruznic?

Tuto otazku si polozili i studenti Pedagogické fakulty Karlovy univerzity
v Praze, kdyz jsme s nimi tuto Glohu v roce 2002 fesili. Ale tehdy jsme
jesté odpovéd neznali. Ulohu se nam podafilo vyfesit az zaatkem roku
2004. Vysledek v ¢eském jazyce prinasi nas prispévek, v némeckém jazyce
piispévek [3].

Prvni piekvapeni

Céstecnou odpoveéd na otézku, kterou jsme zakonéili prvni odstavec,
dévaji véty 9 a 11 ze 2. ¢asti naseho ¢lanku [2]. Vysledky obou vét shrnuje
veéta 13.

Véta 13
Necht X je libovolny bod v roviné trojihelniku ABC rizny od jeho vr-
cholii. Necht pro ¢isla a, b, ¢ plati:

a:b:c=]AX|:|BX|:|CX]|. (2)

Potom svazek kruznic A(A,B,C,a,b,c) je parabolicky, prdivé kdyZ bod X
lezi na kruznici opsané€ trojuhelniku ABC'. V ostatnich ptipadech je elip-
ticky.

Tato véta vSak nefikd nic o tom, pro ktera ¢isla a, b, ¢ dostaneme
hyperbolicky svazek kruznic. Je otdzkou, zda je, ¢i neni vyhodou skutec-
nost, ze bod X zminény ve vété 13 je jiz sdm ,vysledkem“, a to jednim
z hledanych Apolloniovych bodu (jednim ze spoleénych bodl kruZnic pa-
rabolického nebo eliptického svazku kruznic A(A, B,C,a,b,c). V kazdém
pfipadé to v8ak zjednoduSuje sestrojeni Apolloniovych kruznic (1) svazku
A(A,B,C,a,b,c). Ukdzeme to na obrazcich 4 a 5.

Na obrazku 4 lezi bod X na kruznici k a je tedy zakladnim bodem pa-
rabolického svazku hledanych Apolloniovych kruZnic (1). Osa hledaného
svazku kruznic (to je spoletnd te¢na téchto kruznic) prochazi stfedem S
kruZnice k opsané trojihelniku ABC. Stfednd s téchto kruznic (spojnice
jejich stfedd) je tedy te¢nou kruznice k v bodé X. Priseciky stiedné
s s pfimkami BC, CA, AB jsou stfedy Si, Ss, S3 prislusnych Apollo-
niovych kruznic.
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Obr. 5

Na obrézku 5 bod X nelezi na kruznici k opsané trojihelniku ABC.
Vsechny t¥i Apolloniovy kruznice (1) jsou kolmé ke kruznici k opsané troj-
thelniku ABC (viz véta 10 z 2. ¢asti ¢lanku). Druhy Apolloniav bod X'
je proto obrazem bodu X v kruhové inverzi podle kruZnice k (obr. 5). M-
Zeme tedy snadno sestrojit stfednou s vSech t¥{ Apolloniovych kruznic (1)
jako osu tsecky X X'. Déle postupujeme stejné jako v predeslém pripads.
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Véta 13, jak jsme vidéli, nedava uspokojivé feseni daného problému.
a, b, ¢ jsme ve v&té 13 ur¢ili pomoci vzdalenosti (bodu X) od vrchold troj-
uhelniku ABC'. Polozme si tedy otazku:

Co kdyz nebudeme ¢isla a,b,c uréovat jako vzddilenosti zvolenych bodi
od vrcholi trojihelniku ABC, ale jako vzddlenosti od stran tohoto troji-
helniku, respektive od primek, které vzniknou jejich prodlouZenim?

Ke kazdému bodu X v roviné trojahelniku ABC najdeme takovy bod,
aby mél od pfimek BC, C'A, AB stejny pomér vzdalenosti jako bod X od
vrcholii trojihelniku ABC. Ctenaii mozn4 nevidi, jaky je v tom smysl, ale
pozdéji budou jisté prekvapeni. Nejdiive si pfipomeneme feseni nasledujici
jednoduché tlohy.

Uloha 7
Jsou dany dvé ruznobézky a, b a dvé kladnd cisla v, w. Mame sestrojit
mnozinu bodu, které maji po 7adé od prFimek a,b pomér vzddlenosti v : w.

Reseni ukazuje obrizek 6. Sestrojime rovnobézky s piimkami a, b ve
vzdéalenostech v, respektive w. Ty se protnou ve ¢tyfech bodech 1, 2, 3, 4,
vrcholech rovnobézniku. Sjednocenim piimek 13 a 24 dostaneme hledanou
mnozinu bod.

Obr. 6

Toho vyuzijeme k feSeni dalsi pomocné Glohy:
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Uloha 8

Je ddan trojuhelnik ABC a kladnd redlnd ¢isla a,b,c. Mame sestrojit
vdechny body, které maji od primek BC, CA, AB po tadé pomér vzddle-
nosti a, b, c.

Reseni pro a = 4, b = 5, ¢ = 3 ukazuje obrazek 7. Sestrojime dvé riiz-
nobézky tvorici mnoZinu bodd, které maji od primek BC, CA po radé
pomér vzdalenosti a : b. Podobné sestrojime mnozninu bodt, které maji
od primek C A, AB po fadé pomér vzdalenosti b : ¢. MiZzeme jesté doplnit
mnozinu bodd, které maji od primek AB, BC pomér vzdalenosti ¢ : a.
Na obrazku 7 se kazdé tii primky, z nichz kazda prochazi jinym vrcho-
lem trojahelniku ABC protinaji v jednom bodé. Dostavame celkem Ctyii
body X,, X,, Xy, X,, které lezi ve Ctyfech ze sedmi oblasti, na které je
rozdélena rovina piimkami AB, BC a C'A. Pro usnadnéni dalsi komuni-
kaci jsou na obrazku 7 tyto oblasti oznaceny trojicemi znamének + a —.
Napftiklad prvni znaménko je +, kdyZ bod A do uvaZované oblasti patii
a je —, kdyz do ni nepatii. Podobny vyznam maji zbyld dvé znaménka.

K predeslé Gloze muzeme pripojit nékolik otdzek pro ¢tenare k zamys-
leni:
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e Co muzeme fici o bodech X,, X,, X, a X., kdyz bude platit néktera
zrovnostia =b,b=c, c=a?

e Muze se stat, ze by tloha méla jen tii vysledky? Napiiklad tak, ze by
nékteré primky, které prochéazeji vnéjsimi thly trojihelniku ABC byly
rovnobézné?

e Jak se zméni pocet vysledki, kdyz bude jedno z ¢isel a, b, ¢ rovné nule?
Mohou byt dvé nebo dokonce tii z téchto ¢isel rovna nule?

A nyni se jiz blizime k prvnimu z piekvapivému vysledku, ke kterému
nas privedou nasledujici pokusy.

Pokus 1

Zwvolime libovolny trojihelnik ABC, sestrojime jemu opsanou kruznici
k a na ni zvolime libovolny bod X (obr. 8a). Vzddlenosti bodu X od vrcholi
trojihelniku ABC oznacime

a =|AX|, b=|BX|, c=|CX|.

Pak sestrojime v oblasti (++ +) bod X, a v oblasti (—++) bod X, které
magi oba od primek BC, C A, AB po tadé pomér vzddlenosti a : b : c. Nyni
zkusime pohybovat bodem X po kruznici k a soucasné budeme sledovat, jak
se pohybuji body X, a X,.

a=|AXI=3,79cm
b=IBXl =514 cm
e =ICXl =3,10 cm.
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Obr. 8a

Na obrazku 8a je zvolen bod X na kruznici k, pak jsou zméreny délky
a = |AX|, b = |BX|, ¢ = |CX] a nakonec sestrojeny body X, a X,.
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Jak se méni poloha bodi X, a X, v zavislosti na pohybu bodu X po
kruznici k naznacuje obrazek 8b. Bod X, obiha po obvodu tzv. piickového
trojahelniku A'B'C" (jeho strany jsou stfedni pricky trojihelniku ABC).
Bod X a obiha ramena thlu, ktery je vrcholovym thlem k vnitinimu Ghlu
trojuhelniku A’ B'C' pii vrcholu A'.

Obrazek 8b je bohuzel staticky. To pravé potéseni z ného pocitime te-
prve tehdy, kdyZ sestrojime jeho mobilni verzi v Cabri-geometrii. Uvidime
naptiklad, jak se body X, a X, soucasné sbihaji a rozbihaji v bodé A’.
MiiZzeme pozorovat, jak bod X, stfidavé ,mizi“ a znovu se objevuje. Pro
body X, které lezi na oblouku C'B (neobsahujicim bod A) bod X, totiz
neexistuje. Dostavame tak dva pozoruhodné objevy:

1) Zobrazeni X — X, ,méni“ kruznici k na hranici trojihelniku A'B'C’
a zobrazeni X — X, ,meéni“ oblouk CAB kruZnice k na ramena tihlu
vrcholového k ihlu C'A'B’.

2) Spojity pohyb bodu X po kruZnici k se méni na nespojity a ,pieruso-
vany“ pohyb bodu X, po ramenech vrcholového wuhlu k vnitrnimu uhlu
stiedového trojuhelniku v bodé A,.

Zobrazujeme-li vSechny ctyii body X,, X,, Xp, X, jsou jejich drahy
pii pohybu bodu X hranice jednotlivych Sedivé vyznacenych oblasti na
obrazku 9.
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a=|AXI=483¢cm
b=IBXl =4,37 cm
c=ICXl =147 cm

Obr. 9

Radost ndm muize opét zpusobit, kdyz sestrojime mobilni obrazek v Ca-
bri-geometrii a vyuzijeme operace ,pohyb objektu“. Bod rozpohybujeme
natazenim pera. Soucasné s pohybem bodu X se pohybuji i body X,,
X, Xp, X.. V okamziku, kdy ,,dobéhne“ bod X, k nékterému vrcholu
prickového trojihelniku, ,setkd“ se v ném i s bodem, ktery ,bézi“ po
hranici ptislusného vrcholového thlu.

Spojime-li nyni vysledky pokusu 1 s tvrzenim véty 13 dostaneme dalsi
pozoruhodny objev:

Necht ABC' je libovolny trojihelnik. Necht X' je libovolny bod na né-
které z primek, kter€ jsou prodlouZenim stran prickového trojuhelniku T
daného trojihelniku ABC. Vzddlenosti bodu X' po tadé od primek BC),
CA, AB oznacéme a, b, c, tj.

a=|X',BC|, b=|X',CAl, c¢=|X',AB]| (3)

Potom Apolloniiv svazek kruznic A(A, B,C,a,b,c) je parabolicky, a proto
¢isla ze vztahu (3) davaji jen jeden Apollonitiv bod.

Tento vysledek nas mtize inspirovat k polozeni otazky: Co kdyZ bod X'
nezvolime na Zadné primce, kterd vznikne prodlouZenim stran prickového
trojuhelniku ?

Pokus 2

Zvolte trojihelnik ABC' a vyznacte libovolny bod X' v jeho roviné, rizny
od vrcholi A, B, C. Urdete cisla a, b, ¢ podle rovnosti (3). Sestrojte Apollo-
niuw svazek kruznic A(A,B,C,a,b,c).
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Pohybujte s bodem X' a pozorujte, jak se méni Apolloniuv svazek kruz-
nic A(4, B,C,a,b,c) a kdy bude elipticky, kdy parabolicky a kdy hyperbo-
licky.

To, co mlzeme pri vlastnim pokusu pozorovat, prinese prvni necekany
vysledek, prvni prekvapeni.

Pohybem bodu X' zjistime, Ze mohou vzniknout v8echny tii druhy
svazkli kruznic, to je elipticky, parabolicky i hyperbolicky. Rozhodujici
je, zda bod X' je vnit¥nim, hrani¢nim nebo vnéj§im bodem sjednoceni
Ctyt Sedé vyznacenych oblasti na obrazku 9.

VSechny tfi moznosti znézornime na obréazcich 10, 11 a 12, v nichz se
vSak pro stru¢nost omezime jen na body, které patii trojuhelniku ABC.

Na obrazku 10 nalezi bod X' trojahelniku A'B'C’ a piislusny Apollo-
nitv svazek je elipticky; v8echny tii Apolloniovy kruznice prochazeji dvéma
body.

Na obrézku 11 lezi bod X' na strané trojihelniku A'B’'C" a Apollonitiv
svazek kruznic je v tomto pripadé parabolicky, vSechny tii kruZnice se
dotykaji v jednom bodé.

Na obrazku 12 je bod X' vnéjsim bodem trojahelniku A’B'C’ (a zaro-
ven vnit¥nim bodem daného trojahelniku) a Apollonitiv svazek kruZnic je
hyperbolicky; t¥i Apolloniovy kruznice nemaji zadny spoleény bod.

Statické obrazky 10, 11 a 12 v8ak nemohou poskytnou to potéseni, které
prinasi vlastni experimentovani s mobilnim Cabri obrazkem.

Obr. 10
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Obr. 11

Prvni vysledek (prvni pfekvapeni)

Necht X' je libovolny bod trojihelniku ABC rizny od jeho vrcholi. Jeho
vzddlenosti od stran trojihelniku oznacme podle (3). Potom pro body X',
které patri vnitrku Sedé vyznacenych oblasti na obr. 9 dostaneme elipticky
svazek kruznic A(A,B,C,a,b,c), pro body na hranici téchto oblasti do-
staneme parabolicky svazek a pro body wvniti bilych oblasti hyperbolicky
svazek.
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Druhé prekvapeni

Klicem k prvnimu prekvapeni byl pokus 1. Zkoumali jsme pfi ném, jak
se zobrazuji body X kruZnice k opsané trojuhelniku ABC, kdyz jejich
vzdalenosti od vrchold A, B, C interpretujeme jako vzdalenosti od pfimek
BC, CA, AC. Zménme pokus takto:

Pokus 3

Zwvolime opét trojihelnik ABC, sestrojime jemu opsanou kruznici k a na
ni zvolime bod X. Na rozdil od pokusu 1 urcime cisla a, b, ¢ jako druhé
mocniny vzddlenosti bodi X od vrcholi trojihelniku ABC':

a=|AX?, b=|BX]>, c=|CX]. (4)

Pak sestrojime vSechny body X', které maji od primek BC, CA, AB po
rad€ pomér vzddlenosti a : b : c. Nakonec budeme opét pohybovat bodem
X po kruznici k a zdroveri sledovat, jak se pohybuji sestrojené body X'.
Struéné uvedeme jen vysledky. PopiSeme piipad, kdy se bod X' pohy-
buje v trojihelniku ABC. (Obr. 13, kde je bod X' oznacen jako bod X,.)

Obr. 13

Sestrojime-li stopu nebo mnozinu boda X,, objevi se kivka & vepsana
do trojahelniku ABC' pfipominajici elipsu (obr. 13). Jak ovéfime, Ze to
je opravdu elipsa? Pomérné jednoduse. Vyznacime pét riznych boda této
kfivky a pak vyuZijeme moznosti, kterou dava Cabri-geometrie. Sestro-
jime kuzelosecku, kterd prochézi témito body. (Konstrukci najdeme v ,ro-
leté“, kterd je pii standardnim nastaveni pod konstrukei ,kruznice“.) Po-
kus naznacuje, ze naSe domnénka o elipse je velice pravdépodobna. Tuto
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domnénku skutecné dokazeme ve ¢tvrté casti prispévku pomoci vypocti
a navic popiseme jednoduchou konstrukeci této elipsy. Najdeme jeji stied
a body dotyku se stranami trojihelniku. Ty samoziejmé mizeme dostat
také uz dnes jako body X, odpovidajici vrcholim trojihelniku ABC.

Nyni se podivejme, jak se pohybuji body X,, X3, X., které nepatii
vnittku trojihelniku ABC'. Vysledek ukazuje obrazek 14. Je na ném ndm
jiz znama elipsa &£ a t¥i hyperboly H,, Hy a H.. Ale k tomuto vysledku
jsme nedospéli hned. Pri vlastnim zkouméani trajektorii bodt X,, X, a X,
¢ekala na nés ,1éc¢ka“. Zvoleny trojuhelnik ABC byl tak velky, Ze se ¢asti
zminénych hyperbol v oblastech (+ — —), (— + —), (— — +) na monitoru
viibec neobjevily. Na zakladé chybné analogie s obrazkem 9 jsme se proto
nejdiive domnivali, Ze tyto mnoziny naleZi jen oblastem (—+ +), (+ — +)
a (++4-—), a ze to budou elipsy. Nasi chybu jsme zjistili p¥i dalsich pokusech.
Pfi zmenseni trojihelniku ABC jsme objevili, ze kazdy z boda X,, X,
a X, se pohybuje po dvojdilné kiivce, nejspise po hyperbole. Ale ¢ekala
nas jesté jedna ,lécka*. Zdalo se ndm, ze piimky BC, C A, AB budou tvorit
asymptoty hyperbol H,, Hy a H.. Tuto chybu odhalilo dal$i zmensovani
trojihelniku ABC.

Obr. 14
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Také zde potési, natdhneme-li tahem mysi pruzinu bodu X a obrazek
tim ,rozpohybujeme®. Bod X, bude obihat po elipse £ a pfi kazdém pru-
chodu bodem dotyku elipsy se stranami trojihelniku se v tomto bodé setka
s bodem pohybujicim se po pripsané hyperbole. Pti trose fantasie ndm to
miize pripomenout simulaci pohybu planet, kterou miizeme sledovat v pla-
netéariich.

Samoziejmé se nabizi novd domnénka, ze pro Sedé vyznacené oblasti na
obrazku 14 bude platit obdobna vlastnost jako pro oblasti vyznacené na
obrazku 9. To miuzeme ovérit pokusem 4, ktery je obdobou pokusu 3.

Pokus 4

Zvolte trojihelnik ABC a vyznadéte libovolny bod X' v jeho roviné. Ur-
éete cisla a, b, ¢ jako druhé odmocniny vzddlenosti bodu X' po Fadé od
piimek BC, CA a AB, tj.

a=+/|X";BC|, b=+|X";CA|, c=+/|X"; AB| (5)

Sestrojte Apolloniiv svazek kruznic A(A, B,C,a,b,c). Pohybujte s bo-
dem X' a zkoumejte, kdy bude Apolloniiv svazek kruznic A(A, B,C, a,b,c)
elipticky, kdy parabolicky a kdy hyperbolicky.

Ctenaf se miize saim presvédéit, ze na zdkladé pokusu 4 miizeme dojit
k dalsimu necekanému vysledku:

Druhy vysledek (druhé pfekvapeni)

Necht X' je libovolny bod v roviné trojuhelniku ABC rizny od jeho
vrcholi. Zvolme ¢isla a, b, ¢ tak, aby platily rovnosti (5). Potom bodim X',
které patri vnitrku Sedé vyznacenych oblasti na obr. 14 odpovida elipticky
svazek kruznic A(A, B, C,a,b, c), bodim na hranici téchto oblasti odpovidd
parabolicky svazek a bodum uvniti bilych oblasti hyperbolicky svazek.

Treti prekvapeni

Vychodiskem pokusi 1 a 3 byl bod X, ktery se pohyboval po kruznici
opsané danému trojihelniku ABC' a jeho ménici se vzdalenosti od vrchola
tohoto trojahelniku. Pfi prvnim pokusu jsme zkoumali po jakych drahach
se pfitom pohybuji body X,, X,, X, X., které maji od pfimek BC, CA,
AB pomér vzdalenosti

a:b:c=]AX|:|BX|:|CX]|. (6)
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P1i druhém pokusu jsme pro pohyb bodi X,, X,, X, X. misto rovnosti
(6) pouzili rovnosti

a:b:c=|AX|?:|BX*: |CX|°. (7)

Miuze nas napadnout pfirozend otdzka, co kdyz pti pohybu boda X,,
Xa, Xp, X. nahradime rovnost (7) rovnosti

a:b:c=+/|AX|:/|BX]|: /|CX]|. (8)

Pokus 5

Zvolime opét trojihelnik ABC a na kruznici k jemu opsané pohyblivy
bod X. Pak budeme zkoumat driahy vsech bodi, které maji od primek BC,
CA, AB po fadé pomér vzddlenosti (8).

Vysledek pokusu je snad jesté zajimavéjsi nez v predeslych pripadech.
Podivejme se na obrazek 15.

Obr. 15

Drahami bodi X,, X,, X3, X, jsou strany ¢ty kiivocarych ,trojahel-
nikd“, jejichz sjednocenim jsou t¥i hyperboly H,, Hy a H.. Kazdé dvé
z téchto til hyperbol maji pravé dva spolecné body dotyku.
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— Spolecné body dotyku hyperbol #, a Hj jsou body T3 a T>. Muzete se
sami presvédcit, Ze oba lezi na piimce AB (ta vSak na naSem obrazku
neni nakreslena).

— Spole¢né body dotyku hyperbol H, a H. jsou body T3 a Ty, které lezi
na piimce AC.

— Spole¢né body dotyku hyperbol H;, a H. jsou body T5 a Tg, které lezi
na piimce BC. Bod Tg je vSak na obrizku 13 nepiistupny.

Na obrazku 15 vidime dva kiivocaré trojuhelniky 717575 a ToTyT5,
po kterych se pohybuji body X, a X,. Dalsi dva kfivocaré trojahelniky
T5T5Tg a Ty T4 Tg na obrazku 15 vidime jen ¢asteéné. Ale neni to jen tim, Ze
bod T§ je nepfistupny. Tyto trojihelniky jsou ,nevlastni pifimkou“ (coZ je
munozina v8ech bodd, které lezi v ,nekoneénu“) rozdéleny na obrazku 15 na
dvé c¢asti. Napriklad ,kiivocary® trojuhelnik 757675 se sklada z bilé plochy
svlevo“ od bodu T3 a bilé plochy ,vpravo“ od bod T» (tu v8ak na obrazku
15 spiSe tusime neZ vidime). Podobné je to s kfivoCarym trojihelnikem
T\TTy.

Ctenafim miizeme opét doporuéit rozpohybovat obrazek 15 tim, ze
uvedeme bod X natazenim pera do pohybu po kruznici k. Rozhodné to
stoji zato.

Co bude nasledovat? Samoziejmé obdoba pokust 2 a 4.

Pokus 6

Vyjdeme z obrdzku 1, v némz jsou vyznaceny hyperboly H,, Hy, He. Pak
pokracujeme. Zvolime v roviné trojuhelniku ABC bod X, ktery je rizny
od vrcholi A, B,C a urcime cisla a,b, ¢ tak, aby platilo

a=|X"; BCP, b=|X";CA]?, c¢=|X";AB)? (9)

Potom sestrojime Apollonituv svazek kruznic A(A, B,C,a,b,c).

Vlastni pokus spociva v tom, Ze budeme pohybovat bodem X a budeme
opét sledovat, kdy je Apolloniiv svazek kruznic elipticky, kdy parabolicky
a kdy hyperbolicky.

A vysledek bude tentokrat jiz asi podle ocekavani. Rozdil oproti vy-
sledkim popsanym ve vysledcich 1 a 2 je v tom, Ze nyni na obrazku 15
odpovidaji eliptickym svazktim bilé a nikoliv §edé plochy. Dostavame:
Treti vysledek (tieti prekvapeni)

Necht X' je libovolny bod v roviné trojihelniku ABC rizny od jeho
vrcholi. Zvolme ¢isla a, b, ¢ tak, aby platily rovnosti (9). Potom bodim
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X', které patii vnitiku bilijch oblasti na obr. 15 odpovidd elipticky sva-
zek kruznic A(A,B,C,a,b,c), bodim na hranici téchto oblasti odpovidd
parabolicky svazek a bodum uvniti Sedyjch oblasti hyperbolicky svazek.

Co je jesté pred nami

Pomoci Cabri-geometrie jsme dospéli ke tfem prekvapivym pohledim
na feSeni tlohy o tfech Apolloniovych kruznicich. Doufame, Ze vdm nase
prispévky pfinesli nejen nové pohledy do méné znamych a neznamych
koutd geometrie, ale i radost z cesty, kterou jsme si zvolili. Pfesto vam
zlistavame néco dluzni. Jsou to odpovédi na nésledujici otazky:

— Vysledky 1 az 3 jsou nepochybné zajimavé vysledky, ale bez jejich da-
kazu ztstavaji jen pouhymi domnénkami. Otazka tedy zni: Jak mizeme
tyto vysledky dokézat?

— Ve vysledcich 2 a 3 se hovori o elipsach a hyperbolach, které jsou klicem
k feseni. Otevienou vSak ztstala otazka: Jak mizeme tyto kuzelosecky
sestrojit jinak, nez jako mnoZziny bodu?

Na tyto otdzky se soustiedime ve ¢tvrté ¢asti naseho prispévku.

Poznamka

Autori pripravuji elektronickou verzi piispévku, ve které budou nej-
dtlezitéjsi obrazky piekresleny pomoci programu Cabri Java. To umozni
¢tenaiim nejen sledovat vyklad, ale provadét vlastni experimenty na mo-
bilnich obrézcich.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 117 a 118, jejichz zadani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle loniského (14.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 117
Necht n je ptirozené Cislo vétsi nez 2. DokaZte, Ze pro libovolna kladnd
redlnd ¢isla aq,as, ..., a, plati

(a1 +ax+ag) (a2 +as+aq): ... (an+ a1+ as) n
(a1 +az)-(az+az) ... (an +ay) >(\/§) )

Lev Kurlyandchik (Sankt-Peterburg)

Reseni:
Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem plati

(01+2-+a2) = (o0 + bos) + (3az +a0) > 2/ {ar + an) - (b + 0.

Obdobnym zptsobem mutzeme odhadnout vSechny ¢initele nasledujictho
soucinu a dostaneme

(a1 +ax+as)-(az+az+aq)-...-(an+ay +as) >
> 2" [(a1 + Sas) - (a2 +as) -/ (a2 + Sas) - (Sax +aa) -
o f(@n+ Sa1) - (Bar +a2)

Zaménou poradi C¢initeld v soucinu na pravé strané posledni nerovnosti
mame

J(a1 +Las) - (Las +as) -J(@ +Lag) - (Las +ag) - ...
o (en+ ar) - (bar + ap) =
= /(01 + ) - (31 +a2) - [ (e + Sas) - (Raz +3) -
o\ (@n + S01) - (San + ).
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Déle z rovnosti
(a1 + Las) - (Ray + az) = L (a1 + ) + Layay
a z podminek tlohy plyne
(a1 + 3a2) - (2ar + a2) > L (a1 + as)’ .

Obdobné odhadneme zbyvajici ¢leny soucinu na pravé strané uvazované
nerovnosti a dostaneme

20/ (a1 + kaz) - (Yar +a2) - /(2 + $ag) - (0o + a5) -
...-\/(an—k%al)-(%an—kal) >

> 20 [ v S @t a0 o (an + ) =

= (ﬂ)n-(a1+a2)-(a2+a3)-...-(an+a1),

Spojenim obou nerovnosti dostaneme po snadné Gpravé zadanou nerov-
nost.

Redakce neobdrzela zadné spravné reseni této tlohy.

Uloha 118
Necht P je libovolny vnitini bod pravothlého rovnoramenného troj-
thelniku ABC' s preponou AB. Dokazte, ze z usefek délky |AP|, |BP)|
a |C P|\V/2 1ze sestavit trojtihelnik.
Jaroslav Svrcek

Reseni (podle Zuzany Safernové):

Obraz bodu P v otoceni R se stfedem C' o orientovany thel BCA
ozna¢me P'. Plati pfitom |C'P'| = |CP|. Protoze bod P je vnitinim bo-
dem trojuhelniku ABC, jsou body A, P, P' jsou vrcholy trojihelniku.
Trojahelnik CPP’ je pravothly rovnoramenny se zdkladnou PP’, proto
|PP'| = |CP|V/2. Ze zadani plyne, 7e obrazem bodu A v otodeni R je bod
B, plati tedy |AP'| = |BP).

Jelikoz strany trojihelniku P'PA maji velikosti |[AP|, |BP| a |CP|V/2,
je tvrzeni tlohy dokazano.
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Pozndmka:
Ulohu bylo mozno fesit analyticky a ukazat, ze délky |AP|, |BP]
a |C' P|\/2 spliwji trojihelnikové nerovnosti.

Spravné teSeni zaslali: Anton Hnath z Moravan a Zuzana Safernovad
z GMK v Bilovci.

Netplné feseni zaslal: Jiri Steckbauer z Kvétné.

41. rocnik MO ve Velké Britanii

Ve skolnim roce 2004/05 se uskutecnil 41. ro¢nik britské matematické
olympiaddy (BMO). Na ukazku uvadime dvé (ze ¢tyr) loh zavérecného
kola této soutéze, které se uskutecnilo 1. tnora 2005.

1. V trojthelniku ABC je velikost vnitiniho uhlu pfi vrcholu A rovna
120°. Osy vnitinich ahld pfi vrcholech A, B a C protinaji protilehlé
strany po fadé v bodech D, E a F'. Dokazte, Ze kruznice o praméru EF
prochazi bodem D.

2. Dokazte, ze pro libovolna kladnd redlnd cisla a, b, ¢ plati nerovnost

a+b+c2>(+b+) L1,z
b e a) = Na"vTe)

Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006 85



