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Co zn�me a co budeme zkoumat
P�ipome�me si nejd��ve �lohu o t�ech Apolloniov�ch kru�nic�ch� kterou

jsme �e	ili ve 
� �
sti na	eho p��sp�vku �
� a jej�� podrobnou anal�zou se
budeme zab�vat v tomto p��sp�vku�

Sestroj�me v rovin� troj�heln�k ABC a zvol�me t�i navz�jem r�zn� klad�
n� re�ln� a	 b	 c
 Pak sestroj�me t�i Apolloniovy kru�nice

k� � k�A�B� a� b�� k� � k�B�C� b� c�� k� � k�C�A� c� a�� ���

�Prvn� z nich je mno�inou v
ech bod�	 kter� maj� od vrchol� A	 B dan�
pom�r vzd�lenost� a � b	 tj
	 pro kter� plat� jAX j � jBX j � a � b
 Podobn�
druh� kru�nice je mno�inou v
ech bod�	 pro kter� plat� jBX j � jCX j �
� b � c
 A kone�n� t�et� kru�nice je mno�inou v
ech bod�	 pro kter� plat�
jCX j � jAX j � c � a
���
Zjistili jsme� �e kru�nice k�� k�� k� pat�� v�dy jednomu svazku kru�nic�

Maj� spole�nou chord
lu a jejich st�edy le�� v jedn� p��mce� Mohou nastat

�� Konstrukce t	chto Apolloniov
ch kru�nic je pops�na v �
 ��sti na�eho p��sp	vku�
viz ���
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t�i p��pady� Kru�nice k�� k�� k� maj� dva spole�n� body a pat�� eliptic�
k�mu svazku kru�nic �obr� ��� jejich spole�nou chord
lou je spojnice jejich
pr�se��k��
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Druhou mo�nost ukazuje obr
zek 
� kde se kru�nice k�� k�� k� dot�kaj�
v jednom bod�� Kru�nice pat�� parabolick�mu svazku kru�nic� Posledn�
mo�nost ukazuje obr
zek �� Kru�nice k�� k�� k� nemaj� �
dn� spole�n�
bod a pat�� hyperbolick�mu svazku kru�nic�
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Ve v	ech t�ech p��padech byl zvolen stejn� troj�heln�k� Po�et pr�se��k�
kru�nic k�� k�� k� �tzv� Apolloniov�ch bod�� z
vis� na ��slech a� b� c� Na
obr
zc�ch �� 
 a � jsou ��sla a� c stejn
 a m�n� se ��slo b� V prvn�m p��pad�
je

a � ����� b � 
���� c � �����

ve druh�m p��pad� je

a � ����� b � 
���� c � ����

a ve t�et�m p��pad� je

a � ����� b � 
���� c � �����
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Vznik
 p�irozen� ot�zka �jej�� �e	en� bude hlavn� n
pln� tohoto p���
sp�vku�� Pro kter� hodnoty a	 b	 c jsou v�sledkem dva	 jeden nebo ��dn�
Apolloni�v bod� Jin�mi slovy� Pro kter� hodnoty a	 b	 c pat�� kru�nice k�	
k�	 k� eliptick�mu	 parabolick�mu nebo hyperbolick�mu svazku kru�nic�
Tuto ot
zku si polo�ili i studenti Pedagogick� fakulty Karlovy univerzity

v Praze� kdy� jsme s nimi tuto �lohu v roce 
��
 �e	ili� Ale tehdy jsme
je	t� odpov�� neznali�  lohu se n
m poda�ilo vy�e	it a� za�
tkem roku

��!� V�sledek v �esk�m jazyce p�in
	� n
	 p��sp�vek� v n�meck�m jazyce
p��sp�vek ����

Prvn� p�ekvapen�
"
ste�nou odpov�� na ot
zku� kterou jsme zakon�ili prvn� odstavec�

d
vaj� v�ty # a �� ze 
� �
sti na	eho �l
nku �
�� V�sledky obou v�t shrnuje
v�ta ���

V�ta ��
Nech� X je libovoln� bod v rovin� troj�heln�ku ABC r�zn� od jeho vr�

chol�
 Nech� pro ��sla a	 b	 c plat��

a � b � c � jAX j � jBX j � jCX j� �
�

Potom svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c� je parabolick�	 pr�v� kdy� bod X

le�� na kru�nici opsan� troj�heln�ku ABC
 V ostatn�ch p��padech je elip�
tick�


Tato v�ta v	ak ne��k
 nic o tom� pro kter
 ��sla a� b� c dostaneme
hyperbolick� svazek kru�nic� Je ot
zkou� zda je� �i nen� v�hodou skute��
nost� �e bod X zm�n�n� ve v�t� �� je ji� s
m $v�sledkem%� a to jedn�m
z hledan�ch Apolloniov�ch bod� �jedn�m ze spole�n�ch bod� kru�nic pa�
rabolick�ho nebo eliptick�ho svazku kru�nic A�A�B�C� a� b� c�� V ka�d�m
p��pad� to v	ak zjednodu	uje sestrojen� Apolloniov�ch kru�nic ��� svazku
A�A�B�C� a� b� c�� Uk
�eme to na obr
zc�ch ! a ��
Na obr
zku ! le�� bod X na kru�nici k a je tedy z
kladn�m bodem pa�

rabolick�ho svazku hledan�ch Apolloniov�ch kru�nic ���� Osa hledan�ho
svazku kru�nic �to je spole�n
 te�na t�chto kru�nic� proch
z� st�edem S

kru�nice k opsan� troj�heln�ku ABC� St�edn
 s t�chto kru�nic �spojnice
jejich st�ed�� je tedy te�nou kru�nice k v bod� X � Pr�se��ky st�edn�
s s p��mkami BC� CA� AB jsou st�edy S�� S�� S� p��slu	n�ch Apollo�
niov�ch kru�nic�
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Na obr
zku � bod X nele�� na kru�nici k opsan� troj�heln�ku ABC�
V	echny t�i Apolloniovy kru�nice ��� jsou kolm� ke kru�nici k opsan� troj�
�heln�ku ABC �viz v�ta �� z 
� �
sti �l
nku�� Druh� Apolloni�v bod X �

je proto obrazem bodu X v kruhov� inverzi podle kru�nice k �obr� ��� M��
�eme tedy snadno sestrojit st�ednou s v	ech t�� Apolloniov�ch kru�nic ���
jako osu �se�ky XX �� D
le postupujeme stejn� jako v p�ede	l�m p��pad��
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V�ta ��� jak jsme vid�li� ned
v
 uspokojiv� �e	en� dan�ho probl�mu�
M��e n
s v	ak inspirovat k jin�mu mnohem uspokojiv�j	�mu �e	en�� "�sla
a� b� c jsme ve v�t� �� ur�ili pomoc� vzd
lenost� �bodu X� od vrchol� troj�
�heln�ku ABC� Polo�me si tedy ot
zku�

Co kdy� nebudeme ��sla a� b� c ur�ovat jako vzd�lenost� zvolen�ch bod�
od vrchol� troj�heln�ku ABC	 ale jako vzd�lenosti od stran tohoto troj��
heln�ku	 respektive od p��mek	 kter� vzniknou jejich prodlou�en�m�
Ke ka�d�mu bodu X v rovin� troj�heln�ku ABC najdeme takov� bod�

aby m�l od p��mek BC� CA� AB stejn� pom�r vzd
lenost� jako bod X od
vrchol� troj�heln�ku ABC� "ten
�i mo�n
 nevid�� jak� je v tom smysl� ale
pozd�ji budou jist� p�ekvapeni� Nejd��ve si p�ipomeneme �e	en� n
sleduj�c�
jednoduch� �lohy�

�loha 	
Jsou d�ny dv� r�znob��ky a	 b a dv� kladn� ��sla v	 w
 M�me sestrojit

mno�inu bod�	 kter� maj� po �ad� od p��mek a� b pom�r vzd�lenost� v � w


'e	en� ukazuje obr
zek �� Sestroj�me rovnob��ky s p��mkami a� b ve
vzd
lenostech v� respektive w� Ty se protnou ve �ty�ech bodech �� 
� �� !�
vrcholech rovnob��n�ku� Sjednocen�m p��mek �� a 
! dostaneme hledanou
mno�inu bod��
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Toho vyu�ijeme k �e	en� dal	� pomocn� �lohy�

�� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



�loha 

Je d�n troj�heln�k ABC a kladn� re�ln� ��sla a� b� c
 M�me sestrojit

v
echny body	 kter� maj� od p��mek BC	 CA	 AB po �ad� pom�r vzd�le�
nost� a	 b	 c


'e	en� pro a � !� b � �� c � � ukazuje obr
zek �� Sestroj�me dv� r�z�
nob��ky tvo��c� mno�inu bod�� kter� maj� od p��mek BC� CA po �ad�
pom�r vzd
lenost� a � b� Podobn� sestroj�me mno�ninu bod�� kter� maj�
od p��mek CA� AB po �ad� pom�r vzd
lenost� b � c� M��eme je	t� doplnit
mno�inu bod�� kter� maj� od p��mek AB� BC pom�r vzd
lenost� c � a�
Na obr
zku � se ka�d� t�i p��mky� z nich� ka�d
 proch
z� jin�m vrcho�
lem troj�heln�ku ABC prot�naj� v jednom bod�� Dost
v
me celkem �ty�i
body Xo� Xa� Xb� Xc� kter� le�� ve �ty�ech ze sedmi oblast�� na kter� je
rozd�lena rovina p��mkami AB� BC a CA� Pro usnadn�n� dal	� komuni�
kaci jsou na obr
zku � tyto oblasti ozna�eny trojicemi znam�nek ( a ��
Nap��klad prvn� znam�nko je (� kdy� bod A do uva�ovan� oblasti pat��
a je �� kdy� do n� nepat��� Podobn� v�znam maj� zbyl
 dv� znam�nka�
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K p�ede	l� �loze m��eme p�ipojit n�kolik ot
zek pro �ten
�e k zamy	�
len��
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� Co m��eme ��ci o bodech Xo� Xa� Xb a Xc� kdy� bude platit n�kter

z rovnost� a � b� b � c� c � a)

� M��e se st
t� �e by �loha m�la jen t�i v�sledky) Nap��klad tak� �e by
n�kter� p��mky� kter� proch
zej� vn�j	�mi �hly troj�heln�ku ABC byly
rovnob��n�)

� Jak se zm�n� po�et v�sledk�� kdy� bude jedno z ��sel a� b� c rovn� nule)
Mohou b�t dv� nebo dokonce t�i z t�chto ��sel rovna nule)

A nyn� se ji� bl���me k prvn�mu z p�ekvapiv�mu v�sledku� ke kter�mu
n
s p�ivedou n
sleduj�c� pokusy�

Pokus �

Zvol�me libovoln� troj�heln�k ABC	 sestroj�me jemu opsanou kru�nici
k a na n� zvol�me libovoln� bod X �obr
 �a�
 Vzd�lenosti bodu X od vrchol�
troj�heln�ku ABC ozna��me

a � jAX j� b � jBX j� c � jCX j�
Pak sestroj�me v oblasti �(((� bod Xo a v oblasti ��((� bod Xa	 kter�
maj� oba od p��mek BC	 CA	 AB po �ad� pom�r vzd�lenost� a � b � c
 Nyn�
zkus�me pohybovat bodem X po kru�nici k a sou�asn� budeme sledovat	 jak
se pohybuj� body Xo a Xa
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Obr
 �a

Na obr
zku &a je zvolen bod X na kru�nici k� pak jsou zm��eny d�lky
a � jAX j� b � jBX j� c � jCX j a nakonec sestrojeny body Xo a Xa�
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Jak se m�n� poloha bod� Xo a Xa v z
vislosti na pohybu bodu X po
kru�nici k nazna�uje obr
zek &b� Bod Xo ob�h
 po obvodu tzv� p���kov�ho
troj�heln�ku A�B�C � �jeho strany jsou st�edn� p���ky troj�heln�ku ABC��
Bod X a ob�h
 ramena �hlu� kter� je vrcholov�m �hlem k vnit�n�mu �hlu
troj�heln�ku A�B�C � p�i vrcholu A��
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����	
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Obr
 �b

Obr
zek &b je bohu�el statick�� To prav� pot�	en� z n�ho poc�t�me te�
prve tehdy� kdy� sestroj�me jeho mobiln� verzi v Cabri�geometrii� Uvid�me
nap��klad� jak se body Xo a Xa sou�asn� sb�haj� a rozb�haj� v bod� A��
M��eme pozorovat� jak bod Xa st��dav� $miz�% a znovu se objevuje� Pro
body X � kter� le�� na oblouku CB �neobsahuj�c�m bod A� bod Xa toti�
neexistuje� Dost
v
me tak dva pozoruhodn� objevy�

�� Zobrazen� X � Xo �m�n�� kru�nici k na hranici troj�heln�ku A�B�C �

a zobrazen� X � Xa �m�n�� oblouk CAB kru�nice k na ramena �hlu
vrcholov�ho k �hlu C �A�B�



� Spojit� pohyb bodu X po kru�nici k se m�n� na nespojit� a �p�eru
o�
van�� pohyb bodu Xa po ramenech vrcholov�ho �hlu k vnit�n�mu �hlu
st�edov�ho troj�heln�ku v bod� Ao


Zobrazujeme�li v	echny �ty�i body Xo� Xa� Xb� Xc� jsou jejich dr
hy
p�i pohybu bodu X hranice jednotliv�ch 	ediv� vyzna�en�ch oblast� na
obr
zku #�
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Radost n
m m��e op�t zp�sobit� kdy� sestroj�me mobiln� obr
zek v Ca�
bri�geometrii a vyu�ijeme operace $pohyb objektu%� Bod rozpohybujeme
nata�en�m pera� Sou�asn� s pohybem bodu X se pohybuj� i body Xo�
Xa� Xb� Xc� V okam�iku� kdy $dob�hne% bod Xo k n�kter�mu vrcholu
p���kov�ho troj�heln�ku� $setk
% se v n�m i s bodem� kter� $b���% po
hranici p��slu	n�ho vrcholov�ho �hlu�
Spoj�me�li nyn� v�sledky pokusu � s tvrzen�m v�ty �� dostaneme dal	�

pozoruhodn� objev�
Nech� ABC je libovoln� troj�heln�k
 Nech� X � je libovoln� bod na n��

kter� z p��mek	 kter� jsou prodlou�en�m stran p���kov�ho troj�heln�ku T

dan�ho troj�heln�ku ABC
 Vzd�lenosti bodu X � po �ad� od p��mek BC	
CA	 AB ozna�me a	 b	 c	 tj


a � jX �� BCj� b � jX �� CAj� c � jX �� ABj ���

Potom Apolloni�v svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c� je parabolick�	 a proto
��sla ze vztahu ��� d�vaj� jen jeden Apolloni�v bod

Tento v�sledek n
s m��e inspirovat k polo�en� ot
zky� Co kdy� bod X �

nezvol�me na ��dn� p��mce	 kter� vznikne prodlou�en�m stran p���kov�ho
troj�heln�ku�

Pokus 


Zvolte troj�heln�k ABC a vyzna�te libovoln� bod X � v jeho rovin�	 r�zn�
od vrchol� A	 B	 C
 Ur�ete ��sla a	 b	 c podle rovnost� ���
 Sestrojte Apollo�
ni�v svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c�
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Pohybujte s bodem X � a pozorujte	 jak se m�n� Apolloni�v svazek kru��
nic A�A�B�C� a� b� c� a kdy bude eliptick�	 kdy parabolick� a kdy hyperbo�
lick�


To� co m��eme p�i vlastn�m pokusu pozorovat� p�inese prvn� ne�ekan�
v�sledek� prvn� p�ekvapen��
Pohybem bodu X � zjist�me� �e mohou vzniknout v	echny t�i druhy

svazk� kru�nic� to je eliptick�� parabolick� i hyperbolick�� Rozhoduj�c�
je� zda bod X � je vnit�n�m� hrani�n�m nebo vn�j	�m bodem sjednocen�
�ty� 	ed� vyzna�en�ch oblast� na obr
zku #�
V	echny t�i mo�nosti zn
zorn�me na obr
zc�ch ��� �� a �
� v nich� se

v	ak pro stru�nost omez�me jen na body� kter� pat�� troj�heln�ku ABC�
Na obr
zku �� n
le�� bod X � troj�heln�ku A�B�C � a p��slu	n� Apollo�

ni�v svazek je eliptick�� v	echny t�i Apolloniovy kru�nice proch
zej� dv�ma
body�
Na obr
zku �� le�� bod X � na stran� troj�heln�ku A�B�C � a Apolloni�v

svazek kru�nic je v tomto p��pad� parabolick�� v	echny t�i kru�nice se
dot�kaj� v jednom bod��
Na obr
zku �
 je bod X � vn�j	�m bodem troj�heln�ku A�B�C � �a z
ro�

ve� vnit�n�m bodem dan�ho troj�heln�ku� a Apolloni�v svazek kru�nic je
hyperbolick�� t�i Apolloniovy kru�nice nemaj� �
dn� spole�n� bod�
Statick� obr
zky ��� �� a �
 v	ak nemohou poskytnou to pot�	en�� kter�

p�in
	� vlastn� experimentov
n� s mobiln�m Cabri obr
zkem�
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Prvn� v�sledek �prvn� p�ekvapen��

Nech� X � je libovoln� bod troj�heln�ku ABC r�zn� od jeho vrchol�
 Jeho
vzd�lenosti od stran troj�heln�ku ozna�me podle ���
 Potom pro body X �	
kter� pat�� vnit�ku 
ed� vyzna�en�ch oblast� na obr
 � dostaneme eliptick�
svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c�	 pro body na hranici t�chto oblast� do�
staneme parabolick� svazek a pro body uvnit� b�l�ch oblast� hyperbolick�
svazek
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Druh� p�ekvapen�

Kl��em k prvn�mu p�ekvapen� byl pokus �� Zkoumali jsme p�i n�m� jak
se zobrazuj� body X kru�nice k opsan� troj�heln�ku ABC� kdy� jejich
vzd
lenosti od vrchol� A�B�C interpretujeme jako vzd
lenosti od p��mek
BC� CA� AC� Zm��me pokus takto�

Pokus �

Zvol�me op�t troj�heln�k ABC	 sestroj�me jemu opsanou kru�nici k a na
n� zvol�me bod X
 Na rozd�l od pokusu � ur��me ��sla a	 b	 c jako druh�
mocniny vzd�lenost� bod� X od vrchol� troj�heln�ku ABC�

a � jAX j�� b � jBX j�� c � jCX j�� �!�

Pak sestroj�me v
echny body X �	 kter� maj� od p��mek BC	 CA	 AB po
�ad� pom�r vzd�lenost� a � b � c
 Nakonec budeme op�t pohybovat bodem
X po kru�nici k a z�rove� sledovat	 jak se pohybuj� sestrojen� body X �

Stru�n� uvedeme jen v�sledky� Pop�	eme p��pad� kdy se bod X � pohy�

buje v troj�heln�ku ABC� �Obr� ��� kde je bod X � ozna�en jako bod Xo��

�����
���	
��
��

Obr
 ��

Sestroj�me�li stopu nebo mno�inu bod� Xo� objev� se k�ivka E veps
na
do troj�heln�ku ABC p�ipom�naj�c� elipsu �obr� ���� Jak ov���me� �e to
je opravdu elipsa) Pom�rn� jednodu	e� Vyzna��me p�t r�zn�ch bod� t�to
k�ivky a pak vyu�ijeme mo�nosti� kterou d
v
 Cabri�geometrie� Sestro�
j�me ku�elose�ku� kter
 proch
z� t�mito body� �Konstrukci najdeme v $ro�
let�%� kter
 je p�i standardn�m nastaven� pod konstrukc� $kru�nice%�� Po�
kus nazna�uje� �e na	e domn�nka o elipse je velice pravd�podobn
� Tuto
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domn�nku skute�n� dok
�eme ve �tvrt� �
sti p��sp�vku pomoc� v�po�t�
a nav�c pop�	eme jednoduchou konstrukci t�to elipsy� Najdeme jej� st�ed
a body dotyku se stranami troj�heln�ku� Ty samoz�ejm� m��eme dostat
tak� u� dnes jako body Xo odpov�daj�c� vrchol�m troj�heln�ku ABC�
Nyn� se pod�vejme� jak se pohybuj� body Xa� Xb� Xc� kter� nepat��

vnit�ku troj�heln�ku ABC� V�sledek ukazuje obr
zek �!� Je na n�m n
m
ji� zn
m
 elipsa E a t�i hyperboly Ha� Hb a Hc� Ale k tomuto v�sledku
jsme nedosp�li hned� P�i vlastn�m zkoum
n� trajektori� bod� Xa� Xb a Xc

�ekala na n
s $l��ka%� Zvolen� troj�heln�k ABC byl tak velk�� �e se �
sti
zm�n�n�ch hyperbol v oblastech �(���� ��(��� ���(� na monitoru
v�bec neobjevily� Na z
klad� chybn� analogie s obr
zkem # jsme se proto
nejd��ve domn�vali� �e tyto mno�iny n
le�� jen oblastem ��((�� �(�(�
a �((��� a �e to budou elipsy� Na	i chybu jsme zjistili p�i dal	�ch pokusech�
P�i zmen	en� troj�heln�ku ABC jsme objevili� �e ka�d� z bod� Xa� Xb

a Xc se pohybuje po dvojd�ln� k�ivce� nejsp�	e po hyperbole� Ale �ekala
n
s je	t� jedna $l��ka%� Zd
lo se n
m� �e p��mky BC� CA� AB budou tvo�it
asymptoty hyperbol Ha� Hb a Hc� Tuto chybu odhalilo dal	� zmen	ov
n�
troj�heln�ku ABC�

������
������
������
������

Obr
 ��
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Tak� zde pot�	�� nat
hneme�li tahem my	i pru�inu bodu X a obr
zek
t�m $rozpohybujeme%� Bod Xo bude ob�hat po elipse E a p�i ka�d�m pr��
chodu bodem dotyku elipsy se stranami troj�heln�ku se v tomto bod� setk

s bodem pohybuj�c�m se po p�ipsan� hyperbole� P�i tro	e fantasie n
m to
m��e p�ipomenout simulaci pohybu planet� kterou m��eme sledovat v pla�
net
ri�ch�
Samoz�ejm� se nab�z� nov
 domn�nka� �e pro 	ed� vyzna�en� oblasti na

obr
zku �! bude platit obdobn
 vlastnost jako pro oblasti vyzna�en� na
obr
zku #� To m��eme ov��it pokusem !� kter� je obdobou pokusu ��

Pokus �

Zvolte troj�heln�k ABC a vyzna�te libovoln� bod X � v jeho rovin�
 Ur�
�ete ��sla a	 b	 c jako druh� odmocniny vzd�lenost� bodu X � po �ad� od
p��mek BC	 CA a AB	 tj


a �
p
jX ��BCj� b �

p
jX ��CAj� c �

p
jX ��ABj ���

Sestrojte Apolloni�v svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c�
 Pohybujte s bo�
dem X � a zkoumejte	 kdy bude Apolloni�v svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c�
eliptick�	 kdy parabolick� a kdy hyperbolick�


"ten
� se m��e s
m p�esv�d�it� �e na z
klad� pokusu ! m��eme doj�t
k dal	�mu ne�ekan�mu v�sledku�

Druh� v�sledek �druh� p�ekvapen��

Nech� X � je libovoln� bod v rovin� troj�heln�ku ABC r�zn� od jeho
vrchol�
 Zvolme ��sla a� b� c tak	 aby platily rovnosti ���
 Potom bod�m X �	
kter� pat�� vnit�ku 
ed� vyzna�en�ch oblast� na obr
 �� odpov�d� eliptick�
svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c�	 bod�m na hranici t�chto oblast� odpov�d�
parabolick� svazek a bod�m uvnit� b�l�ch oblast� hyperbolick� svazek


T�et� p�ekvapen�

V�chodiskem pokus� � a � byl bod X � kter� se pohyboval po kru�nici
opsan� dan�mu troj�heln�ku ABC a jeho m�n�c� se vzd
lenosti od vrchol�
tohoto troj�heln�ku� P�i prvn�m pokusu jsme zkoumali po jak�ch drah
ch
se p�itom pohybuj� body Xo� Xa� Xb� Xc� kter� maj� od p��mek BC� CA�
AB pom�r vzd
lenost�

a � b � c � jAX j � jBX j � jCX j� ���
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P�i druh�m pokusu jsme pro pohyb bod� Xo� Xa�Xb� Xc m�sto rovnosti
��� pou�ili rovnosti

a � b � c � jAX j� � jBX j� � jCX j�� ���

M��e n
s napadnout p�irozen
 ot
zka� co kdy� p�i pohybu bod� Xo�
Xa� Xb� Xc nahrad�me rovnost ��� rovnost�

a � b � c �
p
jAX j �

p
jBX j �

p
jCX j� �&�

Pokus �

Zvol�me op�t troj�heln�k ABC a na kru�nici k jemu opsan� pohybliv�
bod X
 Pak budeme zkoumat dr�hy v
ech bod�	 kter� maj� od p��mek BC	
CA	 AB po �ad� pom�r vzd�lenost� ���


V�sledek pokusu je snad je	t� zaj�mav�j	� ne� v p�ede	l�ch p��padech�
Pod�vejme se na obr
zek ���

�����
�����
�����
�����

Obr
 ��

Dr
hami bod� Xo� Xa� Xb� Xc jsou strany �ty� k�ivo�ar�ch $troj�hel�
n�k�%� jejich� sjednocen�m jsou t�i hyperboly Ha� Hb a Hc� Ka�d� dv�
z t�chto t�� hyperbol maj� pr
v� dva spole�n� body dotyku�
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* Spole�n� body dotyku hyperbol Ha a Hb jsou body T� a T�� M��ete se
sami p�esv�d�it� �e oba le�� na p��mce AB �ta v	ak na na	em obr
zku
nen� nakreslena��

* Spole�n� body dotyku hyperbol Ha a Hc jsou body T� a T�� kter� le��
na p��mce AC�

* Spole�n� body dotyku hyperbol Hb a Hc jsou body T� a T�� kter� le��
na p��mce BC� Bod T� je v	ak na obr
zku �� nep��stupn��
Na obr
zku �� vid�me dva k�ivo�ar� troj�heln�ky T�T�T� a T�T�T��

po kter�ch se pohybuj� body Xo a Xa� Dal	� dva k�ivo�ar� troj�heln�ky
T�T�T� a T�T�T� na obr
zku �� vid�me jen �
ste�n�� Ale nen� to jen t�m� �e
bod T� je nep��stupn�� Tyto troj�heln�ky jsou $nevlastn� p��mkou% �co� je
mno�ina v	ech bod�� kter� le�� v $nekone�nu%� rozd�leny na obr
zku �� na
dv� �
sti� Nap��klad $k�ivo�ar�% troj�heln�k T�T�T� se skl
d
 z b�l� plochy
$vlevo% od bodu T� a b�l� plochy $vpravo% od bod T� �tu v	ak na obr
zku
�� sp�	e tu	�me ne� vid�me�� Podobn� je to s k�ivo�ar�m troj�heln�kem
T�T�T��
"ten
��m m��eme op�t doporu�it rozpohybovat obr
zek �� t�m� �e

uvedeme bod X nata�en�m pera do pohybu po kru�nici k� Rozhodn� to
stoj� zato�
Co bude n
sledovat) Samoz�ejm� obdoba pokus� 
 a !�

Pokus �

Vyjdeme z obr�zku �	 v n�m� jsou vyzna�eny hyperboly Ha	 Hb	 Hc
 Pak
pokra�ujeme
 Zvol�me v rovin� troj�heln�ku ABC bod X	 kter� je r�zn�
od vrchol� A�B�C a ur��me ��sla a� b� c tak	 aby platilo

a � jX ��BCj�� b � jX ��CAj�� c � jX ��ABj� �#�

Potom sestroj�me Apolloni�v svazek kru�nic A�A�B�C� a� b� c�

Vlastn� pokus spo��v� v tom	 �e budeme pohybovat bodem X a budeme

op�t sledovat	 kdy je Apolloni�v svazek kru�nic eliptick�	 kdy parabolick�
a kdy hyperbolick�


A v�sledek bude tentokr
t ji� asi podle o�ek
v
n�� Rozd�l oproti v��
sledk�m popsan�m ve v�sledc�ch � a 
 je v tom� �e nyn� na obr
zku ��
odpov�daj� eliptick�m svazk�m b�l� a nikoliv 	ed� plochy� Dost
v
me�

T�et� v�sledek �t�et� p�ekvapen��

Nech� X � je libovoln� bod v rovin� troj�heln�ku ABC r�zn� od jeho
vrchol�
 Zvolme ��sla a	 b	 c tak	 aby platily rovnosti �#�
 Potom bod�m
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X �	 kter� pat�� vnit�ku b�l�ch oblast� na obr
 �� odpov�d� eliptick� sva�
zek kru�nic A�A�B�C� a� b� c�	 bod�m na hranici t�chto oblast� odpov�d�
parabolick� svazek a bod�m uvnit� 
ed�ch oblast� hyperbolick� svazek


Co je je�t� p�ed n�mi

Pomoc� Cabri�geometrie jsme dosp�li ke t�em p�ekvapiv�m pohled�m
na �e	en� �lohy o t�ech Apolloniov�ch kru�nic�ch� Douf
me� �e v
m na	e
p��sp�vky p�inesli nejen nov� pohledy do m�n� zn
m�ch a nezn
m�ch
kout� geometrie� ale i radost z cesty� kterou jsme si zvolili� P�esto v
m
z�st
v
me n�co dlu�n�� Jsou to odpov�di na n
sleduj�c� ot
zky�
* V�sledky � a� � jsou nepochybn� zaj�mav� v�sledky� ale bez jejich d��
kazu z�st
vaj� jen pouh�mi domn�nkami� Ot
zka tedy zn�� Jak m��eme
tyto v�sledky dok
zat)

* Ve v�sledc�ch 
 a � se hovo�� o elips
ch a hyperbol
ch� kter� jsou kl��em
k �e	en�� Otev�enou v	ak z�stala ot
zka� Jak m��eme tyto ku�elose�ky
sestrojit jinak� ne� jako mno�iny bod�)
Na tyto ot
zky se soust�ed�me ve �tvrt� �
sti na	eho p��sp�vku�

Pozn�mka
Auto�i p�ipravuj� elektronickou verzi p��sp�vku� ve kter� budou nej�

d�le�it�j	� obr
zky p�ekresleny pomoc� programu Cabri Java� To umo�n�
�ten
��m nejen sledovat v�klad� ale prov
d�t vlastn� experimenty na mo�
biln�ch obr
zc�ch�

L i t e r a t u r a

��� Koman� M� � Fritsch� R�� Posvi�me si s Cabri do m�n	 zn�m
ch a nezn�m
ch
z�kout� geometrie
 ��st �  O troj!heln�ku a t�ech Apolloniov
ch kru�nic�ch"
 Mate�
matika � fyzika � informatika� ro�
 ��� �
 �� s
 �����


��� Koman� M� � Fritsch� R�� Posvi�me si s Cabri do m�n	 zn�m
ch a nezn�m
ch
z�kout� geometrie
 ��st �  Co v�me a co nev�me o Apolloniov	 kru�nici"
 Matematika
� fyzika � informatika� ro�
 ��� �
 �� s
 �������


��� Fritsch R� � Koman� M�� Von Apollonios aus dynamisch Mathematik entdecken
Leuchten wir mit Cabri in wenig bekannte und unbekannte stille Winkel der Geo�
metrie
 In# Schriften der Sudetendeutschen Akademie der Wissenschaften und K�n�
ste� Band ��� M�nchen � ����� SAWK� Forschungsbeitr�ge der Naturwissenschaften
Klasse
  V tisku
"

Pr�ce byla zpracov�na za podpory v
zkumn�ho z�m	ru VZ�J��$��#���������

&
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv
d�me �e	en� �loh ��� a ��&� jejich� zad
n� byla zve�ejn�na v sedm�m
��sle lo�sk�ho ��!�� ro�n�ku na	eho �asopisu�

�loha ��	
Nech+ n je p�irozen� ��slo v�t	� ne� 
� Doka�te� �e pro libovoln
 kladn


re
ln
 ��sla a�� a�� � � � � an plat�

�a� ( a� ( a�� � �a� ( a� ( a�� � � � � � �an ( a� ( a��
�a� ( a�� � �a� ( a�� � � � � � �an ( a��

�
�p


�n

�

Lev Kurlyandchik �Sankt�Peterburg�

�e
en��
Podle nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr�m�rem plat�

�a� ( a� ( a�� �
�
a� ( �

�
a�
�
(
�
�

�
a� ( a�

� � 
q�a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

�
�

Obdobn�m zp�sobem m��eme odhadnout v	echny �initele n
sleduj�c�ho
sou�inu a dostaneme

�a� ( a� ( a�� � �a� ( a� ( a�� � � � � � �an ( a� ( a�� �
� 
n

q�
a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

� �q�a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

� � � � �
� � � �

q�
an ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

�
�

Z
m�nou po�ad� �initel� v sou�inu na prav� stran� posledn� nerovnosti
m
meq�

a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

� �q�a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

� � � � �
� � � �

q�
an ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

�
�

�
q�

a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

� �q�a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

� � � � �
� � � �

q�
an ( �

�
a�
� � � �

�
an ( a�

�
�
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D
le z rovnosti

�
a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

�
� �

�
�a� ( a��

� ( �

�
a�a�

a z podm�nek �lohy plyne

�
a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

�
� �

�
�a� ( a��

�
�

Obdobn� odhadneme zb�vaj�c� �leny sou�inu na prav� stran� uva�ovan�
nerovnosti a dostaneme


n
q�

a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

� �q�a� ( �

�
a�
� � � �

�
a� ( a�

� � � � �
� � � �

q�
an ( �

�
a�
� � � �

�
an ( a�

�
�

� 
n
q

�

�
�a� ( a��

� �
q

�

�
�a� ( a��

� � � � � �
q

�

�
�an ( a��

� �

�
�p


�n � �a� ( a�� � �a� ( a�� � � � � � �an ( a�� �

Spojen�m obou nerovnost� dostaneme po snadn� �prav� �
danou nerov�
nost�

Redakce neobdr�ela �
dn� spr
vn� �e	en� t�to �lohy�

�loha ��

Nech+ P je libovoln� vnit�n� bod pravo�hl�ho rovnoramenn�ho troj�

�heln�ku ABC s p�eponou AB� Doka�te� �e z �se�ek d�lky jAP j� jBP j
a jCP jp
 lze sestavit troj�heln�k�

Jaroslav �vr�ek

�e
en� �podle Zuzany Safernov���
Obraz bodu P v oto�en� R se st�edem C o orientovan� �hel BCA

ozna�me P �� Plat� p�itom jCP �j � jCP j� Proto�e bod P je vnit�n�m bo�
dem troj�heln�ku ABC� jsou body A� P � P � jsou vrcholy troj�heln�ku�
Troj�heln�k CPP � je pravo�hl� rovnoramenn� se z
kladnou PP �� proto
jPP �j � jCP jp
� Ze zad
n� plyne� �e obrazem bodu A v oto�en� R je bod
B� plat� tedy jAP �j � jBP j�
Jeliko� strany troj�heln�ku P �PA maj� velikosti jAP j� jBP j a jCP jp
�

je tvrzen� �lohy dok
z
no�
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���
���

Pozn�mka�
 lohu bylo mo�no �e	it analyticky a uk
zat� �e d�lky jAP j� jBP j

a jCP jp
 spl�uj� troj�heln�kov� nerovnosti�

Spr
vn� �e	en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan a Zuzana Safernov�
z GMK v B�lovci�

Ne�pln� �e	en� zaslal� Ji�� Steckbauer z Kv�tn��

	
� ro�n�k MO ve Velk� Brit�nii

Ve 	koln�m roce 
��!,�� se uskute�nil !�� ro�n�k britsk� matematick�
olympi
dy �BMO�� Na uk
zku uv
d�me dv� �ze �ty�� �loh z
v�re�n�ho
kola t�to sout��e� kter� se uskute�nilo �� �nora 
����
�� V troj�heln�ku ABC je velikost vnit�n�ho �hlu p�i vrcholu A rovna
�
��� Osy vnit�n�ch �hl� p�i vrcholech A�B a C prot�naj� protilehl�
strany po �ad� v bodech D�E a F � Doka�te� �e kru�nice o pr�m�ru EF
proch
z� bodem D�


� Doka�te� �e pro libovoln
 kladn
 re
ln
 ��sla a� b� c plat� nerovnost

�
a

b
(
b

c
(
c

a

��

� �a( b( c�

�
�
a
(
�
b
(
�
c

�
�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� &�


