
MATEMATIKA

Shodn� a podobn� zobrazen�
v prostoru

JOSEF SROVNAL

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

Shodn� a podobn� zobrazen� v rovin� jsou pom�rn� dob�e a ve vhodn�m
rozsahu zpracovan� t�mata st�edo�kolsk�ho u�iva planimetrie� V u�ebni�
c�ch	 ve sb�rk�ch 
loh i v n�kter� speci�ln� literatu�e ��
�	 ���	 ���	 ���	 ����
najdeme tak� vhodn� 
lohy	 kter� roz�i�uj� a prohlubuj� tuto t�matiku�

Pon�kud jin� je v�ak situace ve stereometrii	 kde je shodn�m a podob�
n�m zobrazen�m v�nov�na sp��e okrajov� pozornost� �vahy se pohybuj�
v�t�inou v teoretick� rovin� a ojedin�le jsou ilustrov�ny v�t�inou trivi�l�
n�mi p��klady� Tento stav p�irozen� vypl�v� z probl�mu	 jak zobrazovat
�e�en� prostorov�ch 
loh na dvojrozm�rn� n�kresn�	 kdy� znalosti ��k�
v oboru deskriptivn� geometrie jsou minim�ln� nebo dokonce ��dn�� Ne�
zb�v� proto nic jin�ho	 ne� vyu��t p�edchoz�ch zku�enost� ��k�	 kter� z�s�
kali p�i studiu stereometrie ����	 ���	 ���	 ���� a k zobrazov�n� prostorov�ch

tvar� i k �e�en� 
loh o nich pou��t op�t osv�d�en� voln� rovnob��n� pro�
m�t�n�� P�in��� to v�ak s sebou ur�it� t��kosti plynouc� z toho	 �e toto
zobrazen� nen� vz�jemn� jednozna�n�	 �e v n�m obt��n�ji a v omezen�j��
m��e m��eme �e�it metrick� 
lohy	 �e mus�me n�kdy dodate�n� ur�ovat
podm�nky pro polohu a tvar zobrazovan�ch 
tvar� atd� P�es v�echny tyto
obt��e v�ak m��eme naj�t ur�it� v�chodisko	 spo��vaj�c� ve vhodn� volb�

loh	 vhodn� poloze v�choz�ch 
tvar� a v p�im��en� obt��nosti a n�ro��
nosti postup� p�i �e�en�� Pokus�me se to uk�zat na n�kter�ch p��kladech�
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�loha �

Je d�n pravideln� osmist�n ABCDEF a st�edy M�N�P�Q jeho hran
DE	 BF 	 AE	 CE v tomto po�ad�� Sestrojte

a� obrazy p��mek BE�EF v rovinov� soum�rnosti ur�en� rovinou � �
� AMN �

b� obrazy rovin � � ADE a � � AMN ve st�edov� soum�rnosti ur�en�
st�edem S osmist�nu�

c� obraz bodu P v osov� soum�rnosti ur�en� osou MN �
d� obraz poloroviny BCF v oto�en� kolem osy EF 	 p�ev�d��li toto oto�

�en� bod D do bodu A�
e� obrazy r�znob��ek AD	 DE v posunut� ur�en�m orientovanou 
se��

kou QB�
f� obraz jehlanu ABCDE ve stejnolehlosti o st�edu E a koe�cientu � �

�
�

�e�en�� �viz obr� 
�

���
���
���
	
�

Obr� �
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a� Obrazem bodu B v soum�rnosti podle roviny � je bod F 	 nebo 
jBN j � jNF j �N je st�ed hrany BF � a BF � �	 proto�e v rovin� �
existuj� dv� r�znob��ky MN 	 AN 	 z nich� ka�d� je kolm� k p��mce
BF �to plyne ze skute�nosti	 �e p��mka MN je st�edn� p���ka �tverce
BFDE a AN je v��ka v rovnostrann�m troj
heln�ku ABF �� Ana�
logicky zd�vodn�me	 �e obrazem bodu E je bod D� Proto obrazem
p��mky BE je p��mka DF �
Vzhledem k tomu	 �e rovinov� soum�rnost je involutorn� zobrazen�	
je obrazem bodu F bod B	 a proto s p�ihl�dnut�m k p�edchoz�mu je
obrazem p��mky EF p��mka BD�

b� Ze soum�rnosti pravideln�ho osmist�nu podle jeho st�edu S snadno
ur��me obrazy bod� A	 D	 E	 M 	 N � Plat� A� C	 D � B	 E � F 	
M � N 	 N �M � Proto se rovina � � ADE zobraz� na rovinu BCF
a rovina � � AMN sama na sebe �je samodru�n�	 nebo v n� le��
st�ed S st�edov� soum�rnosti��

c� Osov� soum�rnost zachov�v� incidenci bod� a p��mek� Vzhledem
k tomu	 �e P � AE	 bude obraz P � bodu P le�et na obrazu p��mky
AE� Obrazem bodu A v osov� soum�rnosti o ose MN je bod C	 �ne�
bo plat� AC � MN 	 MN � BDE	 AC �MN � S	 jASj � jCSj�
a obrazem bodu E je bodD �viz bod a� �e�en� t�to 
lohy�� Je tedy ob�
razem p��mky AE p��mka CD� Proto�e osov� soum�rnost je shodn�
zobrazen�	 zobrazuje se st�ed 
se�ky na st�ed obrazu t�to 
se�ky�
Proto obrazem bodu P je st�ed P � hrany CD�

d� Oto�en� kolem osy EF 	 kter� p�ev�d� bod D do bodu A	 zobrazuje
bod B na bod C a bod C na bod D� Bod F le�� na ose oto�en�	
a je tud�� samodru�n�� Obrazem poloroviny BCF je tedy polorovina
CDF �

e� V posunut� ur�en�m orientovanou 
se�kou QB ur��me nejprve ob�
raz bodu D� Proto�e QB je v��ka v rovnostrann�m troj
heln�ku
BCE kolm� na stranu EC	 plyne z rovnob��nosti EC k AF kol�
most v�ech p��mek sm�ru posunut� k AF � Speci�ln� p��mka sm�ru
posunut� proch�zej�c� bodem D le�� v rovin� ADF rovnob��n� s ro�
vinou BCE a prot�n� proto hranu AF v jej�m st�edu D� Proto�e je
d�le jDDj � jQBj	 DD k QB a orientace 
se�ek QB a DD je sou�
hlasn�	 je D hledan�m obrazem bodu D� R�znob��ky AD	 DE se
tedy zobrazuj� na p��mky a	 b proch�zej�c� bodem D tak	 �e a k AD	
b k DE�
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f� Vrchol E jehlanu ABCDE je samodru�n� �st�ed stejnolehlosti� a ob�
razy vrchol� podstavy le�� na prodlou�en�ch hran�ch tak	 �e nap��
A� � AE	 jA�Ej � �

�
jAEj a A� nen� bodem 
se�ky AE� Podobn� to

plat� pro obrazyB�	 C �	D� bod� B	 C	D� Obrazem jehlanu ABCDE
je jehlan A�B�C �D�E	 jeho� podstava je na obr� 
 viditeln�	 kde�to
hrana B�E viditeln� nen��

!e�en� p�edch�zej�c� 
lohy je vhodn� pro zopakov�n� z�kladn�ch vlastnost�
shodn�ch a podobn�ch zobrazen� v prostoru� Obsah odpov�d� zhruba st�e�
do�kolsk� n�plni u�iva tohoto t�matu� Lze v�ak �e�it tak� 
lohy n�ro�n�j��
i s jejich zobrazov�n�m ve voln�m rovnob��n�m prom�t�n�	 jak uk��eme
d�le�

�loha �

Bod M je st�edem hrany CC � krychle ABCDA�B�C �D�� Ur�ete nej�
krat�� lomenou ��ru A�XM 	 le���li bod X v rovin� ABC�

���
���
���

Obr� �

�e�en�� Sestroj�me bod M � soum�rn� k bodu M podle rovinyABC �obr� ��
a ur��me pr�se��k X p��mky A�M � s rovinou ABC� Z vlastnost� soum�r�
nosti podle roviny plyne pro ka�d� bod X � roviny ABC rovnost jX �M j �
� jX �M �j� Je�li X � �� X 	 plat�

jA�X �j" jX �M j � jA�X �j" jX �M �j � jA�M �j � jA�X j" jXM �j �
� jA�X j" jXM j �
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Odtud je vid�t	 �e pro ka�d� bod X � roviny ABC	 kter� je r�zn� od bodu
X 	 je spln�na nerovnost

jA�X �j" jX �M j � jA�X j" jXM j �

Je tedy bod X �e�en�m 
lohy� K d�kazu jsme u�ili troj
heln�kovou nerov�
nost aplikovanou na troj
heln�k A�X �M ��

Pozn�mka �� Ke stejn�mu v�sledku dosp�jeme	 sestroj�me�li bod A�� sou�
m�rn� k bodu A� podle roviny ABC a pak u�ijeme p�edchoz�ho postupu
�e�en� �na obr� � to zobrazeno nen���

Pozn�mka �� Ve �kolsk� praxi je vhodn� p�ed �e�en�m t�to 
lohy p�ipome�
nout jej� planimetrickou analogii �e�enou u�it�m osov� soum�rnosti�

�loha �

Je d�na krychleABCDA�B�C �D� se st�edem S a p��mka p le��c� v rovin�
� � A�BC �� Sestrojte 
se�ku XY tak	 aby bod X le�el na p��mce p	 bod
Y v rovin� � � ADD� a bod S byl jej�m st�edem�

����
����
�	
��
��

Obr� �

�e�en�� U�ijeme st�edov� soum�rnosti ur�en� st�edem S �obr� ��	 v n��
sestroj�me obraz p� p��mky p �na p��mce p zvol�me dva r�zn� body M 	 N
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a sestroj�me k nim st�edov� soum�rn� body M �	 N �� potom p� � M �N ���
Vzhledem k tomu	 �e st�edov� soum�rnost zachov�v� incidenci bod�	 p���
mek a rovin	 bude p��mka p� le�et v rovin� �� � ACD�	 kter� je obrazem
roviny � ve st�edov� soum�rnosti se st�edem S �rovinu �� ur��me pomoc�
obraz� bod� C � � A	 A� � C	 B � D��� Sestroj�me�li nyn� pr�se��k
Y � p� � �	 pak vzorem bodu Y � p� je bod X � p	 soum�rn� k bodu Y

podle st�edu S� Je tedy X � Y S � p a z vlastnost� st�edov� soum�rnosti
plyne	 �e takto sestrojen� 
se�ka XY je �e�en�m na�� 
lohy� Pr�se��k Y

le�� na pr�se�nici r rovin ��	 � �r � �� � � � AD�� p� � r � Y ��
Zb�v� je�t� ur�it viditelnost 
se�ky XY vzhledem ke krychli

ABCDA�B�C �D�� O viditelnosti rozhoduj� pr�se��ky P 	 Q p��mky XY

s hranic� krychle� Vzhledem k tomu	 �e p��mka XY le�� v rovin� ABC �

�nebo r � ABC � a sou�asn� plat� Y � r	 S � ABC �	 S � XY �	 plat�
P � C �D� �XY a Q � AB �XY � T�m je viditelost ur�ena�

Pozn�mka �� St�edov� soum�rnosti u��v�me k �e�en� 
loh	 v nich� je t�eba
um�stit �$vzp���it%� 
se�ku mezi dva 
tvary tak	 �e krajn� body t�to 
se�ky
pat�� dan�m 
tvar�m a st�ed 
se�ky spl�v� s dan�m bodem �v n�m� vol�me
p�i �e�en� st�ed st�edov� soum�rnosti��

�loha �

Je d�n pravideln� �ty�st�n MNPQ se st�edem S� V kl�nu ur�en�m ro�
vinami MNQ	 MPQ s vnit�n�m bodem S sestrojte kolm� �ty�bok� jehlan
ABCDV s koso�tvercovou podstavou ABCD v rovin� rovnob��n� s rovi�
nou st�ny MNP 	 le���li st�na ABV v rovin� MNQ	 st�na ADV v rovin�
MPQ a vrchol C v rovin� MNS� Hlavn� vrchol V jehlanu m� od bodu Q

vzd�lenost rovnou d�lce hrany �ty�st�nu�

�e�en�� Le���li st�ny ABV a ADV po �ad� v rovin�ch MNQ	 MPQ	 le��
bo�n� hrana AV jehlanu na pr�se�nici t�chto rovin	 tj� na p��mce MQ�
Proto�e jQV j � jMQj	 m��e b�t bu& V � M 	 nebo V �� M �

P�edpokl�dejme nejprve	 �e V �� M 	 V � MQ� Osa o jehlanu proch�z�
bodem V a je rovnob��n� s p��mkou QS	 kter� je kolm� k rovin� MNP 	
tedy i k rovin� podstavy jehlanu	 kter� je s rovinou MNP rovnob��n��
Ozna�me R � o�MNP � o�MT 	 kde T je st�ed hrany NP �p��mka MT

je pravo
hl�m pr�m�tem p��mky MQ do roviny MNP �� Proto�e jehlan
ABCDV je soum�rn� podle osy o	 u�ijeme ke konstrukci hrany CV osov�
soum�rnosti� K p��mce MV sestroj�me p��mku soum�rnou podle osy o tak	
�e k bodu M ur��me jeho obraz M � �M � �MR	 jMRj � jM �Rj�� Potom je
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p��mka M �V obrazem p��mky MV �bod V � o je samodru�n��� Na p��mce
VM � ur��me vrchol C	 jako pr�se��k p��mky M �V s rovinou MNS� Ro�
vina MNS prot�n� rovinu osov�ho �ezu jehlanu obsahuj�c� p��mky MV 	
M �V v p��mce MS	 proto C � M �V �MS� V osov� soum�rnosti ur�en�
osou o nyn� sestroj�me obraz A bodu C tak	 �e bodem C vedeme rovno�
b��ku s p��mkou MM �	 kter� prot�n� osu o v bod� O �st�edu podstavy
jehlanu� a p��mku MV ve vrcholu A� Zb�v� je�t� sestrojit vrcholy pod�
stavy B	 D	 kter� jsou rovn�� soum�rn� podle osy o a le�� na p��mce l
kolm� k AC proch�zej�c� bodem O a rovnob��n� s rovinou MNP �
hlo�
p���ky koso�tverce�� Ze vztah� MT � NP 	 MT k AC plyne AC � NP �
Sestroj�me proto p��mku l k NP 	 O � l a pak je t�� l � AC� Body B	 D
na p��mce l ur��me z podm�nky	 �e le�� v rovin�ch MNQ a MPQ� Bodem
R vedeme p��mku l� k l a na n� ur��me body B� � MN � l�	 D� � MP � l�
�sta�� sestrojit jeden z t�chto bod� a pak u��t osov� soum�rnosti�� Potom
je B � l � B�V 	 D � l � D�V � Konstrukci jehlanu ABCDV ukon��me
sestrojen�m podstavn�ch i bo�n�ch hran s p�ihl�dnut�m k viditelnosti�

����
����
�	
�
�
��

Obr� 	
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Nastane�li pro polohu bodu V na p��mce MQ p��pad V � M 	 pak nelze
jehlan ABCDV sestrojit	 nebo v tomto p��pad� je V � M � C a 
loha
nem� �e�en��

�loha �

Je d�na krychle ABCDA�B�C �D�	 p��mky p	 q a rovina �� V rovin�
kolm� k p��mce p sestrojte pravo
hl� rovnoramenn� troj
heln�k PQR

s prav�m 
hlem p�i vrcholu P tak	 aby P � p	 Q � q a R � �� P��mku p

volte jako spojnici st�ed� st�n ABCD	 A�B�C �D�� q � A�B a � � ABC ��

�e�en�� Je�li PQR troj
heln�k po�adovan�ch vlastnost� �obr� �� pak oto�
�en� kolem p��mky p o "�#� �nebo o ��#�� zobraz� vrchol Q na vrchol R
�nebo obr�cen�� a vrchol P se zobraz� s�m na sebe �le�� na ose oto�en� a je
samodru�n��� Proto�e Q � q	 oto��me s vrcholem Q i p��mku q� Jej� obraz
q� mus� proch�zet bodem R �obrazem bodu Q�	 nebo oto�en� zachov�v�
incidenci bod� a p��mek� Z po�adavku R � � pak plyne R � q� � ��

���
���
���

Obr� 


Obraz q� p��mky q 	 kter� je mimob��n� s osou oto�en�	 sestroj�me tak	
�e oto��me dva jej� r�zn� body	 nap�� A�	 B� Ka�d� z t�chto bod� se p�i
oto�en� pohybuje po �tvrtkru�nici	 le��c� v rovin� oto�en�	 kolm� k ose
oto�en�� Je tedy obrazem bodu A� bod B� a obrazem bodu B bod C�
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P��mka q� je pak spojnic� bod� B�	 C� Pr�se��k R � q� � � je st�ed st�ny
BCC �B�� Rovina troj
heln�ku PQR je rovinou st�edn�ho �ezu krychle� V n�
ur��me pomoc� inverzn�ho oto�en� bod Q �tj� oto��me zp�t kolem t��e osy
p v opa�n�m smyslu�� Je tedy bod Q st�ed st�ny ABB�A� a bod P st�ed
krychle� Z vlastnost� oto�en� kolem osy plyne	 �e sestrojen� troj
heln�k je
skute�n� pravo
hl� a rovnoramenn��

Shora popsan� postup vede jen k jednomu z mo�n�ch �e�en�� Dal�� �e�
�en� dostaneme stejn�m postupem	 oto��me�li p��mku q kolem osy p o �#�

v opa�n�m smyslu� V obou p��padech je po�et �e�en� d�n po�tem spole��
n�ch bod� oto�en� p��mky q s rovinou �� Prvn� oto�en� vedlo k jednomu
�e�en� �jedin� spole�n� bod ' pr�se��k p��mky q� s rovinou ��� Druh� oto�
�en� v opa�n�m smyslu �p�i volb� 
tvar� podle obr� �� zobraz� p��mku q

na p��mku q��	 kter� le�� v rovin� � �A� � D�	 B � A	 q�� � AD� � ��� M�
tedy p��mka q�� v�echny body spole�n� s rovinou � a 
loha m� nekone�n�
mnoho �e�en� �ka�d� bod p��mky q�� lze zvolit za vrchol R p��slu�n�ho
pravo
hl�ho rovnoramenn�ho troj
heln�ku PQR��

Pozn�mka �� Nahrad�me�li v obr� � rovinu � � ABC rovinou � k �	 � �� �

a �e��me�li stejnou 
lohu	 je p��mka q�� rovnob��n� s rovinou � tak	 �e
v n� nele��� Nem� tedy v tomto p��pad� p��mka q�� ��dn� bod spole�n�
s rovinou � a p��slu�n� oto�en� nevede k ��dn�mu �e�en��

�loha �

Je d�na krychleABCDA�B�C �D�� Sestrojte 
se�kuXY velikosti jXY j �
� d tak	 �e X � p	 Y � � a p��mka XY je rovnob��n� s p��mkou q� Volte
p � A�D	 � � BDD�	 q � AO	 d � jAOj	 kde O je st�ed st�ny BCC �B��

�e�en�� Sestroj�me obraz p� p��mky p v posunut� ur�en�m orientovanou

se�kou AO a obraz p�� p��mky p v opa�n�m posunut� ur�en�m orientova�
nou 
se�kou OA �obr� ��� Ur��me d�le pr�se��ky p� � � � Y a p�� � � � Y ��
P��mky sm�ru posunut� veden� body Y a Y � prot�naj� p��mku p v bodech
X 	 X �� !e�en�m 
lohy jsou 
se�ky XY 	 X �Y ��

Ke konstrukci obraz� p�	 p�� p��mky p v obou posunut�ch	 lze pou��t
nap�� bodu Q � p	 kter� je st�edem 
se�kyA�D� jeho obrazy v uva�ovan�ch
posunut�ch jsou body Q� � C � a Q�� � AB tak	 �e jAQ��j � jABj	 Q�� �� B�
Potom je Q� � p�	 p� k p a Q�� � p��	 p�� k p� P��mky p	 p�	 p�� le�� v t��e
rovin� �	 jej�� pr�se�nice s rovinou � je p��mka RD	 kde R je st�ed st�ny
A�B�C �D�� RD � p� � Y 	 RD � p�� � Y ��
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Obr� �

�loha �

Do dan�ho pravideln�ho �ty�bok�ho jehlan MNPQV vepi�te krychli
tak	 �e jedna jej� st�na le�� v rovin� podstavy a vrcholy protilehl� st�ny na
jeho bo�n�ch hran�ch�

�e�en�� K �e�en� 
lohy u�ijeme stejnolehlosti v prostoru �viz obr� ��� Dan�
jehlan protneme vhodnou rovinou � rovnob��nou s rovinou podstavy
MNP � Rovina � prot�n� bo�n� hrany jehlanu ve vrcholech �tverce
A�B�C �D�	 kter� tvo�� jednu �horn�� st�nu krychle ABCDA�B�C �D�� Tuto
krychli sestroj�me zn�m�m zp�sobem� Ve vrcholu V jehlanu zvol�me st�ed
stejnolehlosti a k vrcholu A krychle ur��me jeho obraz �A z podm�nky	 �e
bod �A le�� v rovin� podstavy jehlanu �je tedy �A � MP � AV �� St�e�
dem V a dvojic� bod� A � �A je ji� stejnolehlost ur�ena �jej� koe�ci�
ent je d�n pom�rem jV �Aj � jV Aj�� Obraz �A�B�C�D�A��B��C ��D� krychle
ABCDA�B�C �D� v t�to stejnolehlosti je ji� �e�en�m 
lohy� Viditelnost
na obr� � je ur�ena z podm�nky	 �e bo�n� st�ny jehlanu jsou nepr�hledn��
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Obr� �

proto u obou krychl� jsou viditeln� jen hrany A�B�	 B�C �	 �A��B�	 �B��C �	
le��c� ve viditeln�ch bo�n�ch st�n�ch jehlanu�

Sou��st� t�matu shodn� a podobn� zobrazen� v prostoru je tak� skl�d�n�
�tj� postupn� prov�d�n�� t�chto zobrazen�� Princip je stejn� jako v plani�
metrii	 av�ak jedn�m z hlavn�ch probl�m� z�st�v� op�t gra�ck� zobrazo�
v�n� postup� �e�en�� Nav�c jde o problematiku pom�rn� obs�hlou	 proto
se omezujeme ve �kolsk� praxi jen na n�kter� vhodn� uk�zky� M��eme
se p�itom op�rat i o n�kter� planimetrick� analogie �srovn�v�n� skl�d�n�
osov�ch soum�rnost� v rovin� se skl�d�n�m rovinov�ch soum�rnost� v pro�
storu	 skl�d�n� oto�en� kolem st�edu v rovin� a skl�d�n� oto�en� kolem
osy v prostoru	 skl�d�n� posunut� v rovin� a skl�d�n� posunut� v prostoru
atd��� P�ipomeneme tak� platnost asociativn�ho z�kona a neplatnost ko�
mutativn�ho z�kona pro skl�d�n� zobrazen�� N�sleduj�c� 
loha m��e slou�it
jako ilustrace vhodn�ho postupu�

�loha �

V krychli ABCDA�B�C �D� ozna�te O st�ed hrany AD	 S� st�ed st�ny
ABB�A�	 S� st�ed st�ny BCC �B� a S st�ed krychle� Je�li Z� st�edov� sou�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



m�rnost se st�edem S�	 Z� st�edov� soum�rnost se st�edem S�	 Z� posunut�
ur�en� orientovanou 
se�kou BA	 Z� soum�rnost podle roviny S�S�S a Z�
osov� soum�rnost ur�en� osou SS�	 ur�ete zobrazen� Z	 kter� vznikne slo�
�en�m Z�	 Z�	 Z�	 Z� a Z� v tomto po�ad��

����
�����	
�

Obr� 


�e�en�� M�me ur�it zobrazen� Z � Z� � Z� � Z� � Z� � Z�� Pro po��te�n�
p�edstavu a lep�� orientaci m��eme zvolit v prostoru vhodn� bod X a naj�t
jeho obraz X � � Z�X� v zobrazen� Z tak	 �e postupn� ur��me X� � Z��X�	
X� � Z��X��	 X� � Z��X��	 X� � Z��X��	 X� � Z��X�� � X �� Zvol�me�li
nap�� X � A�	 dostaneme p�i postupn�m zobrazov�n� X� � B	 X� � C �	
X� � D�	 X� � D	 X� � A�	 tj� X � � A� � X � To by mohlo v�st k do�
mn�nce	 �e zobrazen� Z je identitou� De�nitivn� odpov�& v�ak dostaneme
a� provedeme podrobn�j�� rozbor� Slo�en�m Z��Z� dostaneme posunut� Z�

�

ur�en� orientovanou 
se�kou A�C � �posunut� ve sm�ru S�S�	 jeho� velikost
je � jS�S�j�� Lze tedy nahradit zobrazen� Z� � �Z� � Z�� � Z� � Z�

�
slo�e�

n�m dvou posunut�	 jeho� v�sledkem je op�t posunut� T � Z� � Z�

�
ur�en�

orientovanou 
se�kou AD� V�sledn� zobrazen� Z m��eme nyn� zapsat ve
tvaru Z � Z� �Z� �T� Zobrazen� T a Z� na prav� stran� vztahu vyj�d��me
pomoc� rovinov�ch soum�rnost�� Posunut� T slo��me ze dvou rovinov�ch
soum�rnost�	 jejich� roviny jsou kolm� na p��mky sm�ru posunut� a jejich�
vzd�lenost je rovna polovin� velikosti posunut�� Budi� tedy T � Z

��

� � Z��

� 	
kde Z��

�
je soum�rnost podle roviny ABB� a Z

��

� je soum�rnost podle ro�
viny SS�O� Osovou soum�rnost Z� slo��me ze dvou rovinov�ch soum�r�
nost� Z��

� �Z�	 jejich� roviny jsou k sob� kolm� a proch�zej� osou SS� osov�
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soum�rnosti Z�� Pro v�sledn� zobrazen� Z nyn� plat�

Z � Z� � Z� � T � �Z��

�
� Z�� � Z� � �Z��

�
� Z��

�
� � Z

��

�
� �Z� � Z�� � �Z��

�
� Z��

�
� �

� Z
��

�
� J � �Z��

�
� Z��

�
� � Z

��

�
� �Z��

�
� Z��

�
� � �Z��

�
� Z��

�
� � Z��

�
� J � Z��

�
� Z

��

�
�

K 
prav�m jsme pou�ili asociativn�ho z�kona platn�ho pro skl�d�n� zob�
razen� a p�ihl�dli jsme k tomu	 �e slo�en�m dvou rovinov�ch soum�rnost�
o spole�n� rovin� soum�rnosti vznikne identick� zobrazen� J	 kter� je neut�
r�ln�m prvkem vzhledem k operaci skl�d�n�� Proto je v�sledn� zobrazen�
Z � Z

��

�
rovinovou soum�rnost� podle roviny ABB��

P�edchoz� rozbor uk�zal	 �e zobrazen� Z nen� identitou� Proto�e jsme p�i
prvn�m testov�n� zvolili bod X v rovin� soum�rnosti ABB�	 jej�� v�echny
body jsou samodru�n�	 splynul vzor X se sv�m obrazem X �� P�i volb�
jin�ho bodu Y 	 kter� nele�� v rovin� ABB�	 bude Z�Y � � Y � bod soum�rn�
k bodu Y podle roviny ABB� a r�zn� od bodu Y �to lze nap�� snadno
ov��it	 zvol�me�li Y � S��

Pozn�mka 	� Pokud bychom cht�li zm�nit zad�n� p�edchoz� 
lohy tak	
aby v�sledn� zobrazen� bylo identitou	 sta�ilo by nap�� zvolit rovinovou
soum�rnost Z� ur�enou rovinou soum�rnosti ABB� a vytvo�it slo�en� zob�
razen�

Z � Z� � Z� � Z� � Z� � Z� � Z� �
Podle p�edchoz�ho je pak

Z � Z� � �Z� � Z� � Z� � Z� � Z�� � Z� � Z� � J �

Shodn� a podobn� zobrazen� v prostoru jsou zaj�mav�m t�matem ve
stereometrii� Vzhledem k jeho obs�hlosti a relativn� obt��nosti nem��eme
toto u�ivo v r�mci st�edo�kolsk� v�uky probrat v cel� ���i a v cel�m rozsahu�
Vych�z�me�li z text� u�ebnic	 v nich� je tato t�matika zpracov�na	 mohou
shora uveden� 
lohy slou�it jako vhodn� dopln�k k roz���en� a prohlouben�
u�iva�

L i t e r a t u r a

��� Pomykalov�� E�� Matematika pro gymn�zia �Planimetrie�� Prometheus� Praha ���
�
��� Pomykalov�� E�� Matematika pro gymn�zia �Stereometrie�� Prometheus� Praha

�����
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��� Vejsada� F� � Talafous� F�� Sb�rka �loh z matematiky� SPN� Praha �����
�	� �ediv�� J�� Shodn� zobrazen� v konstruktivn�ch �loh�ch� �kola mlad�ch matematik��

�V MO� Praha �����
�
� �ediv�� J�� O podobnosti v geometrii� �kola mlad�ch matematik�� �V MO� Praha

�����
��� Vy��n� J� � Ku	erov�� J�� Druh� v�let do modern� matematiky� �kola mlad�ch ma�

tematik�� �V MO� Praha �����
��� Srovnal� J�� Polohov� �lohy ve stereometrii� MFI� ro�� 
 ����
����� �� ��
�
� Srovnal� J�� Metrick� �lohy ve stereometrii� MFI� ro�� �� ���������� �� 	�
��� Srovnal� J�� Povrchy a objemy t�les� MFI� ro�� �� ���������� �� ���

��� ro�n�k matematick� olympi�dy
�lohy I� kola

KATEGORIE Z�

Z	
I
�

Kolik �estim�stn�ch p�irozen�ch ��sel m� tu vlastnost	 �e sou�in v�ech
jejich ��slic je ��#(

Pavel Tlust


Z	
I
�

Vypl)te spr�vn�mi v�razy pr�zdn� pole ve s��tac� pyramid� na obr�zku�
Ve spr�vn� vypln�n� s��tac� pyramid� se v ka�d�m poli �krom� t�ch ze
spodn�ho patra� nach�z� sou�et v�raz�	 kter� jsou naps�ny ve dvou pol�ch
t�sn� pod n�m�

������
Sv�tlana Bedn��ov�
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Z	
I
�

Do kru�nice s polom�rem � cm je veps�n pravideln� �esti
heln�k
ABCDEF � P��mky FE a CD se prot�naj� v bod� M � Ur�ete d�lku 
se�ky
AM �

Marta Volfov�

Z	
I
�

Matematick� sout��e se z
�astnilo 
�� ��k�� Ne ka�d� v�ak odevzdal
t�et� 
lohu� Kdy� nakonec autor sout��e zpracov�val statistiku	 zapsal si	
�e odevzdan� t�et� 
lohy ohodnotil pr�m�rn� �� � bodu �zaokrouhleno na
desetiny� a ka�d� sout���c� dostal za t�et� 
lohu pr�m�rn� �� � bodu �zao�
krouhleno na desetiny�� Kolik ��k� mohlo odevzdat t�et� 
lohu( Ud�loval
se pouze cel� po�et bod�	 za neodevzdanou 
lohu bylo # bod��

Libor 
im�nek

Z	
I
�

Troj
heln�k REZ s obsahem �� cm� �jREj � 
� cm	 jZEj � 
� cm�
jsme dv�ma p��m�mi �ezy rozd�lili na t�i ��sti a z t�ch jsme slo�ili �bez
p�ekr�v�n�� obd�ln�k� Jak� rozm�ry mohl obd�ln�k m�t( Najd�te v�echny
mo�nosti�

Sv�tlana Bedn��ov�

Z	
I
�

Doka�te	 �e ��slo

�
 � � � � � � � � � � � �##� � �##�� " �� � � � � � � � � � � � �##� � �##��

je d�liteln� ��slem �##���
Pavel Tlust


KATEGORIE Z�

Z�
I
�

Z ��slic 
� �� � � � � � jsme vytvo�ili t�i sm��en� ��sla tvaru a b

c
	 p�itom jsme

ka�dou ��slici pou�ili pr�v� jednou� Pak jsme tato t�i ��sla spr�vn� se�etli�
Jak� nejmen�� sou�et jsme mohli dostat(

Sv�tlana Bedn��ov�
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Z�
I
�

Kr�l si nechal nal�t plnou ���i v�na� P�tinu v�na z n� upil� Pak si nechal
���i dol�t vodou a upil jednu �tvrtinu obsahu� Op�t mu ���i dolili vodou
a kr�l z n� upil jednu t�etinu� P��e mu zase ���i dolilo vodou� Kolik procent
�ist�ho v�na zbylo ve sklenici(

Marie Krej�ov�

Z�
I
�

Je d�n pravideln� dev�ti
heln�k ABCDEFGHI � Vypo��tejte velikost

hlu	 kter� sv�raj� p��mky DG a BE�

Michaela Raabov�� Marie Krej�ov�

Z�
I
�

*�ci postavili z mal�ch kostek pyramidu podobnou t� na obr�zku	 m�la
v�ak v�ce pater� Pyramida	 sv�ho druhu nejv�t�� na sv�t�	 st�la od t� doby
na dvo�e �koly a pr�elo na ni� Po �ase se musely v�echny kostky	 na kter�
pr�elo	 tedy ty na povrchu	 vym�nit� Vym�nilo se celkem � #�� kostek�
Kolik m�la pyramida pater(

������
Libor 
im�nek

Z�
I
�

Je d�no �ty�m�stn� ��slo� P�i�teme k n�mu takov� �ty�m�stn� ��slo	 kter�
je naps�no stejn�mi ��slicemi jako prvn� ��slo	 ale v opa�n�m po�ad�� Kte�
r�mi ��sly je tento sou�et v�dy d�liteln�(

Libu�e Hozov�

Z�
I
�

V��ka rovnoramenn�ho troj
heln�ku ABC d�l� jeho obsah v pom�ru

 � �� Ur�ete obsah a obvod troj
heln�ku ABC	 je�li jACj � jBCj a jABj �
�
p

�� cm�
Libu�e Hozov�
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KATEGORIE Z�

Z�
I
�

Jana nar�sovala �esti
heln�k� D�lky v�ech jeho stran vyj�d�en� v cen�
timetrech jsou cel� ��sla� Potom si uv�domila	 �e ka�d� dv� jeho sousedn�
strany jsou na sebe kolm�� Nar�suj	 jako mohl vypadat Janin �esti
heln�k	
je�li jeho obvod 
� cm a jeho obsah 
� cm��

Monika Dillingerov�

Z�
I
�

Rozd�l obd�ln�k na obr�zku na co nejmen�� po�et tvarov� stejn�ch ��st�
tak	 aby ka�d� z nich obsahovala jen takov� ��sla	 kter� d�vaj� po d�len�
t�emi navz�jem r�zn� zbytky� Pozor	 �ezat se sm� jen po �ar�ch s�t�+

���
���

Sv�tlana Bedn��ov�

Z�
I
�

Ur�i po�et zlomk�	 jejich� hodnota je cel�m n�sobkem t�� a �itatel i jme�
novatel jsou trojm�stn� p�irozen� ��sla�

Libor 
im�nek

Z�
I
�

D�de�ek nesl do ml�na pytel zrn�� Najednou mu za�ala zrn��ka z pytle
vypad�vat a za d�de�kem z�st�vala cesti�ka zna�en� jednotliv�mi zrn��ky�
T�i pt��ci si toho v�imli a za�ali jednotliv� zrn��ka zobat� Prvn� zobal
zrn��ka zelen� pt��ek	 a to tak	 �e sezobal ka�d� �tvrt� zrnko le��c� na
zemi� Potom p�ilet�l zobat �erven� pt��ek a sezobl ka�d� p�t� na zemi
le��c� zrnko� Nakonec sl�tl na cesti�ku modr� pt��ek a sezobal ka�d� t�et�
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na zemi le��c� zrn��ko� Kolik zrn��ek d�de�ek ztratil	 jestli�e pt��ci sezobali
dohromady �� zrn��ek(

Monika Dillingerov�

Z�
I
�

Aspo) trojm�stn� ��slo s navz�jem r�zn�mi ��slicemi	 jeho� ��dn� t�i
po sob� jdouc� ��slice a� b� c nespl)uj� ��dnou z nerovnost� a � b � c	
a � b � c	 se naz�v� vlnit�� Napi�

a� nejv�t�� vlnit� ��slo	 kter� nen� d�liteln� ��slem �	
b� nejv�t�� vlnit� ��slo d�liteln� ��slem 
�#�

Sv�tlana Bedn��ov�

Z�
I
�

Osmibok� kolm� hranol na�rtnut� na obr�zku vznikl slepen�m t�� kv��
dr�� Zjisti objem a povrch tohoto hranolu	 pokud v��	 �e mezi osmi jeho
bo�n�mi st�nami jsou �ty�i dvojice shodn�ch st�n	 a zn�� d�lky vyzna�e�
n�ch hran �obr�zek nen� p�esn�	 nevyplat� se m��it��

����
�����	
�

Sv�tlana Bedn��ov�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� 
loh 
�� a 
��	 jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v p�t�m
��sle tohoto �
��� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ���

Najd�te v�echny �tve�ice navz�jem r�zn�ch p�irozen�ch ��sel	 jejich�
sou�et je d�liteln� ka�d�m ze �ty� s��tan�ch ��sel	 p�i�em� p��slu�n� pod�ly
tvo�� stejnou �tve�ici jako p�vodn� ��sla�

Jarom�r 
im�a

�e�en��
Ozna�me a	 b	 c a d hledan� p�irozen� ��sla a s jejich sou�et� Nech plat�

a � b � c � d� �
�

Tedy
s

d
�
s

c
�
s

b
�
s

a
a podle zad�n� plat�

s

d
� a�

s

c
� b�

s

b
� c�

s

a
� d�

Odtud plyne
s � ad � bc� ���

Podle de�nice sou�tu s plat�

s � a" b" c" d� ���

Ze vztahu �
� plyne b 	 a� 
	 c 	 b� 
 	 a� �� Odtud	 a d�le ze vztah�
��� a ��� plyne

ad � a" b" c" d 	 �a� � " d�

Nerovnost ad 	 �a" d� � uprav�me na tvar

�a� 
��d� �� 	 #�

Vzhledem k tomu	 �e podle �
� a � 
 nutn� plat� d � f
� �� �g� D�le
rozli��me t�i mo�nosti�


 Pokud d � �	 nast�v� v p�edch�zej�c� nerovnosti rovnost	 tedy nutn�
plat� c � a� � a b � a� 
� Ze vztah� ��� a ��� d�le plyne

�a� 
��a� �� � bc � a" b" c" d � �a�
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co� uprav�me na tvar a���a"� � #� Tato rovnice nem� �e�en� v oboru
p�irozen�ch ��sel�


 Pokud d � �	 plyne ze vztah� ��� a ���

a" b" c" � � a" b" c" d � ad � �a a bc � ad � �a�

tak�e z prvn� rovnice m�me a � b" c"�� Dosazen�m do druh� rovnice
pak dostaneme

bc � �a � ��b" c" ���

kter� uprav�me na tvar

�b� ���c� �� � ��

Jeliko� oba �initel� jsou podle �
� p�irozen� ��sla a plat� b� � � c� �	
mohou nastat dva p��pady�

Plat� b� � � � a c� � � 
� Odtud b � 
#	 c � �	 a � 
��
Plat� b� � � � a c� � � �� Odtud b � �	 c � �	 a � 
��


 Pokud d � 
	 plyne ze vztah� ��� a ��� a � ad � a"b"c"d � a"b"c"
	
tedy b" c" 
 � #� Tato rovnice nem� �e�en� v oboru p�irozen�ch ��sel�

Zad�n� 
lohy vyhovuj� dv� �tve�ice navz�jem r�zn�ch p�irozen�ch ��sel	
kter�mi jsou �
�� 
#� �� �� a �
�� �� �� ���

Spr�vn� �e�en� zaslali�
Karol Gajdo� z Trnavy	 Vladim�r Pavel z Blovic	 Miroslav H�bsch z Pra�

hy �	 Jaroslav Han�l	 Miloslav Hol�k	 Cyril Hrubi�	 Miroslav Klimo�	 Mi�
chael Ku�era a Ji�� Tomala	 v�ichni z GMK v B�lovci�

Ne
pln� �e�en� zaslali�
Anton Hn�th z Moravan	 Franti�ek J�chim z Volyn� a V�t Orava z GMK

v B�lovci�

�loha ���

Nech AA�	 BB� a CC� jsou osy vnit�n�ch 
hl� troj
heln�ku ABC�
Velikosti jeho vnit�n�ch 
hl� po �ad� p�i vrcholech A	 B	 C jsou v pom�ru
� � � � 
� Doka�te	 �e plat� jA�B�j � jA�C�j�

��� turnaj m�st	 ��jen �##�

�e�en��
Nech velikost vnit�n�ho 
hlu p�i vrcholu C je rovna ��	 potom velikosti

vnit�n�ch 
hl� p�i vrcholech B	 C jsou po �ad� ��	 ��� Sou�et vnit�n�ch
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hl� v troj
heln�ku je 
�#�	 proto 
�#� � 
��� Ozna�me I pr�se��k os

hl�� Bodem I ve&me rovnob��ku s p��mkou BC a jej� pr�se��k se stranou
AC ozna�me K�

����
����

Doka�me	 �e troj
heln�ky A�AC� a A�KB� jsou shodn��

Plat� j�AKI j � j�ACBj � �� � j�ABI j a j�KAI j � j�BAI j �
� ��	 tedy troj
heln�ky AIK a AIB jsou podobn�	 vzhledem k tomu	 �e
maj� shodnou stranu AI jsou i shodn�	 proto plat� jAKj � jABj� Podle
v�ty �sus� jsou troj
heln�ky BA�A a KA�A shodn�	 tedy jA�Kj � jA�Bj�
Proto�e vnit�n� 
hly troj
heln�ku AA�B u vrchol� A a B maj� stejnou
velikost ��	 plat� nav�c jA�Bj � jA�Aj� Odtud plyne	 �e jA�Aj � jA�Kj
a j�A�KAj � j�A�BAj � j�A�AC�j � ���

V troj
heln�ku C�AC plat� j�CC�Aj � 
�#� � j�C�CAj � j�C�ACj �
� 
�� � � � �� � ��� Odtud j�C�IAj � 
�#� � j�C�AI j � j�AC�I j �
� 
�� � �� � �� � ��� Troj
heln�k C�IA je tedy rovnoramenn� a plat�
jAC�j � jAI j� V troj
heln�ku BB�A plat� j�BB�Aj � 
�#� � j�B�BAj �
�j�BAB�j � 
�� � �� � �� � ��� Troj
heln�k AIB� je rovnoramenn�
a plat� jAI j � jIB�j� Z rovnob��nosti 
se�ek IK a BC plyne j�KIB�j �
� j�CBB�j � �� � j�B�CBj � j�B�KI j� Troj
heln�k IB�K je rovnora�
menn� a plat� jIB�j � jKB�j� Z t�chto 
vah plyne jAC�j � jAI j � jIB�j �
� jKB�j�

Proto�e sou�asn� plat� jA�Aj � jA�Kj	 j�A�AC�j � j�A�KB�j
a jAC�j � jKB�j	 jsou podle v�ty �sus� troj
heln�ky A�AC� a A�KB�

shodn� a plat� jA�C�j � jA�B�j	 co� jsme m�li dok�zat�
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