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Shodna a podobna zobrazeni
Vv prostoru
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Shodné a podobna zobrazeni v roviné jsou pomérné dobfe a ve vhodném
rozsahu zpracovand témata stiedoskolského uciva planimetrie. V ucéebni-
cich, ve sbirkdch tdloh i v nékteré specidlni literatute ([1], [3], [4], [5], [6])

Ponékud jina je vSak situace ve stereometrii, kde je shodnym a podob-
nym zobrazenim vénovana spiSe okrajova pozornost. Uvahy se pohybuji
vétSinou v teoretické roviné a ojedinéle jsou ilustrovany vétSinou trividl-
nimi priklady. Tento stav pfirozené vyplyva z problému, jak zobrazovat
feSeni prostorovych Gloh na dvojrozmérné nakresné, kdyz znalosti zakl
v oboru deskriptivni geometrie jsou minimdalni nebo dokonce zadné. Ne-
zbyva proto nic jiného, nez vyuzit predchozich zkusenosti zakt, které zis-
kali pii studiu stereometrie ([2], [7], [8], [9]) a k zobrazovani prostorovych
utvard i k feSeni Gloh o nich pouzit opét osvédcéené volné rovnobézné pro-
mitani. Pfinasi to vSak s sebou urcité tézkosti plynouci z toho, Ze toto
zobrazeni neni vzijemné jednoznacné, ze v ném obtiznéji a v omezenéjsi
mife mizeme TeSit metrické dlohy, ze musime nékdy dodatecné urcovat
podminky pro polohu a tvar zobrazovanych atvart atd. Pres vSechny tyto
obtize vSak mizeme najit urcité vychodisko, spocivajici ve vhodné volbé
uloh, vhodné poloze vychozich Gtvari a v pfimérené obtiZnosti a naroc-
nosti postupt pii reseni. Pokusime se to ukdzat na nékterych piikladech.
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Uloha 1
Je dén pravidelny osmistén ABCDEF a stiedy M, N, P, () jeho hran
DE, BF, AE, CFE v tomto poradi. Sestrojte
a) obrazy pfimek BE, EF v rovinové soumérnosti uréené rovinou o =
= AMN;,
b) obrazy rovin p = ADE a 0 = AM N ve stfedové soumérnosti uréené
stredem S osmisténu;
c) obraz bodu P v osové soumérnosti uréené osou M N;

d) obraz poloroviny BCF' v otoceni kolem osy EF, prevadi-li toto oto-
¢eni bod D do bodu A;

e) obrazy ruznobézek AD, DE v posunuti uréeném orientovanou tsec-
kou @) B;
f) obraz jehlanu ABCDE ve stejnolehlosti o stiedu E a koeficientu —%.

Regent: (viz obr. 1)

Obr. 1
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a) Obrazem bodu B v soumérnosti podle roviny o je bod F, nebot
|[BN| = |NF| (N je stfed hrany BF) a BF 1 o, protoZe v roviné o
existuji dvé ruznobézky M N, AN, z nichz kazd4 je kolma k piimce
BF (to plyne ze skutec¢nosti, ze pfimka M N je stfedni pricka ¢tverce
BFDE a AN je vyska v rovnostranném trojahelniku ABF'). Ana-
logicky zdtivodnime, ze obrazem bodu E je bod D. Proto obrazem
primky BE je primka DF'.

Vzhledem k tomu, Ze rovinova soumeérnost je involutorni zobrazeni,
je obrazem bodu F bod B, a proto s ptrihlédnutim k pfedchozimu je
obrazem piimky EF piimka BD.

b) Ze soumérnosti pravidelného osmisténu podle jeho stfedu S snadno
ur¢ime obrazy boda A, D, E, M, N.Plati A—- C, D - B, E — F,
M — N, N — M. Proto se rovina p = ADE zobrazi na rovinu BCF
a rovina 0 = AMN sama na sebe (je samodruzné, nebot v ni lezi
stied S stfedové soumérnosti).

c) Osova soumérnost zachovava incidenci bodd a piimek. Vzhledem
k tomu, 7ze P € AE, bude obraz P’ bodu P leZet na obrazu piimky
AE. Obrazem bodu A v osové soumérnosti o ose M N je bod C, (ne-
bot plati AC L MN, MN C BDE, ACNMN =S, |AS| = |CS))
a obrazem bodu E je bod D (viz bod a) feSeni této tlohy). Je tedy ob-
razem piimky AE piimka C'D. Protoze osova soumérnost je shodné
zobrazeni, zobrazuje se stfed GseCky na stfed obrazu této usecky.
Proto obrazem bodu P je stfed P’ hrany CD.

d) Otoceni kolem osy EF, které prevadi bod D do bodu A, zobrazuje
bod B na bod C' a bod C na bod D. Bod F lezi na ose otoceni,

a je tudiz samodruzny. Obrazem poloroviny BCF je tedy polorovina
CDF.

e) V posunuti uréeném orientovanou tseckou @B ur¢ime nejprve ob-
raz bodu D. Protoze QB je vySska v rovnostranném trojihelniku
BCE kolmé na stranu EC, plyne z rovnobéznosti EC || AF kol-
most vSech primek sméru posunuti k AF. Specialné pifimka sméru
posunuti prochéazejici bodem D lezi v roviné ADF rovnobézné s ro-
vinou BCE a protiné proto hranu AF v jejim stfedu D. Protoze je
déle |[DD| = |QB|, DD || @B a orientace tise¢ek QB a DD je sou-
hlasnd, je D hledanym obrazem bodu D. Riznobézky AD, DE se
tedy zobrazuji na p¥imky a, b prochazejici bodem D tak, ze a || AD,
b|| DE.
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f) Vrchol E jehlanu ABCDE je samodruzny (stied stejnolehlosti) a ob-

razy vrcholli podstavy lezi na prodlouzenych hranach tak, ze napf.

A" € AE, |A'E| = 1|AE| a A’ neni bodem tsectky AE. Podobné to

plati pro obrazy B’, C', D' bodi B, C, D. Obrazem jehlanu ABCDE

je jehlan A’B'C'D’'E, jehoz podstava je na obr. 1 viditelnd, kdeZto
hrana B'E viditelna neni.

Reseni piedchazejici ilohy je vhodné pro zopakovani zékladnich vlastnosti

shodnych a podobnych zobrazeni v prostoru. Obsah odpovida zhruba stie-

wevs

i s jejich zobrazovanim ve volném rovnobézném promitani, jak ukazeme
dale.

Uloha 2
Bod M je stfedem hrany C'C' krychle ABCDA'B'C'D’'. Urcete nej-
kratsi lomenou ¢aru A’ X M, lezi-li bod X v roviné ABC.
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Reseni: Sestrojime bod M’ soumérny k bodu M podle roviny ABC (obr. 2)
a urc¢ime prisecik X piimky A'M' s rovinou ABC. Z vlastnosti soumér-
nosti podle roviny plyne pro kazdy bod X' roviny ABC rovnost |X'M| =
= |X'M'|. Je-li X' # X, plati
[AX'|+ | X'M|=|AX'|+ | XM >|AM|=|AX|+|XM'| =
= |A'X|+ | XM].
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Odtud je vidét, ze pro kazdy bod X' roviny ABC, ktery je rtizny od bodu
X, je splnéna nerovnost

JA'X'| + | X' M| > |A'X| + | X M].

Je tedy bod X feSenim ulohy. K dikazu jsme uzili trojahelnikovou nerov-
nost aplikovanou na trojahelnik A’ X'M’.

Pozndmka 1. Ke stejnému vysledku dospé&jeme, sestrojime-li bod A" sou-
mérny k bodu A’ podle roviny ABC' a pak uzijeme piedchoziho postupu
feSeni (na obr. 2 to zobrazeno neni).

Pozndamka 2. Ve skolské praxi je vhodné pted feSenim této tilohy pripome-
nout jeji planimetrickou analogii feSenou uzitim osové soumeérnosti.

Uloha 3

Je déna krychle ABCDA'B'C' D' se stfedem S a pfimka p lezici v roviné
p = A'BC'. Sestrojte tsecku XY tak, aby bod X lezel na pfimce p, bod
Y v roviné o = ADD' a bod S byl jejim stiedem.

Regeni: UZijeme stiedové soumérnosti uréené stfedem S (obr. 3), v niz
sestrojime obraz p' piimky p (na p¥imce p zvolime dva rizné body M, N
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a sestrojime k nim stfedové soumérné body M’', N'; potom p' = M'N’).
Vzhledem k tomu, ze stfedova soumeérnost zachovava incidenci bodd, pii-
mek a rovin, bude pfimka p’ lezet v roviné p’ = ACD’, kterd je obrazem
roviny p ve stfedové soumérnosti se stfedem S (rovinu p' uréime pomoci
obrazi boda C' — A, A’ - C, B — D'). Sestrojime-li nyni prusecik
Y =p' No, pak vzorem bodu Y € p’ je bod X € p, soumérny k bodu Y
podle stiedu S. Je tedy X = Y S Np a z vlastnosti stfedové soumérnosti
plyne, ze takto sestrojend tsecka XY je feSenim nasi Glohy. Prisecik YV
lezi na prisecnici r rovin p', o (r=p'No=AD";p'Nnr=Y).

Zbyva jesté urcit viditelnost udsecky XY vzhledem ke krychli
ABCDA'B'C'D'. O viditelnosti rozhoduji pruse¢iky P, @ piimky XY
s hranici krychle. Vzhledem k tomu, Ze pfimka XY lez v roving ABC'
(nebot r C ABC’ a soucasné plati Y € r, S € ABC', S € XY), plati
P=C'D'NnXY a@Q =ABNXY. Tim je viditelost urcena.

Pozndmka 3. Stredové soumérnosti uzivame k reseni tloh, v nichz je tfeba
umistit (,,vzpricit*) tsecku mezi dva tvary tak, Ze krajni body této tsecky
patii danym Gtvartm a stied Gsecky splyva s danym bodem (v némz volime
pii feSeni stied stfedové soumeérnosti).

Uloha 4

Je dan pravidelny ¢tytstén M N PQ se stiedem S. V klinu uréeném ro-
vinami M NQ, M PQ s vnitinim bodem S sestrojte kolmy ¢tyiboky jehlan
ABCDYV s kosoctvercovou podstavou ABC'D v roviné rovnobézné s rovi-
nou stény M N P, lezi-li sténa ABV v roviné M N(Q, sténa ADV v roviné
MPQ a vrchol C' v roviné M N S. Hlavni vrchol V' jehlanu ma od bodu @
vzdalenost rovnou délce hrany Ctyisténu.

Reseni: Lezi-li stény ABV a ADV po fadé v rovinich MNQ, MPQ, lezi
bo¢ni hrana AV jehlanu na priasecnici téchto rovin, tj. na piimce M Q.
Protoze |QV| = |[MQ|, mize byt bud V = M, nebo V # M.
Predpoklddejme nejprve, ze V # M, V € M@Q. Osa o jehlanu prochazi
bodem V' a je rovnobézna s pfimkou @S, ktera je kolma k roviné MNP,
tedy i k roviné podstavy jehlanu, ktera je s rovinou M N P rovnobézna.
Oznatme R = oNMNP = oNMT, kde T je stied hrany N P (ptimka MT
je pravouhlym pramétem piimky M@ do roviny M N P). Protoze jehlan
ABCDYV je soumérny podle osy o, uzijeme ke konstrukci hrany C'V osové
soumeérnosti: K pfimce MV sestrojime pfimku soumérnou podle osy o tak,
7e k bodu M uréime jeho obraz M' (M' € MR, |MR| = |M'R|). Potom je
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piimka M'V obrazem piimky MV (bod V € o je samodruzny). Na pfimce
V M' ur¢ime vrchol C, jako prisecik piimky M'V s rovinou MNS. Ro-
vina M NS protind rovinu osového fezu jehlanu obsahujici piimky MV,
M'V v pfimce M S, proto C = M'V N MS. V osové soumérnosti uréené
osou o nyni sestrojime obraz A bodu C tak, ze bodem C' vedeme rovno-
bézku s pfimkou M M’, kterd protind osu o v bodé O (stfedu podstavy
jehlanu) a pfimku MV ve vrcholu A. Zbyva je$té sestrojit vrcholy pod-
stavy B, D, které jsou rovnéz soumérné podle osy o a lezi na pfimce [
kolmé k AC' prochézejici bodem O a rovnobézné s rovinou M NP (thlo-
pricky kosoctverce). Ze vztahtt MT L NP, MT || AC plyne AC L NP.
Sestrojime proto pfimku ! || NP, O € [ a pak je téz [ L AC. Body B, D
na piimce [ uréime z podminky, Ze lezi v rovindch M N@Q a M P(Q: Bodem
R vedeme piimku !’ || [ a na ni uré¢ime body B' = MNNIl', D' = MPnNI’
(staci sestrojit jeden z téchto bodu a pak uzit osové soumérnosti). Potom
je B=1NnB'V, D =1nD'V. Konstrukci jehlanu ABCDV ukon¢ime
sestrojenim podstavnych i bo¢nich hran s prihlédnutim k viditelnosti.

Obr. 4
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Nastane-li pro polohu bodu V na pfimce M@ piipad V = M, pak nelze
jehlan ABCDYV sestrojit, nebot v tomto pripadé je V = M = C a tloha
nema reseni.

Uloha 5

Je dana krychle ABCDA'B'C'D’', ptimky p, ¢ a rovina p. V roviné
kolmé k pfimce p sestrojte pravouhly rovnoramenny trojihelnik PQR
s pravym Uhlem pfi vrcholu P tak, aby P € p, Q € ¢ a R € p. Pfimku p
volte jako spojnici stfedti stén ABCD, A'B'C'D'; g= A'B a p = ABC'.

Regeni: Je-li PQR trojthelnik pozadovanych vlastnosti (obr. 5) pak oto-
¢eni kolem pfimky p o +90° (nebo o —90°) zobrazi vrchol @ na vrchol R
(nebo obracené) a vrchol P se zobrazi sdm na sebe (lezi na ose otoceni a je
samodruZny). ProtoZe @) € ¢, oto¢ime s vrcholem @ i pfimku g. Jeji obraz
¢' musi prochdzet bodem R (obrazem bodu @), nebot otoceni zachovivéa
incidenci bodt a pfimek. Z pozadavku R € p pak plyne R = ¢’ N p.
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Obr. 5

Obraz ¢' piimky q , kterd je mimobézna s osou otoceni, sestrojime tak,
7e oto¢ime dva jeji rtizné body, napt. A’, B. Kazdy z téchto bodd se pii
otoceni pohybuje po ¢tvrtkruznici, lezici v roviné otoceni, kolmé k ose
otoceni. Je tedy obrazem bodu A’ bod B’ a obrazem bodu B bod C.
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Pfimka ¢’ je pak spojnici bodt B’, C. Prisecik R = ¢' N p je stied stény
BCC'B'. Rovina trojthelniku PQR je rovinou stfedniho fezu krychle. V nf
urc¢ime pomoci inverzniho oto¢eni bod @ (tj. oto¢ime zpét kolem téze osy
p v opatném smyslu). Je tedy bod @ stied stény ABB'A" a bod P stied
krychle. Z vlastnosti otoceni kolem osy plyne, ze sestrojeny trojihelnik je
skutec¢né pravotihly a rovnoramenny.

Shora popsany postup vede jen k jednomu z moznych feSeni. Dalsi fe-
Seni dostaneme stejnym postupem, oto¢ime-li pfimku ¢ kolem osy p o 90°
v opac¢ném smyslu. V obou pfipadech je pocet feSeni dan poctem spolec¢-
nych bodi otocené piimky ¢ s rovinou p. Prvni otoceni vedlo k jednomu
feSeni (jediny spole¢ny bod — priseéik pfimky ¢’ s rovinou p). Druhé oto-
Ceni v opafném smyslu (pii volbé Gtvara podle obr. 5) zobrazi pfimku ¢
na piimku ¢, kterd lezi v roviné p (A’ - D', B — A, ¢ = AD' C p). M4
tedy pfimka ¢ v8echny body spoletné s rovinou p a tiloha mé nekoneénd
mnoho feSeni (kaZdy bod piimky ¢ lze zvolit za vrchol R pfislusného
pravoahlého rovnoramenného trojihelniku PQR).

Poznamka 4. Nahradime-li v obr. 5 rovinu p = ABC rovinou o || p, o # p
a fe$ime-li stejnou Glohu, je pfimka ¢" rovnob&znd s rovinou o tak, ze
v ni nelezi. Neméa tedy v tomto piipadé pfimka ¢ zadny bod spole¢ny
s rovinou ¢ a prislusné otoceni nevede k zZadnému reSeni.

Uloha 6

Je dana krychle ABCDA' B'C' D! Sestrojte Gse¢ku XY velikosti | X Y| =
=d tak, ze X € p, Y € p a pfimka XY je rovnobézna s piimkou g. Volte
p=A'D, p=BDD', g = A0, d = |AO|, kde O je st¥ed stény BCC'B'".

Reseni: Sestrojime obraz p' pfimky p v posunuti uréeném orientovanou
useckou AO a obraz p" pfimky p v opa¢ném posunuti uréeném orientova-
nou useckou OA (obr. 6). Uréime dale priusec¢iky p’ Np =Y ap"Nnp=Y".
Piimky sméru posunuti vedené body Y a Y’ protinaji pfimku p v bodech
X, X'. ReSenim tlohy jsou tsecky XY, X'Y".

Ke konstrukci obrazt p’, p” pfimky p v obou posunutich, lze pouzit
napi. bodu @ € p, ktery je stfedem tsecky A’ D; jeho obrazy v uvazovanych
posunutich jsou body Q' = C" a Q"' € AB tak, ze |AQ"| = |AB|, Q" # B.
Potom je Q" € p', p' || pa Q" € p", p" || p. PH{mky p, p/, p" lezi v téze
roviné g, jejiz prisecnice s rovinou p je pfimka RD, kde R je stfed stény
A'B'C'D'; RDNp =Y, RDNp' =Y".

Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006 385



X D C'=qQ
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Obr. 6

Uloha 7

Do daného pravidelného ¢tyibokého jehlan M N PQV vepiste krychli
tak, ze jedna jeji sténa lezi v roviné podstavy a vrcholy protilehlé stény na
jeho boc¢nich hranach.

Regeni: K feseni tlohy uzijeme stejnolehlosti v prostoru (viz obr. 7). Dany
jehlan protneme vhodnou rovinou p rovnobéznou s rovinou podstavy
MNP. Rovina p protind boc¢ni hrany jehlanu ve vrcholech c¢tverce
A'B'C'D', ktery tvoii jednu (horni) sténu krychle ABCDA'B'C'D’. Tuto
krychli sestrojime znamym zptsobem. Ve vrcholu V' jehlanu zvolime stied
stejnolehlosti a k vrcholu A krychle uréime jeho obraz 'A z podminky, ze
bod A lezi v roviné podstavy jehlanu (je tedy A = MP n AV). Stie-
dem V a dvojici bodtt A — A je jiz stejnolehlost urcena (jeji koefici-
ent je ddn pomérem |V'4| : [V A|). Obraz 'A'B'C'D'A"'B''C"'D' krychle
ABCDA'B'C'D' v této stejnolehlosti je jiz feSenim tlohy. Viditelnost
na obr. 7 je urcena z podminky, Ze boc¢ni stény jehlanu jsou neprihledné;
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Obr. 7

proto u obou krychli jsou viditelné jen hrany A'B’, B'C', *A'"*B', ' B\ (',
lezici ve viditelnych boc¢nich sténéch jehlanu.

Soucasti tématu shodnd a podobnd zobrazeni v prostoru je také skladani
(tj. postupné provadéni) téchto zobrazeni. Princip je stejny jako v plani-
metrii, avSak jednim z hlavnich problému zlistava opét grafické zobrazo-
vani postupt feSeni. Navic jde o problematiku pomérné obsahlou, proto
se omezujeme ve Skolské praxi jen na nékteré vhodné ukazky. Miuzeme
se pfitom opirat i o nékteré planimetrické analogie (srovnévéani skladani
osovych soumérnosti v roviné se sklddanim rovinovych soumérnosti v pro-
storu, skladani otoceni kolem stredu v roviné a sklddani otoceni kolem
osy v prostoru, skladani posunuti v roviné a sklddani posunuti v prostoru
atd.). Pfipomeneme také platnost asociativniho zdkona a neplatnost ko-
mutativniho zakona pro skladani zobrazeni. Nasledujici illoha muze slouzit
jako ilustrace vhodného postupu.

Uloha 8
V krychli ABCDA'B'C'D’' oznaéte O stfed hrany AD, S; st¥ed stény
ABB'A', S, stied stény BCC'B’ a S sti¥ed krychle. Je-li Z; stfedové sou-
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mérnost se stfedem S, Z, stfedova soumérnost se stiedem Sy, Z3 posunuti
urcené orientovanou useCkou BA, Z, soumérnost podle roviny S1.5:S a Zs
osova soumérnost urcend osou SSs, urcete zobrazeni Z, které vznikne slo-
zenim Zl, ZQ, 23, Z4 a Z5 v tomto pofadi.
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Obr. 8

Reseni: Mame uréit zobrazeni Z = Zs 0 Z4 o Z3 0 Z5 o Z1. Pro pocateéni
predstavu a lepsi orientaci mtzeme zvolit v prostoru vhodny bod X a najit
jeho obraz X' = Z(X) v zobrazeni Z tak, 7e postupné uréime X; = Z;(X),
X2 = Zz(Xl), X3 = Zg(Xz), X4 = Z4(X3), X5 = Z5(X4) = X'. Zvolime-li
napi. X = A’ dostaneme pii postupném zobrazovani X; = B, Xy = C',
Xs=D' X, =D, Xs = A, tj. X' = A = X. To by mohlo vést k do-
mnénce, ze zobrazeni Z je identitou. Definitivni odpovéd vSak dostaneme
az provedeme podrobn&jsi rozbor. Slozenim Z50Z; dostaneme posunuti Z}
urcené orientovanou tseckou A'C’ (posunuti ve sméru S;.5, jehoz velikost
je 215153]). Lze tedy nahradit zobrazeni Zz o (Zy 0 Zy) = Z3 o Z] sloze-
nim dvou posunuti, jehoz vysledkem je opét posunuti T = Z3 o Z] urcené
orientovanou useckou AD. Vysledné zobrazeni Z mtizeme nyni zapsat ve
tvaru Z = Z50Z,40T. Zobrazeni T a Z5 na pravé strané vztahu vyjadiime
pomoci rovinovych soumérnosti. Posunuti T slozime ze dvou rovinovych
soumérnosti, jejichz roviny jsou kolmé na primky sméru posunuti a jejichz
vzdalenost je rovna poloviné velikosti posunuti. Budiz tedy T = Z o Z/,
kde Z7 je soumérnost podle roviny ABB’ a Z'"5 je soumérnost podle ro-
viny SS20. Osovou soumérnost Z; slozime ze dvou rovinovych soumeér-
nosti Zj o Z4, jejichz roviny jsou k sobé kolmé a prochézeji osou SS» osové
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soumérnosti Zs. Pro vysledné zobrazeni Z nyni plati
Z=17250Z40T = (ZyoZy)oZyo(ZyoZ))=2Zyo(Zy0Zs)0(ZyoZ])=
= Zfo)o(ZioZ) = Zho (ZoZl) = (ZhoZh) 0Tl = 1o Z{ = 7.

K Gpravam jsme pouzili asociativniho zadkona platného pro skladani zob-
razeni a prihlédli jsme k tomu, Ze slozenim dvou rovinovych soumérnosti
o spole¢né roviné soumeérnosti vznikne identické zobrazeni J, které je neut-
ralnim prvkem vzhledem k operaci skladani. Proto je vysledné zobrazeni
Z = Z rovinovou soumérnosti podle roviny ABB'.

Ptedchozi rozbor ukézal, Ze zobrazeni Z neni identitou. Protoze jsme pfti
prvnim testovani zvolili bod X v roviné soumérnosti ABB', jejiz viechny
body jsou samodruzné, splynul vzor X se svym obrazem X'. Pfi volbé
jiného bodu Y, ktery nelezi v roviné ABB’, bude Z(Y) = Y’ bod soumérny
k bodu Y podle roviny ABB' a rizny od bodu Y (to lze napf¥. snadno
ovéfit, zvolime-li Y = §).

Pozndamka 5. Pokud bychom chtéli zménit zadani piedchozi tlohy tak,
aby vysledné zobrazeni bylo identitou, stacilo by napf. zvolit rovinovou
soumeérnost Zg uréenou rovinou soumérnosti ABB’ a vytvorit slozené zob-
razeni

Z:ZGOZ5OZ4023022021.
Podle predchoziho je pak

Z:Z6O(Z5OZ4023022021):ZGOZGZJ.

Shodna a podobné zobrazeni v prostoru jsou zajimavym tématem ve
stereometrii. Vzhledem k jeho obsahlosti a relativni obtiznosti nemtizeme
toto ucivo v ramci stfedoskolské vyuky probrat v celé §iti a v celém rozsahu.
Vychazime-li z textd ucebnic, v nichz je tato tématika zpracovana, mohou
shora uvedené tlohy slouzit jako vhodny doplnék k rozsiteni a prohloubeni

uciva.
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56. rocnik matematické olympiady

Ulohy I. kola

KATEGORIE 79

7Z9-11
Kolik Sestimistnych pfirozenych ¢isel mé tu vlastnost, ze soucin vSech
jejich ¢islic je 7507
Pavel Tlusty

79-1-2

Vyplite spravnymi vyrazy prazdnd pole ve s¢itaci pyramidé na obrazku.
Ve spravné vyplnéné séitaci pyramidé se v kazdém poli (kromé téch ze
spodniho patra) nachazi soucet vyrazi, které jsou napsany ve dvou polich
tésné pod nim.

—-4x

Sx-1

(S]]}

Sveétlana Bedndrovd
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7Z9-1-3
Do kruznice s polomérem 2 cm je vepsan pravidelny Sestithelnik
ABCDEF. Piimky FE a CD se protinaji v bodé M. Urcete délku tsecky
AM.
Marta Volfovd

7914
Matematické soutéze se zucastnilo 142 zakt. Ne kazdy vSak odevzdal
treti alohu. Kdyz nakonec autor soutéze zpracovaval statistiku, zapsal si,
Ze odevzdané tieti Glohy ohodnotil pramérné 3,9 bodu (zaokrouhleno na
desetiny) a kazdy soutézici dostal za t¥eti tlohu primérné 2,7 bodu (zao-
krouhleno na desetiny). Kolik zakt mohlo odevzdat tieti ilohu? Udéloval
se pouze cely pocet bodi, za neodevzdanou tlohu bylo 0 bodi.
Libor Simiinek

7Z9-1-5
Trojthelnik REZ s obsahem 84 cm? (|RE| = 14cm, |ZE| = 15cm)
jsme dvéma piimymi Fezy rozdélili na t¥i ¢asti a z téch jsme sloZili (bez
prekryvéani) obdélnik. Jaké rozméry mohl obdélnik mit? Najdéte viechny
moznosti.
Svétlana Bedndiovd

Z9-1-6
Dokazte, ze c¢islo

(1-3-5-7-...-2003-2005) + (2-4-6-8-...-2004 - 2006)
je délitelné ¢islem 20074

Pavel Tlusty

KATEGORIE Z8

78-1-1
Z ¢islic 1,2, . ..,9 jsme vytvorili tfi smiSend cisla tvaru a% , pritom jsme
kazdou cislici pouzili pravé jednou. Pak jsme tato tTi ¢isla spravné secetli.
Jaky nejmensi soucet jsme mohli dostat?
Svétlana Bedndrovd
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7812
Kral si nechal nalit plnou ¢isi vina. Pétinu vina z ni upil. Pak si nechal
Cisi dolit vodou a upil jednu ¢tvrtinu obsahu. Opét mu ¢isi dolili vodou
a kral z ni upil jednu tietinu. Paze mu zase ¢isi dolilo vodou. Kolik procent
Cistého vina zbylo ve sklenici?
Marie Krejcovd

7Z8-1-3
Je dan pravidelny devitithelnik ABCDEFGHI. Vypocitejte velikost
uhlu, ktery sviraji pfimky DG a BE.
Michaela Raabova, Marie Krejéova

7Z8-1-4

Zéci postavili z malych kostek pyramidu podobnou té na obrazku, méla
v8ak vice pater. Pyramida, svého druhu nejvétsi na svété, stila od té doby
na dvore Skoly a prselo na ni. Po ¢ase se musely vSechny kostky, na které
prielo, tedy ty na povrchu, vymeénit. Vymeénilo se celkem 2 025 kostek.
Kolik méla pyramida pater?

Libor Simainek

Z8-1-5
Je dano ¢tyrmistné ¢islo. Pri¢teme k nému takové ¢tyrmistné ¢islo, které
je napsano stejnymi ¢islicemi jako prvni ¢islo, ale v opa¢ném poradi. Kte-
rymi ¢isly je tento soucet vzdy délitelny?
Libuse Hozovad

7Z8-1-6
Vyska rovnoramenného trojihelniku ABC déli jeho obsah v poméru
1: 3. Urcete obsah a obvod trojihelniku ABC, je-li |AC| = |BC| a |AB| =
=+32cm.
Libuse Hozovad
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KATEGORIE Z7

7711
Jana narysovala Sestithelnik. Délky vSech jeho stran vyjadiené v cen-
timetrech jsou celé ¢isla. Potom si uvédomila, ze kazdé dvé jeho sousedni
strany jsou na sebe kolmé. Narysuj, jako mohl vypadat Janin Sestitthelnik,
je-li jeho obvod 16 cm a jeho obsah 12 cm?2.
Monika Dillingerovd

7Z7-1-2

Rozdél obdélnik na obrazku na co nejmensi pocet tvarove stejnych c¢asti
tak, aby kazda z nich obsahovala jen takova ¢isla, kterd davaji po déleni
tfemi navzajem ruzné zbytky. Pozor, Fezat se smi jen po Carach sité!

14 32
43 1102 | 11 90
22 18 301 7
35 99 29
12 62

Svétlana Bedndrovd

Z7-1-3
Urci pocet zlomki, jejichz hodnota je celym nasobkem tii a ¢itatel i jme-
novatel jsou trojmistna prirozend Cisla.
Libor Simiinek

7Z7-1-4

Dédecek nesl do mlyna pytel zrni. Najednou mu zacala zrnicka z pytle
vypadavat a za dédeckem ztstavala cesticka znacend jednotlivymi zrnicky.
Tri ptacci si toho v8imli a zacali jednotlivd zrnicka zobat. Prvni zobal
zrnicka zeleny ptacek, a to tak, ze sezobal kazdé ¢tvrté zrnko lezici na
zemi. Potom priletél zobat Cerveny ptacek a sezobl kazdé paté na zemi
lezici zrnko. Nakonec slétl na cesticku modry ptacek a sezobal kazdé tieti
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na zemi lezici zrnicko. Kolik zrnicek dédecek ztratil, jestlize ptacci sezobali
dohromady 79 zrnicek?
Monika Dillingerovd

Z7-1-5
Aspon trojmistné ¢islo s navzajem raznymi Cislicemi, jehoz zadné tii
po sobé jdouci cislice a,b,c nespliuji zadnou z nerovnosti a < b < ¢,
a > b > ¢, se nazyva vinité. Napis
a) nejvetsi vinité ¢islo, které neni délitelné ¢islem 3,
b) nejvétsi vinité ¢islo délitelné ¢islem 150.
Svétlana Bedndrovd

Z7-1-6

Osmiboky kolmy hranol nacrtnuty na obrazku vznikl slepenim tii kva-
drti. Zjisti objem a povrch tohoto hranolu, pokud vis, Zze mezi osmi jeho
boc¢nimi sténami jsou Ctyti dvojice shodnych stén, a znds délky vyznace-
nych hran (obrazek neni pfesny, nevyplati se méfit).

1 cm

8 cm

Sveétlana Bedndrovd
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 125 a 126, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
¢isle tohoto (15.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 125
Najdéte vSechny Ctvefice navzajem rtznych prirozenych cisel, jejichz
soucet je délitelny kazdym ze Ctyr scitanych cisel, pricemz prislusné podily
tvori stejnou Ctverici jako ptivodni ¢isla.
Jaromir Simsa
Reseni:
Oznacme a, b, ¢ a d hledand piirozend Cisla a s jejich soucet. Necht plati

a>b>c>d. (1)
Tedy > > 2> 25 2 4 podie zadani plati
d” ¢ b a
s s s s
i~ oThopTe gTd
Odtud plyne
s = ad = be. (2)
Podle definice souctu s plati
s=a+b+c+d. (3)

Ze vztahu (1) plyne b <a—1,¢c<b—1<a—2. Odtud, a dile ze vztaht
(2) a (3) plyne
ad=a+b+c+d<3a—-3+d.

Nerovnost ad < 3a + d — 3 upravime na tvar
(a—1)(d—-3)<0.

Vzhledem k tomu, Ze podle (1) @ > 1 nutné plati d € {1,2,3}. Déle
rozliSime tfi moznosti.

e Pokud d = 3, nastava v predchazejici nerovnosti rovnost, tedy nutné
plati c =a —2 a b = a — 1. Ze vztaht (2) a (3) déle plyne

(a—1)(a—2)=bc=a+b+c+d=3aq,
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coz upravime na tvar a® —6a+ 3 = 0. Tato rovnice nem4 feSeni v oboru
prirozenych cisel.
e Pokud d = 2, plyne ze vztaht (2) a (3)

a+b+c+2=a+b+c+d=ad=2a a bc=ad=2aq,

takze z prvni rovnice mame a = b + ¢ + 2. Dosazenim do druhé rovnice
pak dostaneme
bc=2a=2(b+c+2),

ktery upravime na tvar
(b—2)(c—2)=8.

JelikoZ oba ¢initelé jsou podle (1) pFirozend éisla a plati b —2 > ¢ — 2,
mohou nastat dva piipady.

Platib—2=8 ac—2=1. Odtud b =10, ¢ = 3, a = 15.
Platib—2=4ac¢—2=2. Odtud b=6,c=4, a = 12.

e Pokud d = 1, plyne ze vztahti (2) a (3) a = ad = a+b+c+d = a+b+c+1,
tedy b+ ¢+ 1 = 0. Tato rovnice nema feseni v oboru pfirozenych Cisel.

Zadani tlohy vyhovuji dvé ¢tverice navzajem riznych pirirozenych cisel,
kterymi jsou (15,10,3,2) a (12,6,4,2).

Spravné reSeni zaslali:

Karol Gajdos z Trnavy, Viadimir Pavel z Blovic, Miroslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Jaroslav Hancl, Miloslav Holik, Cyril Hrubis, Miroslav Klimos, Mi-
chael Kuéera a Jiri Tomala, vichni z GMK v Bilovci.

Netplné reseni zaslali:
Anton Hndth z Moravan, Frantisek Jachim z Volyné a Vit Orava z GMK
v Bilovci.

Uloha 126

Necht AA;, BB; a CC} jsou osy vnitinich ahld trojihelniku ABC.
Velikosti jeho vnitinich thla po fadé pti vrcholech A, B, C jsou v poméru
4:2:1. Dokazte, 7e plati |A; B1| = |A1C4].

27. turnaj meést, rijen 2005

Reseni:

Necht velikost vnit¥niho thlu pfi vrcholu C' je rovna 2w, potom velikosti
vnitinich hld pii vrcholech B, C jsou po fadé 4w, 8w. Soucet vnitinich
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uhlt v trojihelniku je 180°, proto 180° = 14w. Oznacme I prisecik os
uhlt. Bodem I vedme rovnobézku s pfimkou BC a jeji priisecik se stranou
AC oznatme K.

Dokazme, ze trojihelniky A; AC, a A; KB; jsou shodné.

Plati |[ZAKI| = |ZACB| = 2w = |ZABI| a |ZKAI| = |ZBAI| =
= 4w, tedy trojthelniky AIK a AIB jsou podobné, vzhledem k tomu, ze
maji shodnou stranu AI jsou i shodné, proto plati |[AK| = |AB|. Podle
véty (sus) jsou trojuhelniky BA; A a K Ay A shodné, tedy |41 K| = |4 B|.
Protoze vnitini Ghly trojihelniku AA; B u vrchold A a B maji stejnou
velikost 4w, plati navic |41 B| = |41 A|. Odtud plyne, ze |41 4| = |A1 K]

V trojihelniku Cy AC plati |ZCCy Al = 180° — |£LC1CA| — |£CLAC| =
= 4w — w — 8w = Sw. Odtud |£LC 1 TA| = 180° — [£C, AI| — |LACLI| =
= 14w — 4w — bw = bw. Trojthelnik C1TA je tedy rovnoramenny a plati
|AC| = |AI|. V trojtihelniku BB A plati |ZBB; A| = 180° — |£B,BA| —
—|£BAB;| = 14w — 2w — 8w = 4w. Trojahelnik AIB; je rovnoramenny
a plati |AI| = |IB|. Z rovnobéznosti useCek IK a BC plyne |ZKIB;| =
= |£LCBB,| = 2w = |£B,CB| = |£B, KI|. Trojahelnik IB; K je rovnora-
menny a plati |IB;| = |K By|. Z téchto Gvah plyne |[AC:| = |AI| = |IBy| =
— |KB|.

Protoze soucasné plati |414] = |AiK|, |£LA1AC)| = |£AIKB|
a |AC1| = |KBy|, jsou podle véty (sus) trojahelniky 4;ACy a A1 KB
shodné a plati |4, C;| = |A1Bi|, coz jsme méli dokazat.

Spravné feseni zaslali:

Anton Hndth z Moravan, Jaroslav Handcl, Tomds Jeziorsky, Adam Ku-
betta, Jiri Kuncar a Miroslav Stufka, v&ichni z GMK v Biloveci.
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