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1. Uvod

Piipomenme si avodem nékolik mys-
lenek, které souviseji se vzdélavanim.
,» Vzdélany je ten clovek, ktery hlavni véci
pro ného dulezité umi vykonati lépe, neZ
by umel bez vzdélani; ,lépe” znamend po-
hodlnéji, ucinnéji, hospodarnéji, rychleji
atd.“ ([1], s. 83). K ziskdni vzdélani je
tfeba na vhodnych materidlech cvicit ve
Skole urcité sily, jako napt. ,,schopnost
vnimani, uchovavdni, vzbuzovdni, sdruzo-
vdni, ddvani pozoru, chtént, citéni, pred-
C M stavovdni, mysleni atd.“ ([1], s. 83). ,,Na-

ucit se premyslet a své myslenky presvéd-
1 0 cwé vyjadrovat je skutecnou podstatou
vzdéldni* ([2], s. 151). Ke vzdélani patii
0O 0 4 i ,pripravenost se zmylit, ochota neuspét
a schopnost soustiedit se na vlastni zma-
tenost v nadéji, Ze se dopracugi toho, jak
véci objasnit. Z tohoto duvodu je zpusob, jak se ucebni ldtka zprostred-
kuge, dulezitéjsi nezZ latka sama. DuleZité totiZ neni to, co vite, ale jak jste
k tomu prisli ([2], s. 152). , Vzdéldni v pravém smyslu tohoto slova vZdy
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souviselo spise s kondnim neZ s védénim. Na to upozornovala Tfada ucencii
naptic¢ déjinami, od Aristotela (,Nebot véci, které se musime naucit, nez
je muzeme vykondvat, se naucime tim, Ze je vykondvdme*), pres Galilea
(,Neni mozné cloveéka néco naucit, lze mu pouze pomoci objevit znalosti
v ném samém*) a A. S. Nevilla (,Slysim a zapomenu; vidim a zapama-
tuji si; kondm a rozumim®) k Einsteinovi (,,Jedingm zdrojem znalosti je
zkusenost®). Presto skolstvi tuto moudrost ignorovalo a rozhodlo se, slovy
Johna Deweyho, ,ucit nalévanim® ([3], s. 191). To je podle mého nazoru
tragédie nagi 8koly. Zak, do néhoz fada uciteli ,husti“ ucivo, nemiize byt
aktivni, vzdélani takto koncipované nemuze byt spésné.

Ptitom teoreticky by mohlo existovat vychodisko velmi prosté. Soucasna
biologie zna pojem autonomni agent. Je to kazdy ,systém, ktery dokdZe
ve svém prostredi jednat ve vlastnim zdjmu. VSechny Zivotni bunky a or-
ganismy jsou autonomnimi agenty” ([4], s. 121). Kazdy zdk kazdé t¥idy
by snad mél jednat jako autonomni agent, tedy ve vlastnim zajmu. Je zé-
jmem kazdého zdka vnimat dobfe probirané ucivo, rozvijet své predstavy,
myslet, ... 7 Nema snad nakonec pravdu A. N. Whitehead, kdyZ pise: ,,Jde
o zcela pomylenou hloupost, opakovanou vsemi ucebnicemi i vyznacnymi
lidmi, a sice Ze bychom méli rozvijet schopnost premyslet o tom, co deé-
ldme. Pravy opak je pravdou. Civilizace postupuje tim, Ze se zmmnoZuje
pocet operaci, které mizZeme vykondvat, aniZ bychom premitali o jejich
podstaté? (Citovano podle [5], s. 73). Neni potom systém tloh zaloZzeny
na vybérovych odpovédich, ktery jako ucitel matematiky pokladadm za
zvraceny, lepsi pripravou pro zivot nez feSeni matematickych tloh klasic-
kymi prostiedky? Ackoliv se moZzna v praxi ¢asto musime rozhodovat bez
hlubokého myslenkového rozboru situace, mnohdy ani nezname k tako-
vému rozboru potifebné tidaje, povazuji kultivaci mysleni zakt za dilezity
cil matematického vzdélavani, a to presto, ze spolecenskd realita zakova
prostiedi, tspésné podvodné kariéry, . mohou privést zaka k presvédceni,
ze poctivé studium nemusi byt v jeho zdjmu. Ucitel se miize sebevice na-
mahat, autonomni zdkovsky agent vi své. Ve spolecnosti, kterd pohrda
mravnimi zasadami, ve které podvodnici zistavaji nepotrestani, bohatnou
a ziskavaji vyznamné postaveni, se stava pozice ucitele a jeho ideal ¢imsi
neskuteénym, ne-li smésnym. Hlavni motivacni sily, zajmy zaki, ptisobi
jinym smérem, nez zajmy uciteld.

Pfitom ovSem musim pfipomenout, ze A. N. Whitehead je autor zéklad-
nich praci o matematické logice a filosofii matematiky, zejména s B. Rus-
sellem publikovaného dila Principia Mathematica z roku 1910. Jen velmi
nerad jako ucitel matematiky musim pfiznat, ze k negativnimu hodnoceni
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vyznamu logiky a matematiky dochdzi napf. i svétoznamy kanadsky veé-
dec, 1ékar Hans Selye, ktery ve své knize K zdhaddm védy uvadi: ,, ...
v béZném Zivoté i ve védé md formalni logika, zakony mysleni a védeckd
metoda jen velmi malij prakticky vijznam ... Rikd se, Ze kaZdy by mél mit
slusné znalosti z logiky a matematiky: bez ohledu na to, co clovek déld,
ho pry tyto védy nauci myslet. Pochybugji o tom ... logika se nesnazi po-
psat metody, jimiZ véda v prazi postupuje, a nepokousi se odvodit pravidla,
ktera by se dala pouZit k vizeni pokroku védy. Misto toho volné preskupuje
existujici postupy a uspordddvd je tak, aby vyhovovaly jejim predpokladim.
Rdd objevii nahrazuje Yddem dikazi.“ ([7), s. 341, 344, 343).

Tento postieh je patrné spravny. Vychodisko je ovSem, aspon teoreticky,
jasné. Ve vyucovani bychom méli, vSude kde je to mozné, péstovat ,rdd
objevii, od samého zacatku skolni dochazky bychom méli ukazovat spiSe
cestu k poznatklim nez soubor hotovych vysledki.

Nase ucitelské nazory jsou patrné plody ponékud idealizovaného po-
hledu na lidskou spole¢nost, kterd je koneckonci i spole¢nosti ,biologic-
kou“ a z tohoto hlediska se mohou véci jevit zcela jinak. Napf. nas bi-
olog Stanislav Komdrek pise v eseji ,Biologickd nika* ([6], s. 115): ,UZ
k ziskdni vzdélani, které umoznugje svému nositeli stat se spolecensky uzna-
vanym specialistou (a jiné typy vzdélini nemaji v dnesni dobé prakticky
Zadnou vahu a vefejnou podporu) je nutné mit urcity soubor vlastnosti,
kter€ tento proces ulehcugi: kromé dobré paméti a schopnosti ucent je to
predevsim schopnost se po léta a desetileti zameérit jen na velmi maly
usek skutecnosti, ¢ili urcity typ omezenosti ... Kromé urcitych poZadavki,
jako je treba jisté nevelké kvantum odbornych znalosti, patri k nezbytnym
vlastnostem zcela nepostradatelné i turdost spojend s nedostatkem zabran,
schopnost obrati a rychlého odhazovdni uZ neuzitecnych myslenek i lidi,
sebejistota, plynouci vétsinou z uzkého horizontu aj. RouvnéZ duleZitd je
schopnost adekvdtni argumentace, kterd umoznuje ztotoznit vlastni zdjem
s néjakym vyssim obecné wzndvanym principem. Jak fantazie, tak sen-
zibilita jsou eventualnim pretendentum pouze na Skolu ... ,Originalita
v mySsleni je obecné podporovana jen ve velmi Gzkém ramci a ve velmi
malych davkach, které v tom kterém systému neuvadéji nic v pochybnost.
V mnozstvi jen nepatrné vétsim se stava prudkou selekéni nevyhodou, ze-
nouci svého nositele do obtizi a neziidka i do zahuby““ ([6], s. 117). S touto
realitou se bohuzel tvorivi zaci setkavaji ve Skole dosti Casto.

V préci BlaZenstvi bezihonnosti ([6], s. 129) S. Komdrek zdtraziuje:
»Skolni vzdéldni, zejména pak jeho nepovinné stupné ... vyrazné selektuje
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ani ne tak na inteligenci (t€ je mozné i jen urcité nezbytné minimum),
jako prdavée na schopnosti sebeovliddani. Neprosazovat se ihned a brachial-
nim nasilim, ale pomalu o oklikou. Ucit se vécem nepovaZovanym za zaji-
mave, prijemné, a namnoze ani uZitecné. Potlacit své minéni a prijmout,
alespon na oko, cizi, v kontextu poklddané za spravné. Nedat nadrizenym
osobdm nagevo pochybnosti o jejich kompetenci ¢i jingch hodnotdch, byt
by takové byly nabiledni. Neklist odpor ani pri evidentni ujmée, neni-li
z poméru sil zvetelné, Ze vitézstvi je pravdépodobné atd. ... Skolni a v ofi-
cialnich strukturach do znacené miry i pracovni uspéch mezdvisi ani tak
na jinych schopnostech, jako prdavé na schopnostech akceptovat takovouto
Zivotni strategii a Zivotni rozvrh.“

Je tento obraz tspéchu ve spolec¢nosti spravny? Asi je skutecnosti ze
Hucitel ve své tridé zdpasi o ostriuvek poctivosti, klidu, sporadanosti ve svété
chaotickém a zmatecném. ... Mravenec, ktery cely den pospichd na sever
po zddech slona houpavé smérujictho na jihozdpad, je bolestné presnou
paralelouw mnoha kvalitnich uciteld v mdlo kvalitni spolecnosti ([9], s. 35,
33).«

Co zmohou tito ,mravenci“? Mohou ukazat détem ,spravnou cestu“?
Obavam se, ze zaci se orientuji ve spolecnosti sami, v kolektivech se uci
v dobrém i Spatném jeden od druhého jako ,komplexni adaptivni sys-
témy* ([10], s. 158). Pozadavkiim, médam a ndzortm spolecnosti se rychle
prizpiisobi a na ucitele v roli mravenct se prilis neohlizeji.

Problém je ovSem v tom, ze matematiku musime ucit a musime ji dobte
uclit, nebot matematika pomahd ¢lovéku resit zahady prirody. ,,Kdyby ma-
tematika, véetné toho, co na ni spociva, musela nahle z naseho svéta zmi-
zet, lidskd spolecnost by se v okamZiku zhroutila. A kdyby se matematika
mela zmrazit, takZe by nikdy nepostoupila ani o krok kupredu, nase civili-
zace by zacala couvat* ([8], s. 39).

Existuje nastésti celd fada rodic¢l, pedagogt, psychologt a vychovateli,
ktefi usiluji upfimné o smysluplnou vychovu a vzdélani déti, a snad ani
nevnimaji, ze jejich ,spravné“ cesty na ,zbloudilych® slonech nemohou byt
vzdy prili§ Gspésné.

2. Domaci a svétova pedagogicka scéna

V tomto odstavci se nebudu (a ani nemohu) zabyvat problémy Skoly
v celém rozsahu, zejména ne jeji praci a jejimi vzdélavacimi vysledky. Pri-
pomenu zde pouze dva pohledy ovlivnéné pedagogickou aktivitou po roce
2000 u nés a ve svéte.
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Nase vzdélavani maji v nejblizsi budoucnosti ovlivnit ideje formulované
v tzv. Bilé knize ([11]) a materidlech s ni spojenych ([12], [13]).

Povazuji za jejich pozitivni rys snahu o ,vyvdZenost poznatkového za-
kladu kurikula, rozvoj kompetenci i osvojovdni postoji a hodnot* ([11],
s. 38). Timto zpusobem je moZné postupné ménit charakter nasi Skoly
jako instituce, v niz zak ziskdvd mnozstvi formalné naucenych poznatki,
na Skolu, kterd zdka pripravuje pro zivot a dalsi studium. Usilovat o to,
aby Zak organizoval a Tidil vlastni uceni, uplatnoval pri reseni problémi
logické, matematické a empirické metody a zaujimal odpovédné postoje
k otdzkim socialnim, kulturnim, ekologickym a ekonomickym (citovano
volné podle publikace [11], s. 13, 14, 15) je bezesporu zdsadné dulezité.
Problém je, jak téchto, a mnohych dalsich cilti zmihovanych v citovanych
dokumentech, dosahovat. Podle mého néazoru spociva totiz realizace re-
formy na ne zcela realistickych predpokladech tohoto typu: , Poskytnout
prileZitosti k rozvinuti vSech schopnosti kaZdému clenu spolecnosti se stalo
zdkladnim poZadavkem spolecenskym, etickym i politickym, a to v celé siri
politického spektra ... PoZaduji se i urcité vlastnosti: individudlni inicia-
tiva a prevzeti odpovédnosti, samostatnost i tymovd spoluprdce, schopnost
vést a motivovat druhé, interpersondlni kompetence i schopnost resit pro-
blémy“ ([11], s. 16). Vzdélavaci soustava se chce sice zaméfit napf. na
cile: ,,rozvoj lidské individuality, zprostiedkovani historicky vzniklé kultury
spolecnosti, vychovu k ochrané Zivotniho prostiedi, podporu demokracie
a obcanské spolecnosti, zvySovani konkurenceschopnosti ekonomiky a pro-
sperity spolecnosti ([11], s. 14), to jsou vSak spiSe zboznd ptrani nez cile
celou spole¢nosti prijaté, jak o tom svédéi napt. Komarkovy postiehy pri-
pomenuté v avodu.
knize podle mého nazoru idealizuje a nehodnoti se realisticky. Je zajimavé,
7e napi. ve Skolni didaktice ([14]) se spolecnost jako ¢initel viuky neuvadi
vibec.

Formulaci ,,dosahnout vyssi kvality a funkcénosti vzdélavani tvorbou no-
vych vzdélavacich programd“ ([11], s. 18) povazuji za nebezpecnou, nebot
orientuje nasi pedagogickou vefejnost na tvorbu dokumentdi, které pfiro-
zené vyssi kvalitu vzdélavani zajistit nemohou. Tu muze zajistit teprve
jejich realizace. Skoleni, instruktaZe, manualy a ndvody mohou vést k na-
psani Skolnich vzdélavacich programi, ale vyssi kvalita vzdélani se mize
dosdhnout jen dlouhodobou praxi skoly.

Ma-li nasSe republika zdjem o dobré vzdélavani vSech svych obcani, ne-
miize prenechat tak velkou volnost v tvorbé koncepce jednotlivych pred-
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méth a rozsahu pozadovanych vystupt ve vzdélavani jednotlivym skolam.
Dodatecné pripravené standardy a testovani vSech zakl se pozdé a se zby-
teCnymi ztratami snazi napravit ,,pseudodemokrati¢nost® ramcovych vzdé-
lavacich programt. Vzdélani se nemuze orientovat jen na perspektivni cile
proklamovanych kompetenci. Ma-li §kola ziskat podporu verejnosti a spo-
le¢enskych instituci, musi plnit i cile kvalifika¢ni, musi peovat o rozumnou
uroven gramotnosti obcant. Tyto cile by mély byt formulovany Gstfedné
a meély by byt i neformélné kontrolovany. Pfirozené by to oviem znamenalo,
jiz z technickych davodu, aby ucivo bylo rozdéleno do t¥id. Humanisticky
orientovana pedagogika se mtze ukdzat v praxi nehumanni, nepfipravi-li
zaky dobfe pro studium a pro ostrou konkurenci na trhu prace. K témto
otézkam se vratim.

Je spravné, aby se $kola snazila rozvijet kazdého zaka podle jeho schop-
nosti, je vSak tieba pfiznat, Ze realitou skoly je, Ze nemize byt kazdy zak
na kazdé arovni skolniho vzdélavani ispésny.

Souhlasim s tim, ze reformou se ,otevird prostor pro dalsi rozvoj au-
tonomie Skol, pro uplatnéni jejich potencidlu, pro vétsi rozvoj tvircich
schopnosti uciteli, pro vétsi flexibilitu vzdélavaciho systému i pro vyssi
efektivitu vzdélani ([11], s. 38). Obavam se v8ak, Ze reforma dava i piile-
zitost k snizovani irovné nasi vzdélanosti. MiiZe to nastat na téch skolach,
které nevytvori dobré predpoklady k neformalnimu rozvijeni kompetenci
na dobfe organizované praci skoly ve vSech disciplinach.

Bild kniha je podkladovym materidlem pro realizaci reformy vzdélavani
v Ceské republice. Je podle mého nazoru dokladem toho, jak si nase pe-
dagogika ovlivnéna fadou zahrani¢nich vzort predstavuje budoucnost nasi
skoly.

V danské Kodani se v roce 2004 konal 10. Mezindrodni kongres o mate-
matickém vzdéldvani (ICME 10), didaktickd udalost prvofadého vyznamu,
kterou potradd Mezindrodni komise pro vyucovani matematice (ICMI)
v olympijskych rocich od roku 1969. V minulosti se tyto kongresy konaly
ve Francii, ve Velké Britanii, v Némecku, v USA, v Austrélii, v Madar-
sku, v Kanadé, ve Spanélsku a v Japonsku, 11. kongres v roce 2008 bude
hostit Mexiko. Cilem této casti prispévku je podat o kongresu ICME 10
stru¢nou informaci a pokusit se formulovat pouceni z tohoto snémovani
pro nasi didaktiku.

Kongres se uskutecnil ve dnech 5. — 11. 8. 2004 v Sesti pracovnich dnech
a jednim dnem exkurznim v aredlu Technické univerzity v Lyngby. Zicast-
nilo se ho vice nez 2000 matematikt a ucitelt matematiky z 91 zemi celého
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svéta. Dvandct tcastniki z Ceské republiky se zapojilo do prace kongresu
velmi aktivné v riznych formach.

Celkem bylo prosloveno osm plenarnich prednasek, dalsi prednasky pro-
bihaly na rtznych mistech paralelné (v celkovém poctu vice nez 80). Déle
byly organizovany tématické skupiny (Topic Study Groups), jichz bylo
celkem 29, a diskusni skupiny (Discussions Groups) v celkovém poctu 24.
Prace kongresu probihala mimo to v Sesti tématickych odpolednich, péti
narodnich prezentacich (Korea, Mexiko, Rumunsko, Rusko, severské zemé)
a 45 dilnéch. V pribéhu kongresu bylo mozné navstivit rtizné vystavy, za-
jmové schiizky a prohlédnout si rozsahly soubor posteri.

Pokusim se nyni o subjektivni shrnuti tématicky velmi rtiznorodé pie-
hlidky didaktické produkce roku 2004.

Stézi lze najit otdzku v matematickém vzdélavani, které by se pfimo ¢i
nepiimo jednani kongresu nedotklo. Pozornost byla vénovana matematic-
kému vzdélavani od predskolniho véku az po univerzitu, riznd shroméaz-
déni se zabyvala diskusemi o jednotlivych oblastech Skolské matematiky
(od aritmetiky, algebry a geometrie az ke statistice a pravdépodobnosti).
V mnohych referatech se hodnotil vztah matematiky, piirodnich a spole-
¢enskych véd a vyucovani, zvlastni pozornost se vénovala otdzkdm repre-
zentace a vytvareni pojmd, véetné konstruktivnich pristupt k matematice,
dikazim a dokazovani, vizualizaci a porozuméni. Studovala se problema-
tika kurikualni, véetné tvorby a hodnoceni ucebnic, jakoz i postaveni tech-
nologii ve vyucovani a vzdélavani uciteld. Pozornost se vénovala i jazyktim
matematiky, vyzkumu v didaktice matematiky a mezinarodni spolupraci.

Podrobné informace o praci kongresu lze najit v publikacich [15], [16]
a [17].

Hlavni osobni pouceni z kodanského shromazdéni budu formulovat
v dalsi ¢asti clanku.

3. Matematicka gramotnost, kvalifikace a kompetence

KdyZz nyni s nevelkym odstupem hodnotim ,, Kodan“, uvédomuji si jed-
nak, ze zavazné didaktické otazky ztstavaji trvale nefeSeny, ale také, ze
,velcl“ ucitelé vidéli daleko do budoucna. Budu to dokumentovat na jedné
myslence, kterou v roce 1937 vyslovil mtij pozdéjsi ucitel na univerzité
Bohumil BydZovsky, a k niz nezéavisle doSel vyznamny némecky didaktik
Erich Wittmann na IMCE 10.

B. Bydzovsky napsal ([18], s. 126): ,, ... formovat ducha lze jen ziskdvd-
nim védomosti ... nelze si predstavit ¢lovéka vzdélaného jen formdlné, tj.
se znamenité vypéstenymi dusSevnimi schopnostmi, ktery by vsak, Teceno
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drasticky, nic nevédél.“ Pritom ovSem, piSe jinde tyz autor, ,, ... pro for-
movdni ducha neni lhostejné, na jake latce se Zak vzdélavd ... na urcitého
tak @ mravni povahy, ty statky kulturni, jeZ vznikly z dusSevni organizace
nejblizsi duSevnimu zaloZeni Zakovu* ([18], s. 71).

E. Wittmann formuloval své nazory takto: ,,Nyni jsou procesy uceni stu-
dovdny psychologickymi a jinymi metodami. Zdd se mi, Ze se pFitom pred-
mét matematiky sam stale vice a vice zanedbdvd. Mluvime-li o matematice
jen v terminech kompetenci, miZeme zapominat na matematicky obsah. To
by se melo v budoucnu zmenit. O matematice nelze mluvit, jestliZe ji dobre
nerozumime* ([19], s. 1).

Otazce matematické gramotnosti se na kongresu vénoval ve své pred-
nasce What is mathematical literacy napt. Tony Gardiner z Univerzity
Birmingham ve Velké Britanii ([16], s. 50). Gramotnost nazird ze dvou
aspekt: ze slozky ,prokazatelné (v origindle ,tentative*) a ze slozky
Hhlubsit (v origindle ,long-term aspiration*). Prvni aspekt spoc¢ivd na
»3R“ (remembering, reckoning, reasoning), ktery bychom mohli snad for-
mulovat jako ,3P“ (pamatovat si, pocitat, premyslet), a na rutinnim uZiti
elementdrni matematiky v dennim Zivoté (zde uvadi explicitné aritmetiku
celych a desetinnych ¢isel, zlomky, poméry a imérnosti, méreni a zékladni
geometrické znalosti). S touto oblasti souvisi jakési kostra elementarni
matematiky, kterou, zfejmé pro skolu stfedni formuluje v heslech: nume-
rické vypoCty (patrné pomoci kalkulacky), méfeni, trojahelniky a kruz-
nice, Pythagorova véta, zdkladni poznatky z trigonometrie a podobnosti,
soutradnice, linedrni a kvadratické rovnice, linearni funkce a jeji graf. Dru-
hou slozku matematické gramotnosti bych charakterizoval jako porozu-
meni elementdrni matematice. Zde Gardiner explicitné uvadi napf.: oce-
néni a respekt k logické strance matematiky, pochopeni matematiky jako
abstraktni discipliny, poznani souvislosti riznych oblasti matematiky, na-
byvani zkuSenosti s feSenim problémii, uziti exaktnich kalkulaci k ziskavani
efektivnich vysledk, ... Podrobnéjsi studium britské National Numeracy
Strategy z konce devadesatych let, kterd se podle zminky v Gardinerové
prednéasce zabyva napf. i problematikou pamétného pocitani, by podle
mého nazoru bylo poucné.

Otazka vztahtt mezi matematikou chapanou jako abstraktni disciplina
a matematikou jako uzite¢nou slozkou vzdélavani orientovanou na uziti
v kazdodennim zivoté, v béznych povolanich, ale i jako podklad pro dalsi
studium, je patrné dtlezitd didaktickd otazka, kterou by se méla naSe
didaktika zabyvat. Jde predev§im o vyjasnéni pojmd uvedenych v nad-
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pise tohoto odstavce. Kvalitni studium matematiky na kazdé trovni vede
k urcité matematické gramotnosti, jeji specifikace pro absolventy jednot-
livych typt $kol znamend uréitou matematickou kvalifikaci (matematickéd
kvalifikace obcana, ktery je pfipraven studovat libovolny uc¢hovsky obor,
matematickd kvalifikace absolventa zakladni Skoly, ktery pajde studovat
Skolu stiedni, matematickd kvalifikace maturanta pro studium na Skole
vysoké a matematické kvalifikace absolventa vysoké Skoly pro praxi nebo
pro vyzkum). Jen matematickou gramotnosti a kvalifikaci miZeme dosa-
hovat kompetenci, takovych jaké vymezuji napf. materidly [12] a [13]. To
je hlavni pouceni, které jsem si osobné odnesl z ICME 10.

4. Zavéry

V roce 2004 vzpominala polské a svétova didaktika sté vyroci narozeni
Anny Zofie Krygowské, jedné z vyznamnych osobnosti didaktiky matema-
tiky dvacatého stoleti. Prof. Krygowska vzdy zdiraznovala, ze didaktika
matematiky se méa zabyvat vSemi otazkami, které klade skolskd praxe. Jak
z jednani svétového kongresu, tak i z nasi didaktické produkce mam dojem,
ze se otazky spjaté s praxi vzdélavani velmi zanedbévaji. Jsem presvédcen,
ze v didaktické teorii bylo formulovano mnoho pozoruhodnych myslenek,
praxe $koly se vsak jimi velmi malo i{di. Skola je instituce spolecenska,
v nezdravé spolecnosti nemfize byt ani §kola zdrava. Skola miize oviem
v del§i perspektivé k ozdravéni spolecnosti G¢innym vychovnym pisobe-
nim prispivat, zménit ovSem spolecnost nemtze. Z druhé strany, nebude-
li skola napt. vychovavat k praci, k zodpovédnosti, kriti¢nosti, . nebude
zdravy vyvoj spolecnosti podporovat.

Kazdou skolskou reformu realizuji koneckonct ucitelé. Na praxi Skoly
ztroskotaly mnohé krasné pedagogické ideje v minulosti. Na ucitelich, ridi-
cich organech skoly a na spole¢nosti zalezi, bude-li se nase skola v podmin-
kach rdmcovych vzdélavacich programt vyvijet kupfedu, bude-li stagnovat
nebo povede-li tato reforma k snizeni Grovné vzdélanosti v naSem staté.
Vérim v dobré ucitele — odborniky ve svych oborech. Prioritni v souc¢asné
dobé neni redukce uciva, prioritni je ucit tak, abychom rozvijeli i¢inné
gramotnost studentil, abychom kultivovali jejich kompetence. Je-li k tomu
potieba omezit rozsah uciva, souc¢asné materidly nam to umoznuji.

Soucasnou svétovou didaktickou produkci 1ze vzhledem k jejimu ob-
rovskému rozsahu a pojmové roztristénosti stézi dikladné sledovat. Erich
Wittmann mi v Kodani mluvil z duse, kdyz pfipomnél, ze honba za stile
novymi poznatky vede k nardstani objemu ,teoretické“ produkce a prehli-
zeni hodnot, k nimz dosla didaktika matematiky v minulosti.

Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006 9



Tento prispévek spise klade otazky nez davd odpovédi. Chei ho presto
uverejnit jako podnét k diskusi o problémech, které jsou i pro nasi skolu
dtlezité. Byl bych rad, aby ¢lanek vyznél jako vyraz mych pedagogickych
zkusSenosti, obdvam se vSak, ze vyzni spiSe jako projev mé neschopnosti
vidét véci noveé.
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Metoda souradnic pfi reseni
algebraickych tloh

LEV KURLIANDCIK - JAROSLAV SVRCEK
Uniwersytet M. Kopernika, Toruri, POLSKO — Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Tento ¢lanek volné navazuje na piispévek [2], v némz jsou uvedeny né-
které metody feseni algebraickych tloh uzitim planimetrickych prostiedki.
V ném také najdete dalsi uzite¢né geometrické aplikace, které ndm mohou
pomoci Uspésné vyresit nékteré typy ryze algebraickych tloh. Zde se za-
méfime na prezentaci metody souradnic a dale pak Pythagorovy véty pri
feSeni specialnich typ soustav rovnic a feSeni Gloh na vySetfovani ex-
trému (se zadanymi vazebnimi podminkami) elementdrnimi prostiedky.
Pri pouziti metody souradnic je velmi dilezité co nejvhodnéjsi umisténi
prislugného rovinného utvaru v kartézském souradném systému Ozy. Ci-
lem tohoto prispévku je prezentace uvedené metody piimo pii feseni kon-
krétnich uloh.

Priklad 1

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

Va2 + 2+ Va2 +y2 -2 -2y +2=V2,
Vel +y? =20+ 1+ V22 +y2 -2y +1=V2.

Reseni. Danou soustavu nejprve upravime na tvar

Vet +y2+ /(@ - 12+ (y - 1) = V2,
Ve =12 +y7 + Ve +(y - 1) = V2.

Uvazujme kartézskou soufadnou soustavu Ozy a v ni body O[0;0],
A[1;0], B[1;1], C[0;1]. Necht P[z,y] je libovolny bod, ktery lezi v ro-
viné ¢tverce OABC (obr. 1). Vzdélenosti bodu P od vrcholt uvazovaného
¢tverce jsou

|OP|:Vw2+y27 |AP|: ($_1)2+y27
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IBP|=V/(z—1)2+(y—1)%, [CP|=a?+(y—1)?.

Podle zadéni dlohy tak plati |OP| + |BP| = |AP| + |CP| = V2. Pro
libovolny bod P roviny uvazovaného Ctverce ale plati

|OP| +|BP| > |OB]| a soucasné |AP| +|CP| > |AC|,

pri¢emz rovnosti v obou poslednich nerovnostech plati, pravé kdyz bod P
je soucasné bodem tseéek OB a AC, tj. pravé kdyz je prisecikem thlo-
pricek ¢tverce OABC.

Protoze viak |OB| = |AC| = /2, plati (podle zadani tlohy) v obou
uvazovanych geometrickych nerovnostech rovnosti, tj. plati

|OP| + |BP| = |0OB]| a soucasné |AP| +|CP| = |AC].

Yy
C B
7
N /
N /
\ /
N /
\ g !
N N\O /
\ //
\,
\ /
AN
N/
PN
Pl N
- \\
e N
9 1 =z
Obr. 1

Bod P proto lezi sou¢asné na obou thloptickach OB a AC — je tedy
prise¢ikem S thlopii¢ek uvazovaného Ctverce.

Jedinym feSenim dané soustavy rovnic v oboru redlnych ¢isel je proto
dvojice (z,y) = (%, %)
Priklad 2

V oboru kladnych redlnych cisel feSte soustavu rovnic

a+b+c+d=6,
Vi-a24+V/4-024+/9—c2+/16—-d2 =8.
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Reseni. V kartézské soufadné soustavé Oxy uvazujme ¢tyfi pravothlé troj-
thelniky, ze velikosti jejich pfepon a vzdy jedné z odvésen jsou po radé
dvojice (15a), (2;b), (3;¢) a (4;d). Tyto trojahelniky jsou v soufadné sou-
stavé Oxy umistény tak, Ze jejich prepony tvoii lomenou ¢aru YABCO
(obr. 2). Jejich odvésny o délkich a,b,c,d jsou pfitom navzijem rovno-
bézné.

Y
1/|a
A
2/ 00
B/
3 C 6
C
4 d
(@] X
8
Obr. 2

Druhé odvésny v prislusnych pravodhlych trojahelnicich jsou pritom
také navzajem rovnobézné a maji délky

Vi—a2, Vi-1, V9-¢2, 16-d2.

Soucet jejich velikosti je podle zadani Glohy roven 8 a je reprezentovan
délkou odvésny OX v pravoihlém trojihelniku OXY'. Protoze druhé od-
vésna uvazovaného pravothlého trojihelniku OXY ma podle zadani délku
6, musi mit podle Pythagorovy véty jeho prepona YO délku 10. Navic pfi-
tom plati

IVA| + |AB| + |BC| +|CO| =1+2+3+4=10 = [YO),

a proto A, B, C jsou vnitinimi body pifepony YO.

V8echny pravothlé trojihelniky na obr. 2 jsou tedy navzajem podobné.
Odtud jiz snadno zjistime, ze jedinym feSenim dané soustavy rovnic v obo-
ru kladnych realnych ¢isel je usporadana ¢tvefice (a, b, c,d) = (%, g, %, %)
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Podobné budeme postupovat i v pripadé reSeni nasledujici extrémalni
ulohy.

Priklad 3

Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu

V1+a? +V/4+02+/9+ 2,

kde a, b, ¢ jsou kladnd redlné c¢isla, pro néz plati a + b +c = 8.

Reseni. Vyraz 1+ a2 + V4 + b2 + /9 + c2 lze geometricky interpreto-
vat jako soucet délek prepon tii takovych pravouhlych trojihelniki, ze
velikosti jejich pfepon jedné z jejich odvésen jsou po fadé dvojice (a;1),
(b;2) a (¢; 3). Umisténi uvazovanych ti{ pravodahlych trojahelnikd v roviné
(v kartézské soufadné soustavé Owzy) je ve shodé s obr. 3, tj. jejich od-
vésny o délkich a,b,c a také odvésny o délkich 1, 2 a 3 jsou navzijem
rovnobézné. Jejich prepony pritom tvori lomenou ¢aru OABY .

Pro pravothlé priméty A’, B’ po fadé bodi A, B na tsecku XY, kde X
je tfetim vrcholem pravotihlého trojuhelniku OXY s preponou OY, plati
|XA'| =a, |A'B'| =0, |B'Y| =c.

Obr. 3
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Pro délku uvazované lomené ¢ary OABY tak plati

V1+a2 4+ V4402 +V9+ ¢ =|0A| + |AB| + |BY| > |0Y].

Odvésny pravouhlého trojihelniku OXY maji ale podle zadani tlohy
velikosti 1 +2+3 =6 a a+ b+ ¢ = 8. Pro velikost jeho pfepony OY tedy
podle Pythagorovy véty plati |YO| = 10.

Této (nejmensi) hodnoty nabyva soucet délek prepon vSech tii uvazo-
vanych pravouhlych trojuhelnikt, pravé kdyz A, B jsou vnitinimi body
usecky OY, tj. pro takova kladnd redlna c¢isla a,b, ¢, pro néz soucasné
(s ohledem na podobnost uvazovanych pravothlych trojihelnikd) plati

a+b+c=8 a a:b:c=1:2:3, tj. a:§,b:§,c:4.

Piiklad 4 (Gazeta Matematica, 1987)

Dokaizte, Ze pro libovolnd redlna ¢isla z,y € (0; 1) plati nerovnost

V2 + (1—y)2 + /(1 —2)2 +y2 > /2(22 + y?2).

Reseni. V kartézské souradné soustavé Ozy uvazujme ¢tverec OABC, je-
hoz vrcholy maji tytéz souradnice jako v pfikladu 1 (obr. 4). Necht P[z,y]
je libovolny bod uvazovaného ¢tverce. Dand nerovnost je ekvivalentni s ne-
rovnosti

|AP| + |CP| > V2 -|0P|.

Obr. 4
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Podle Ptolemaiovy nerovnosti plati pro body O, A, C' a libovolny bod P
roviny ¢tverce OABC

|AP|-|CO| + |CP|-|OA| > |OP|-|AC]|.
Rovnost pfitom nastane, pravé kdyz OAPC je tétivovy Ctyiuhelnik, tj.
pravé kdyz P = B, nebot z,y € (0;1).
Po snadné upravé uvedené varianty Ptolemaiovy nerovnosti obdrzime
bezprosttedné zadanou nerovnost, tj. plati |[AP| + |CP| > v/2 - |OP)|.
Tim je dokdzana také dana nerovnost.
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55. rocnik matematické olympiady

Ulohy I kola

KATEGORIE 76

Z6-1-1
Doplhr do prézdnych policek pfirozend ¢isla od 1 do 20 (kazdé ¢islo
muzeS pouZit jen jednou) tak, aby platily matematické vztahy:

2 +4 -3 4
x4 -2 2 +2
+6 -2 -1 4
x5 -1 7 x4

M. Smitkovd
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7Z6-1-2
Snéhurka se sedmi trpasliky sbirala liskové orisky. Méla jich tolik, kolik
vSichni trpaslici dohromady. Kdyz se vraceli, potkali veverku Loudilku.
Snéhurka i kazdy trpaslik ji dali stejny pocet ofiskd. Kdyz pak trpaslici
a Snéhurka vysypali zbylé ofisky na stil, zapsal Préfa jejich pocty: 120,
316, 202, 185, 333, 297, 111 a 1672. Kolik ofiskt dostala veverka Loudilka?
L. Hozova

Z6-1-3
Kdyz jsme cisla 80 a 139 vydélili stejnym pfirozenym cislem, ziskali
jsme zbytky 8 a 13. Jakym ¢islem jsme délili?
M. Volfova

Z6-1-4
Obvod trojuhelniku je 16 cm. Jak dlouhé ma strany, kdyz jsou to v cen-
timetrech prirozend cisla a soucet dvou stran je o 6cm vétsi nez tieti

strana?
L. Hozova

Z6-1-5
Maruska dostala pét rizné tézkych kolac¢d. Pramérna hmotnost jednoho
kolace byla 200 grami. Maruska jeden kola¢ snédla a primeérna hmot-
nost zbylych kola¢t pak byla 160 gramt. Kolik vazil kolac, ktery Maruska

snédla?
B. Stastnd

Z6-1-6
Urci velikost Sedé plochy vypliujici ¢ast Gtvaru mezi dvéma cEtverci
(rozméry na obrazku jsou v centimetrech).

P. Tlusty
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KATEGORIE Z5

Z5-1-1
Doplir do prézdnych policek pfirozend ¢isla od 1 do 20 (kazdé ¢islo
mize$ pouZit jen jednou) tak, aby platily matematické vztahy:

x4 -2 2 +2
+6 -2 -1 4

x5 -1 7 x4

M. Smitkovad

7Z5-1-2

Blecha Skakalka skace po ¢iselné ose. Dokéze v8ak jen dva druhy skoki.
Jednim preskoci o 14 ¢isel doprava nebo doleva, druhym preskoc¢i o 18 ¢isel
doprava nebo doleva. Pravé stoji na ¢isle 2.

a) Najdi zptsob, jak mé blecha skakat, aby se dostala pravé ¢tyifmi skoky
na desitku.
b) Blecha tvrdi, Ze véera byla na t¥inactce. Mluvi pravdu nebo 1ze? Zdt-

vodni.

M. Dillingerovd

7Z5-1-3

Pohadkovy nafukovaci ¢tverec, ktery umi mluvit, mél pred 5 minutami
délku strany 8 cm. Pii kazdé 1zi zvétsi svlij obvod dvojnasobné, pii kazdé
vyslovené pravdé se zmensi délka kazdé jeho strany o 2 cm. Za poslednich
5 minut dvakrat lhal a dvakrat mluvil pravdu.

a) Jaky nejvétsi obvod muze ted mit?
b) Jaky nejmensi obvod miZze ted mit?
S. Bodldkovd
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7Z5-1-4
Pepa na pouti koupil ¢tyri auticka. Bilé stalo dvakrat tolik, co cervené,
zelené trikrat tolik, co bilé a za modré zaplatil tolik, co za Cervené a bilé
dohromady. Pritom cervené stalo o 70 K¢ méné nez zelené. Kolik stala
jednotliva auticka?
S. Ptackovd

Z5-1-5
Mama stonozka ma dvé déti a manzela. Kazdy z nich mé sto nohou
a vSichni si berou denné ¢isté ponozky. V sobotu rano v 6:00 zacala mama
stonozka prat Spinavé ponozky. Najednou se ji do pracky vejde 357 po-
nozek. Tato jedna varka se vypere za dvé a pil hodiny. Zjisti, kdy skonci
s pranim, pokud vi§, Ze ponozky pere jenom jednou za tyden, uloZeni po-
nozek do pracky ji trvd 2 minuty a jejich vyjmuti z pracky 3 minuty.
S. Bedndrovd

7Z5-1-6

Maminka mé v lednici cihlu syra (obr.). Postupné z ni od¥ezdva 1cm
hrubé platky na smazeni. Nejprve odrizla zepredu platek s rozméry 21 cm,
8cm, 1cm pro tatinka. Pak zboku odrizla pro Jifika, zezadu pro sebe
a nakonec z druhého boku pro Anic¢ku. Napi8, jaké rozméry maji jednotlivé
platky. Uréi rozméry zbytku syra.

¥ sobé
8cm
Jitikovi
Anicce / 12 cm

2lcem
tatinkovi

M. Dillingerova
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Zajimavé matematické tlohy

Nase pravidelnd rubrika zahajuje jiz 13. ro¢nik své existence. Byla za-
lozena v roce 1993 z podnétu tehdejsiho redaktora pro matematiku Stani-
slava Zidka a po dobu prvnich jedenécti let jeji existence se o ni nepietrzité
staral soucasny redaktor pro matematiku Jaroslav Svrcek. Od 12. ro¢niku
prebral péc¢i o tuto rubriku Pavel Calabek. Soucasné upozoriujeme nase
Ctendfe, ze vSechny dalsi nalezitosti tykajici se uvedené rubriky zistavaji
v platnosti.

Reseni prvni dvojice tloh nového roéniku muizete zaslat nejpozdéji do
20. 10. 2005 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, tf. Svobody 26, 771 46
Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni tloh radi uvefejnime.

Uloha 121
V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

1 2

xr + ; = ?,
12

y+ g2
12

i

Jaroslav Svréek

Uloha 122
Necht A’, B', C' jsou priise¢iky vnitika polopiimek AO, BO, CO s kruz-
nici k(O;r) opsanou ostrothlému trojihelniku ABC. Dokazte, Ze soucet
obsahti trojuhelniki ABC’, BCA’ a CAB’ je roven obsahu trojahelniku
ABC.
Pavel Leischner
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