INFORMATIKA

Nakresleni grafu minimalnim poctem
taht
(Ulohy z MO — kategorie P, 14. ¢4st)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

V nasem volném seridlu ¢lank se zajimavymi tlohami z Matematické
olympiady kategorie P se po delsi dobé vracime opét k problematice grafo-
vych Gloh. Rizné grafové algoritmy se v ilohach MO kategorie P vyuzivaji
pomérné ¢asto. Nejb&znéjsi z nich (jako urceni komponent souvislosti, na-
lezeni nejkratsi cesty v grafu apod.) jsou vSeobecné zndmé a uvadi je kazdéa
ucebnice programovani. Budeme se proto radéji vénovat tlohdm, v jejichz
TeSeni je tfeba kromé standardnich algoritmi pouzit jesté néjakou zajima-
vou myslenku navic. Jedna takova se objevila v praktické casti celostatniho
kola 51. ro¢niku MO — kategorie P (8kolni rok 2001/2002). Pavodni zadani
i vzorové feseni pripravili organizatori olympiady z Fakulty matematiky,
fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislavé. Pro potieby to-
hoto ¢lanku si zadani trochu zkratime a zjednodusime, aniz bychom tim
ovSem zmeénili smysl Glohy. Rovnéz popis feseni vychéazi z ptivodniho slo-
venského originélu, je vSak zCasti prepracovan a doplnén.

*okk

Kanalizac¢ni sit je tvorena N uzly o€islovanymi od 1 do N, mezi kterymi
vede M trubek. Kazda trubka spojuje dvojici uzli a nemé zadné odbocky,
ani se nikde nevétvi. Mezi kazdou dvojici uzlt vede nejvyse jedna trubka.
Tuto kanaliza¢ni sit je tfeba procistit pomoci specidlnich ¢isticich robota.
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Postup pfi ¢isténi trubek je jednoduchy: Cistici robot musi projit kazdou
trubkou pravé jednou; kdyby robot prosel jiz vycisténou trubkou, hrozilo
by nebezpedi, ze tuto trubku poskodi. Robot mutze do trubky vstoupit
z jejiho libovolného konce; pokud vsak jiz do trubky vstoupi, musi ji celou
projit. Po skonceni prace se miize robot nachazet v jiném uzlu, nez v jakém
s Cisténim zacinal.

Za téchto podminek se muize stat, ze jeden robot na vycisténi celé ka-
nalizacni sité nebude stacit. Potfebujeme tedy do kanalizace poslat vice
robotli najednou a naprogramovat je tak, aby dohromady procistili ce-
lou kanalizaéni sit. Cistici robot ale neni zrovna levny, a proto je potieba,
navrhnout takovy postup, aby celd kanalizace byla vycisténa pomoci co
nejmenstho poctu robotd.

Soutézni uloha:

Vytvoite program, ktery pomfize napldnovat trasy pro cistici roboty.
Program nacte popis kanalizacni sité, urc¢i minimalni pocet robott posta-
¢ujici pro vycisténi celé sité a navrhne jejich trasy tak, aby kazdou trubkou
prosel pravé jeden z nich pravé jednou. Jestlize existuje vice feSeni, vas
program m4 za kol nalézt a vypsat jedno libovolné z nich.

Format vstupu:

Prvni tadek vstupniho souboru ROURY.IN obsahuje dvé kladna celd
¢isla: pocet uzla N (1 < N < 500) a pocet trubek M, oddélend mezerou.
Kazdy z nésledujicich M radkt popisuje jednu trubku; obsahuje vzdy dvé
¢isla oddélena mezerou, coz jsou Cisla koncovych uzld trubky.

Formdt vystupu:

Na prvnim faddku vystupniho souboru ROURY.OUT bude zapsano je-
diné celé c¢islo R — nejmensi pocet robotli, ktery postacuje k vycisténi
celé kanalizac¢ni sité. Nasleduje R tadkd, z nichz i-ty popisuje trasu i-tého
robota. Pokud i-ty robot zacind svou praci v uzlu a;, odtud pokracuje
trubkou do uzlu a», pak do ag, atd., az skon¢i v uzlu ak, potom ptislusny
fadek vystupniho souboru obsahuje k ¢isel a1, as, - .., ag (v tomto pofadi)
oddélend od sebe vzdy jednou mezerou.
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Obr. 1
Fokk

Jisté jste se jiz nékdy setkali s tlohami, kterym se fikd jednotazky.
Ukolem v nich je nakreslit zadany ¢arovy obrazec jednim tahem, aniz byste
nékterou jeho ¢aru kreslili vicekrat. Pokud se na obrazek podivame jako
na nakresleni grafu, jedna se vlastné o grafovou tlohu nalézt v zadaném
grafu tah obsahujici vSechny hrany grafu. Tahem rozumime posloupnost
vrcholt a hran vy, ey, v1, €2, ..., Vk_1, €, U takovou, ze hrana e; spojuje
vrcholy v; 1 a v; a pritom vSechny hrany obsazené v tahu jsou navzajem
rizné.

Nase tloha o kanaliza¢ni siti problém jednotazek trochu zobecnuje.
Budeme-li chdpat kanaliza¢ni sit jako graf, pak nasim tkolem je nakreslit
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tento graf co nejmensim poctem tahi. Pritom kazdéd hrana grafu musi byt
obsazena pouze v jednom tahu, tzn. tahy jsou hranové disjunktni. Re¢eno
jinymi slovy a jesté trochu piresnéji, v zadaném grafu mame nalézt nejmensi
mnozinu tahi takovou, ze kazda hrana grafu je obsazena v pravé jednom
z nich. Potfebny miniméalni pocet tahtt bude urcovat nezbytny pocet Cisti-
cich robotl a feSeni problému zahajime nékolika zakladnimi pozorovanimi.
Pokud je graf nesouvisly, jisté mazeme Glohu fesit pro kazdou jeho kom-
ponentu souvislosti zvlast. Nadale tedy staci fesit Glohu jen pro souvislé
grafy. Ve vysledném algoritmu nesmime ovSem zapomenout nejprve urcit
komponenty souvislosti zadaného grafu (nékterym ze standardnich gra-
fovych algoritmi) a urceni minimdalniho poctu tahti poté provést zvlast
v kazdé komponenté.

Stupném vrcholu grafu rozumime pocet hran, které z tohoto vrcholu
vychazeji. Soucet stupni vsech vrchola grafu je sudy, nebot kazda hrana
tento soucet zvysi o 2 (u kazdého ze svych dvou konct o 1). Kazdy graf
proto musi mit sudy pocet vrcholi lichého stupné. Predpokladejme tedy,
ze nas graf ma 2k vrchold lichého stupné pro néjaké vhodné nezaporné
celé cislo k.

Mate-li zkuSenosti s feSenim jednotazek, jisté si ted uvédomite, jak sou-
viseji stupné vrchold grafu s moznosti nakreslit tento graf jednim tahem.
Podminkou je, aby bud graf mél v8echny vrcholy sudého stupné (pak exis-
tuje dokonce tah, ktery za¢ind i koné¢i na stejném misté), nebo aby mél
presné dva vrcholy lichého stupné (potom hledany tah v jednom vrcholu
lichého stupné zacind a ve druhém konéi). Mnozi tato pravidla intuitivné
znate a pouzivate, my si ovSem nyni jejich platnost exaktné odvodime
a dokadzeme a poté je vyuzijeme i pro feSeni nasi pivodni talohy.

Podivame se nejprve na grafy, ve kterych maji vSechny vrcholy sudy
stupen (tzn. k = 0). DokéZeme, Ze v nich vzdy existuje uzavieny tah ob-
sahujici vSechny hrany. Pfipomenme si, Zze tah nazyvadme uzavieny, pokud
zatind a kond¢i ve stejném vrcholu grafu. Uvazujme nejdelsi tah v naSem
grafu, tj. ten, ktery obsahuje co nejvice hran. Ukazeme nejprve, Ze tento
tah musi byt uzavieny. Potom dokazeme, ze obsahuje vSechny hrany grafu.
Kdyby tah nebyl uzavieny, pak by z jeho posledniho vrcholu vychéazel lichy
pocet hran obsazenych v nasem tahu, ale protoze stupen kazdého vrcholu je
sudy, vychazela by z néj i néjaka nepouzita hrana, o kterou by bylo mozné
nas tah prodlouzit. To je spor se skutecnosti, Ze jsme zacinali s nejdel-
Sim tahem v grafu. Proto nejdelsi tah je nutné uzavieny. Pokud tento tah
neobsahuje vSechny hrany, pak existuje vrchol w, ze kterého vychézi jak
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hrana obsazend v naSem tahu, tak i hrana, kterd v nasem tahu neni (vime
totiz, Ze graf je souvisly). Protoze nas tah je uzavieny, miZzeme piedpo-
kladat, ze w je jeho prvni a zaroven posledni vrchol a tento tah lze potom
prodlouzit pfiddnim nepouzité hrany, kterd vede z vrcholu w. To je opét
spor s predpokladem, ze je nas tah nejdelsi mozny. Tim jsme dokézali, ze
nejdelsi tah obsahuje v8echny hrany grafu.

Vratme se nyni ke grafim, které obsahuji 2k vrchold lichého stupné
pro néjaké k > 0. V kazdém z téchto 2k vrcholt asponl jeden z hledanych
tahi zac¢ind nebo kond¢i. To opét snadno dokdzeme sporem. Necht w je
vrchol lichého stupné, kde zadny tah nezacind ani nekonéi. Kazdy tah
musi obsahovat sudy (tfeba i nulovy) pocet hran vychézejicich z vrcholu
w a protoze vSechny tahy dohromady obsahuji kazdou hranu grafu praveé
jednou, musel by byt stupen vrcholu w sudy, coz je spor. Z toho plyne, ze
kazdé feseni musi obsahovat alespon k tahd.

Ukazeme nyni naopak, ze k tahti pro nakresleni grafu s 2k vrcholy li-
chého stupné postacuje. Do grafu priddme k hran, které budou spojo-
vat dvojice vrcholt lichého stupné. Takto vytvoreny graf zistane souvisly
(kdyz byl souvisly i pivodni graf) a v8echny jeho vrcholy maji sudé stupné.
Jak jsme dokazali dfive, existuje v ném tedy uzavieny tah, ktery obsahuje
kazdou hranu pravé jednou. Pokud z tohoto tahu vynechame k pfidanych
hran, pak se tento tah rozpadne na k hranové disjunktnich tahti, které
dohromady obsahuji v8echny hrany pavodniho grafu. Téchto k tahi je
feSenim ulohy.

Zbyva vyresit otazku, jak nalézt v grafu, jehoz vSechny stupné vrchola
jsou sudé, uzavieny tah obsahujici vSechny hrany. Algoritmus spo¢iva v po-
stupném pridavani hran do vytvareného tahu. Vyjdeme z libovolného vy-
choziho vrcholu a po dosud nepouzitych hranach budeme postupovat tak
dlouho, dokud to bude mozné, tzn. dokud neptijdeme do vrcholu, z né-
hoz uz nevede zadné nepouzitd hrana. Protoze stupné vSech vrcholi jsou
sudé, musi byt timto vrcholem opét ptivodné zvoleny vychozi vrchol. Tim
jsme dostali néjaky uzavieny tah. Pokud na tomto tahu existuje vrchol,
jehoZz vSechny hrany jsme jesté nepouzili, zvolime ho za novy vychozi vr-
chol a postupujeme z néj stejnym zptisobem. Dostaneme tak dalsi uzavieny
tah, ktery snadno spojime s ptivodnim tahem do jednoho uzavieného tahu.
Stejnym zpusobem pokracujeme, dokud existuje néjaky vrchol s nepouzi-
tou hranou. Jakmile takovy vrchol neexistuje, mame nalezen pozadovany
uzavieny tah obsahujici vSechny hrany.
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Zamyslime se jesté, jak popsany algoritmus efektivné implementovat.
Strukturu grafu si zaznamendme pomoci seznamu hran, ktery si mizeme
ulozit v poli. Pro kazdou hranu si budeme evidovat nejen to, mezi kterymi
dvéma vrcholy vede, ale také zda uz byla tato hrana pouzita ve vytvareném
tahu. Zv1ast si ozna¢ime ty hrany, které jsme do grafu ptidali dodateéné.
Pro kazdy vrchol predem sestrojime seznam vsech hran, které z néj vedou.
Tyto seznamy mohou byt rizné dlouhé, takze bude vhodné reprezentovat
je dynamicky formou linearniho spojového seznamu. Seznam hran vycha-
zejicich z vrcholu budeme postupné prochézet a hrany budeme pouzivat
v tom poradi, jak jsou uloZeny v seznamu. Potiebujeme si tedy pro kazdy
vrchol také pamatovat, kam az jsme v jeho seznamu hran dosli (tzn. které
jako seznamy hran, coz ndm umozni navazujici tahy snadno spojovat do-
hromady.

Vlastni hledani a spojovani taht realizujeme nejlépe rekurzivni procedu-
rou. Algoritmus nejdfive nalezne pocatecni uzavieny tah. Vyjde pfitom
napiiklad z prvniho vrcholu a bude postupovat po jednotlivych vrcho-
lech grafu tak, ze se v kazdém vrcholu vyda vzdy po jeho prvni nepouzité
hrané. Potom budeme prochézet vrcholy na tomto tahu, dokud nenarazime
na prvni vrchol s néjakou dosud nepouzitou hranou. Pro tento vrchol za-
volame tutéz rekurzivni proceduru, ktera stejnym zptisobem nalezne z néj
vychézejici uzavieny tah a spoji ho s pivodnim tahem. Pfi vhodné imple-
mentaci této rekurzivni procedury nebude jiz tfeba pro vrcholy na piidava-
ném tahu kontrolovat, zda jsou vSechny jejich hrany pouzity — zkontroluje
to sama procedura, pfipadné se pritom podle potieby rekurzivné znovu
zavola. Vypocet konci ve chvili, kdy na pocateénim tahu nezbyva zadny
zadny vrchol s nepouzitou hranou a mame tedy uzavieny tah obsahujici
vSechny hrany grafu.

Casova a pamétova slozitost popsané rekurzivni procedury slouzici k na-
lezeni tahu je O(N + M), kde N je pocet vrcholii a M pocet hran grafu —
pro kazdy vrchol grafu musime jednou projit seznam hran z ného vychaze-
jicich a tyto seznamy pro vSechny vrcholy dohromady maji celkovou délku
O(M). Pfi feSeni celé zadané tlohy musime uvazovat jesté uréeni kompo-
nent souvislosti grafu, v kazdé komponenté doplnéni hran mezi dvojicemi
vrchold lichého stupné a na zavér vypusténi téchto pridanych hran z nale-
zeného tahu. Komponenty souvislosti grafu dokazeme urcit standardnim
algoritmem prohledévéni grafu do hloubky nebo do $itky v ¢ase O(N + M).
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Operace s docasné priddvanymi a odebiranymi hranami maji celkovou ¢a-
sovou slozitost O(N), nebot v grafu muze byt nejvyse N vrcholi lichého
stupné. Casova i paméfova slozitost celého feseni je tedy O(N + M).
Pokud byste se chtéli podivat na programovou realizaci popsaného fe-
Seni, navstivte na Internetu stranky vénované kategorii P Matematické
olympiddy. Najdete je na adrese http://mo.mff.cuni.cz/. Vedle aktuélnich
informaci o soutézi je na téchto webovych strankach umistén také archiv
soutéznich tloh a jejich vzorovych feseni za poslednich tfinact let.

Dokazovani a objevovani vét
v geometrii pomoci metod pocitacové
algebry

PAVEL PECH
Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budgjovice

(Dokoncent)

4. Automatické objevovani vét

V této kapitole se budeme vénovat automatickému objevovani vét. Au-
tomatické objevovani vét spocivad v hledani dodatecnych predpokladi tak,
aby se tvrzeni, které obecné neni pravdivé, stalo pravdivym. Podstatu au-
tomatického objevovani si opét nejlépe objasnime na piikladé. Dokazte
nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni A: UvaZujme trojihelnik ABC. Oznaé¢me K, L, M po Tadé
paty kolmic spusténgch z libovolného bodu P na strany BC, AC, AB troj-
thelnika ABC. Potom jsou body K, L, M kolinedrni.

Abychom dokézali dané tvrzeni, zvolme systém souradnic tak, ze A =
[a,0],B = [b,¢],C = [0,0],P = [p,q], K = [m,n],L = [k,0],M = [r,s].
Predpoklady jsou nésledujici:
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PL1 AC&p—-k=0
KeBC&cem—-bn=0
PK 1 BC& (p—m)b+ (¢g—n)c=0
MeAB < (b—a)s—(r—a)ec=0
PM1AB& (p—r)b—a)+(g—s)c=0.
Zaveér tvrzeni je vyjadien rovnici
K, L, M jsou kolinedrni < (m — k)s — (r — k)n = 0.
V CoCoA napiSeme

Use R::= Q[abcpgkmnrs];

I:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)
+(q-s)c);

NF ((m-k)s-(r-k)n),I);

Odpovéd je kn — nr — ks + ms, tedy normélni forma neni rovna nule
a platnost tvrzeni dokdzana neni (tvrzeni neni pravdivé na prvni pohled,
zvolime-li napf. bod P v priseciku vysek).

Nyni budeme hledat dodate¢né podminky, které je nutné pridat k pred-
pokladim tak, aby se tvrzeni stalo pravdivym. Piidame tedy polynom
zavéru (m — k)s — (r — k)n k polynomtm idedlu I a budeme eliminovat
zavislé proménné k,m,n,r,s, tj. elimina¢ni idedl bude obsahovat pouze
polynomy s proménnymi a, b, ¢, p, q. NapiSeme

Use R::= Q[abcpgkmnrs];

I:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)
+(g-s)c,

(m-k)s-(r-k)n);

Elim(k..s,I);

Odpovédi je jediny polynom ve tvaru ac?(—acp+ cp® +abq—b*q —c*q +
cq?). Rovnice a = 0 nebo ¢ = 0 znamenaji, ze vrcholy trojthelnika lezi na
jedné primce, coz mtizeme vyloucit. Zbyvajici vztah

—acp+cp® +abqg— Vg — g+’ =0 (16)

je podminka pro to, aby bod P lezel na kruznici opsané trojihelniku ABC.
To miZeme nahlédnout z toho, ze budeme-li uvazovat body A, B,C jako
pevné a bod P jako proménny, potom je rovnice (16) rovnici kruZnice
opsané trojuhelniku ABC, jak snadno zjistime dosazenim.
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Rovnice (16) by tedy méla byt ona dodateéna podminka, kterou je nutné
pridat k predpokladim Tvrzeni A, aby se toto tvrzeni stalo pravdivym.

Dostédvame nésledujici nové tvrzeni:

Tvrzeni B: UvaZujme trojihelnik ABC. Oznac¢me K,L,M po Tadé
paty kolmic spusténych z bodu P, ktery leZi na kruZnici opsané trojuhel-
nikuw ABC, na strany BC, AC, AB trojuhelnika ABC. Potom jsou body
K,L, M Fkolinedrni.

Provedeme diikaz Tvrzeni B. Napiseme

Use R::= Q[abcpgkmnrs];

I:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)
+(gq-s)c, ac”2(-acp+ cp”2 + abg - b"2q - ¢c"2q + ¢cq~2));
NF((m-k)s-(r-k)n,I);

Odpovéd je kn — nr — ks + ms, tedy Tvrzeni B jsme nedokézali. Po-
kusme se zjistit pricinu. Predpokladejme, ze plati dané predpoklady a zé-
roven neplati zavér, podobné jako pfi dikazu sporem. Abychom vyjadiili
negaci rovnice (m — k)s — (r — k)n = 0, zavedeme pomocnou proménnou ¢
a napiSeme ((m —k)s — (r — k)n)t —1 = 0. Pokud by totiz platila pivodni
rovnost (m — k)s — (r — k)n = 0, dostaneme 1 = 0. V idedlu J, ktery ob-
sahuje polynomy predpokladi a negaci zavéru budeme eliminovat vSechny
zéavislé proménné, tj. vSechny proménné kromé téch, pomoci kterych jsme
zadali tlohu. Napiseme

Use R::= Q[abcpgkmnrst];

J:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)
+(q-s)c, -acp + ¢cp”2 + abgq - b"2q - ¢c"2q + cq"2,
((m-k)s-(r-k)n)t-1);

Elim(p..t,J);

Odpovédi je jediny polynom, ktery mé po rozkladu na cinitele tvar
(b2 + ¢?)(a? — 2ab + b* + ¢?). Predpokladejme, Ze je tento polynom riizny
od nuly a pfidejme tuto podminku (b% + ¢?)((a — b)? + ¢?)v — 1 = 0, kde
v je dalsi pomocnd proménnd, do idedlu J. Nové vznikly idedl oznacme
K. Geometricky to znamend, ze pro vrcholy trojahelnika plati B # C
a B # A. Opét ovéfime pravdivost tvrzeni.
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Use R::= Q[abcpgkmnrsvt];
K:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(q-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)
+(q-s)c,-acp+cp”2+abq-b~2q-c~2q+cq”2,
(b~2+c”2) ((a-b) "2+c"2)v-1);

NF((m-k)s-(r-k)n,K);

Vysledek 0 tika, ze Tvrzeni B je pravdivé, za predpokladu, ze B # C
a B # A. Témto podminkdm fikdme podminky nedegenerace. Obvykle se
tyto podminky do zadani tloh elementarni geometrie nedavaji. Piirozené
se predpokladé, ze trojuhelnik je skutec¢ny trojihelnik a ne tisecka ¢i trojice
bodt v primce, tfi splyvajici body apod. Mizeme tedy fici, ze Tvrzeni
B je pravdivé. Mnozi ¢tendri jisté poznali v Tvrzeni B zndmou Wallace-
Simsonovu vétu [5], kterou jsme takto ,objevili“, obr. 8.

"

N
¥ M=[rs
v - .\ [r.s]
- B=[b,c]
P
(BN
[N
1 .
1 s
: ~
! K=[m,n]
]
1
]
c= L=[k.0] A=[a,0] X

Obr. 8 Paty kolmic K, L, M spu$ténych z bodu P kruznice trojihelniku opsané na
strany trojahelnika ABC' lezi na pfimce

5. ResSeni neelementarnich konstrukénich tloh

V této casti poddme piiklad neelementarni konstrukce, kterou neni
snadné sestrojit pomoci kruzitka a pravitka. Jedné se o nésledujici tlohu,
viz [8].

V rovin€ jsou ddany primky a,b,c,d. Sestrojte ctverec KLM N, jehoZ
vrcholy leZi po radé na danych primkdch a,b,c,d.
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Zvolme systém soufadnic tak, ze K = [ki,k2], L = [l1,l2],
M = [my,ms], N = [n1,n2] a necht pfimky a,b,c,d maji rovnice a :
aix + a2y +az3 = 0,0 : bz +by+b3 =0, ¢c: v+ cy+c3 =0,
d:dixz + doy + d3 = 0. Predpokladejme 7%e K € a, L€ b, M € ¢c,a N €d.
Otod¢ime vektor L — K o0 90° v kladném smyslu okolo K a dostaneme vek-
tor N — K (znadime rot(L — K) = N — K). Potom oto¢ime vektor K — N
0 90° v témz smyslu okolo N a dostaneme vektor M — N a tak déle, viz
obr. 9.

Obr. 9 Ctverec KLM N, jehoz vrcholy lezi na danych p¥imkach a,b,c,d

Dostaneme nasledujici relace:

K ea& aky +asks+a3 =0, LE€bs bl +bly+b3 =0, M €
c& ceymy +como+c3 =0, N ed& ding +dsns +ds = 0, I'Ot(L—K) =
N-K & —(lz—kg) = nl—kl, lh—Fk = ng—kz, I“Ot(K—N) =M-N&
—(kQ—’IlQ) =mi —ny, k1 —ni = mo — no, I‘Ot(N—M) =L-M<
—(nz—mz) =1y —my, ng —mq = ls —ma, rot(M—L) =K-L &
—(m2 — lz) = kl —ll, my —ll = kz — lz.

Méame systém dvanacti rovnic, ktery budeme fesit vzhledem k osmi
neznamym ki, ks, l1, I3, m1, ma, ny, ne. Naprt. pro k; dostaneme
- b201 + b202 + Cldl + 62d1 — b2d2 — Cldz + Czdg +c1 —Cco — d1
o b201d1 + b202d1 - b201d2 + Cldl - Cld2 + 02d2 '
Podobné najdeme ostatni neznamé. Podivejme se na jedno z feSeni
KLMN na obrazku, ktery byl sestrojeny s pomoci interaktivniho soft-
ware Cabri II. Z konstrukce vidime, ze existuji nejvyse ¢tyri ¢tverce danych
vlastnosti.

ki
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6. Zavér

V tomto ¢lanku jsme se seznamili se zaklady teorie automatického doka-
zovani, automatického odvozovani a automatického objevovani vét elemen-
tarni (i neelementdrni) geometrie. Na piikladech jsme poznali podstatu
této teorie, kterd zvlasté v poslednich letech nabyva na vyznamu. Zvysu-
jici se vykonnost pocitacii, jakoz i objevy novych algoritma umoziuji tento
nebyvaly pokrok.

V pripadé, ze klasickd — syntetickd metoda selhdva, mizeme pouzit
k feSeni problému nékterou z naznacCenych pocitacovych metod. Zvlasté
v kombinaci s dynamickym software (napt. Cabri II nebo Cabri II plus)
miizeme dostat velmi zajimavé a pisobivé vysledky.

Autor ¢lanku dékuje dr. Antoninu Vrbovi za fadu podnétnych pripomi-
nek a navrhd.
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