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Nakreslen� grafu minim�ln�m po�tem
tah�
��lohy z MO � kategorie P� ��� ��st	

PAVEL T�PFER

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

V na�em voln�m seri�lu �l�nk� se zaj�mav�mi �lohami z Matematick�
olympi�dy kategorie P se po del�� dob� vrac�me op�t k problematice grafo	
v�ch �loh
 R�zn� grafov� algoritmy se v �loh�ch MO kategorie P vyu��vaj�
pom�rn� �asto
 Nejb��n�j�� z nich �jako ur�en� komponent souvislosti
 na	
lezen� nejkrat�� cesty v grafu apod
� jsou v�eobecn� zn�m� a uv�d� je ka�d�
u�ebnice programov�n�
 Budeme se proto rad�ji v�novat �loh�m
 v jejich�
�e�en� je t�eba krom� standardn�ch algoritm� pou��t je�t� n�jakou zaj�ma	
vou my�lenku nav�c
 Jedna takov� se objevila v praktick� ��sti celost�tn�ho
kola ��
 ro�n�ku MO � kategorie P ��koln� rok ����������
 P�vodn� zad�n�
i vzorov� �e�en� p�ipravili organiz�to�i olympi�dy z Fakulty matematiky

fyziky a informatiky Univerzity Komensk�ho v Bratislav�
 Pro pot�eby to	
hoto �l�nku si zad�n� trochu zkr�t�me a zjednodu��me
 ani� bychom t�m
ov�em zm�nili smysl �lohy
 Rovn�� popis �e�en� vych�z� z p�vodn�ho slo	
vensk�ho origin�lu
 je v�ak z��sti p�epracov�n a dopln�n


���

Kanaliza�n� s�� je tvo�ena N uzly o��slovan�mi od � do N 
 mezi kter�mi
vedeM trubek
 Ka�d� trubka spojuje dvojici uzl� a nem� ��dn� odbo�ky

ani se nikde nev�tv�
 Mezi ka�dou dvojic� uzl� vede nejv��e jedna trubka

Tuto kanaliza�n� s�� je t�eba pro�istit pomoc� speci�ln�ch �istic�ch robot�
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Postup p�i �i�t�n� trubek je jednoduch�� �istic� robot mus� proj�t ka�dou
trubkou pr�v� jednou� kdyby robot pro�el ji� vy�i�t�nou trubkou
 hrozilo
by nebezpe��
 �e tuto trubku po�kod�
 Robot m��e do trubky vstoupit
z jej�ho libovoln�ho konce� pokud v�ak ji� do trubky vstoup�
 mus� j� celou
proj�t
 Po skon�en� pr�ce se m��e robot nach�zet v jin�m uzlu
 ne� v jak�m
s �i�t�n�m za��nal


Za t�chto podm�nek se m��e st�t
 �e jeden robot na vy�i�t�n� cel� ka	
naliza�n� s�t� nebude sta�it
 Pot�ebujeme tedy do kanalizace poslat v�ce
robot� najednou a naprogramovat je tak
 aby dohromady pro�istili ce	
lou kanaliza�n� s��
 �istic� robot ale nen� zrovna levn�
 a proto je pot�eba
navrhnout takov� postup
 aby cel� kanalizace byla vy�i�t�na pomoc� co
nejmen��ho po�tu robot�


Sout��n� �loha�

Vytvo�te program
 kter� pom��e napl�novat trasy pro �istic� roboty

Program na�te popis kanaliza�n� s�t�
 ur�� minim�ln� po�et robot� posta	
�uj�c� pro vy�i�t�n� cel� s�t� a navrhne jejich trasy tak
 aby ka�dou trubkou
pro�el pr�v� jeden z nich pr�v� jednou
 Jestli�e existuje v�ce �e�en�
 v��
program m� za �kol nal�zt a vypsat jedno libovoln� z nich


Form�t vstupu�

Prvn� ��dek vstupn�ho souboru ROURY
IN obsahuje dv� kladn� cel�
��sla� po�et uzl� N �� � N � ���� a po�et trubek M 
 odd�len� mezerou

Ka�d� z n�sleduj�c�ch M ��dk� popisuje jednu trubku� obsahuje v�dy dv�
��sla odd�len� mezerou
 co� jsou ��sla koncov�ch uzl� trubky


Form�t v�stupu�
Na prvn�m ��dku v�stupn�ho souboru ROURY
OUT bude zaps�no je	

din� cel� ��slo R � nejmen�� po�et robot�
 kter� posta�uje k vy�i�t�n�
cel� kanaliza�n� s�t�
 N�sleduje R ��dk�
 z nich� i	t� popisuje trasu i	t�ho
robota
 Pokud i	t� robot za��n� svou pr�ci v uzlu a�
 odtud pokra�uje
trubkou do uzlu a�
 pak do a�
 atd

 a� skon�� v uzlu ak
 potom p��slu�n�
��dek v�stupn�ho souboru obsahuje k ��sel a�
 a�
 � � � 
 ak �v tomto po�ad��
odd�len� od sebe v�dy jednou mezerou
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Jist� jste se ji� n�kdy setkali s �lohami
 kter�m se ��k� jednota�ky

�kolem v nich je nakreslit zadan� ��rov� obrazec jedn�m tahem
 ani� byste
n�kterou jeho ��ru kreslili v�cekr�t
 Pokud se na obr�zek pod�v�me jako
na nakreslen� grafu
 jedn� se vlastn� o grafovou �lohu nal�zt v zadan�m
grafu tah obsahuj�c� v�echny hrany grafu
 Tahem rozum�me posloupnost
vrchol� a hran v�
 e�
 v�
 e�
 � � � 
 vk��
 ek
 vk takovou
 �e hrana ei spojuje
vrcholy vi�� a vi a p�itom v�echny hrany obsa�en� v tahu jsou navz�jem
r�zn�


Na�e �loha o kanaliza�n� s�ti probl�m jednota�ek trochu zobec uje

Budeme	li ch�pat kanaliza�n� s�� jako graf
 pak na��m �kolem je nakreslit
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tento graf co nejmen��m po�tem tah�
 P�itom ka�d� hrana grafu mus� b�t
obsa�ena pouze v jednom tahu
 tzn
 tahy jsou hranov� disjunktn�
 !e�eno
jin�mi slovy a je�t� trochu p�esn�ji
 v zadan�m grafu m�me nal�zt nejmen��
mno�inu tah� takovou
 �e ka�d� hrana grafu je obsa�ena v pr�v� jednom
z nich
 Pot�ebn� minim�ln� po�et tah� bude ur�ovat nezbytn� po�et �isti	
c�ch robot� a �e�en� probl�mu zah�j�me n�kolika z�kladn�mi pozorov�n�mi

Pokud je graf nesouvisl�
 jist� m��eme �lohu �e�it pro ka�dou jeho kom	
ponentu souvislosti zvl���
 Nad�le tedy sta�� �e�it �lohu jen pro souvisl�
grafy
 Ve v�sledn�m algoritmu nesm�me ov�em zapomenout nejprve ur�it
komponenty souvislosti zadan�ho grafu �n�kter�m ze standardn�ch gra	
fov�ch algoritm�� a ur�en� minim�ln�ho po�tu tah� pot� prov�st zvl���
v ka�d� komponent�


Stupn�m vrcholu grafu rozum�me po�et hran
 kter� z tohoto vrcholu
vych�zej�
 Sou�et stup � v�ech vrchol� grafu je sud�
 nebo� ka�d� hrana
tento sou�et zv��� o � �u ka�d�ho ze sv�ch dvou konc� o ��
 Ka�d� graf
proto mus� m�t sud� po�et vrchol� lich�ho stupn�
 P�edpokl�dejme tedy

�e n�� graf m� �k vrchol� lich�ho stupn� pro n�jak� vhodn� nez�porn�
cel� ��slo k


M�te	li zku�enosti s �e�en�m jednota�ek
 jist� si te" uv�dom�te
 jak sou	
visej� stupn� vrchol� grafu s mo�nost� nakreslit tento graf jedn�m tahem

Podm�nkou je
 aby bu" graf m�l v�echny vrcholy sud�ho stupn� �pak exis	
tuje dokonce tah
 kter� za��n� i kon�� na stejn�m m�st��
 nebo aby m�l
p�esn� dva vrcholy lich�ho stupn� �potom hledan� tah v jednom vrcholu
lich�ho stupn� za��n� a ve druh�m kon���
 Mnoz� tato pravidla intuitivn�
zn�te a pou��v�te
 my si ov�em nyn� jejich platnost exaktn� odvod�me
a dok��eme a pot� je vyu�ijeme i pro �e�en� na�� p�vodn� �lohy


Pod�v�me se nejprve na grafy
 ve kter�ch maj� v�echny vrcholy sud�
stupe �tzn
 k # ��
 Dok��eme
 �e v nich v�dy existuje uzav�en� tah ob	
sahuj�c� v�echny hrany
 P�ipome me si
 �e tah naz�v�me uzav�en�
 pokud
za��n� a kon�� ve stejn�m vrcholu grafu
 Uva�ujme nejdel�� tah v na�em
grafu
 tj
 ten
 kter� obsahuje co nejv�ce hran
 Uk��eme nejprve
 �e tento
tah mus� b�t uzav�en�
 Potom dok��eme
 �e obsahuje v�echny hrany grafu

Kdyby tah nebyl uzav�en�
 pak by z jeho posledn�ho vrcholu vych�zel lich�
po�et hran obsa�en�ch v na�em tahu
 ale proto�e stupe ka�d�ho vrcholu je
sud�
 vych�zela by z n�j i n�jak� nepou�it� hrana
 o kterou by bylo mo�n�
n�� tah prodlou�it
 To je spor se skute�nost�
 �e jsme za��nali s nejdel	
��m tahem v grafu
 Proto nejdel�� tah je nutn� uzav�en�
 Pokud tento tah
neobsahuje v�echny hrany
 pak existuje vrchol w
 ze kter�ho vych�z� jak
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hrana obsa�en� v na�em tahu
 tak i hrana
 kter� v na�em tahu nen� �v�me
toti�
 �e graf je souvisl��
 Proto�e n�� tah je uzav�en�
 m��eme p�edpo	
kl�dat
 �e w je jeho prvn� a z�rove posledn� vrchol a tento tah lze potom
prodlou�it p�id�n�m nepou�it� hrany
 kter� vede z vrcholu w
 To je op�t
spor s p�edpokladem
 �e je n�� tah nejdel�� mo�n�
 T�m jsme dok�zali
 �e
nejdel�� tah obsahuje v�echny hrany grafu


Vra�me se nyn� ke graf�m
 kter� obsahuj� �k vrchol� lich�ho stupn�
pro n�jak� k � �
 V ka�d�m z t�chto �k vrchol� aspo jeden z hledan�ch
tah� za��n� nebo kon��
 To op�t snadno dok��eme sporem
 Nech� w je
vrchol lich�ho stupn�
 kde ��dn� tah neza��n� ani nekon��
 Ka�d� tah
mus� obsahovat sud� �t�eba i nulov�� po�et hran vych�zej�c�ch z vrcholu
w a proto�e v�echny tahy dohromady obsahuj� ka�dou hranu grafu pr�v�
jednou
 musel by b�t stupe vrcholu w sud�
 co� je spor
 Z toho plyne
 �e
ka�d� �e�en� mus� obsahovat alespo k tah�


Uk��eme nyn� naopak
 �e k tah� pro nakreslen� grafu s �k vrcholy li	
ch�ho stupn� posta�uje
 Do grafu p�id�me k hran
 kter� budou spojo	
vat dvojice vrchol� lich�ho stupn�
 Takto vytvo�en� graf z�stane souvisl�
�kdy� byl souvisl� i p�vodn� graf� a v�echny jeho vrcholy maj� sud� stupn�

Jak jsme dok�zali d��ve
 existuje v n�m tedy uzav�en� tah
 kter� obsahuje
ka�dou hranu pr�v� jednou
 Pokud z tohoto tahu vynech�me k p�idan�ch
hran
 pak se tento tah rozpadne na k hranov� disjunktn�ch tah�
 kter�
dohromady obsahuj� v�echny hrany p�vodn�ho grafu
 T�chto k tah� je
�e�en�m �lohy


Zb�v� vy�e�it ot�zku
 jak nal�zt v grafu
 jeho� v�echny stupn� vrchol�
jsou sud�
 uzav�en� tah obsahuj�c� v�echny hrany
 Algoritmus spo��v� v po	
stupn�m p�id�v�n� hran do vytv��en�ho tahu
 Vyjdeme z libovoln�ho v�	
choz�ho vrcholu a po dosud nepou�it�ch hran�ch budeme postupovat tak
dlouho
 dokud to bude mo�n�
 tzn
 dokud nep�ijdeme do vrcholu
 z n�	
ho� u� nevede ��dn� nepou�it� hrana
 Proto�e stupn� v�ech vrchol� jsou
sud�
 mus� b�t t�mto vrcholem op�t p�vodn� zvolen� v�choz� vrchol
 T�m
jsme dostali n�jak� uzav�en� tah
 Pokud na tomto tahu existuje vrchol

jeho� v�echny hrany jsme je�t� nepou�ili
 zvol�me ho za nov� v�choz� vr	
chol a postupujeme z n�j stejn�m zp�sobem
 Dostaneme tak dal�� uzav�en�
tah
 kter� snadno spoj�me s p�vodn�m tahem do jednoho uzav�en�ho tahu

Stejn�m zp�sobem pokra�ujeme
 dokud existuje n�jak� vrchol s nepou�i	
tou hranou
 Jakmile takov� vrchol neexistuje
 m�me nalezen po�adovan�
uzav�en� tah obsahuj�c� v�echny hrany


Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



Zamysl�me se je�t�
 jak popsan� algoritmus efektivn� implementovat

Strukturu grafu si zaznamen�me pomoc� seznamu hran
 kter� si m��eme
ulo�it v poli
 Pro ka�dou hranu si budeme evidovat nejen to
 mezi kter�mi
dv�ma vrcholy vede
 ale tak� zda u� byla tato hrana pou�ita ve vytv��en�m
tahu
 Zvl��� si ozna��me ty hrany
 kter� jsme do grafu p�idali dodate�n�

Pro ka�d� vrchol p�edem sestroj�me seznam v�ech hran
 kter� z n�j vedou

Tyto seznamy mohou b�t r�zn� dlouh�
 tak�e bude vhodn� reprezentovat
je dynamicky formou line�rn�ho spojov�ho seznamu
 Seznam hran vych�	
zej�c�ch z vrcholu budeme postupn� proch�zet a hrany budeme pou��vat
v tom po�ad�
 jak jsou ulo�eny v seznamu
 Pot�ebujeme si tedy pro ka�d�
vrchol tak� pamatovat
 kam a� jsme v jeho seznamu hran do�li �tzn
 kter�
jeho hrany jsou ji� jist� pou�it��
 Vytv��en� tahy budeme reprezentovat
jako seznamy hran
 co� n�m umo�n� navazuj�c� tahy snadno spojovat do	
hromady


Vlastn� hled�n� a spojov�n� tah� realizujeme nejl�pe rekurzivn� procedu	
rou
 Algoritmus nejd��ve nalezne po��te�n� uzav�en� tah
 Vyjde p�itom
nap��klad z prvn�ho vrcholu a bude postupovat po jednotliv�ch vrcho	
lech grafu tak
 �e se v ka�d�m vrcholu vyd� v�dy po jeho prvn� nepou�it�
hran�
 Potom budeme proch�zet vrcholy na tomto tahu
 dokud nenaraz�me
na prvn� vrchol s n�jakou dosud nepou�itou hranou
 Pro tento vrchol za	
vol�me tut�� rekurzivn� proceduru
 kter� stejn�m zp�sobem nalezne z n�j
vych�zej�c� uzav�en� tah a spoj� ho s p�vodn�m tahem
 P�i vhodn� imple	
mentaci t�to rekurzivn� procedury nebude ji� t�eba pro vrcholy na p�id�va	
n�m tahu kontrolovat
 zda jsou v�echny jejich hrany pou�ity � zkontroluje
to sama procedura
 p��padn� se p�itom podle pot�eby rekurzivn� znovu
zavol�
 V�po�et kon�� ve chv�li
 kdy na po��te�n�m tahu nezb�v� ��dn�
vrchol s nepou�itou hranou
 V tom okam�iku toti� ji� v cel�m grafu nen�
��dn� vrchol s nepou�itou hranou a m�me tedy uzav�en� tah obsahuj�c�
v�echny hrany grafu


�asov� a pam��ov� slo�itost popsan� rekurzivn� procedury slou��c� k na	
lezen� tahu je O�N $M�
 kde N je po�et vrchol� a M po�et hran grafu �
pro ka�d� vrchol grafu mus�me jednou proj�t seznam hran z n�ho vych�ze	
j�c�ch a tyto seznamy pro v�echny vrcholy dohromady maj� celkovou d�lku
O�M�
 P�i �e�en� cel� zadan� �lohy mus�me uva�ovat je�t� ur�en� kompo	
nent souvislosti grafu
 v ka�d� komponent� dopln�n� hran mezi dvojicemi
vrchol� lich�ho stupn� a na z�v�r vypu�t�n� t�chto p�idan�ch hran z nale	
zen�ho tahu
 Komponenty souvislosti grafu dok��eme ur�it standardn�m
algoritmem prohled�v�n� grafu do hloubky nebo do ���ky v �ase O�N$M�
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Operace s do�asn� p�id�van�mi a odeb�ran�mi hranami maj� celkovou �a	
sovou slo�itost O�N�
 nebo� v grafu m��e b�t nejv��e N vrchol� lich�ho
stupn�
 �asov� i pam��ov� slo�itost cel�ho �e�en� je tedy O�N $M�


Pokud byste se cht�li pod�vat na programovou realizaci popsan�ho �e	
�en�
 nav�tivte na Internetu str�nky v�novan� kategorii P Matematick�
olympi�dy
 Najdete je na adrese http���mo
m%
cuni
cz�
 Vedle aktu�ln�ch
informac� o sout��i je na t�chto webov�ch str�nk�ch um�st�n tak� arch�v
sout��n�ch �loh a jejich vzorov�ch �e�en� za posledn�ch t�in�ct let


Dokazov�n� a objevov�n� v�t
v geometrii pomoc� metod po��ta�ov�
algebry

PAVEL PECH

Pedagogick� fakulta JU� �esk� Bud�jovice

�Dokon�en��

�� Automatick� objevov�n� v�t

V t�to kapitole se budeme v�novat automatick�mu objevov�n� v�t
 Au	
tomatick� objevov�n� v�t spo��v� v hled�n� dodate�n�ch p�edpoklad� tak

aby se tvrzen�
 kter� obecn� nen� pravdiv�
 stalo pravdiv�m
 Podstatu au	
tomatick�ho objevov�n� si op�t nejl�pe objasn�me na p��klad�
 Doka�te
n�sleduj�c� tvrzen��

Tvrzen� A� Uva�ujme troj�heln�k ABC� Ozna�me K�L�M po �ad�

paty kolmic spu	t�n�ch z libovoln
ho bodu P na strany BC� AC� AB troj�

�heln�ka ABC� Potom jsou body K�L�M koline�rn��

Abychom dok�zali dan� tvrzen�
 zvolme syst�m sou�adnic tak
 �e A #
&a� �'� B # &b� c'� C # &�� �'� P # &p� q'�K # &m�n'� L # &k� �'�M # &r� s'�
P�edpoklady jsou n�sleduj�c��
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PL � AC � p� k # �
K � BC � cm� bn # �
PK � BC � �p�m�b$ �q � n�c # �
M � AB � �b� a�s� �r � a�c # �
PM � AB � �p� r��b� a� $ �q � s�c # ��

Z�v�r tvrzen� je vyj�d�en rovnic�

K�L�M jsou koline�rn�� �m� k�s� �r � k�n # ��

V CoCoA nap��eme

Use R��� Q�abcpqkmnrs��

I��Ideal�p�k�cm�bn��p�m�b	�q�n�c��b�a�s��r�a�c��b�a��p�r�

	�q�s�c��

NF��m�k�s��r�k�n��I��

Odpov�" je kn � nr � ks $ms� tedy norm�ln� forma nen� rovna nule
a platnost tvrzen� dok�z�na nen� �tvrzen� nen� pravdiv� na prvn� pohled

zvol�me	li nap�
 bod P v pr�se��ku v��ek�


Nyn� budeme hledat dodate�n� podm�nky
 kter� je nutn� p�idat k p�ed	
poklad�m tak
 aby se tvrzen� stalo pravdiv�m
 P�id�me tedy polynom
z�v�ru �m � k�s � �r � k�n k polynom�m ide�lu I a budeme eliminovat
z�visl� prom�nn� k�m� n� r� s� tj
 elimina�n� ide�l bude obsahovat pouze
polynomy s prom�nn�mi a� b� c� p� q� Nap��eme

Use R��� Q�abcpqkmnrs��

I��Ideal�p�k�cm�bn��p�m�b	�q�n�c��b�a�s��r�a�c��b�a��p�r�

	�q�s�c�

�m�k�s��r�k�n��

Elim�k

s�I��

Odpov�d� je jedin� polynom ve tvaru ac���acp$cp�$abq�b�q�c�q$
cq��� Rovnice a # � nebo c # � znamenaj�
 �e vrcholy troj�heln�ka le�� na
jedn� p��mce
 co� m��eme vylou�it
 Zb�vaj�c� vztah

�acp$ cp� $ abq � b�q � c�q $ cq� # � ����

je podm�nka pro to
 aby bod P le�el na kru�nici opsan� troj�heln�ku ABC�
To m��eme nahl�dnout z toho
 �e budeme	li uva�ovat body A�B�C jako
pevn� a bod P jako prom�nn�
 potom je rovnice ���� rovnic� kru�nice
opsan� troj�heln�ku ABC
 jak snadno zjist�me dosazen�m
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Rovnice ���� by tedy m�la b�t ona dodate�n� podm�nka
 kterou je nutn�
p�idat k p�edpoklad�m Tvrzen� A
 aby se toto tvrzen� stalo pravdiv�m


Dost�v�me n�sleduj�c� nov� tvrzen��

Tvrzen� B� Uva�ujme troj�heln�k ABC� Ozna�me K�L�M po �ad�

paty kolmic spu	t�n�ch z bodu P� kter� le�� na kru�nici opsan
 troj�hel�

n�ku ABC� na strany BC� AC� AB troj�heln�ka ABC� Potom jsou body

K�L�M koline�rn��

Provedeme d�kaz Tvrzen� B
 Nap��eme

Use R��� Q�abcpqkmnrs��

I��Ideal�p�k�cm�bn��p�m�b	�q�n�c��b�a�s��r�a�c��b�a��p�r�

	�q�s�c� ac����acp	 cp�� 	 abq � b��q � c��q 	 cq�����

NF��m�k�s��r�k�n�I��

Odpov�" je kn � nr � ks $ms� tedy Tvrzen� B jsme nedok�zali
 Po	
kusme se zjistit p���inu
 P�edpokl�dejme
 �e plat� dan� p�edpoklady a z�	
rove neplat� z�v�r
 podobn� jako p�i d�kazu sporem
 Abychom vyj�d�ili
negaci rovnice �m� k�s� �r� k�n # �� zavedeme pomocnou prom�nnou t

a nap��eme ��m� k�s� �r� k�n�t� � # �� Pokud by toti� platila p�vodn�
rovnost �m� k�s� �r � k�n # �� dostaneme � # �� V ide�lu J 
 kter� ob	
sahuje polynomy p�edpoklad� a negaci z�v�ru budeme eliminovat v�echny
z�visl� prom�nn�
 tj
 v�echny prom�nn� krom� t�ch
 pomoc� kter�ch jsme
zadali �lohu
 Nap��eme

Use R��� Q�abcpqkmnrst��

J��Ideal�p�k�cm�bn��p�m�b	�q�n�c��b�a�s��r�a�c��b�a��p�r�

	�q�s�c� �acp 	 cp�� 	 abq � b��q � c��q 	 cq���

��m�k�s��r�k�n�t�
��

Elim�p

t�J��

Odpov�d� je jedin� polynom
 kter� m� po rozkladu na �initele tvar
�b� $ c���a� � �ab$ b� $ c��� P�edpokl�dejme
 �e je tento polynom r�zn�
od nuly a p�idejme tuto podm�nku �b� $ c����a � b�� $ c��v � � # �� kde
v je dal�� pomocn� prom�nn�
 do ide�lu J� Nov� vznikl� ide�l ozna�me
K� Geometricky to znamen�
 �e pro vrcholy troj�heln�ka plat� B �# C

a B �# A
 Op�t ov���me pravdivost tvrzen�
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Use R��� Q�abcpqkmnrsvt��

K��Ideal�p�k�cm�bn��p�m�b	�q�n�c��b�a�s��r�a�c��b�a��p�r�

	�q�s�c��acp	cp��	abq�b��q�c��q	cq���

�b��	c�����a�b���	c���v�
��

NF��m�k�s��r�k�n�K��

V�sledek � ��k�
 �e Tvrzen� B je pravdiv�
 za p�edpokladu
 �e B �# C

a B �# A� T�mto podm�nk�m ��k�me podm�nky nedegenerace
 Obvykle se
tyto podm�nky do zad�n� �loh element�rn� geometrie ned�vaj�
 P�irozen�
se p�edpokl�d�
 �e troj�heln�k je skute�n� troj�heln�k a ne �se�ka �i trojice
bod� v p��mce
 t�i spl�vaj�c� body apod
 M��eme tedy ��ci
 �e Tvrzen�
B je pravdiv�
 Mnoz� �ten��i jist� poznali v Tvrzen� B zn�mou Wallace	
Simsonovu v�tu &�'
 kterou jsme takto )objevili*
 obr
 �


����
����
�	
�

Obr� 	 Paty kolmic K�L�M spu
t�n�ch z bodu P kru�nice troj
heln�ku opsan� na

strany troj
heln�ka ABC le�� na p��mce

�� �e�en� neelement�rn�ch konstruk	n�ch 
loh

V t�to ��sti pod�me p��klad neelement�rn� konstrukce
 kterou nen�
snadn� sestrojit pomoc� kru��tka a prav�tka
 Jedn� se o n�sleduj�c� �lohu

viz &�'


V rovin� jsou d�ny p��mky a� b� c� d� Sestrojte �tverec KLMN� jeho�

vrcholy le�� po �ad� na dan�ch p��mk�ch a� b� c� d�
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Zvolme syst�m sou�adnic tak
 �e K # &k�� k�'� L # &l�� l�'�
M # &m��m�'� N # &n�� n�' a nech� p��mky a� b� c� d maj� rovnice a �
a�x $ a�y $ a� # �� b � b�x $ b�y $ b� # �� c � c�x $ c�y $ c� # ��
d � d�x$ d�y $ d� # �� P�edpokl�dejme �e K � a� L � b� M � c� a N � d�

Oto��me vektor L�K o (�� v kladn�m smyslu okolo K a dostaneme vek	
tor N �K �zna��me rot�L�K� # N �K�
 Potom oto��me vektor K �N

o (�� v t�m� smyslu okolo N a dostaneme vektor M �N a tak d�le
 viz
obr
 (


�����
����	
��
�

Obr� � �tverec KLMN� jeho� vrcholy le�� na dan�ch p��mk�ch a� b� c� d

Dostaneme n�sleduj�c� relace�

K � a � a�k� $ a�k� $ a� # �� L � b � b�l� $ b�l� $ b� # �� M �

c� c�m�$ c�m�$ c� # �� N � d� d�n�$ d�n�$ d� # �� rot�L�K� #
N�K � ��l��k�� # n��k�� l��k� # n��k�� rot�K�N� #M�N �

��k� � n�� # m� � n�� k� � n� # m� � n�� rot�N �M� # L �M �

��n� � m�� # l� � m�� n� � m� # l� � m�� rot�M � L� # K � L �

��m� � l�� # k� � l�� m� � l� # k� � l��

M�me syst�m dvan�cti rovnic
 kter� budeme �e�it vzhledem k osmi
nezn�m�m k�� k�� l�� l�� m�� m�� n�� n�� Nap�
 pro k� dostaneme

k� #
b�c� $ b�c� $ c�d� $ c�d� � b�d� � c�d� $ c�d� $ c� � c� � d�

b�c�d� $ b�c�d� � b�c�d� $ c�d� � c�d� $ c�d�
�

Podobn� najdeme ostatn� nezn�m�
 Pod�vejme se na jedno z �e�en�
KLMN na obr�zku
 kter� byl sestrojen� s pomoc� interaktivn�ho soft	
ware Cabri II
 Z konstrukce vid�me
 �e existuj� nejv��e �ty�i �tverce dan�ch
vlastnost�
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�� Z�v�r

V tomto �l�nku jsme se sezn�mili se z�klady teorie automatick�ho doka	
zov�n�
 automatick�ho odvozov�n� a automatick�ho objevov�n� v�t elemen	
t�rn� �i neelement�rn�� geometrie
 Na p��kladech jsme poznali podstatu
t�to teorie
 kter� zvl��t� v posledn�ch letech nab�v� na v�znamu
 Zvy�u	
j�c� se v�konnost po��ta��
 jako� i objevy nov�ch algoritm� umo� uj� tento
neb�val� pokrok


V p��pad�
 �e klasick� � syntetick� metoda selh�v�
 m��eme pou��t
k �e�en� probl�mu n�kterou z nazna�en�ch po��ta�ov�ch metod
 Zvl��t�
v kombinaci s dynamick�m software �nap�
 Cabri II nebo Cabri II plus�
m��eme dostat velmi zaj�mav� a p�sobiv� v�sledky


Autor �l�nku d�kuje dr
 Anton�nu Vrbovi za �adu podn�tn�ch p�ipom�	
nek a n�vrh�


L i t e r a t u r a

��� Bartsch� H� J�� Matematick� vzorce� SNTL� Praha ��	��
��� Berger� M�� Geometry I� Springer�Verlag� Berlin � Heidelberg ��	��
��� Bottema� O�� Hoofstukken uit de elementaire meetkunde� Servire� Den Haag� �����

Epsilon� Utrecht ��	��
��� Cox� D� � Little� J� � O�Shea� D�� Ideals� Varieties� and Algorithms� Second Edition�

Springer �����
��� Coxeter� H� S� M� � Greitzer� S� L�� Geometry revisited� Toronto � New York �����
��� D�rrie� B� H�� Triumph der Mathematik� Breslau �����
��� Hora� J� � Pech� P�� Using computer to discover some theorems in geometry� Acta

Acad� Paed� Agriensis �� ������� ������
�	� Karger� A�� Classical Geometry and Computers� Journal for Geometry and Graphics

� ����	�� �����
��� Staudt� Ch� R�� �ber die Inhalte der Polygone und Polyeder� Journal f�r die reine

und angewandte Mathematik �� ��	���� ��������
���� Wang� D�� Gr�bner Bases Applied to Geometric Theorem Proving and Discovering�

In� Gr�bner bases and applications� B� Buchberger� F� Winkler �eds�� Lecture Notes
of Computer Algebra� Cambridge Univ� Press� Cambridge� ���	� �	������

���� Pech� P� Klasick� vs� po �ta ov� metody p�i �e
en� 
loh v geometrii� Jiho esk� uni�
verzita� �� Bud�jovice �����

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������


